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Introducere

Modelul de competitie Stackelberg este un joc in care jucatorul lider
(leader) face primul pas, iar jucatorul insotitor (follower) reactioneaza
la strategia acestuia. Pentru a rezolva acest joc, se utilizeaza metoda
inductiet inverse: primul pas este gasirea raspunsului optim din partea
jucatorului insotitor considerand strategia liderului ca un parametru;
dupa aceea, avand acest raspuns parametric, urmeaza alegerea celei
mai bune strategii din partea liderului. Din acest joc reiese faptul ca
liderul este tot timpul in avantaj, iar insotitorul trebuie neaparat sa
reactioneze la pasul primului jucator caci altfel, jocul se reduce la mo-
delul Nash clasic. In modelul Nash, cei doi jucatori sunt la acelasi nivel,
in timp ce in modelul Stackelberg, jucatorii sunt subordonati unul fata
de celalalt. Cateva rezultate de comparatie pot fi citite in lucrarile R.
Amir si . Grilo [2], A.J. Novak, G. Feichtinger si G. Leitmann [53], si
W. Stanford [62]. De exemplu, in lucrarea [53], autorii demonstreaza
ca modelul Stackelberg poate descrie eficient lupta impotriva actiunilor
teroriste (teroristii fiind liderii care initiaza actiunea, iar insotitorii sunt
oficialitatile).

Obiectivul tezei este de a prezenta o abordare variationala a echilib-
rului Stackelberg, concentrandu-se in primul rand pe atitudinea juca-
torului insotitor, folosind elemente din teoria calculului variational.
Deoarece strategia jucatorului insotitor este minimizarea pierderii (ce
depinde de strategia liderului), vom aplica mai multe metode si rezul-
tate din teoria inegalitatilor variationale, analiza neneteda i geometria
riemanniana. Aceasta abordare este motivata de:

e [negalitati variationale. Deoarece vrem sa minimizam nigte functii
de pierdere, este natural sa utilizam elemente din teoria punctului
critic (neneted) si teoria inegalitatilor variationale. Exemple sim-
ple confirma acest procedeu; de exemplu, daca f(x) = x pentru
x € [0, 1], nu exista niciun punct critic in sensul clasic, dar inega-
litatea variationala f’(zo)(x—x¢) > 0 pentru orice z € [0, 1] are o
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solutie unica xy = 0, care este si minimul functiei f pe multimea
[0, 1]. Conceptul potrivit pentru a trata aceste fenomene neliniare
este garantat de functionalele de tip Motreanu-Panagiotopoulos,
care sunt functii local Lipschitz perturbate de o functie proprie,
convexa i inferior semicontinua (precum functia indicator a unei
multimi convexe).

e Geometria riemanniand. Exista anumite jocuri/probleme unde
multimile de strategii nu sunt convexe in sensul clasic (euclidian),
dar sunt convexe in raport cu o metrica riemanniana. O clasa
speciala de spatii Riemann unde se poate elabora teoria echi-
librului Stackelberg si Nash este data de wvarietatile Hadamard
(varietati riemanniene simplu conexe, complete avand curbura
sectionald nepozitiva).

Teza este structurata in patru parti.

In primul capitol prezentam acele notiuni si rezultate care sunt folo-
site pe parcursul tezei. In particular, reamintim principiul variational
al lui Ekeland, teoreme de punct fix, elemente din analiza neliniara
si analiza multivoca, elemente din teoria punctului critic neneted si
elemente din geometria riemanniana.

In capitolul doi studiem existenta si localizarea punctelor de echi-
libru Stackelberg pentru doi jucatori, folosind inegalitati variationale
si teoreme de punct fix; in acest caz, functiile de pierdere nu trebuie
neaparat sa fie netede. Daca multimile de strategii sunt compacte, sta-
bilim un rezultat de existenta pentru raspunsul variational Stackelberg
folosind teorema de punct fix a lui Begle pentru aplicatii multivoce.
Tot aici aratam si existenta unei functii de pierdere pentru care echili-
brul Stackelberg exista (si este calculat explicit), in timp ce multimea
punctelor de echilibru Nash este vida. Daca multimile de strategii
sunt necompacte, demonstram unicitatea punctelor de echilibru Stac-
kelberg in anumite conditii, folosind sisteme dinamice disrete si conti-
nue, ambele convergand exponential catre unicul punct din multimea
de raspuns variational Stackelberg. Rezultatele in acest capitol sunt
bazate pe lucrarea Sz. Nagy [49] (in care prezentarea este facuta in
cazul neted).

In capitolul trei sunt extinse rezultatele din capitolul doi pentru
multimi de strategii curbate. Fiind inspirati de lucrarile lui A. Kristaly
[36, 37|, presupunem ca multimile de strategii sunt submultimi geode-
zic convexe ale unor varietati riemanniene finit dimensionale. Pentru a



obtine rezultate calitative, consideram varietati de tip Hadamard care
au doua proprietati esentiale: neexpansivitatea proiectiei metrice si
proprietatea Moskovitz-Dines (numita si proprietatea de unghi obtuz).
Vom considera multimi strategice compacte si necompacte pentru a sta-
bili rezultate de existenta, de localizare si de unicitate pentru elemen-
tele din multimea de raspuns variational Stackelberg. Remarcam fap-
tul ca prezenta structurii de varietate Hadamard joaca un rol esential
in argumentele noastre nu numai din punct de vedere analitic (anu-
mite estimari sunt bazate pe teorema de comparatie a lui Rauch si
pe proprietati de baza ale proiectiei metrice) ci si din punct de vedere
geometric. Intr-adevir, conform rezultatelor din lucrarea A. Kristdly
[37], cele doua proprietati amintite mai sus ale proiectiei metrice ca-
racterizeaza spatiile Hadamard in clasa varietatilor riemanniene simplu
conexe si complete. Rezultatele din acest capitol apar in lucrarea A.
Kristély si Sz. Nagy [38].

Capitolul patru trateaza rezultate de multiplicitate pentru elemen-
tele din multimea de raspunsuri variationale Stackelberg. In litera-
tura clasica sunt exemple in care multimea de raspunsuri variationale
Stackelberg are un singur element, adica raspunsul insotitorului este
unic determinat. Pe de alta parte, exista situatii in care unicitatea
raspunsului nu mai este valabila. Obiectivul acestui capitol este deter-
minarea unei clase de functii de pierdere in vederea garantarii a trei
raspunsuri distincte variationale Stackelberg. Aceasta clasa de functii
contine un parametru real, care joaca un rol important in rezolvarea
problemei. intr—adevér, daca parametrul este destul de mic (cvanti-
ficat), demonstram ca insotitorul are numai raspunsul nul (adica, nu
este implicat activ in joc), iar cand parametrul depasgeste un anumit
prag, insotitorul are la dispozitie cel putin trei variante de raspunsuri
variationale. Pentru a demonstra aceste rezultate, vom utiliza teoria
punctului critic pentru functionale de tip Motreanu-Panagiotopoulos
(minimizare globala, forma neneteda a teoremei trecatorii montane,
conditia Palais-Smale neneteda). Exemple numerice arata optimali-
tatea rezultatelor teoretice de mai sus. Aceste rezultate sunt prezen-
tate in lucrarea Sz. Nagy [50].
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Teza se bazeaza pe urmatoarele trei lucrari:

e A. Kristaly, Sz. Nagy, Followers strategy in Stackelberg equi-
librium problems on curved strategy sets, Acta Polytech. Hung.
10 (2013), no. 7, 69-80. ISI Journal (IF: 0.471)

e Sz. Nagy, Stackelberg equilibria via variational inequalities and
projections. J. Global Optim. 57 (2013), no. 3, 821-828. ISI
Journal (IF: 1.355)

e Sz. Nagy, Multiple Stackelberg variational responses, Stud.
Univ. Babes-Bolyai Math., accepted, 2015.

Mentionam o alta lucrare ce contine rezultate originale, dar nu este
strict legata de prezenta teza:

e Cs. Farkas, A.E. Molnér, Sz. Nagy, A generalized variational

principle in b—metric spaces. Matematiche (Catania) 69 (2014),
no. 2, 205-221.
In acest articol se demonstreazi mai multe principii variationale
pe spatii b—metrice. In particular, se obtine un principiu varia-
tional al lui Zhong in forma slaba pe spatii b—metrice si se pre-
zinta aplicabilitatea acestui rezultat in demonstratia unei teo-
reme de punct fix de tip Caristi.

Rezultatele originale in cadrul tezei sunt:
e Capitolul 1: cateva observatii.

e Capitolul 2: Teoremele 2.2.1, 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3; Propozitiile 2.2.1,
2.2.2; Observatiile 2.2.1, 2.2.2, 2.3.1, 2.3.2; Exemplele 2.3.1, 2.3.2;
Figurile 2.1, 2.2.

e Capitolul 3: Teoremele 3.2.1, 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3; Lema 3.2.1;
Observatia 3.2.1; Exemplele 3.3.1, 3.3.2, 3.3.3; Figura 3.1.

e Capitolul 4: Teorema 4.1.1; Lema 4.3.1; Propozitiile 4.3.1, 4.4.1,
4.4.2; Observatiile 4.1.1, 4.1.3, 4.2.1, 4.3.1, 4.4.1; Exemplul 4.1.1;
Figura 4.1.

Cuvinte cheie: Puncte de echilibru Stackelberg, multimea de raspuns
variational Stackelberg, puncte de echilibru Nash, metode variationale,
puncte fixe, principiul variational al lui Ekeland, puncte critice, teo-
rema trecatorii montane, conditia Palais-Smale, minimizare, functii
local Lipschitz, functionale de tip Motreanu-Panagiotopoulos.
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Capitolul 1

Preliminarii

In acest capitol prezentam notiunile si rezultatele care sunt folosite pe
parcursul tezei, in care am urmarit lucrarile lui H. Brezis [13], F.H.
Clarke [20], M.P. do Carmo [22], D. Motreanu si P.D. Panagiotopoulos
[48], A. Kristdly, V. Radulescu si Cs. Varga [39]. Vom reaminti pe
scurt titlurile sectiunilor si subsectiunilor.

1.1 Principii variationale
e Spatii metrice (si spatii b—metrice).
e Functii inferior semicontinue si convexe.

e Principii variationale: teorema lui Weierstrass, principiul variational
al lui Ekeland, principiul variational al lui Borwein-Preiss.

1.2 Notiuni subdiferentiale si puncte cri-
tice
1.2.1 Calcul subdiferential
e Functii local Lipschitz.

e Proprietati ale derivatei directionale generalizate i ale gradien-
tului generalizat.

e Rezultate de regularitate.

11
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1.2.2 Teoria punctului critic pentru functionale nene-
tede

e Functionale de tip Motreanu-Panagiotopoulos. Conditia Palais-
Smale neneteda.

e Argumente de minimizare. Forma neneteda a teoremei trecatorii
montane.

1.3 Puncte fixe

e Teoremele de punct fix ale lui Brouwer, Begle, Banach si Caristi.

1.4 Elemente din geometria riemanniana

1.4.1 Linii geodezice, aplicatia exponentiala si cur-
bura

Functia distanta. Linii geodezice. Conexiunea Levi-Civita.

Aplicatia exponentiala.

Diferentiala functiilor pe varietati.

Curbura. Paralelogramoidul Levi-Civita.

Teorema lui Hopf-Rinow. Varietati Hadamard.

Teorema de comparatie a lui Rauch.

1.4.2 Proiectii metrice
e Definitia proiectiei metrice.
e Neexpansivitatea proiectiei metrice.
e Proprietatea Moskovitz-Dines.

e (Caracterizarea varietatilor Hadamard.



Capitolul 2

Echilibrul Stackelberg in
spatii euclidiene

In acest capitol studiem existenta si localizarea echilibrului Stackel-
berg pentru doi jucatori, folosind inegalitati variationale si teoreme de
punct fix. Studiem atat cazul multimilor de strategii compacte cat si
necompacte in spatii euclidiene. Rezultatele din acest capitol au fost
publicate in lucrarea Sz. Nagy [49].

2.1 Formularea problemei

Aga cum am remarcat in Introducere, modelul Stackelberg se poate
trata cu metoda inductiei inverse: se determina cel mai bun raspuns
pentru insotitor (actiunea liderului fiind un parametru), iar apoi tre-
buie aleasa cea mai buna strategie din perspectiva liderului. De aici
rezulta clar ca obiectivul principal este determinarea raspunsului pen-
tru jucatorul insotitor.

Fara a restrange generalitatea problemei, presupunem ca multimile
de strategii K1, Ky sunt submultimi ale lui R™. Notam cu [ : R™ X
R™ — R functia de pierdere pentru jucatorul lider, iar cu f : R™ x
R™ — R a jucatorului insotitor.

Primul pas consta in determinarea multimii de raspuns Stackelberg
(Stackelberg equilibrium response set), definita prin

RSE(xl) = {ZL’Q < K2 . f(xl,y) — f(]?l,xg) Z O, Vy € KQ}

pentru fiecare 1 € K;. Presupunand ca Rgp(r1) # () pentru orice
x1 € Ky, pasul urmator (pentru lider) este minimizarea functiei x

13
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[(z,7(z)) pe K1, unde r este o selectie convenabila a aplicatiei multi-
voce Rgp; mai precis, multimea de echilibru Stackelberg pentru lider
(Stackelberg equilibrium leader set) este definita prin

Ssp ={r1 € Ky : l(x,r(x)) — l(z1,7r(z1)) >0, Vo € K1}.

Obiectivul nostru principal este localizarea elementelor din mul-
timea de raspuns Stackelberg. In vederea rezolvirii acestei probleme,
definim o multime mai larga decat multimea de raspuns Stackelberg
cu ajutorul inegalitatilor variationale. Daca f : R™ x R™ — R este
functia de pierdere pentru jucatorul insotitor, presupunem ca f(zq,-)
este local Lipschitz pentru fiecare x1 € K;. Introducem mulfimea de
raspuns variational Stackelberg, definita prin

Rsy (1) = {x2 € Ky f;&((%;@)éy —x3) >0, Yy € K2}7

unde f2 ((z1, 2); v) noteaza derivata directionala generalizata a functiei
f(x1,+) In punctul z5 € K5 §i directia v € R™.

Remarcam faptul ca este mai usor sa determinam punctele din
multimea de raspuns variational Stackelberg, decat elementele din multi-
mea Rgg(x1). In consecinti, mai intai localizim elementele din Rgy (1),
dupa care alegem de aici elementele multimii Rgp(x1). In plus, elemen-
tele din multimea de raspuns variational Stackelberg sunt punctele fixe
ale unei aplicatii multivoce care contine proiectia metrica a multimii de
strategie K. De aceea, putem garanta nu numai rezultate de existenta,
dar si rezultate de localizare prin sisteme dinamice proiective cand
multimile de strategii sunt compacte sau necompacte. Aceste metode
proiective au fost aplicate in cazul modelului Nash de catre E. Cava-
zzuti, M. Pappalardo, M. Passacantando [16], A. Kristaly [37], J.-S.
Pang gi M. Fukushima [55], Y.S. Xia gi J. Wang [67], J. Zhang, B.
Qu si N. Xiu [70]. In literatura de specialitate existi diverse metode
pentru studiul problemelor de echilibru, a se vedea [19], [29].

Presupunem ca functia de pierdere [ : R™ xR™ — R a liderului este
local Lipschitz. Daca Rgy(x1) # () pentru fiecare z; € K si se poate
alege o selectie r : K1 — K5 destul de neteda din aplicatia multivoca
Rgy, atunci putem introduce mulfimea variationald Stackelberg (pentru
lider), definita prin

SSV = {‘Tl € Kl : 121((x17r($1));y - xl) Z O, Vy € Kl} .

Este observa ca multimea Sgy contine strategia cea mai buna a lide-
rului, adica punctul minim al aplicatiei = +— [(z,7(z)) pe K;.
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Capitolul este structurat in felul urmétor: In Sectiunea 2.2 pre-
zentam cateva rezultate de baza referitoare la multimea de raspuns
variational Stackelberg. In Sectiunea 2.3 mentionam rezultatele princi-
pale ale acestui capitol, considerand atat multimi de strategii compacte
cat si necompacte.

2.2 Multimea de raspuns variational Sta-
ckelberg

In aceasta sectiune enumeram cateva proprietati de baza ale multumii
de raspuns variational Stackelberg.

Propozitia 2.2.1 (Sz. Nagy [49]) Fie K; C R™ multimi nevide, con-
veze (i = 1,2) gi fie f: R™ x R™ — R functia de plata (de pierdere)
a jucatorului insotitor astfel incat f(x1,-) este local Lipschitz pentru
fiecare x1 € Ky. Atunci au loc urmatoarele proprietdti:

(a) Rsp(z1) C Ry (x1) pentru orice 1 € K.

(b) Daca f(z1,-) este convexa pe Ky pentru un x € K, fizat, atunci
Rsp(z1) = Rsv(z1).

Observatia 2.2.1 Proprietatea (a) o demonstram cu ajutorul teoriei
punctului critic. Intr-adevir, daci f(z1,y) > f(x1,25) pentru orice
y € Ky, atunci x5 € K, este un punct de minim global pentru functia
f(z1,+) + 0K,, unde Jg, este functia indicatoare a multimii K5, adica,

] 0, daca y € Ko;
oY) = { +o00, dacd y ¢ Ko.

In consecinta, xs este un punct critic pentru functia f(zq,-)+dg,, ceea
ce implica faptul ca

frgg((xlaxQ);y - x2) > 07 Vy S KQ,
adica, zo € Rgy(21).

In cele ce urmeaza, stabilim o legatura intre multimea de raspuns
variational Stackelberg si punctele fixe ale aplicatiei multivoce AZ! :
K, — 252 care este definita prin

A% (z) = Pk, (x — a0y, f (21, 7)), (2.2.1)

unde x; € K7 g1 a > 0 sunt fixati.
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Teorema 2.2.1 (Sz. Nagy [49]) Fie K; C R™ multimi nevide, conveze
(1t = 1,2) gi fie f : R™ x R™ — R functia de plata (de pierdere)
a jucatorului insotitor astfel incat f(x1,-) este local Lipschitz pentru
fiecare x1 € K. Fie x1 € K, fizat arbitrar. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

(a) 22€ Rgv(x1);
(b) xy € AZ'(x5) pentru orice a > 0;

(c) Exista un a > 0 astfel incat xo € AL (z2).

Incheiem aceasta sectiune cu un rezultat care se refera la strategia
jucatorului lider.

Propozitia 2.2.2 Fiel : R™ x R™ — R o functie de clasq C'. Pre-
supunem cd v — Rgy(z) este o functie univocd, de clasd C* pe K;.
Atunci Sgg C Sqy.

Observatia 2.2.2 Importanta Propozitiei 2.2.2 se va vedea in Capi-
tolul 4, in care aplicatia = — Rgy(x) nu este neaparat univoca.

2.3 Existenta si localizarea raspunsurilor
variationale Stackelberg

Pe baza Teoremei 2.2.1, determinarea elementelor in Rgy (1) este echi-
valenta cu localizarea punctelor fixe ale aplicatiei multivoce A%', o > 0.

2.3.1 Strategii compacte in spatii euclidiene

Teorema 2.3.1 (Sz. Nagy [49]) Fie K; C R™ multimi nevide, conveze
(1 = 1,2), Ky compacta, si fie f : R™ x R™ — R functia de plata
a jucatorului insotitor astfel incat f(x1,-) este local Lipschitz pentru
fiecare 1 € Ky. Atunci, au loc urmatoarele proprietati:

(a) 0 # Rsp(x1) C Rgy(x1) pentru orice x1 € Ki;

(b) Daca card(Rgy (1)) = 1 pentru orice x1 € Ky si aplicatiile x —
Rsv(x) sil (functia de pierdere pentru lider) sunt de clasd C*!,
atunci Sgy # ().
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Figura 2.1: Minimizarea functiei z; — (21, Rsv(z1)), 21 € Ki,

ob’ginénd T = —}1 (stanga). Raspunsul insotitorului la actiunea

11 = —3 este Rgp(—3) = Rev(—%) = {—2} (dreapta).

Exemplul 2.3.1 Fie [, f : R x R — R doua functii de pierdere
(21, 20) = 4a125 — 2,

f(zy,m9) = 23 + z9(2) + 1) + 4,

si multimile de strategii K1 = Ky = [—1, 1]. Aplicand Teorema 2.3.1(a),
un calcul simplu (bazat pe metoda inductiei inverse) ne arata ca

1’1—|—1

Rsy(21) = {— }, 7 € K.

Fie z; € K, fixat arbitrar. Observam ca functia f(z,-) este convexa
pe Ko, iar cu ajutorul Propozitiei 2.2.1(a) rezulta Rgg(x1) = Rgy(x1).
Mai mult, card(Rsv(z1)) = 1, iar functia x — Rgy(z) este de clasa
C*; de aici rezultd ca Ssy # 0, a se vedea Teorema 2.3.1 (b). Un calcul

simplu ne da
1
Sgy = {_é_l} .

Pe baza Propozitiei 2.2.2 avem ca multimea de echilibru Stackelberg
pentru lider este Ssp = { }1 } iar multimea de raspuns variational /echi-
libru Stackelberg este Rgp(—1) = Rev(—1) = {—2}, ase vedea Figura
2.1.
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Figura 2.2: Desi (%,—%g) este un punct de echilibru Nash-

Stampacchia pentru [ si f pe K; x K,, perechea nu este un punct
de echilibru Nash in sensul clasic.

Observatia 2.3.1 In cazul functiilor si multimilor din Exemplul 2.3.1
demonstram ca multimea punctelor de echilibru Nash este vida. Pentru
a demonstra acest fapt, utilizam argumentele din A. Kristaly [36], unde
ideea generala contine argumente valabile pentru functii nenetede pe
varietati Riemann. Mai precis, determinam multimea punctelor de
echilibru Nash-Stampacchia, adica solutiile sistemului

Il (x1,22),® —x1) >0 pentru orice z € Ki;
(1, 02),y — a:2> >0 pentru orice y € K.

Acest sistem are solutia unica

(229

Multimea punctelor de echilibru Nash este o submul{ime a mul{imii
Ng, conform A. Kristély [37]. Insa, punctul Ng nu verifica sistemul
pentru punctele de echilibru Nash

[(x,x9) > l(x1,22) pentru orice z € Kjy;
f(z1,y) > f(x1,22) pentru orice y € Ko,

a se vedea si Figura 2.2.
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2.3.2 Strategii necompacte in spatii euclidiene

Daca l, f : R x R — R sunt functii definite prin

l(xl)xQ) - f('rlax2> - 6_$1_$27

si K1 = Ky =[0,00), atunci pentru orice element x; € K; avem

RSE(xl) = Rsv(SEl) = (Z)

In consecinta, pentru a garanta existenta elementelor din multimea de
raspuns variational Stackelberg in cazul multimilor de strategii necom-
pacte, sunt necesare anumite conditii de crestere pe langa regularitatea
functiilor de plata.

Introducem doua sisteme dinamice, presupunand ca functiile de
pierdere sunt de clasa C* pe R™ x R™. Fie z; € K, si a > 0 elemente
fixate.

(a) Fie (DDS)5" sistemul dinamic discret

Ynt+1 = A§41<PK2 (yn))> n >0,
Yo € R™.

(b) Fie (CDS)Y" sistemul dinamic continuu

{ @ = AL (P, (y(1) = y(t),
y(0) = 4o € R™.

Rezultatul principal in aceasta sectiune este urmatorul:

Teorema 2.3.2 (Sz. Nagy [49]) Fie K; C R™ multimi nevide, con-
vexe (nu neaparat compacte) (i = 1,2), si fie f : R™ xR™ — R functia
de platd a jucdtorului insotitor de clasa C*. Fie xy € K, fizat si presu-
punem cd f, (x1,-) : R™ = R™ este o functie L—Lipschitz si k—strict
monotona. Atunci, card(Rgy(x1)) = 1; mai mult, sistemele dinamice
(DDS)E" si (CDS)E" converg exponential catre unicul element din
multimea Ry (x1).

Observatia 2.3.2 Metodele bazate pe sisteme dinamice au fost apli-
cate In teoria punctelor de echilibru Nash, a se vedea lucrarile E. Ca-
vazzuti, M. Pappalardo, M. Passacantando [16], Y.S. Xia si J. Wang
[67], J. Zhang, B. Qu si N. Xiu [70]. Mentionam ca rezultatul de mai
sus pentru probleme de echilibru Stackelberg este mai general decat
rezultatele in cazul problemelor Nash; argumente similare pot fi gasite
in monografia A. Kristédly, V. Radulescu si Cs. Varga [39, Chapter I1]]
pentru probleme de echilibru Nash.
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Exemplul 2.3.2 Fie n > 2 §i M, (R) multimea matricelor simetrice
de tip n x n cu valori reale. Produsul scalar pe M,,(R) este definit prin

(U, V) = te(UV),

unde tr(Y) este urma matricei Y € M, (R). Este bine cunoscut faptul

ca (M,(R), (-, -)) este un spatiu euclidian, segmentul unic intre punctele
X,Y € M,(R) este dat de

rxy(s) =(1—-s)X+sY, sel0,1]. (2.3.1)
Fie functiile [, f : R x M,,(R) — R definite prin
I(t,X) =3 —tdet(X), f(t,X) =tr((X —tA)?),
unde A € M, (R) este fixat si
K, =10,00), Ko ={X € M,,(R) : tr(X) > 1}.

Se vede ca multimile sunt convexe dar nu sunt compacte. Mai mult,
pentru orice t € Ky, functia

X fi (6, X)=2(X —tA)

este 2—Lipschitz gi 2—strict monotona. Pe baza Teoremei 2.3.2, pentru
orice t € K, avem card(Rgy (1)) = 1, iar sistemele dinamice (DDS)F si
(CDS)F converg exponential citre unicul punct din Rgy (). In acest
caz, observam ca

Rgsy(t) = {Pk,(tA)}, Vt € K;.

Pentru a obtine multimea Ssg de echilibru Stackelberg pentru lider, ne
ramane si minimizam functia ¢ — (¢, Py, (tA)) = t3 — tdet(Pg, (tA))
pe K; = [0, 00).

Incheiem acest capitol cu un rezultat de existenta de tip Caristi
pentru punctele de echilibru Stackelberg:

Teorema 2.3.3 (Sz. Nagy) Fie K; C R™ multimi nevide, conveze
(nu neaparat compacte) (i = 1,2), si fie f : R™ x R™ — R functia
de platd a jucdtorului insotitor de clasd C'. Fie 1 € K, fizat. Dacd
exista o functie inferior semicontinua g : R™ — Ry si a > 0 astfel
incat

|z — AZH(2)|| < g(x) — g(AZH (2)), Vo € R™,
atunci Rgy (x1) # 0.



Capitolul 3

Echilibrul Stackelberg pe
varietati riemanniene

In acest capitol prezentam extensia riemanniana a rezultatelor din Ca-
pitolul 2. Pentru a simplifica argumentele, elaboram rezultatele intr-un
cadru neted, urmarind articolul A. Kristédly si Sz. Nagy [38].

3.1 Abordarea riemanniana a raspunsului
variational Stackelberg

In capitolul anterior am prezentat cateva rezultate de existenta si loca-
lizare ale elementelor din multimea de raspuns variational Stackelberg
in cazul euclidian.

Obiectivul acestui capitol este extinderea rezultatelor analitice din
Capitolul 2 pentru jocuri definite pe multimi de strategii curbate,
care sunt scufundate geodezic convexr intr-o wvarietate riemanniand.
Motivatia acestui procedeu consta in faptul ca in anumite situatii,
multimile de strategii nu sunt convexe in sensul clasic. Ideea de a
scufunda multimile de strategii in mod geodezic convex intr-o varie-
tate riemanniana sau finsleriana provine de la T. Rapcsak [59], care a
aplicat aceasta metoda pentru rezolvarea unor probleme de optimizare
neliniara. Argumente similare pot fi studiate in G.C. Bento si J.G.
Melo [7], A. Kristaly [36, 37], X. Li, N. Huang [42], C. Li, G. Lépez,
V. Martin-Marquez [43], S.Z. Németh [52], etc.

Pentru simplitatea prezentarii, consideram numai doi jucatori. Fie
submultimile K7 C M; §i Ky C Ms in varietatile riemanniene (M, g1)
si (Ms, go), si de asemenea [, f : M; x My — R functiile de plata

21
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pentru cei doi jucatori. Din metoda inductiei inverse, primul pas este
determinarea multimii de raspuns

RSE(JIl) = {1’2 € K2 : f(l’l,’y) — f(l’l,l’g) > 0, \V/’y S KQ}

pentru orice 1 € K;. Dacd Rgg(r1) # 0 pentru orice z; € K, pasul
urmator este minimizarea aplicatiei z — [(x,r(x)) pe K7, unde r este o
selectie din aplicatia multivoca x — Rgg(z); in consecinta, obiectivul
liderului este determinarea multimii

Ssp ={x1 € Ky : l(z,r(z)) — l(x1,r(x1)) >0, YV € K;}.

Utilizand argumentele din Capitolul 2, definim multimi mai largi
decat multimea Rgg(z) prin inegalitati variationale. Pe parcursul ca-
pitolului presupunem ca functia f : M; x My — R este de clasa C!. Un
studiu similar se poate face si pentru functii local Lipschitz, urmarind
lucrarile D. Azagra, J. Ferrera gi F. Lépez-Mesas [3], Yu. S. Ledyaev
si Q.J. Zhu [41]. Pentru fiecare z; € K; definim multimea

Rov(z1) = {22 € Ko : go (f1, (1, 22),exp,. (y)) > 0, Vy € K>},

unde f; (r1,2;) noteaza diferentiala functiei f(xy,-) in raport cu me-
trica go In punctul zo € K5. Urmarind ideile din lucrarile lui A. Kristaly
[36, 37|, este mai ugoara determinarea elementelor multimii Rgy (1)
decat a celor din Rgp(z1). Stim ca

Rse(x1) C Rsv(z1),

adica putem alege punctele corespunzatoare Stackelberg dintre elemen-
tele multimii Rgy (x1). Mai mult, presupunand ca varietatea rieman-
niana are anumite proprietati curbate, putem caracteriza elementele
din multimea Rgy (x1) prin punctele fixe ale unei aplicatii ce contine
proiectia metrica a multimii Ky. De fapt, vom presupune ca multimile
de strategii sunt scufundate in varietati riemanniene de curbura nepo-
zitiva, in care proiectia metrica poseda proprietati specifice, si anume:

e neexpansivitatea, si
e proprietatea Moskovitz-Dines.

Contextul geometric optim pentru a elabora aceasta teorie a punctelor
de echilibru Stackelberg in cadrul varietatilor riemanniene este asigurat
de varietatile de tip Hadamard (varietati riemenniene complete, simplu
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conexe de curbura nepozitiva). Avand caracterizarea prin intermediul
punctelor fixe, putem aplica diferite rezultate din teoria punctului fix
pe spatii metrice (aciclice) pentru a garanta existenta elementelor din
multimea Rgy (z1).

In final, presupunem ca functia de plata a liderului [ : M; x My — R
este de clasd C' si Ry (z1) # () pentru orice z; € K;. Daca exista o
selectie 7 1 K1 — K de clasa C! din aplicatia multivoca Rgy, putem
defini multimea

Ssv = {x1 € K1 : g1 (I'(z1,7(z1)),exp, ' (y)) >0, Vy € K1 }.

In particular, multimea Sgy contine strategiile optime ale liderului,
adica punctele minime ale aplicatiei x — I(z,7(x)) pe Kj.

3.2 Proprietati de baza ale multimii de
raspuns

Stabilim cateva proprietati de baza ale multimii de raspuns, folosind
rezultate din teoria inegalitatilor variationale pe varietati riemanniene.
Utilizam notatiile din Sectiunea 3.1.

Lema 3.2.1 (A. Kristaly si Sz. Nagy [38]) Fie (M;, g;) varietati rie-
manniene, 1, f : My x My — R functii de platd de clasd C*, si K; C M,
mulfimi nevide, inchise si geodezic convexe, 1 = 1,2. Atunci, au loc
urmatoarele proprietati:

(a) Rse(r1) C Ry (x1) pentru orice x1 € Ki;

(b) Rse(x1) = Rsv(x1), daca f(xy,-) este convexd pe Ky pentru
xr1 € Kl,

(¢) Ssg € Ssv daca x — Rgsy(x) este o functie univoca avand o
C'-extensie pe o vecindtate deschisd Dy C My a multimii K.

Pentru z; € K; si a > 0 fixat, fie aplicatia AZ' : Ky — K, definita
prin

A (z) = Py, (exp, (—afl, (z1,))) . (3.2.1)
Mentionam ca A% este univoca daca (Ma,gs) este o varietate Ha-

damard (deoarece Pk, (z) este o multime Chebyshev pentru fiecare
S Kg)
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Teorema 3.2.1 (A. Kristaly si Sz. Nagy [38]) Fie (M, 1) o vari-
etate riemanniand si (M, g2) o varietate Hadamard. Fie f : M; X
M, — R functia de platd de clasa C' pentru insotitor si K; C M;
multimi nevide, inchise $i geodezic convexe, 1 = 1,2. Fie ©; € K,
fixat. Urmatoarele afirmatic sunt echivalente:

(a) x2€ Rsv(21);
(b) AZi(x9) = xo pentru orice a > 0;
(c) Ezista o > 0 astfel incat AZ (x2) = 3.
Observatia 3.2.1 Avem
Rsv(zy) = {xg € Ky : P, (expgC2 (—a ;Z(ml,xg))) = :EQ} .

3.3 Strategia insotitorului: existenta echi-
librului

3.3.1 Strategii compacte pe varietati Riemann

Teorema 3.3.1 (A. Kristaly si Sz. Nagy [38]) Fie (M;,g;) varietati
Hadamard, 1, f : My x My — R functii de plata de clasa C* si K; C M;
muliimi nevide, compacte si geodezic convexe, i = 1,2. Atunci, au loc
urmatoarele proprietati:

(a) 0 # Rse(r1) C Rsv(x1) pentru orice 1 € Ki;

(b) Ssv # 0, dacd Rsy(x1) este univocd pentru orice x; € K i
aplicatia v — Rsv () este o functie univocd avind o C*-extensie
pe o vecinatate deschisa Dy C My a multimii K.

3.3.2 Strategii necompacte pe varietati Riemann

Presupunem mai intai ca pentru un anumit element z; € K; are loc:
(H ) existd z, € K, astfel incat

’x,x,e 71-% + liL',x , € 71{1;
Lzl,zQ - limsup gQ(fxz( ! ) XPz ( 2>) g2(fx2( 1 2) prz( )) <

dgy (z,22)—00 d92 (l‘, l‘z)
z€Ko

<= | f2,(z1,22)]], -

Primul rezultat important in aceasta sectiune este urmatorul:
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Teorema 3.3.2 (A. Kristdly si Sz. Nagy [38]) Fie (M, g1) o varietate
riemanniand si (M, g2) o varietate Hadamard. Fie f : My x My —
R functia de platd de clasa C' pentru insotitor si K; C M; multimi
nevide, inchise si geodezic convexe, © = 1,2. Fie x1 € Ky fizat astfel
incat ipoteza (HI)) este verificatd. Atunci, Rsy(z1) # 0.

In continuare ne vom ocupa de o altd clasi de functii similara clasei
tratate in capitolul anterior. Pentru x; € K;, a > 0i 0 < p < 1 fixat,
introducem ipoteza:

(Haorlfp) : dQQ (expx (_& alcz(xlax)) 7eXpy (—CY ;2(x17y))) S (1—p)d92(x,y)
pentru orice x,y € K,. Pentru x; € K si a > 0, consideram
(a) Sistemul dinamic discret (DDS),,:

Yn+1 = Azl(PKQ(yn))v n =0,
Yo € My;

(b) Sistemul dinamic continuu (CDS),,:

{ % = eXp;é) (A (P, (y(2)))),
y(0) = z2 € Mp.

Aplicand principiul de comparatie al lui Rauch gi proprietatile de
baza ale proiectiei metrice, stabilim urmatorul rezultat:

Teorema 3.3.3 (A. Kristaly si Sz. Nagy [38]) Fie (M, ¢1) o va-
rietate riemanniand si (Ms, g2) o varietate Hadamard si consideram
f My x My = R functia de plata de clasd C* pentru insotitor si
K; C M; multimi nevide, inchise si geodezic convexe, i = 1,2. Fie
x1 € Ky oarecare fizat astfel incat ipoteza (Hg:P) este adevarata pentru
anumite valori o > 0 i 0 < p < 1. Atunci multimea Rgy(x1) are
un singur element gi sistemele dinamice (DDS),, si (CDS),, converg
exponential catre unicul elementul al multimii Rey (7).

Inspirandu-se din A. Kristaly [37], prezentam cateva exemple rele-
vante de varietati Hadamard si multimi geodezic convexe pentru care
rezultatele teoretice pot fi aplicate.

Exemplul 3.3.1 (Spatiul euclidian) Fie My = R™ gi presupunem ca
functia f;, (21, -) este L—Lipschitz si k—strict monotona pentruun z; €
K. Atunci Teorema 3.3.3 se reduce la Teorema 2.3.2. intr—adevér,

ipoteza (Hg:") este verificata pentru constantele 0 < o < £ 73
sip=1—+1-2ar+a?l? € (0,1).




26 CAPITOLUL 3. ECHILIBRUL STACKELBERG RIEMANNIAN

Exemplul 3.3.2 (Spatiul hiperbolic) Fie H = {(u,v) € R? : v > 0}
semiplanul superior Poincaré inzestrat cu metrica riemanniana

1 -
ii(u,0) = b, fori,j = 1.2

pentru orice (u,v) € H. Perechea (H, g) este o varietate Hadamard cu
curbura sectionala constanta —1. Geodezicele in H sunt semidreptele si
semicercurile ortogonale pe linia de baza v = 0. Distanta riemanniana
intre punctele (uy, v1), (ug, v2) € H este data de expresia

(ug —up)? + (vg — vy)?
2’011}2 ’

dy ((ug,v1), (ug, ve)) = arccosh (1 +
Fie
K={(u,v) e H:u’>+v* <9< (u—2)*+v"} (3.3.1)

Observam ca multimea K C R? nu este convexs in sens clasic, dar este
geodezic convexa in (H, g), a se vedea Figura 3.1.

Figura 3.1: Multimea K C R2.

Exemplul 3.3.3 (Matricele simetrice pozitiv definite) La fel ca in Exem-
plul 2.3.2, fie M,,(R) multimea matricelor simetrice de tip nxn cu valori
reale, iar cu P(n,R) C M, (R) notdm conul matricelor simetrice, po-
zitiv definite, care are dimensiunea "(”TH) Produsul scalar pe P(n,R)
este

(U V)x =tr(X'VXIU)
oricare ar i X € P(n,R), U,V € Tx(P(n,R)) ~ M,(R).
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Perechea (P(n,R), ((-,-))) este o varietate Hadamard, a se vedea
Lang [40, Chapter XII]. Segmentul geodezic unic determinat de X,Y €
P(n,R) este definit prin

Ty (s) = XXy X2 X120 s e [0, 1] (3.3.2)
In particular, LA (8)]s=0 = X2 In(X~12Y XH2) X2, de aici re-
zulta ca pentru orice X, Y € P(n,R) avem
expy Y = X2 In(X 2y X 12 X2,
Functia metrica indusa pe P(n,R) este data de
d%(X,Y) = ((expy' Y, expx V) x = tr(In®(X Y2y X ~1/2)). (3.3.3)
Fie a € (1, €] si
K={X €P(n,R):tr(ln* X) <1< det X <a}.
Remarcam faptul ca multimea K nu este geodezic convexa in raport
cu metrica (-,-) din Exemplul 2.3.2. Intr-adevar, fie elementele X =
diag(a,1,...,1) € K, Y = diag(1l,q,...,1) € K si fie yxy segmentul
geodezic euclidian intre X si Y, a se vedea (2.3.1); desi vxy(s) €
P(n,R) si
tr(In®(vxy(s))) = n*(1 + (@ — 1)s) + In*(a + (1 —a)s) < In*a < 1
pentru orice s € [0, 1], avem
det(vxy(s)) =a+ (a—1)%s(1 —s) > a, Vs € (0,1).

Pe de alta parte, afirmam ca multimea K este geodezic convexa in
(P(n,R),{(-,-))). Pentru a verifica acest lucru, fie I, € P(n, R) matri-

cea identica si By (I,, 1) bila geodezica inchisa in P(n,R) cu centrul in
punctul [, si de raza 1. Se poate observa ca

K =By(I,,1)N{X € P(n,R) : 1 < det X < a}.

Intr-adevir, pentru orice X € P(n,R), avem d%(I,, X) = tr(In® X).
Deoarece K este marginita si inchisa in (P(n,R), ((-,+))), din Teorema
lui Hopf-Rinow rezults ci K este compacti. Mai mult, By (I, 1) fiind
bila geodezica in varietatea Hadamard (P(n,R), ({-,-))), rezulta ca este
i geodezic convexa. Pastrand notatiile din (3.3.2), daca X,Y € K,
pentru orice s € [0, 1] avem

det(vy y(s)) = (det X)'*(det Y)* € [1,q],

adica K este geodezic convexa in (P(n,R), ((-,-))).
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Observatia 3.3.1 Deoarece elementele din multimea de raspuns va-
riational Stackelberg sunt puncte fixe ale aplicatiei A%' pentru a > 0
si r;1 € K, fixat, pe langa argumentele mentionate mai sus pot fi
aplicate si alte tipuri de rezultate de punct fix, a se vedea monografia
D. O’'Regan si R. Precup [54] si lucrarile A. Petrusgel [56], A. Petrusel,
[.A. Rus si M. Serban [57].



Capitolul 4

Multiplicitatea raspunsurilor
variationale Stackelberg

Contrar literaturii clasice de specialitate (unde raspunsul Stackelberg
este o functie univoca), descriem conditii suficiente pentru o clasa de
functii in vederea garantarii existentei a cel putin trei elemente dis-
tincte in multimea de raspuns variational Stackelberg.

4.1 Formularea problemei

In aceasta sectiune ne concentram asupra functiei de plata pentru
jucatorul insotitor. Mai precis, presupunem ca f : R™ x R”™ — R
este de forma

ey, 2) = far,22) = %H%HZ — Af (w1, 9) + 6p,(w2),  (41.1)

unde Ky C R™ este o multime nevida, inchisa si necompacta, A > 0

este un parametru si f(z1, ) este local Lipschitz pentru orice x; € R™,
si 0k, reprezinta functia indicator asociata multimii K.

Fie x1 € R™ oarecare fixat. Presupunem ca functia local Lipschitz
f(x1, ) satisface urmatoarele conditii:

(H;,)  max{||z] : z € Ou, f(21,22)} = of[[aa]]) cand ||z — 0;
(H7,)  max{|lz] : 2 € 0o, (a1, 22)} = ol|22]) cand ||zs]] = +oo;

(H2) f(x1,0) = 0 §i existd &, € K, astfel incat f(z1, o) > 0.

29
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Observatia 4.1.1 (a) Ipotezele (H,, ) si (H2,) inscamna ca Oy f (1, )
este superliniarain origine si subliniard la infinit. Ipoteza (H ;’1) implica
faptul ci f(x1,-) nu este identic nuli.

(b) Din ipotezele (H,,) si (H2 ) rezulta ca numarul

: O f (21,
6 — max maX{HZ” < e 2f<I1 x2>} (412)
zo€R™M\ {0} || 2|

este~bine definit, iar din superior semicontinuitatea aplicatiei multivoce
O, [ (21, ) si ipoteza (H2 ), avem 0 < ¢ < o0.
(¢) Definim numarul

o ’
Aol el (4.1.3)
2 f(z1,22)>0 f(l'l,x2)
r2€K>

care este bine definit gi 0 < A < 0.

Conform Capitolului 2 multimea de raspuns variational Stackelberg
pentru functia fy, definita in (4.1.1), este data de
Ry (1) =

= {332 € Ky : (wg,y — 22) + )\f:&((xl,zg); —y+x9) >0, Vy € KQ} .
Rezultatul principal al acestui capitol este urmatorul:

Teorema 4.1.1 (Sz. Nagy [50]) Fie K; C R™ multimi conveze (i =
1,2) i fie fr: R™"XR™ — R functia de plata pentru jucatorul insotitor
sub forma (4.1.1) astfel incat f(xl, -) este local Lipschitz pentru orice
r1 € K. Presupunem ca mulfimea Ko este inchisa st necompacta
astfel incat 0 € Ky. Fie v1 € Ki oarecare fizat §i presupunem cd
ipotezele (HL ) sunt adevarate, i € {1,2,3}. Atunci, au loc wrmatoarele
afirmatii:

(a) 0 € Ry (x1) pentru orice A > 0;

(b) Ray(z1) = {0} pentru orice A\ € (0,¢71), unde ¢ este dat in
(4.1.2);

(¢) card(Ryy (1)) > 3 pentru orice A > X > 0, unde \ este dat in
(4.1.3).
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Observatia 4.1.2 (a) De fapt, folosind teorema celor trei puncte cri-
tice a lui B. Ricceri [60] (sau o varianta a acesteia, de exemplu G.
Bonanno [10], S. Marano gi D. Motreanu [45]), putem demonstra ca
numarul elementelor din multimea de raspuns variational Stackelberg
este stabil, adicd este invariant fatd de perturbatii mici ale functiei f.

(b) Multimea de raspuns variational Stackelberg poate avea mai
multe elemente, daca functia neliniara f are un comportament oscila-
toriu. Fenomene similare au fost tratate in teoria ecuatiilor cu deri-
vate partiale, a se vedea de exemplu F. Faraci i A. Kristaly [25], P.
Omari i F. Zanolin [44], J. Saint Raymond [61], etc. Remarcam fap-
tul ca aceste solutii apar ca puncte de minim local pentru functionala
de energie asociata problemei studiate. Astfel, in studiul echilibrului
Stackelberg este de asteptat sa obtinem raspunsuri variationale locale.

Observatia 4.1.3 Din Teorema 4.1.1 (b) i (c) avem &' < X In

Sectiunea 4.4 revenim la studiul optimalitatii intervalului de decalaj

(1 A

Exemplul 4.1.1 Fie K, = [0,00) si f : R x R — R definit4 prin
Flar,@2) = (14 [an]) (min (823, (jaal +3)2))

Un calcul simplu ne arata ca

{0}7 daca Ty < O,
. {24(1 + |z1])23}, daca x5 €[0,1);
Oy [ (21, 29) = B(1+ |x1]),24(1 + |z1])], daca xo =1,

{%(1+\x1])(3€2+3)%}, daca x5 > 1.

Observam c& ipotezele (H} ), (HZ ) si (H2)) sunt verificate.
Fie z; € R oarecare fixat. In acest caz ¢ = 24(1 +|z]) §i A =

Conform Teoremei 4.1.1, pentru A € (0 ) rezulta ca

_16(1+|z K » 24( 1+|
avem numai solutia nula, iar pentru A > m exista trei solutii
distincte pentru incluziunea

Ty € Ny f (21, 33), T3 > 0, (4.1.4)

care este echivalentd cu zy € Ray (z1). O reprezentare intuitivi a aces-
tei probleme se vede in Figura 4.1.



32 CAPITOLUL 4. ECHILIBRE STACKELBERG MULTIPLE

i
7] zo (A small, null response)

. 1
Y= 5 2 (A large, three responses)

1
|

1

1

! 7
1

I

I

4

I
i
I
i
i
i
|
i
I
I
y

100
R
Figura 4.1: Graficele aplicatiei multivoce d,, f (x1,-) (albastru) si drep-

telor y = fap pentru parametrul A mic (rosu) si mare (verde).

Intersectia aplicatiilor 0, f (x1,) siy = %1‘2 ne da elementele din

multimea de rdspuns variational Stackelberg R%y (11).

Pentru A suficient de mare rezolvam incluziunea (4.1.4), obtinand
ca multimea Ry, (7;) contine exact trei elemente, si anume, Ry (71) =

A 9N (1|21 )2 +3A (1|21 ]) /9N (1+ |21 )2 +48 siy) =

{Oax§\7y§\}7 In care Ty = 8 2
m. Un calcul simplu arata ca multimea de raspuns variational
Stackelberg este Ryp(71) = {z3}, daci X este suficient de mare. [

In continuare, presupunem ca ipotezele Teoremei 4.1.1 sunt verificate.
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4.2 Raspunsul nul Stackelberg

Demonstratia Teoremei 4.1.1 (a). Folosind elemente din analiza
nenetedd pentru functii local Lipschitz, demonstram ci 0 € Ry (71)
pentru orice A > 0.

Demonstratia Teoremei 4.1.1 (b). Din estimari simple rezulta ca
Ry, (z1) = {0}, VA € (0,¢71).

Observatia 4.2.1 Din punctul de vedere al teoriei jocurilor, Teorema
4.1.1 (a) se poate interpreta astfel: insotitorul are la dispozitie in fiecare
moment strategia nula x5 = 0 ca raspuns variational Stackelberg. De
fapt, in acest caz, insotitorul refuza sa participe activ la joc, pierderea
lui fiind fy(x1,0) = 0.

Cand parametrul este suficient de mic (a se vedea Teorema 4.1.1
(b)), multimea de raspuns variational Stackelberg se reduce la un sin-
gur element, ceea ce reprezinta strategia nula. Conform Propozitiei
2.2.1 avem Ryg(z1) C Ray (1), adicd multimea de raspuns variational
Stackelberg contine fie strategia nula, fie este multimea vida.

4.3 Geometria raspunsurilor Stackelberg

In aceastd sectiune prezentam schita demonstratiei Teoremei 4.1.1.
Fie 1 € K; si A > 0 oarecare fixati.

Lema 4.3.1 (Sz. Nagy [50]) Functionala f\(z1,-) definitd prin (4.1.1)
este marginita inferior gi coerciva, adica fy(x1,xe) — +00 cand ||za|| —
+oo. Mai mult, fy(x1,-) satisface conditia lui Palais-Smale in sensul
lui Motreanu-Panagiotopoulos.

Propozitia 4.3.1 Numdrul X din (4.1.3) este bine definit i 0 < A <
0.

Demonstratia Teoremei 4.1.1 (c). Fie A > ) fixat.

Pasul 1. (Primul raspuns) Conform proprietatii (a), avem 0 €
Ry (21), care este primul raspuns variational Stackelberg.

Pasul 2. (Al doilea raspuns) Combinand Lema 4.3.1 cu un argu-
ment de minimizare globala, validitatea conditiei Palais-Smale implica
faptul ca functionala fy(x1,-) de tip Motreanu-Panagiotopoulos ia va-
loarea minuma Intr-un punct z3 € R™, care este un punct critic al

functiei fy(z1,-) in sensul lui Motreanu-Panagiotopoulos. Mai mult,
A
x5 # 0.



34 CAPITOLUL 4. ECHILIBRE STACKELBERG MULTIPLE

Pasul 3. (Al treilea raspuns) Din teorema trecatorii montane ne-

netede rezulta ca numarul
¢y = inf max fy(x1,y(t
» = Inf max a(z1,7(1))

este o valoare critica pentru fy(xy,-), unde I' = { € C([0,1],R™) :
7(0) = 0,7(1) = 23}. Dacd yy € K, este un punct critic de tip moun-
tain pass pentru functia fi(z1,-) cu ey = fa(z1,y3) > 0, avem y3 # 0
si y3 # 13, care este al treilea raspuns variational Stackelberg.

Din cele de mai sus, avem

{0,243, 95} C Ry (1), YA> \.

Observatia 4.3.1 Din Observatia 4.2.1, multimea de raspuns varia-
tional Stackelberg se reduce la strategia nula in cazul in care parame-
trul A\ este destul de mic. Pe de alta parte, cand parametrul \ este
mai mare decat un numar prag (a se vedea Teorema 4.1.1 (c)), exista
trei posibilitati de raspunsuri variationale Stackelberg. In acest caz,
insotitorul intra activ in joc pentru a minimiza pierderea. Mai precis,
pe langa strategia nula (Pasul 1), insotitorul poate alege un raspuns de
minimizare globala (Pasul 2); in acest caz, pierderea lui este negativa,
adica se afla intr-o pozitie de cagtig. Daca jucatorul alege raspunsul
minimax de tip mountain pass (Pasul 3), valoarea functiei de pierdere
ia valori pozitive.

4.4 Intervalul de decalaj
Propozitia 4.4.1 (Sz. Nagy [50]) Dacd K, = R™, avem & < X.

Observatia 4.4.1 In general, avem ¢+ < \. O astfel de situatie apare
in cazul in care m = 1, Ky = [0,00) si functia de plata f: R xR — R
este de clasa C! in a doua variabila.

Fie77>1§if:RxR—>Rdeﬁni’céprin

Flerm) = (1 + |21 / P min{(s — 1) — 1}ds,

si fie Ky = R. Pentru aceasta alegere, avem

Propozitia 4.4.2 (Sz. Nagy [50]) Intervalul de decalaj [, \] poate
fi oricat de mic.
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