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INTRODUCERE

Dupa cum este evidentiat in [29] si in [15] teoria reprezentarilor grupurilor finite
dateaza inca din finalul secolului nouasprezece. In acea perioada F. G. Frobenius a
introdus notiunile elementare ale reprezentarilor de grupuri finite. Printre altii, Bu-
rnside a fost unul dintre rivalii lui Frobenius, contribuind la randul sau in dezvoltarea
teoriei caracterelor grupurilor finite. In mod uzual, conceptul unei representari este
de a utiliza morfismele unul grup finit G in grupul numerelor complexe. Aceasta
notiune a dat nagtere asa-numitelor caractere complexe. Schur a adus la randul sau
contrinutia dand o noua introducere a reprezentarilor de grupuri bazata pe notiuni
din algebra liniara.

Suntem nevoiti sa detaliem unele notiuni metionate inainte. Conform [26, 8.5]
observam ca pentru un modul M finit general peste corpul numerelor complexe C
o reprezentare a unui grup finit G' este similara cu structura lui M de CG-modul.
Reprezentarea in cauza se numeste ireductibila daca modulu asociat este simplu. Din
moment ce reprezentarile poti fi adunate, o reprezentare este complet reductibila
daca CG-modulul corespunzator este semisimplu. Teorema lui Maschke ne asigura
semisimplicitatea algebrei grupale CG. Reformuland aceasta teorema in limbaj de
module, ea afirma ca orice modul semisimplu poate fi recuperat din subreprezentarile
sale ireductibile, adica sumazii directi simplii. Defapt acesta proprietate este valabila
pentru orice corp, nu neaparat de caracteristica zero, ci de caracteristica pozitiva care
nu divide ordinul lui G. Leonard Eugene Dickson a explicitat detaliile echivalentei
teoriei reprezentarilor de grupuri finite intre situatiile in care corpul de baza are
characteristica zero sau pozitiva ce nu divide ordinul grupului.

Richard Brauer a initiat incepand cu anul 1940 studiul reprezentarilor liniare de
grupuri finite peste corpuri avand caracteristica pozitiva. Rezultatele obtinute de
acesta sunt semnificative in clasificarea grupurilor finite. Mai exact, (vezi [40]), Brauer
a sugerat o metoda de clasificarea grupurilor necomutative. In teoria dezvoltati
initial de Brauer legatura dintre teoria reprezentarilor ordinare de grupuri finite si
cea modulare este evidentiata considerand algebra grupala a unui grup finit G' peste
un inel de valuare discreta O unde corpul rezidual k este de caracteristica pozitiva

p avand corpul fractiilor I de caracteristica zero. Structura algebrei grupale OG
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este strans legata de ambele structuri ale algebrelor grupale kG ¢i KG. Mentionam
doar ca in cazul in care ipotezele teoremei lui Maschke nu sunt verificate algebra
grupala poate fi descompusa ca suma directa de bloc-algebre. Fiecare bloc-algebra
corespunde in mod unic unui idempotent primitiv central. Pentru fiecare OG-modul
indecompozabil exista un unic astfel de idempotent primitiv a carui bloc-algebra nu
anihileazza modulu respectiv, iar modulul in cauza apartine acelui bloc. Aceasta
relatie intre blocurile algebrelor grupale si reprezentarile ireductibile ale unui grup
finit sunt exemplificate in cele trei teoreme ale lui Brauer. Prima dintre ele este des
utilizata in aceasta teza.

Actiunea de conjungare a grupului GG pe el insusi determina o baza a algebrei gru-
pale OG. Totodata aceasta actiune determina si o structura de G-algebra, structura
care poate fi extinsa la o clasa mai larga de O-algebre pentru care pot fi obtinute
rezultate care generalizeaza prima teorma a lui Brauer.

Lucrarea este structurata in sase capitole, fiecare dintre ele prezentate pe scurt in
continuare:

Primul capitol este dedicat unor rezultate generale care sunt utile pentru aceasta
teza. Lucram doar in ipoteza modulelor finit generate peste un inel de valuare discreta
O avand corpul rezidual k de caracteristica pozitiva. Sunt doar cateva situatii in
care presupunem k algebric inchis. Fie G un grup finit. In primul capitol dam
definitia unei G-algebre si a altor obiecte matematice precum urma relativa, catul
Brauer, grup punctat, defect grup punctat. Toate acestea sunt utile in enuntarea
unui rezultat important, anume teorema de ridicare a idempotentilor. In al doilea
paragraf al celui de-al doilea capitol introducem notiunile de algebra graduata si
a cazului particular de produs incrucisat. De asemenea, lucrand cu G-algebre si
(G-algebre interioare introducem inductia de tip Puig si de tip Turull. Paragraful
5 este dedicat correspondentelor precum Correspondentele Green, Brauer, Harris-
Knoérr. Pentru ultima dintre corespondente detaliem o alta demonstratie fata de cele
gasite in literatura. In final de capitol introducem fuziunile pe G-algebre interioare.

Capitolul doi considera cazul algebrei grupale. Teorema 2.2.1 evidentiaza faptul
ca pentru un grup finit G, un subgrup L si o L-algerbra B, inductia la G' in sensul

Puig a algebrei grupale rasucite S = B * L este izomorfa cu algebra grupala rasucita
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a inductiei la G in sensul Turull a lui B. Mai mult, izomorfismul este de G-algebre
interioare.

La inceputul capitolului trei consideram cazul unei G-algebre A, unde G este un
grup finit. In Definitia 3.1.1 enuntim conditia ca un punct al lui A% s acopere un
punct al lui AY, unde N este normal in G. Fixam 3, un punct in AY avand defect
group @, si 6, un punct al lui AN¥(@ reprezentand corespondentul Green al lui f.
Teorema 3.1.2 arati ci orice punct al lui A care acopera 3 are ca si corespondent
Green un punct al lui AV¢(@) care acopera d. Altfel spus, corespondenta Green induce
o bijectie intre punctele algebrei A® care acoperi (3 si punctele algebrei AN¢(@) care
acopera 0. Aplicand aceste rezultat pentru A = Endp(M), unde M este un OG-
module, obtinem rezultatul principal din [2]. Lucrand cu divizori pe o G-algebra
inductiv completa, Teorema 3.1.4 ne confera o completare a corespondentei Green.

Partea a doua din capitolul trei are ca rezultat principal Theorem 3.2.7. Bazat pe
Definitia 3.2.4 acest rezultat este o generalizare in cazul algebrelor de p-permutare
a [24, Theorem]. In finalul capitolului deducem unele legaturi intre corespondenta
Green si corespondenta Brauer.

Urmatoarele doua capitole au ca obiect principal extensiile Clifford asociate blocu-
rilor i punctelor. Rezultatul principal al capitolului 4 este o adaptare a rezultatului
principal din [17], adaptare in care s-a renuntat la ipoteza k algebric inchis. Mai exact
consideram un subgrup normal K in grupul finit H. Notam G = H/K si alegem un

bloc b al unu-componentei din urmatorul centralizator G-graduat

Con(OK) = (OH)X.

Alegem P un defect grup al lui b in K si consideram b, corespondentul Brauer al
lui b, fiind de asemenea un bloc cu defect grup P. Se stie ci b este un bloc al unu-

componentei urmatorului centralizator Cy(P)/Ck(P)-graduat
Crc(p)(kCr ()" = kCy (P)VP).

Datorita proprietatiilor catului Brauer in cazul algebrei grupale construim doua

extensii Clifford, una asociata lui b si una asociata unui bloc e din kCy(P) asociat
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cu b. Teorema 4.3.1 demonstreaza ca aceste doui extensii sunt izomorfe si in acelasi
timp calculeaza elementele ce caracterizeaza prima extensie.

Sa observam ca algebra grupala OK este o H-algebra K-interioara. Ideea princi-
pala a capitolului cinci este sa inlocuim aceasta algebra cu o H-algebra K-interioara

arbitrara A. In aceasti situatie OH este inlocuita cu A = &P flg, unde pentru

geG
fiecare g € G avem flg = A ® x, pentru un un reprezentant r € g.

Aceasta situatie ne confera doar incluziunea
AK
Ca(4) € A%,

si din acest motiv suntem nevoiti sa alegem algebra mai mare AX_In acest caz 15}
este un punct in AX. O serie de complicatii apar deoarece nu putem lucra co intreg
punctul 3, fiind necesar sa alagem un idempotent j € . Stabilizatorul G; nu coincide
cu normalizatorul Ny (Kjp) si atunci suntem nevoiti sa introducem anumite grupuri
infinite ce contin Ny (Kjp). Aceste grupuri infinite aduca dificultati in a lucra cu ace-
leagi tehnici precum in capitolul precedent pentru a demonstra ca extensiile Clifford
ale lui 8 si respectiv f = Brp(3) sunt izomorfe. In adevar constructiile din acest
capitol utilizeza fuziuni pe G-algebre interioare. La final de capitol tratam situatia
in care [ este dat de un idempotent primitiv central.

In ultimul capitol ne intoarcem la cazul algebrei grupale si la extensiile izomorfe
ale blocurilor b i b. Se observa ca acest izomorfism de extensii induce o bijectie intre
blocurile ce acopera b si respectiv blocurile ce acopera b. Mai mult demonstram in Te-
orema 6.4.1 ca aceasta bijectie pastreaza defect grupurile gi coincide cu corespondenta
Brauer. Astfel ca rezultatul principal din capitolul patru implica rezultatul principal
din [24].

Doctorand

Tiberiu Coconet,
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1. REZULTATE GENERALE IN TEORIA REPREZENTATILOR MODULARE A

GRUPURILOR FINITE

Fie p un numar prim, si fie O un inel de valuare discreta a carui corp rezidual
k are caracteristica p. Nu facem nicio presupunere asupra marimii lui O si a lui k,
acceptand si situatia in care O = k. Exista unele situatii in care k este presupus

algebric inchis.
1.1. Teorie Green si defect grupuri. Fie G un grup finit si fie A o O-algebra.

Definitie 1.1.1. O-algebra A este o G-algebra atunci cand exista un morfism de gru-

puri

¢ : G — Autp(A),

de la G la grupul automorfismelor lui A.
Actiunea unui element g € G pe a € A este notata:
p(g)(a) =: a.

Definitie 1.1.2. Daca A; si A, sunt doua G-algebre, o aplicatie f : Ay — A, este

morfism de G-algebre daca este morfism de O-algebre si verificaa

f(a?) = f(a)?,
pentru orice a € Ay si orice g € G.

1.1.3. Pe o G-algebri, pentru orice subgrup L in G notam prin A* subalgebra lui A
continand elementele fixate de actiunea lui of L. Daca L’ este alt subgrup al lui G
asa incat L C L' iar [L/L'] denota un sistem de reprezentati ai claselor lui L' in L,
aplicatia
ek, - AV — AL
Trk (a) = Z a?
9gE(L/ L]

pentru orice a € A, se numeste urma relativa. In mod evident este un morfism de

module. Mai mult imaginea A%, := Trk, (A"") este un ideal in A
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Putem deci construi catul

A(H) == A"/ A

L<H

pentru orice subgrup H al lui G. Fie P un p-subgrup in G. Introducem morfismul
Brauer:
Brp : A” — A(P),
care fiecarui a € A” i atageazi
a=a+ Y Ap.
Q<P

Morfismul Brauer este un morfism de Ny (P)-algebre.
1.1.4. Fie e un idempotent primitiv al lui A“.

Definitie 1.1.5. Un p-subgroup P in GG se numeste defect grup al idempotentului e

daca P mimimal (fatd de relatia de incluziune) cu proprietatea e € AG.

Pentru orice idempotent primitiv defect grupul exista. Mai mult defect grupurile
unui idempotent primitiv se afla intr-o clasa de G-conjugare.

Putem considera o generalizare a aceastei definitii, precum este data in [41] sau
[34]. Un punct al lui A% este o clasi de A*-cojugare a unui idempotent primitiv
j € AY. Adoptam notatia P(A%). Se observa analogia cu orice subgrup in G. Asadar,
dacd K este un subgrup in G si 8 din P(AX), perechea (K, 3) se va nota Kjp si va
purta numele de grup punctat. Intre grupuri punctate se poate defini o relatie de
echivalentd, anume cea de incluziune: K, < Lg daca si numai dacd pentru orice
j € B existd i € a ce apare intr-o descompunere a lui j in AX, adicd ji = ij = i. Se
observa ugor ca relatia de incluziune dintre grupurile puncate ale unei G-algebra este
compatibild cu actiunea grupului. Mai introducem aplicatia r : ALY — AX ca fiind

simpla incluziune.

Propozitie 1.1.6. Fie A o G-algebra. Urmatoarele afirmatii sunt adevarate.

i) Pentru orice subgrup L al lui G existd o bijectie intre punctele lui AL i ide-
alele mazimale ale lui AY. Daca 8 € P(AY) atunci idealul corespunzdtor myg
verificd 8 € mg. Mai mult catul A¥/mg este o Ng(Lg)-algebrd simpld peste
k.
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it) Daca K, si Lg sunt grupuri punctate pe A, urmatoarele afirmatii sunt echi-
valente.
(1) Ko < Lg;
(2) (rk) " (ma) € my:
(3) mo N AL C myg.

Definitie 1.1.7. Un grup punctat local P, ( local inseamna Brp(y) # 0) este defect

grup punctat pentru G daci P este minimal cu proprietatea 8 € AS.

1.1.8. In unele situatii vom apela [41, Proposition 18.5] pentru o definitii echivalente
cu cea de mai sus.

Urmatoarea teorema este un mix dintre [41, Theorem 3.2] si [34, Proposition 3.23].

Teorema 1.1.9. Fie f : A — B un morfism surjectiv de O-algebre. Urmatoarele
afirmatii sunt devarate:
i) Aplicatia A* — B* este surjectivd.
i1) Dacd o este un punct al lui A asa incat o« ¢ Ker(f), atunci f(a) este un
punct al lui B.
i11) Exista o bijectie intre urmatoarele multimi P(A \ Ker(f)) si P(B).
iv) FieZ un ideal in A. Punctul o apartine lui Z dacd si numai daca f(«) apartine

lui f(Z).

Remark 1.1.10. Fomula de descompunere a lui Mackey este des utilizata. Daca [L \
G/ K] reprezinta un sistem de reprezentati ai claselor duble LgK pentru orice doua

subgrupuri L gi K in G. Atunci avem
Tr?;(a) = Z Trmeg (a?).
9EIL\G/K]

1.2. Algebre graduate si produse incrucisate. Fie G un grup finit. O algebra

G-graduata peste O este o suma directa de O-module

A=A,

geG
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unde pentru toti g,h € G avem

Ay Ay C Ay
Sa observam ca de obicei avem 1 € A si totodata, fiind o algebra actionata de G,

vom renunta la indice si la caciula in cazul lui A;. Atunci cand egalitatea

Ay = Ay - Ay
este verificata pentru orice g, h € G , spunem ca A este o algebra tare G-graduata.

In plus, daca avem
A*NA, #0,

pentru orice g € GG, atunci A se numeste produs incrucisat.
Ca exemplu de produs incrucisat putem da algebra grupala stramba. Daca A := A
este o G-algebra notam algebra grupala stramba dupa cum urmeaza A= AxG.

Produsul de efectueaza ca si in egalitatea de mai jos:
(a-g)(c-h)=ac’-gh,

unde a,c € Asgig,h €G.
Alt exemplu de produs incrucisat este algebra grupala rasucita. Aceasta algebra

apare considerand extensia centrala a grupului G' cu k*
1ok G =G —1.

Acestei extensii 1i putem asocia o algebra grupala notata kG , care este In mod uzual
algebra grupala peste grupul infinit G avand o bazi indexatd de elementele lui G.
Multiplicarea este datd de 2§ = «a(z,y)xy, unde a(z,y) € k* este imaginea unui

2-cociclu asociat cu extensia centrala data initial.

1.3. G-algebre si G-algebre interioare. Fie L un subgrup al grupului finit G.
Consideram o L-algebra A. Precum in [43, Section 8| inductia de tip Turull a lui A

de la L la G este

Ind%¥(A) = OG ®o; A,
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unde orice element de forma g®a € OG ®or, A este notat 9a, iar pentru b € Indf (A)
si ¢ € G elementul 9b reprezinta rezultatul lui g actionand pe b. Daca a,b € A si

g1, g2 € G, multiplicarea in aceasta algebra este data de:

9(ab) daca g = g1 = go;
(a)(*b) = (ab) 9=091=29

0 daca g1 L # goL.

Definitie 1.3.1. O-algebra A se numeste G-interiora daca exista un morfism de grupuri
o:G— A",

intre grupul G si grupul unitatilor lui A.

In acest caz notdm a- g = ap(g) si g-a = ¢(g)a. Sa observam ca orice G-structura
interioara pe A induce o structura de G-algebra data de automorfismul a +— g1 -a-g,

pentru orice a € A.

Definitie 1.3.2. Fie A si B doua algebre G-interioare. Aplicatia f : A — B se numeste

morfism de algebre G-interioare daca este morfism de O-algebre si satisface

flg-a-h)=g- [f(a)-h,
pentru orice a € Asi g, h € G.

Consideram o algebra L-interioara A. Exista un al tip de inductie datorat lui Puig

care poate fi aplicat acestei algebre interioare. In mod explicit putem construi
OG ®pr, A Qo1 OG.
Structura de algebra este data de

, , gRa-gg - a®g dacigg €G
(gRa®g ) ®a1®g) = /
0 daca g g1 ¢ G,

unde g,9, 01,9, € G si a,a; € A. Structura de algebri, G-interioara este data de
g-(xRa®y)=grRaysi (r®aRyY) -g=1r®a®yg pentru toti g,z,y € G si
a,a; € A.
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1.4. Corespondente clasice.

Teorema 1.4.1 (The Green correspondence). Fie A o G-algebra, P, un grup punctat

local pe A si H un subgrup al lui G ce contine
Ne(Py) ={g € G|g€ Na(P) si’ =},
Ezista o bijectie intre multimaile
{a | a € P(A%) asa incdt P, este defect pentru G}

Sl
{B| B € P(A™) asa incit P, este un defect pentru Hg}.

In plus, daca m, st mg sunt idealele maximale corespunzatoare respectiv punctelor o

st B3, atunci

me = (r%) " mg) = A Nmg.

Mai mult avem P, < Hg < G,.

Stans legata de corespondenta Green este urmatorul rezultat cunoscut sub numele

de Teorema Burry-Carlson-Puig.

Teorema 1.4.2. Fie A o G-algebra, P, un grup punctat local pe A si H un subgrup al
lui G ce contine Ng(P,). Alegem o € P(A®) si 8 € P(AM) astfel ca P, < Hg < G,.
Atunci P, este un defect grup punctat al lui Hg daca st numai daca P, este un defect

grup punctat al lui G,,. In aceste conditii B st a sunt in corespondenta Brauer.

Teorema 1.4.3 (The Brauer correspondence). Ezistd o bijectie intre blocurile lui OG

avand defect grup P si blocurile lui OH avand acelasi defect grup P.

Consideram N, un subgrup normal al grupului finit G. Fie b un bloc al lui N cu
defect grup D. Blocurile algebrei OG care acopera b sunt acei idempotenti primitivi
in Z(sOG), unde

s = Z bI.
9€[G/N]

Daca b; este corespondentul Brauer al lui b apartinand ONy (D) atunci avem:
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Teorema 1.4.4 (Harris-Knorr). Morfismul Brauer determind o corespondentd bijec-
tiva ce pastreaza defect grupurile intre blocurile din OG care acopera b si blocurile din
ONg(D) care acopera by. Mai mult aceasta corespondenta coincide cu corespondenta

Brauer.

1.5. Perechi Brauer pe algebre de p-permutare. Fie G un grup finit. O pereche
Brauer (P, e) este constituita dintr-un p-subgrup P si un bloc e din kCq(P). Fie P,

un grup punctat local pe OG. Atunci pentru orice ¢ € «y, utilizand morfismul Brauer
Brp : OGY — kCq(P),

idempotentul primitiv Brp(i) este diferit de zero in kC¢(P). Blocul e se descompune
in kCq(P) ca o suma de idempotenti primitivi. Daca Brp(i)e = Brp(i) atunci spunem
ca P, este asociat cu e.

Urmatorul rezultat este un mis dintre [41, Lemma 40.12] si [41, Proposition 40.13].

Propozitie 1.5.1. Fie b un bloc din OG si (P,e) o pereche Brauer. Atunci P este
un defect grup pentru b care satisface Brp(b)e = e dacd i numai daca exista un unic
defect grup punctat P, al lui b care este asociat cu (P, e). In plus, aceasta relatie induce
o bijectie intre mulfimea defect grupurilor punctate ale lui b si multimea perechilor

Brauer (P, e) ce satisfac Brp(b)e = e iar P este un defect grup pentru b.

1.6. Algebre graduate si extensii Clifford. In aceasti sectiune k este algebric
inchis. Cosiderdm A o algebra G-graduata, unde G este grup finit. Aceasta O-algebra

satisface

i-@A,
geG
Fie b un bloc al lui A;. Atunci b apartine centrului lui
C’A(fll) ={ac€ A | aa; = aqa for all a; € fll}

Conform [18, Paragraph 2] centralizatorul

Ca(A) = @ CalAr),

geG
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admite o structura naturala de G-algebra. Notam cu Gy stabilizatorul lui b in G si
atunci bC = C, 4, (bA;) = bC 4(A,) are urmitoarea structuri
bC = @ vC,,
geGy

unde bC, = bC' N Ag pentru orice g € GG. Multimea
Gl ={g € Gy, | bCy-bCy-1 =bC1}

este un subgrup normal al lui G, (vezi [17, Proposition 2.17]). Atunci

cl) = € ve,
]

geG[b

devine o algebra tare G[b]-graduati si Gy-invarianti. Componenta bCy = bZ(A;) =
Z(bA,) este un inel local iar C[b] este un produs incrucisat al lui A; cu G[b]. Consi-

derand catul

C[b]/ T (Cb]) = @D bC,y/bC, I (Clb]1)

g€GID]

obtinem o algebra grupala rasucita care este un produs incrucisat dintre
k=~ Cb]y/J(Clbl1)

cu G[b], fiind in acelasi timp si o Gj-algebra. Aceasta algebra corespunde in mod unic

extensiei Clifford
1 — k* — hU(Cb]/ J, (CB])) — G[b] — 1.
Aici hU(C[b]/J4-(C[b])) denota unitatile omogene al lui C'[b]/J,,-(C[b]).

1.7. Fuziuni pe algebre interioare. Fie N un subgrup normal al grupului finit G.
Fuziunile pe algebre G-interioare au fost introduse de Puig in [35]. Urmand ca pentru

G-algebre N-interioare conceptul sa fie generalizat aga cum reiese din [34].

1.7.1. Cu toate ca in [34, §8] si in [35] autorul lucreaza cu aga numitele exomorfisme,
in prezenta lucrare incercam sa evitam introducerea acestui concept si sa definim
fuziunile aga cum au fost introduse in [38, 2.2].

Fie A o algebra G-interioara si fie Kg, H, doua grupuri punctate pe A. Daca i € «

atunci A este H-interioara iar daca j € § atunci algebra jAj este K-interioara.
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Definitie 1.7.2. Un izomorfism de grupuri ¢ : K ~ H este A-fuziune de la Kz la H,
daca exista a € A* asa incat

(y-9)" = ey) -4,

pentru orice y € K.

Notam F(Kp, H,) multimea A-fuziunilor de la Kz la H,. Sa observam ca A-
fuziunile pot fi compuse, mai exact daca L, este un alt grup punctat pe A atunci
pentru ¢ € Fa(Kp, H,) si ¢ € Fa(H,, L,) obtinem 9 o ¢ € Fu(K3s, L,). Daca
Kz = H, atunci notam F(Kp) := F(K3, Kj). Urmatoarele rezultate sunt o consecinta
directa a Definitiei 1.7.2.

Propozitie 1.7.3. Multimea F 4(Kj3) impreund cu operatia de compunere a morfis-

melor formeaza un grup.

Propozitie 1.7.4. Daca Kg si H, sunt legate via Definitia 1.7.2 atunci, pentru orice
JEP sii € exista a € A* astfel incat (K - j)* = H -1, deci (jAj)* = iAi.

1.7.5. In continuare A denotd o G-algebra N-interioara. Fie K si H doua subgrupuri

ale lui G si B, a doua puncte, repectiv al lui K si al lui H pe A.

Definitie 1.7.6. Alegem j € 5 si i € o. Un izomorfism de grupuri ¢ : K — H care
verifica p(y) € yN pentru orice y € K este A-fuziune de la K3 la H, daca exista

a € A* astfel ca pentru orice y € K sa avem
=i, (o)’ yTlely) = ja
Notam in acelagi mod F4(Kp, H,) multimea A-fuziunilor de la Kj la H,.

Propozitie 1.7.7. Daca K3 si H,, legate via Definitia 1.7.6 atunci pentru orice j € 3

sii € a existd a € A* ca sa avem (jAJ)* = iAi.
1.7.8. Grupul F(Kj) are urmatoarea proprietate.

Propozitie 1.7.9. Fir j € B. Automorfismul ¢ : K — K ce satisface o(y) € yN
pentru orice y € K este A-fuziune a lui Kg dacd i numai daca ezista a € (jAj)*

astfel ca a¥ - y~Lo(y) = a pentru orice y € K.
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2. INDUCTION AND SKEW GROUP ALGEBRAS

Sectiunea 1.3 prezinta structura de algebra grupala stramba si inductiile de tip

Puig si de tip Turull. In acest capitol dam o conexiune intre ele.

2.1. Inductia Puig si Turull pentru G-algebre algebre G-interioare. Deoarece
lucram cu doua tipuri de inductie, modificam notatia din [30] inlocuind ”Ind” cu
?IndP” si cea din [43] inlocuind ”Ind” cu ”"IndT”.

Fie un grup finit G si un subgrup L al sau. Daca C' este o algebra L-interioara

atunci avem:

Teorema 2.1.1. Ezista un morfism surjectiv de algebre G-interioare de la IndT(C') %

G la IndP(C % L).

2.2. Un izomorfism intre cele doua tipuri de inductie. Fie B o L-algebra
peste O, cosideram S := B x L. Fie A = IndTg(B) inductia de tip Turull, si notam
R:=AxG.

Avem urmatorul rezultat:

Teorema 2.2.1. Aplicatia
0 :0G ®o1 S ®orL OG- R, gRs&[fr—g-s-f,

unde g, f € G si s € S, este un izomorfism de algebre G-graduate G-interioare, iar

diagrama

OG ®or S ®or, OG —= R

!

oG

este comutativa.
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3. CORESPONDETE IN G-ALGEBRE

Harris i Knorr au demostrat in [24] ca exista o bijectie ce pastreaza defect grupurile
intre blocurile ce acopera doi corespondenti Brauer fixati. O versiune modul-teoretica
a acestui rezultat existil si i se datoreazd lui Alperin, mai exact [2]. In acest capitol
aratam ca aceste doua rezultate sunt valide intr-u context mai general, anume a unor

G-algebre peste un inel de valuare discreta.

3.1. Corespondenta Green pentru puncte pe G-algebre. Fie N un subgrup
normal al unui grup finit G, fie « € P(A%) si 8 € P(AY). Presupunem ci P, este un
defect grup punctat al lui G,.

Definitie 3.1.1. Dacd N NYP minimal avand proprietatea 3 € AN, p, atunci spunem
ca « acopera [3. In acest caz existd un punct 1 € P(AQ), Q = N NIP, astfel ca Q.
sa fie un defect grup punctat al lui Ng.

Fie 6 € P(ANN(@) corespondentul Green al lui 3. Se stie ca & are defect grup Q.

Teorema 3.1.2. Existd o bijectie intre punctele din A® ce acoperd B si punctele din
ANe(@) ce qcoperd . In plus, daca Q. defect grup punctat al lui Ny (Q)s, deci defect
grup punctat pentru Ng, si P, este un defect grup punctat al lui Ng(Q)e, deci al lui
Go atunci 9(Q.) < P, pentru un g € Ng(Q).

Remark 3.1.3. Fie M un kG-module. Aplicand terema precedenta G-algebrei A :=
Endy (M) obtinem rezultatul principal din [2].

In cazul unei G-algebre inductiv complete se poate demostra o versiune mai precisa

a corespondentei Green.

Teorema 3.1.4 (Corespondenta Green). Fie A o G-algebra inductiv completa si fie
P, un grup punctat local pe A, de asemenea fie H un subgrup in G' continand Ng(Py).
Atunci, daca o este un punct al lut G pe A cu defect grup punctat P, exista un unic
punc B al lui H pe A cu acelasi defect grup punctat astfel ca B C res%(a) dacd si

numai dacd o C ind%(6).
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3.2. Corespondenta Harris-Knorr pentru puncte pe algebre de permutare.

3.2.1. Precum in pragraful precendent, fie N un subgrup normal al grupului finit G.

Fie A o G-algebra de permutare, D un p-subgrup in N. Consideram multimea

Q={Q <G| Q este un p-subgrup si Q N N = D}.

Von folosi notatia ” bar 7 pentru imaginea elementelor prin morfismul Brauer deter-

minat de D. Cu aceste notatii avem:

Propozitie 3.2.2. Morfismul Brauer
Brp : A” — A(D)

induce o bijectie ce pastreaza defect grupurile intre puntele lui G pe A avand defect
grup in Q si punctele lui Ng(D) pe A(D) avabd defect grup in Q. Mai mult, daca «
st @ corespunde in aceasta bijectie, Q. este un defect grup punctat al lui o daca i

numai daca Q¢ este defect grup punctat al lui &.

3.2.3. Consideram C' o subalgebra G-invarianta a lui A astfel ca C' sa fie sumand
direct ca si O-modul si conttine 14. Fie 8 un punct al lui CV cu defect grup D in
N si fie 3 := Brp(B) corespondentul lui 8 ca punct in C(D)¥(P) de asemenea cu

defect grup D.

Definitie 3.2.4. Spunem ca punctul « al lui G pe A acopera [ daca « are defect grup
in Q, si pentru orice i € «v existd un idempotent j; € AV dintr-o clasa de conjugare a

lui 3 si exista un idempotent primitiv f € AV apartinand unui punct cu defect grup

D astfel ca ji1f = fj1=fsiif = fi=[.
3.2.5. O definitie analoagi are loc pentru punctele lui Ng(D) pe A(D) ce acopera f3.

Lema 3.2.6. Fie B € OG® sib € ONY doi idempotenti primitivi. Atunci B acoperd

b ca si in Definitia 3.2.4 daca si numai daca B acopera b ca blocuri ale algebrei grupale.

Urmatoarea teorema este rezultatul principal al acestui paragraf:
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Teorema 3.2.7. Morfismul Brauer relativ la D induce o corespondenta bijectiva ce
pastreaza defect grupurile punctate din Q intre punctele lui G pe A ce acoperd [ i

punctele lui Ng(D) pe A(D) ce acoperd f3.

Se observa ca [24, Theorem]| se poate obtine imediat ca si corolar al acestei teoreme.



ACTIUNI ALE GRUPURILOR SI TEORIA REPREZENTARILOR MODULARE 14

4. EXTENSII CLIFFORD ALE BLOCURILOR ALGEBREI GRUPALE

4.1. Extensia Clifford asociatd unui bloc. In aceasti sectiune k nu este algberic
inchis. Fie K un subgrup normal al grupui finit H, notam G = H/K. Algebra
grupala OH este tare G-graduata.

Fie b un bloc in OK; acesta este un idempotent central in urmatorul centralizator

G-graduat:

Con(OK) = (OH)" = @(OH)é{,

geqG

unde (OH)) = (Og)* pentru toti g € G. Atunci

bOHb = EP bOg = bOH,

9€Gh

este tare Gy-graduata.

Definim mutimea
Gb) = {g € G | B(OH)E -b(OH), = OH)Y,
care este un subgrup normal in Gy, si obtinem

A= P b(OH)¥
]

geGIb

o Gy-algebra tare G[b]-graduatii. S& observim ca unu-componenta lui A este H-

algebra A := b(OK)®. Totodatd A este un inel local, astfel
ky = AJJ(A)
este o extindere finita a lui k. Catul
A= AJAJ(A)
este o Gy-algebra tare G[b]-graduata ce corespunde extensie Clifford

(1) 1 — k= hU(A) — G[b] — 1
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4.2. A doua extensie Clifford asociata unui bloc. Fie P un defect grup in K

pentru b. Folosim morfismul Brauer
Brp : (OH)Y — kCy(P)
s& obtinem b := Brp(b) un bloc in kCx(P)V<(F) care are asociata o pereche Brauer

maximala (P, e).

Facand constructiile analoage ca si in paragraful precedent utilizand
kCu (P)VE™) = Gy p) (kCre (P)) M)

si e in locul lui Coy(OK) si b respectiv obtinem o alta extensie Clifford

~

(2) 1 — k5 = hU(B) = Cy(P)o/Cx(P) — 1.

Unde B este subalgebra in ek:CH(P)éVK ) tare graduata dupa un subgrup notat

Cu(P)o/Ck(P) corespunzatoare extensiei de mai sus.

4.3. Izomorfismul dintre cele doua extensii. Dam rezultatul ce caracterizeaza

extensiile de mai sus:

Teorema 4.3.1. Utilizand notatiile precedente, urmatoarele afirmatii sunt adevarate.
1) Gy este egal cu Ng(P)K/K.
2) Grupul G[b] este egal cu Cy(P)oK/K.
3) Eaxtensiile (1) gi (2) sunt izomorfe.
)

4) Izomorfismul dintre extensiile (1) i (2) este compatibil cu izomorfismul natural
G[b] = Cu(P)o/Ck(P), g+ gNCh(P)o,

si pastreaza actiunea de conjugare a lui G, ~ Ny (P)./Nk(P). pe aceste doud

extensii.
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5. CLIFFORD EXTENSION FOR POINTS OF K-INTERIOR H-ALGEBRAS

5.1. Introducere. Scopul este de a generliza constructiile si rezultatul principale din
capitolul anterior. Lucram cu aceleasi notatii, anume K normal in H, si consideram
o H-algebra K-interioara A. Alegem  un punct in AX, P un defect grup al sau,
si B := Brp() punctul corespunzitor din A(P)V<(). Asociem acestor dous puncte

cate o extensie Clifford si demonstram ca extensiile sunt izomorfe.

5.2. Extensia Clifford asociata unui punct.

5.2.1. Cu H-algebra K-interioara A, similar ca si in [20, 2.1], formam algebra H-

interioara G-graduata

A=A®ox OH= @ Awuz,

z€[H/K]
avand produsul

(a@x)(boy) = ab® ' ® xy,

pentrua,b € Agiz,y € H.

5.2.2. Pentru grupul punctat K introducem normalizatorul:
Ny(Kg) ={z € H | " = B}.

5.2.3. Avem o acctiune a lui (A¥)* @ H pe A. Dacd a® x € (AX)* ® H pnetru orice

element b ® h € A avem
b h)* =(a@z) ' (b h)(a® )= (a"'b)"d" * @z ha.
5.2.4. Fie 5 € 5. Introducem grupurile
(A%)] ={a € (A%)" | ja = aj}

si
((A%)" @ Nu(Kp)); = {a®a € (A%)" @ Nu(Ks) | (j © 1) = j @ 1}.

Notand
K = (A%): @ K, Ny (K3) = ((AX)" ® Nu(Kp)); and Ny (Kg) = Ny (Ks)/K

obtinem
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Lema 5.2.5. Urmatorul sir

—~ —

1 — K — Nu(Kg) = Ng(Kp) — 1

este exact.

—

5.2.6. Ny (Kp)-algebra Ag := jAj este [A(-interioaré, in timp ce
Ap = As ® Nu(Kp)

—

este o algebri Ny (Kjp)-interioard, tare Ng(Kjp)-graduata.

Mutimea

G[B] = {z € Nu(Kp) | (Ag@2)" - (A4 @1 = (430 1)}

—

unde & € Ny (Kj) este o ridicare a lui z, verifica
Propozitie 5.2.7. G[3] este subgrup normal in Ng(Kp).

Notdm cu N7 (K3) subgrupul lui Ng(Kjp) ce contine elemente x care determind o

A-fuziune.
Propozitie 5.2.8. Subgrupurile G[3] si Njj(Ks)/K coincid.

Algebra tare G|[f]-graduata

—

AR = (Ag @ Ni(Ks)".
determina catul jg = Ag / Jgr(/lg ), corespunzator in mod unic extensiei Clifford

(17) 1= Ag(Ks)" — NA(Ks) — NA(Ks) — 1.

5.3. Incercarea de a ajunge la o a doua extensie Clifford. Prin incercarea
de a construi in mod similar o extensie Clifford pentru /3, ca si clasa de conjugare
a Ny (P)-algebrei Ck(P)-interioare A(P) se observa ca proprietatea de a fi doar

Ck (P)-interioara nu este suficienta.
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5.4. A doua extensie Clifford asociata unui punct.

5.4.1. Lucram similar cu £ in locul lui 8 si consideram sirul scurt exact

—

1— NK(P) — NNH(P)(NK(P)B) — NNH(P)(NK(P)B) — ]_,

unde
Ni(P) = (A(P)™*®): @ Nic(P) and
Ny (py(Nk(P)5) = Nxy(p) (N (P)3) /Ni (P).
Algebra

~

AP = (@D i(A@ a)(P)])

unde # € Ny (Kjp) ridica un sistem de reprezentati pentru Ny (Kp), este tare graduata

dupa un subgrup notat G[f].

Obtinem 1n mod unic extensia CLifford

(27) 1= A(P)3(Ni(P)3)* = Nalo (Nk(P)3) — GIB] — 1.

Ny (P

5.5. Izomorfismul dintre cele doua extensii. Pastram notatiile anterioare.

Teorema 5.5.1. Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
(1) Extensiile (17) gi (2”) sunt izomorfe.

(27) Produsele incrucisate corespunzatoare sunt izomorfe ca Ny(Kg)/K-algebre.

5.6. Cazul algebrei grupale. Aceasta sectiune prezinta situatia paragrafelor pre-

cedente aplicata pe algebra grupala.

5.7. Extensii pentru blocurile H-algebrelor K-interioare. In mod analog, aceasta
sectiune trateaza un caz diferit de blocuri, nu ale algebrei grupale ci ale unei H-algebre

K-interioara.
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6. CORESPONDENI‘E PENTRU BLOCURI

6.1. Introducere. Evidentiem faptul ca rezultatul principal al capitolului 4 implica

rezultatul principal in [24]

6.2. Preliminarii.
6.2.1. Plecand de la algebra grupala O H, alegem un bloc b al lui K (subgrupul normal
in H) si construim extensia Clifford corespunzatoare. Astfel dam peste centralizatorii

bC = bOH[ si C[b], cel din urma fiind subalgebra lui bC' care este tare graduata.

Avem:

Lema 6.2.2. Algebrele (bC)™ gi C[b]™ aceeiasi idempotenti primitivi.

6.3. Observatii asupra defect grupurilor.

6.3.1. Are loc izomorfismul
(*) Z(sOH) ~ Z(bOHb) = Z(bOH,) = (bC)™.

Notam cu B un bloc ce acopera b cu B’ corespondentul lui B prin izomorfismul (*).
Daca @ este defect grup in H, al blocului B’, atunci ) este defect grup pentru
blocul B, si poate fi ales ca sa verifice Q N K = D.

6.4. Corespondenta Harris-Knorr. Notam cu D un defect grup al lui b, i cu by

corespondentul Brauer al lui b. Avem:

Teorema 6.4.1. FExtensiile Clifford ale lui b si by definesc o bijectie ce pastreaza
defect grupurile intre blocurile lui H ce acoberd b si blocurile lui Ny(D) ce acoperd

bi. In plus acesta corespondenta conicide cu corespondenta Brauer.
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