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Introducere

Conceptul de distanta este fundamental pentru intreaga experienta umana. In
viata cotidiana suntem nevoiti sa intelegem gradul de apropiere intre doua obiecte
fizice In contexte foarte diverse. ingelegerea matematica a conceptului de distanta
este concentrata in notiunile de metrica si spatiu metric. Aceste notiuni au fost
introduse de catre M. Fréchet (1906) si F. Hausdorff (1914) generand cazuri speciale
de spatii topologice. Lucrarile lui K. Menger (1928) si L.M. Blumenthal (1953) au
deschis perspectiva unor cercetari profunde a geometriei unui spatiu metric, reluand
la acest nivel notiunile, relatiile si configuratiile din geometria euclidiana.

Simetriile configuratiilor geometrice, cristalelor si a altor obiecte fizice microsco-
pice au fost observate gi studiate de mult timp. Intr-o exprimare moderna, simetriile
unui obiect formeaza un grup, notiune algebrica care apare la inceputul secolului
al XIX-lea in lucrarile lui E. Galois gi N. Abel. Datorita lucrarilor lui S. Lie, G.
Frobenius, W. Killing, E. Cartan, I. Schur, H. Weyl si multi altii, teoria grupurilor
a cunoscut o dezvoltare enorma, atat in sine cat i prin aplicatiile ei. Aplicatiile in
mecanica cuantica si fizica particulelor elementare au fost investigate in secolul al
XX-lea. H. Weyl a spus ca pentru a intelege o structura matematica, este necesar sa
cercetam grupul ei de simetrii. In cazul spatiilor metrice, aceasta idee ne conduce in
mod natural la studiul grupului de izometrii asociat. Studiul izometriilor reprezinta
o tema majora in geometrie in legatura cu transformarile care conserva unghiurile,
distantele sau diferite configuratii simple. Daca originile teoriei spatiilor Banach se
identifica cu anul aparitiei monografiei lui S. Banach (1932), atunci putem spune
ca studiul izometriilor unui spatiu Banach, un spatiu metric particular, incepe cu
aceasta data. Descrierea grupului de izometrii al unui spatiu metric dat reprezinta

o problema care a atras atentia multor matematicieni.



Prezenta lucrare se incadreaza in aceasta directie de cercetare si este structurata
in trei capitole. Acestea asigura unitatea continutului i relevanta tematicii cercetate.
Lucrarea are la baza o bibliografie cu 65 referinte. In continuare prezentam pe scurt
fiecare capitol, punand accent pe contributia personala a autorului.

Capitolul 1, intitulat Elemente de teoria spatiilor metrice, este structurat in cinci
paragrafe si are in principal un caracter monografic. Obiectivul principal al acestui
capitol este de a prezenta intr-o forma succinta, notiunile si rezultatele de baza ce
vor fi utilizate in capitolele urmatoare. In paragraful 1.1 sunt definite notiunile de
spatiu metric, metrica, distanta si sunt date exemple de spatii metrice. In Definitia
1.1.1 sunt fixate notatiile pentru metrica euclidiana notata dy, metrica taxicab no-
tata dq, metrica [* notata cu d.,, metrica sferica notata dg=, metrica intrinseca pe
S c R In paragraful 1.2 este definita notiunea de subspatiu al unui spatiu metric
i sunt prezentate exemple de subspatii. Se defineste notiunea de spatiu produs si
se di un exemplu de spatiu metric folosind functia distanti. In paragraful 1.3 sunt
definite notiunile de sir convergent, sir Cauchy, spatiu complet (Definitiile 1.3.1,
1.3.2). Se enunta doua teoreme legate de siruri convergente (Teoremele 1.3.1, 1.3.2).
In paragraful 1.4 sunt introduse notiunile de functie continui, functie uniform con-
tinua, functie Lipschitz, functie bi-Lipschitz, izometrie, prezentate in Definitia 1.4.1.
Teorema 1.4.1 prezinta faptul ca o functie f care este Lipschitz este uniform con-
tinug. In paragraful 1.5 sunt definite notiunile de omeomorfism, spatii omeomorfe,
spatii bi-Lipschitz echivalente, aplicatie bi-Lipschitz echivalenta, spatii izometrice
(Definitia 1.5.1). Teorema 1.5.1 prezinta relatia intre astfel de spatii. Acest capitol
se bazeaza pe monografia lui D. Burago, Y. Burago, S. Ivanov [19].

Capitolul 2, intitulat Grupul de izometrii al unui spatiu metric, este structurat
in 8 paragrafe si contine gi rezultate originale ale autorului. Partea monografica a
capitolul se bazeaza pe lucrarile lui D.J. Schattschneider [59], E.F. Krause [35], G.
Chen [20], R. Kaya [32], M. Ozcan, R. Kaya [43], S. Mazur, S. Ulam [39], A. Vogt
[63], M. Albertson, D. Boutin [1], M.M. Patnaik [46], M. Willar Jr. [64], H. Coxeter
[22], D. Asimov [6], A. Papadopoulos [44]. Partea originala a capitolul se bazeaza
pe lucrarile lui D. Andrica, V. Bulgarean [3], [4], V. Bulgarean [14], [16], [17], [18],

[15]. In partea de introducere a acestui capitol se definegte multimea tuturor izo-



metriilor unui spatiu metric (X, d), stabilizatorul lui x sau grupul de izotropie a lui
x (Definitia 2.0.1). Teorema 2.0.1 stabilegte faptul ca Iso(X,d) este grup in raport
cu compunerea, iar 1so® (X, d) este subgrup al lui Iso(X,d). In paragraful 2.1 se
enunta Teorema 2.1.1 care afirma ca daca spatiile metrice (X, dy) si (U, dy) sunt
izometrice atunci grupurile lor de izometrii Iso(X,dx) si Iso(Y,dy) sunt izomorfe.
Corolarul 2.1.1 afirma ca daca grupurile Iso(X,dx) si Iso(Y,dy) nu sunt izomorfe
atunci cele 2 spatii nu sunt izometrice. Corolarul 2.1.3 construieste un izomorfism
intre Iso(X,dx) si 1so(R",ds), unde dx este metrica definita pe V' de produsul sca-
lar, iar dy este metrica euclidiana pe R". In subparagraful 2.1.1 se definesc notiunile
de deplasare a lui f, deplasare minimala a lui f, multime minimala a lui f, functie
parabolic, functie elipticd, functie hiperbolici. In paragraful 2.2 se prezintd Teo-
rema 2.2.1 care afirma ca grupul de izometrii ale lui (R, d;) este izomorf cu produsul
semidirect al grupurilor Zs si (R, +). Observatia 2.2.1 contine trei exemple de ast-
fel de izomorfisme. Paragraful 2.3 contine descrierea izometriilor planului euclidian.
In subparagraful 2.3.1 se definesc notiunile de transformare liniarg, transformare
liniara afina (Definitia 2.3.1) pentru planul euclidian. Ca exemplu o transformare li-
niara afina este compunerea unei translatii cu o transformare liniara. O transformare
liniara afina transforma drepte in drepte, plane in plane, etc. Subparagraful 2.3.2
definegte notiunile de translatie, rotatie, simetrie axiala (Definitia 2.3.2). In subpara-
graful 2.3.3 se prezintd Teorema 2.3.1 care afirma c& o izometrie f : (R? d) — (R?,d)
este o transformare liniara afina, adica exista un vector b € R? si o matrice patratica,
astfel incat f(z) = Az + b, pentru orice z € R?. Demonstrarea acestei teoreme se
face in doua moduri folosind Lemele 2.3.1 si 2.3.2. Paragraful 2.4 studiaza izometriile
spatiului euclidian n-dimensional. In subparagraful 2.4.1 se prezinta definitiile pen-
tru matrice ortogonala, izometrii proprii, izometrii improprii, partea liniara a unei
aplicatii f (Definitiile 2.4.1 si 2.4.2). Se prezinta Teorema 2.4.1 despre grupurile
E(n), SE(n), O(n), SO(n), care sunt: grupul izometriilor pe R™, grupul izometrii-
lor pe R™ cu det(A) = 1, grupul matricelor ortogonale, respectiv grupul matricelor
ortogonale cu determinantul 1. In subparagraful 2.4.2 se definesc notiunile de punct
fix, axa de simetrie, simetrie axiala de axa, dreapta invarianta, simetrie de alunecare

de axa. Rezultatul principal al acestui paragraf este dat in Teorema 2.4.2. Ca o con-



cluzie izometriile diferite de 1g2 se pot clasifica astfel: cu puncte fixe sunt rotatiile
si simetriile centrale iar fara puncte fixe sunt translatiile si simetriile de alunecare.
Simetriile sunt izometriile de baza ale lui R?, in sensul ca toate izometriile pot fi
obtinute prin compuneri de simetrii. Corolarul 2.4.1 afirma ca fiecare izometrie a lui
R? poate fi obtinuta prin compunerea a cel mult trei izometrii. In particular grupul
E(2) este generat de simetrii. In subparagraful 2.4.3 sunt prezentate simetriile gru-
pului O(n) si teorema lui Cartan. Teorema 2.4.4 a lui Cartan 2.4.4 afirma ca grupul
O(n) este generat de simetriile sale, iar in demonstratia ei se foloseste si Teorema
2.4.3. Corolarul 2.4.2 afirma ca orice izometrie a spatiului euclidian R™ este o com-
punere de cel mult n + 1 simetrii. O izometrie care fixeaza cel putin un punct, este o
compunere de cel mult n simetrii. In paragraful 2.5 se studiaza grupul de izometrii
pentru planul R? inzestrat cu metrica jocului chinezesc de dame d.. In subparagra-
ful 2.5.1 se demonstreaza Propozitia 2.5.1 care afirma ca orice translatie a planului
euclidian este o izometrie a planului R?. Lema 2.5.1 este utild pentru determinarea
simetriilor axiale care sunt izometrii in R?. Corolarele 2.5.1 si 2.5.2 prezinta faptul
ca mijlocul unui segment este acelasi, relativ la cele doua metrici dg si d,., respectiv
raportul definit de distanta d. coincide cu raportul definit de distanta dg. Propozitia
2.5.2 afirma ca o simetrie axiala cu axa dreapta de ecuatie y = max este o izometrie
in R? daca si numai daca m € {0, 41, +(v/2 — 1), £(v/2 + 1), 00}. Propozitia 2.5.3
arata ca exista doar 8 rotatii euclidiene care pastreaza d.-distantele, cu alte cuvinte,
multimea rotatiilor izometrice in R?, este R, = {re (0= k%, k=0,1,2,..., 7}. Te-
orema 2.5.1 afirma ca dacd f : R? — R? este o izometrie atunci existd T4 € T'(2) si
g € O.(2) astfel incat f = T4og si aceste transformari sunt unice. Aceasta se demon-
streazi cu ajutorul Propozitiilor 2.5.4, 2.5.5 si respectiv Corolarul 2.5.3. In final se
obtine un important rezultat prezentat in Corolarul 2.5.4, care arata ci Iso(R?) este
produsul semidirect al grupurilor R? si Ds. In subparagraful 2.5.2 se demonstreaza
Teorema 2.5.2, de calcul a ariei unui triunghi in planul R2. In paragraful 2.6 se descrie
grupul Isoq, (R") cu p # 2. In subparagraful 2.6.1 se enunti si demonstreazi teo-
rema Mazur-Ulam (Teorema 2.6.1) care afirma ca orice izometrie f : F — F| intre
spatii normate reale, este afina. In subparagraful 2.6.2 se prezinta rezultatele origi-

nale ale autorului in legatura cu determinarea grupului /soq,(R"). Se demonstreaza



ca in cazul p # 2, toate aceste grupuri sunt izomorfe i in consecinta ele nu depind
de numarul p. Aceste rezultate apar in lucrarea D. Andrica, V. Bulgarean [4] si V.
Bulgarean [15]. Teorema 2.6.2 afirma ca pentru p # 2, p > 1 gi pentru f4 : R” — R”
o functie liniara definita de matricea A € M, (R), fa € Isoq,(R") daca si numai daca
A este o matrice de permutari, adica fiecare linie gi fiecare coloana a lui A are exact
un element nenul si acest element este egal cu +1. Acest rezultat este demonstrat in
lucrarile D. Andrica, V. Bulgarean [4] i V. Bulgarean [15]. In subparagraful 2.6.3
se determina grupul Iso,_(R™). Desi rezultatul se formuleaza la fel, preferam sa-1
prezentam separat pentru p = oo datorita demonstratiei complet diferite fata de cea
data in Teorema 2.6.2. Teorema 2.6.3 arata ca pentru o functie f4 : R® — R” liniara
definita de matricea A € M, (R), fa € Isoq (R™) daca si numai daca A este o ma-
trice de permutari, adica fiecare linie si fiecare coloana a lui A are exact un element
nenul si acest element este egal cu +1. In subparagraful 2.6.4 sunt date concluzii co-
mune pentru grupurile Isog, (R™) si I'soo(R"). Acestea impreuna cu rezultatele din
subparagrafele 2.6.2 i 2.6.3 ne conduc la urmatorul rezultat comun pentru grupurile
Isoq,(R™) si Isoq,, (R") (Corolarul 2.6.1): pentru p > 1, p # 2, un numar real sau
p = 0o, grupul Iso4, (R") este izomorf cu produsul semidirect al grupurilor (R", +)
si Sp x Z%, unde S, este grupul permutarilor multimii {1,2,...,n}. Subgrupul de
izometrii liniare al lui /soq, (R™) este alcatuit din 2" - n! aplicatii liniare definite de
matricele de permutari in Teorema 2.6.3. Subparagraful 2.6.5 introduce dimensiunea
d-izometrica a unui grup finit. Se defineste notiunea de dimensiune d-izometrica a
unui grup. Teorema 2.6.4 arata ca pentru un grup finit G dimensiunea ds-izometrica
da, (@) este egala cu dimensiunea minima a reprezentarii reale lui G. Ca o consecinta
a acestei teoreme avem Corolarul 2.6.2 care afirma ca pentru Gy, ..., G grupuri fi-
nite are loc inegalitatea 4, (G1 @ ... ® Gs) < 04,(G1) + ...+ 04,(G). Teorema 2.6.5
arata ca pentru orice p > 1, p # 2, un numar real sau p = oo are loc inegalitatea
da,(Sn xZy) < n. Teorema 2.6.6 prezinta faptul ca are loc relatia d.(Ds) = 2, unde 6.
este dimensiunea izometrica relativa la metrica d,. a planului R?, iar Dy este grupul
diedral. Se prezinta doua probleme deschise: sa se determine 6,4, (Z5); este adevarat
ca are loc relatia d0q, (S, X Z3y) = n. In paragraful 2.7 se studiaza problema realizarii

geometrice a grupurilor finite. Teorema 2.7.1 arata ca exista o metrica Riemann



pe sfera S*~1 astfel incat grupul de izometrii asociat este izomorf cu G. Aceasta
teorema este datorata lui D. Asimov si se demonstreaza folosind urmatoarele re-
zultate: Propozitia 2.7.1 care afirmé ci, cu metrica indusi din R* pe sfera S¥1,
spatiul metric X are grupul de izometrii izomorf cu G, respectiv Propozitia 2.7.2
care prezinta relatia I'so(M) ~ G. Corolarul 2.7.1 prezinta faptul ca orice grup finit
G este izomorf cu grupul de izometrii al unei submultimi finite X dintr-un spatiu
euclidian. Dacd card (G) = k, atunci Xg poate fi aleasa cu card (Xg) = k% — k,
intr-un spatiu euclidian de dimensiune k — 1. In continuare se prezintd cateva exem-
ple care ilustreaza realizarea geometrica prin izometrii pentru unele grupuri finite.
Toate aceste exemple sunt contributii originale si sunt prezentate in lucrarea V.
Bulgarean [16]. In paragraful 2.8 se prezintd rezultatele originale legate de grupul
de izometrii al metricii cailor ferate franceze. Aceste rezultate sunt prezentate in
lucrarea V. Bulgarean [14]. In subparagraful 2.8.1 sunt prezentate doud teoreme:
Teorema 2.8.1 care prezinta faptul ca Iso® (X, d) este subgrup al lui Iso(X,dp,).
In particular are loc incluziunea Iso®) (X, d) C I'so(X,dp,), respectiv Teorema 2.8.2
care afirma ca pentru orice izometrie f € Iso(X,dp,), punctul p este fix, adica are
loc relatia f(p) = p. Corolarul 2.8.1 prezinta faptul ca pentru orice spatiu metric
(X, d) si pentru orice punct p € X, spatiul metric (X, dp,) este de tip eliptic, adica
toate izometriile sale sunt eliptice. In subparagraful 2.8.2 sunt prezentate comentarii
la Teorema 2.8.2 in cazul X = R" gi d = d5.

Capitolul 3, intitulat Probleme speciale referitoare la izometrii, este format din
patru paragrafe. In paragraful 3.1 este prezentata notiunea de friza ca fiind data de
benzi situate in plan, in care anumite figuri geometrice simple se repeti la infinit. In
subparagraful 3.1.1 sunt prezentate notiunile de generatori, cuvinte, lungimea unui
cuvant, cuvant redus, relatii, prezentare a grupului. Lema 3.1.1 arata ca pentru T'G
un subgrup al lui G, t un generator pentru 7" si r € G, exista r~'tr generator pentru
grupul #~'Tr = {r~'zr : € T}. In subparagraful 3.1.3 se realizeazi clasificarea
grupurilor de frize. Se definesc notiunile de subgrup discret a lui F(2) (Definitiile
3.1.1, 3.1.2). Se prezinta doua leme care ilustreaza unele proprietati ale translatiilor
(Lema 3.1.2, 3.1.3). Exista exact 7 grupuri de frize acestea fiind date in Teorema

3.1.1. Se prezinta si cateva realizari ale celor 7 grupuri de frize, intelegand ca dreapta



orizontala reprezinta axa translatiei si imaginea se repeta la infinit. Paragraful 3.2
studiaza aplicatii care conserva anumite proprietati geometrice. In subparagraful
3.2.1 este prezentata problema generala Aleksandrov-Rassias care afirma ca, daca
(X, dx) si (Y, dy) sunt spatii metrice i f : X — Y este aplicatie continua, surjectiva
care conserva distanta 1, rezulta ca f este o izometrie. Chiar daca impunem conditjii
suplimentare asupra lui f raspunsul la aceasta problema generala poate fi negativ.
In continuare se prezinti un exemplu sugestiv in acest sens (Exemplul 3.2.1). Se mai
prezinta un exemplu in care raspunsul la problema poate fi negativ in cazul infinit
dimensional, chiar pentru spatii Hilbert. In subparagraful 3.2.2 sunt studiate aplicatii
care transforma cuburi in cuburi. Se prezinta Lema 3.2.1 care afirma ca pentru o
aplicatie injectivd f : R® — R3 care transforma orice cub intr-un cub, pentru orice
cuburi de muchie 1, A i B, daca Int(A)NInt(B) = 0, atunci Int{ f (A) }nInt{f(B)} =
(). Teorema 3.2.1 afirmi faptul ci, dacd aplicatia injectiva, f : R3 — R? transforma
orice cub intr-un cub, atunci f este izometrie liniara pana la o translatie. Paragraful
3.3 prezinta rezultate referitoare la grupul de izometrii al sferei. Se enunta Teorema
3.3.1 care afirmi ci orice izometrie f : ST — S este o rotatie sau o simetrie axiali.
Teorema 3.3.2 aratd ca orice izometrie f : S? — S? este o simetrie planara, o
rotatie sau o rotosimetrie (compunere dintre o rotatie si o simetrie). Teorema 3.3.3
afirma ca orice izometrie f : S™ — S™ este o compunere de rotatii si eventual o
simetrie. In Teorema 3.3.4 se aratii ci Iso(S") ~ O(n + 1). Teorema 3.3.5 afirmi
ca orice izometrie f € [so(S™) este o compunere de cel mult HTH} rotatii proprii
ale lui S™ gi eventual o simetrie in raport cu un hiperplan care trece prin origine.
Observatia 3.3.1 arata ca grupul Iso(S™) este generat de rotatii si simetrii. Teorema
3.3.6 afirma ca pentru f : S®™ — S%, n > 2, o functie care conserva unghiurile 6,
m#, unde mf < m i m este un numar intreg pozitiv mai mare decat 1, atunci f
este o izometrie, adica f pastreaza toate unghiurile. Teorema 3.3.7 arata ca daca
f: 8" —= SP. p>n>1, este o aplicatie continua care conserva unghiurile 8, m#,
unde m > 1 gi mf < 7, atunci f este o izometrie. Teorema 3.3.8 afirma ca pentru

1
m) ira‘gional

pentru 0 < m < n — 1, atunci f este o izometrie. In paragraful 3.4 se studiazi

f 8™ — S™ o aplicatie care conserva unghiul 6, fie arccos (

grupul de izometrii al unui spatiu metric local compact. Teorema 3.4.1 prezinta



proprietati generale ale grupului de izometrii al unui spatiu metric local compact
(X, d). Exemplul 3.4.1 prezinta un astfel de spatiu care nu este spatiu local compact.
Exemplul 3.4.2 prezinti un spatiu local compact. In subparagraful 3.4.1 sunt date
proprietati legate de local compactitatea grupului /so(X,d). Lema 3.4.1 afirma ca
daca (X, d) este un spatiu local compact, F' C Iso(X,d) si K(F)={x € X : F(x) =
{f(x) : f € F} este relativ compact}, atunci K(F) este o submultime deschisa si
inchisa a lui X. Lema 3.4.2 afirma ca pentru (X, d) spatiu metric local compact cu
spatiul componentelor conexe (X)) cvazi-compact, atunci conditia (a) din Teorema
3.4.1 este satisfacuta. Exemplul 3.4.3 prezinta un exemplu de limita a unui sir de
izometrii care nu este surjectiva. Lema 3.4.3 afirma ca, daca ¥(.X) este cvazi-compact
si (fn), fu € Iso(X,d), este un sir astfel incat f, — f in raport cu topologia
convergentei punctuale, atunci f(X) este deschisa si inchisa in X. Propozitia 3.4.1
prezinta urméatorul rezultat: daca (X, d) este un spatiu metric local compact gi 3(X)
este cvazi-compact, atunci Iso(X, d) este inchis in C'(X, X). Propozitia 3.4.2 afirma
ca exista un subsir {5, }ren al lui {5,,} astfel Incat exista xj € Sy cu x — x¢, unde
zo € X. Teorema 3.4.2 afirma, ca daca X(X) este cvazi-compact, atunci Iso(X,d)
este local compact. In subparagraful 3.4.2 se studiaza actiunea proprie a grupului
Iso(X,d) pe spatiul X. Propozitia 3.4.3 afirma ca, daca (X, d) este local compact si
conex, atunci grupul Iso(X,d) este local compact si actiunea sa pe X este proprie.
Deci cvazi-compactitatea lui (X)) nu este necesara pentru compactitatea locala a lui
Iso(X,d). Capitolul se bazeaza pe lucrarile lui A.D. Aleksandrov [2], F.S. Beckman,
D.A. Quarles [9], Th. M. Rassias [50], [51], [53], [54], B. Mielnik, Th. M. Rassias
[40], [55], S.M. Jung [26], [27], S.M. Jung, Ki-Sik Lee [30], Th. M. Rassias, P. Semrl
[56], D. van Dantzig, B.L. van der Waerden [23].

Nu as vrea sa inchei aceasta introducere fara a multumi domnului prof. univ. dr.
Dorin Andrica, conducatorul meu stiintific, pentru observatiile, sugestiile, sprijinul
substantial si amabilitatea cu care a raspuns intotdeauna solicitarilor mele pe par-
cursul stagiului de elaborare a prezentei lucrari. Doresc de asemenea sa adresez sin-
cere multumiri membrilor Catedrei de Geometrie de la Universitatea Babes-Bolyai
din Cluj-Napoca gi membrilor comisiei de indrumare pentru sugestiile acordate,

incredere si pentru sprijinul acordat in realizarea acestei teze.
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Capitolul 1

Elemente de teoria spatiilor

metrice

In acest capitol introducem notiunile de baza legate de spatii metrice. Prezentam
exemple si constructii specifice care sunt utile in dezvoltarile din capitolele urma-

toare.

1.1 Spatii metrice. Exemple

Un spatiu metric este o pereche (X, d) formata dintr-o multime nevida X si o
functie d : X x X — R care satisface proprietatile:

(1) (Pozitivitate si nedegenerare) Pentru orice =,y € X, d(z,y) > 0. In plus,
avem d(z,y) =0z =y.

(2) (Simetrie) Pentru orice z,y € X, d(z,y) = d(y, ).

(3) Pentru orice x,y, z € X are loc inegalitatea d(z, z) < d(x,y)+d(y, z) (numita
inegalitatea triunghiului).

Functia d se numeste metrica. Ea mai este numita si functia distanta.

In continuare vom da cateva exemple de spatii metrice. In cele mai multe exemple
conditiile (1) si (2) din definitia de mai sus sunt ugor de verificat. Vom mentiona
aceste conditii doar daca sunt probleme in stabilirea lor. De obicei este mai dificil
de demonstrat inegalitatea triunghiului i acest lucru se va face in detaliu la unele

exemple.
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Exemplul 1.1.1 Fie X = R si functia distanta d(x,y) = |x — y|.

Exemplul 1.1.2 Fie X = R? gi functia distanta euclidiand uzuala

do(z,y) = /(21 — 11)% + (22 — 12)2,
unde z = (21, 22), ¥y = (Y1, y2).

Exemplul 1.1.3 Fie X = R” i functia distanta euclidiana uzuala:

dg(l’,y) = \/(1’1 - y1)2 +...+ (zn - yn)2>
unde z = (z1,.. ., Zn), Y= (Y1, -, Yn)-

Exemplul 1.1.4 Fie X = R"sidi(z,y) = |1 —y1|+. . .+ |xn—yn|, metrica taxicab.
Pentru n = 2, d este distanta uzuala pe care o folosim cand conducem masina intr-un

orag in care reteaua de strazi este paralela cu doua directii perpendiculare.

Daca avem z si z, multimea punctelor y pentru care di(x, z) = di(x,y) + di(y, 2)

se numeste segmentul metric in sensul lui Menger.
Exemplul 1.1.5 Fie X = R" §i doo(x,y) = max{|x; — 1|, ., |Tn — yn|}

Pentru a demonstra inegalitatea triunghiului do.(z,2) < doo(z,y) + dso(y, 2),
presupunem ca avem do(z, 2) :1r£1a<x{|xi—zi\} =|zr—2k|, pentru k fixat, 1 <k < n.

Atunci avem relatiile:

| — 21| < |oe —yr| + e — 2l Nz — k| < doo(,y),  yk — 2] < doo(y, 2).

Rezulta astfel do (7, 2) < doo(z,y) + doo(y, z). Nu vom discuta acum cazul de egali-

tate, urmand sa ne ocupam in detaliu de acesta in Capitolul 2.

Exemplul 1.1.6 Fie X = S? = {z € R? : ||z| = 1}, sfera unitate in spatiul
euclidian R3. Fie d(x,y) lungimea arcului mic de cerc mare ce uneste punctele x
si y. Acesta este modul in care se masoara distanta pe suprafata pamantului. O
formula explicita pentru d(x,y) este ugor de obtinut. Fie § unghiul dintre vectorii
unitate x si y. Arcul de cerc care uneste z cu y apartine intersectiei lui S? cu planul
generat de x §i y si lungimea acestui arc este 6 (vezi Figura 1.2). De aceea avem
cosf = z -y (produsul scalar euclidian in R?), deci d(z,y) = arccos(z - y). Se verifica

imediat faptul ca d astfel definitd este o metrica pe S2.
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@ = arccos(z-y)

Figura 1.2. Distanta pe sfera

Fie z1,...,x,, vectori in R" unde m < n. Matricea Gram definita de acesti
vectori 1, ..., %, este matricea patratica de ordinul m, A cu elementele z; - z;.

Remarcam faptul ca A este o matrice simetrica deoarece avem z; - x; = x; - x;.

Teorema 1.1.1 Daca A este matricea Gram a vectorilor x4, ..., Z,,, atunci
det(A) > 0.

In plus, avem det(A) = 0 daca $i numai daca multimea {xq,...,x,,} este liniar

dependenta.

Observatia 1.1.1 Observam ca in cazul m = 2, adica avem doi vectori z,y € R™,

atunci Teorema 1.1.1 se reduce la

det(A) = (z-2)(y-y) — (z-y)* >0,

care este inegalitatea Cauchy-Schwarz. In Exemplele 1.1.2 si 1.1.3 am utilizat aceasta
inegalitate pentru a demonstra inegalitatea triunghiului pentru metrica euclidiana.
Vom vedea ca in cazul m = 3 Teorema 1.1.1 este utila pentru a demonstra inegali-

tatea triunghiului pentru metrica pe sfera din Exemplul 1.1.6.

Exemplul 1.1.7 Fie X o multime nevida si d definita astfel:

0, daca z=1y

d(z,y) =
1, daca x #y.

Aceasta distanta se numesgte metrica discreta si (X, d) se numeste spatiul metric

discret.

13



Exemplul 1.1.8 Fie (X, d) un spatiu metric si p € X un punct fixat. Definim o

metrica pe X, numita metrica cailor ferate franceze, notata cu dp,, unde

0 daca i numai daca x =y

dpp(x,y) =
" d(z,p) + d(p,y) daca = # y

Obtinem astfel un nou spatiu metric (X,dp,). Aceastd metrica este studiata in

lucrarea V. Bulgarean [14] si in paragraful 2.8.

O T

Figura 1.3. Metrica ciilor ferate franceze in planul euclidian R?

Denumirea acestei metrici provine de la urmatoarea situatie ipotetica. Suntem
intr-o tara (numita Franta) in care sunt linii de cale ferata care trec prin fiecare oras.

Putem sa calatorim direct intre orice doua orage numai daca trecem prin Paris.

Definitia 1.1.1 In continuare vom fixa notatiile pe care le-am folosit pana acum in
spatiile metrice introduse. Acestea vor fi utilizate intensiv in capitolele urmatoare.
(1) Metrica din Exemplul 1.1.3 o vom numi metrica euclidiana si o vom nota cu

dy. Atunci avem relatia:

d2(x>y) = \/(zl - y1)2 +...t (xn - yn)2'

(2) Metrica din Exemplul 1.1.4 o vom numi metrica taxicab sau metrica ' si o

vom nota cu d;. Formula pentru d; este:

di(z,y) = o1 — |+ ...+ |20 — ynl.

(3) Metrica din Exemplul 1.1.5 0 vom numi metrica [*° si o vom nota cu d.

Formula de calcul este
doo(l', y) = max{\a:l - y1|7 R ‘l’n - yn‘}
(4) Metrica din Exemplul 1.1.6 o vom numi metrica sferica si o vom nota cu dge.
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1.2 Constructii de spatii metrice

Exista cateva constructii standard pentru noi spatii metrice din cele date pana

acum. Cele mai conune constructii de spatii sunt subspatiile.

1.2.1 Subspatii

Fie (X, d) un spatiu metric i fie Y C X. Consideram d' = d|y«y : Y XY — R,
restrictia lui d la Y x Y. Atunci (Y, d’) este spatiu metric, numit subspatiu al lui

(X, d). De obicei vom scrie simplu d pentru restrictia d'.

Exemple de subspatii

(1) Q este un subspatiu al lui R.

(2) Orice submultime a lui R este subspatiu a lui R. De exemplu (0, +00) este
subspatiu al lui R.

(3) S? este subspatiu al lui R3. Dar metrica subspatiului nu este aceeasi cu
metrica sfericd din Exemplul 1.1.6. Daci d’ este restrictia la S? x S? a metri-
cii euclidiene do pe R3 si dg2 este metrica sfericd pe S?, atunci avem inegalitatea

d'(z,y) < dg=(z,y), pentru toti z,y € S?, cu egalitate daci si numai daca x = y.

1.2.2 Spatii produs

Daca (X1, d;) si (Xz, d) sunt spatii metrice, produsul lor este spatiul (X; x X5, d),
unde:
d((z1,22), (y1,y2)) = max{d (z1, 1), do(z2, 9o},
pentru toti (z1,x2), (y1,92) € X1 X Xo.
Sa observam analogia cu metrica d., din Definitia 1.1.1. Sunt posibile si alte

metrici pe spatiul produs, dar aceasta este o alegere convenabila.
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1.2.3 Functii distanta

Presupunem ca (X, d) este un spatiu metric, si ca functia f : [0, +00) — R este

strict crescatoare cu proprietatea f(0) = 0 si subaditiva, adica satisface relatia
fla+b) < f(a)+ f(b), pentru orice a,b € [0, 400).

Nu este greu sa observam ca fod : X x X — R este o metrica pe X, deci

(X, f od) este un spatiu metric.

1.3 Limite

Notiunea de spatiu metric permite reformularea in acest context a multor con-
cepte si rezultate din analiza reala. Vom da cateva exemple utile in dezvoltarile din
capitolele urmatoare. Prin gir intr-un spatiu metric (X, d) vom intelege, ca de obicei,

o functie N — X gi folosim notatia {z,}.

Definitia 1.3.1 Fie {z,,} un sir in spatiul metric (X, d).
(1) Fie z € X. Spunem ca 7}1_{20 z, = x daca gi numai daca pentru orice € > 0
exista N = N(e¢) € N astfel incat avem d(z, x,) < €, pentru orice n > N.
(2) Spunem ca {z,} converge daca si numai daca existda x € X astfel incat
avem lim z, = x.
n—o0

(3) Spunem ca {z,} este sir Cauchy daca si numai daca pentru orice € > 0

exista N € N astfel incat d(z,,, z,) < &, pentru orice m,n > N.
Teorema 1.3.1 Orice sir convergent este un sir Cauchy.
Teorema 1.3.2 Daca sirul {x,} este convergent, atunci limita sa este unicd.

Definitia 1.3.2 Un spatiu metric (X, d) se numegte complet daca orice gir Cauchy

este convergent.

Spatiul R™, n > 1, este complet, in timp ce Q nu este complet, cu metrica

euclidiana uzuala.
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1.4 Aplicatii intre spatii metrice
Fie (X, d) si (Y,d') spatii metrice i fie functia f: X — Y.

Definitia 1.4.1 (1) Fie z € X. Aplicatia f este continua in x daca si numai daca
pentru orice ¢ > 0 exista un 6 > 0, astfel incat pentru orice y € X, daca avem
d(z,y) <6, atunci d'(f(z), f(y)) < e.

(2) Aplicatia f este continua pe X daca gi numai daca ea este continua in orice
punct x € X. Explicit, f este continua daca si numai daca pentru orice x € X
si e > 0, exista § = §(z,¢) astfel incat d'(f(z), f(y)) < € pentru orice y € X cu
d(z,y) < 0.

(3) Aplicatia f este uniform continua daca si numai daca pentru orice € > 0
exista un 0 = 0(¢) astfel incat d'(f(x), f(y)) < € pentru orice z,y € X cud(x,y) < 4.

(4) Aplicatia f este Lipschitz daca si numai daca exista o constanta C' > 0
astfel incat d'(f(x), f(y)) < Cd(x,y) pentru orice z,y € X. Constanta C' se numeste
constanta Lipschitz pentru f.

(5) Aplicatia f este bi-Lipschitz daca si numai daca exista constantele Cy, Cy >

0 astfel incat

Crd(z,y) < d'(f(x), f(y)) < Cod(z,y)

pentru orice z,y € X.
(6) Aplicatia f este izometrie dacd si numai daca d'(f(z), f(y)) = d(z,vy),

pentru orice x,y € X.
In capitolele urmatoare vom face un studiu aprofundat al acestor aplicatii.

Teorema 1.4.1 Daca f : (X,d) — (Y,d') este Lipschitz, atunci f este uniform

continud.

1.5 Echivalente intre spatii metrice

Vom defini cateva tipuri de echivalente intre spatii metrice in ipoteza suplimen-
tara ca aplicatiile definite in sectiunea anterioara sunt bijective, cu eventuale ipoteze

potrivite cand va fi nevoie.
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Definitia 1.5.1 Fie (X,d) si (Y,d') spatii metrice si fie f : X — Y o aplicatie.
Spunem ca:

L este

(1) Aplicatia f este omeomorfism daca f este continua, bijectiva gi f~
continua. Daca exista f omeomorfism spunem ca spatiile (X, d) si (Y, d’) sunt ome-
omorfe.

(2) Aplicatia f este bi-Lipschitz echivalenta daca si numai daca f este surjectiva
si bi-Lipschitz. Daca exista o echivalenta bi-Lipschitz spunem ca spatiile (X, d) si
(Y, d') sunt bi-Lipschitz echivalente.

(3) Spatiile (X, d) si (Y, d’) sunt izometrice daca si numai daca exista o izometrie

surjectiva f : (X, d) — (Y, d').

Teorema 1.5.1 Fie (X,d) si (Y,d') spatii metrice.
(1) Daca (X,d) si (Y,d') sunt izometrice, atunci ele sunt bi-Lipschitz echivalente.
(2) Daca (X,d) si (Y,d') sunt bi-Lipschitz echivalente, atunci ele sunt omeo-

morfe.
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Capitolul 2

Grupul de izometrii al unui spatiu

metric

Fie (X, d) un spatiu metric si fie f, g doua izometrii ale lui (X, d). Atunci compunerea

f o g conserva distantele, deoarece avem pentru orice x,y € X

d(fog(z), fogly) =d(f(g9(x)), f(g(y))) = d(g(x),g(y)) = d(=,y).

Avem si proprietatea ci inversa f~! conserva distantele, deoarece

d(f~ (@), [ () = d(f(f (@), f(f () = d(z.y).

Aceasta Inseamna ca multimea tuturor izometriilor este un grup in raport cu
operatia uzuala de compunere a functiilor.

Definitia 2.0.1. Fie
Iso(X,d)={f: X — X : f este izometrie a spatiului (X, d)}
multimea tuturor izometriilor ale lui (X, d). Daca x € X, notam
Is0®(X,d) = {f € Iso(X,d): f(x)=x},

multimea izometriilor lui X care fixeaza punctul . Is0® (X, d) este un subgrup al
lui Iso(X,d) numit stabilizatorul lui z, sau grupul de izotropie a lui x.
Teorema 2.0.1. Multimea Iso(X,d) este grup in raport cu operatia uzuald de com-

punere. Submultimea 150 (X, d) este subgrup al lui Iso(X,d).
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2.1 Proprietati generale ale grupului Iso(X,d)

Fie (X,dx), (Y,dy) doua spatii metrice. Aplicatia o : X — Y conserva
distantele daca pentru orice x,2’ € X are loc relatia dy (a(z), a(z')) = dx(z, z').
Este evident faptul ca orice aplicatie care conserva distantele, este injectiva.

Aplicatia a : X — Y se numeste izometrie daca satisface urmatoarele doua
proprietati:

1) « este surjectiva;

2) a conserva distantele.

Evident, o izometrie a : X — Y este bijectie.
Urmatorul rezultat arata faptul ca grupul de izometrii al unui spatiu metric este

invariant la transformari izometrice.

Teorema 2.1.1 Daca spatiile metrice (X,dx) si (Y,dy) sunt izometrice, atunci

grupurile lor de izometrii [so(X,dx) si Iso(Y,dy) sunt izomorfe.

Corolarul 2.1.1 Fie spatiile metrice (X, dx) si (Y, dy). Daca grupurile Iso(X, dx)

st Iso(Y,dy) nu sunt izomorfe, atunci cele doud spatii nu sunt izometrice.

Fie u: X — X o aplicatie bijectiva.

Definim pe multimea X metrica d, : X x X — R, prin d,(z,y) = d(u(x), u(y)).
Corolarul 2.1.2 Are loc relatia 1so(X,d,) ~ Iso(X,d).

Corolarul 2.1.3 Fie V un spatiu liniar real n-dimensional inzestrat cu produsul
scalar (-,-). Atunci Iso(V,dy) ~ Iso(R",ds), unde dy este metrica definita pe V' de

produsul scalar iar dy este metrica euclidiana pe R™.

2.1.1 Clasificarea generala a elementelor lui Iso(X,d)

Fie (X, d) un spatiu metric gi f : X — X. Functia = — d(z, f(x)) poarta numele
de deplasarea lui f. Numarul A(f), definit prin

A(f) = inf d(z, f(x))
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se numeste deplasarea minimala a lui f. Multimea minimala a lui f, notata

cu Min(f), este submultimea lui X definita prin

Min(f) = {z € X : d(z, f(x)) = A(f)}-

In monografia lui A. Papadopoulos [44], este data urmatoarea clasificare generala
a izometriilor unui spatiu metric (X, d), in raport cu invariantii A(f) si Min(f). Fie
f € Iso(X,d). Atunci

1. f este parabolici daci Min(f) = 0;

2. f este eliptica daca Min(f) # 0 gi A(f) = 0. Prin urmare, f este eliptica daca
sl numai daca Fix(f) # 0, unde Fix(f) noteaza multimea punctelor fixe ale lui f.

3. f este hiperbolica daca Min(f) # 0 si A(f) > 0.

2.2 Grupul de izometrii al dreptei

Pentru inceput sa consideram dreapta euclidiana R, inzestrata cu metrica uzuala

dy, unde di(z,y) = |x — y|. Are loc urmatorul rezultat.

Teorema 2.2.1 Grupul de izometrii ale lui (R,d,) este izomorf cu produsul semi-

direct al grupurilor Zy si (R,+), adica avem
]SO(R, dl) ~ R x ZQ.
Observatia 2.2.1 1) Multimea matricelor de forma

1 k -1 k
, , keR
0 1 0 1

formeaza un grup necomutativ in raport cu operatia de inmultire. Se arata imediat
ca Iso(R, d;) este izomorf cu acest grup.

2) Din Teorema 2.2.1 rezulta ca Iso(R,d;) este un grup Lie neconex, cu doua
componente conexe. Componenta conexa a unitatii este subgrupul normal N =
{fr : k € R}, unde fr(x) = x + k. Acesta este subgrupul translatiilor din grupul
Iso(R,dy).

3) Considerand spatiul metric X = (0, 00) cu metrica euclidiana d;, atunci grupul

de izometrii Iso( X, d;) se reduce la grupul trivial {1x}. Este evident faptul ca toate
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izometriile determinate in Teorema 2.2.1 conserva distantele, dar numai aplicatia

1x : (0,00) — (0, 00) este surjectiva.

2.3 Izometriile planului euclidian

Grupul de izometrii al unui spatiu metric poate fi foarte mic, de fapt el poate
sa contina doar aplicatia identica, deci sa fie trivial. In continuare vom studia cazul
cand grupul este mare.

Vom studia pentru inceput grupul de izometrii ale lui R? cu metrica euclidiana
dy. In acest paragraf vom scrie simplu d in loc de d(2), deoarece este singura me-
tricd consideratd. Scopul este s determindm toate izometriile spatiului (R?, d) si s&

descriem grupul Iso(R?, d).

2.3.1 Transformari afine ale planului euclidian

Mai intai amintim cateva notiuni gi rezultate din algebra liniara.
O transformare L : R? — R? se numeste transformare liniarad daci si numai

daca pentru orice r € R, si pentru orice x,y € R? avem relatiile:
L(rz) =xL(x) si L(z +vy) = L(x) + L(y).

Definitia precedenta este echivalenta cu faptul ca pentru orice r, s € R gi pentru

orice z,y € R? avem relatia:
L(rx + sy) =rL(z) + sL(y).

Definitia 2.3.1 O aplicatie f : R” — R"” se numeste transformare liniara afina

daca exista matricea A de dimensiune n x n gi vectorul b € R™ astfel incat
f(z) =Az+0b, z € R".

O transformare liniara afina este compunerea unei translatii cu o transformare

liniara. O transformare liniara afina transforma drepte in drepte, plane in plane, etc.
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2.3.2 Clase de izometrii ale planului euclidian

Izometrii uzuale ale lui R? sunt translatiile, rotatiile si simetriile. Acestea sunt
transformari liniare afine pe R? de forma f(z) = Az +b, unde b este vector si A este

matrice 2 X 2. Vom folosi urmatoarea terminologie:

Definitia 2.3.2 O transformare liniara afind f(z) = Ar + b pe R? este numita:
(1) translatie cu b, notata t, daca A = I, unde I, este matricea unitate. Atunci
avem

f(x) =ty(x) =z +b.

(2) rotatie in sens direct trigonometric de centru O si unghi 6, notata cu Ry,

daca b =0 si

(2.3.1) Ao cosf@ —sinf
o sinf cos®

(3) simetrie axiala in raport cu dreapta definita parametric prin
0 0
t{cos—,sin=|: teR},

cosf sinf

notata cu Sy, daca b =0 si

(2.3.2) A=
sinff —cosf

2.3.3 Determinarea grupului de izometrii ale planului
euclidian
Dorim sa demonstram faptul ca exemplele de forma f(x) = Az + b, discutate

anterior dau toate izometriile planului R?. Singura dificultate este in a demonstra

faptul ca o izometrie a planului R? este o transformare liniara afina.

Teorema 2.3.1 Fie f: (R? d) — (R? d) o izometrie. Atunci f este transformare
liniard afind, adicd existd un vector b € R? si o matrice pdtraticd, astfel incat

f(z) = Az + b, pentru orice v € R%.
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Lema 2.3.1 Flie a,b numere reale pozitive. Definim mulfimea E(a,b) de triplete de

puncte din R?
E(a,b) = {(2,y,2): x,y,2z € R? d(z,y) =a, d(y,z) =0b sid(x,z) =a+b}.

Presupunem ca (x1,y1,21), (T2,Y2,22) € FE(a,b) si presupunem ca doud din
urmatoarele trei egalitafi x1 = o, Y1 = Y2, 21 = 2z sunt adevarate. Atunci $i a

treia egalitate are loc.

Lema 2.3.2 Presupunem f : R — R? este izometrie cu

£((0,0)) = (0,0), f((1,0)) = (1,0) si f((0,1)) = (0,1). Atunci f = lg=.

2.4 Izometriile spatiului euclidian n-dimensional

2.4.1 Grupurile E(n), SE(n), O(n), SO(n)

Definitia 2.4.1 Notam cu O(n) multimea matricelor ortogonale, cu SO(n) multi-
mea matricelor ortogonale cu determinantul 1, cu F(n) multimea izometriilor pe R™
si cu SE(n) multimea izometriilor lui R™, f(z) = Az + b cu det(A) = 1. Elementele
lui SE(n) se numesc izometrii proprii (sau izometrii care pastreaza orientarea) ale
lui R™. Elementele din E(n) care nu sunt in SE(n) se numesc izometrii improprii

(sau izometrii care nu pastreaza orientarea) ale lui R™.

Notatiile O(n), SO(n) sunt standard.

Vom folosi notatia f4;, pentru izometria fa,(x) = Az + b pe R™.

Definitia 2.4.2 Definim aplicatia [ : E(n) — O(n) prin I(fap) = A. Matricea I(f)

definegte partea liniara a lui f.

Teorema 2.4.1 (1) Multimile E(n), SE(n), O(n), SO(n) sunt grupuri (in raport
cu compunerea sau inmultirea matriceald, depinde de caz).

(2) Aplicatia l : E(n) — O(n) este morfism de grupuri iar Kerl este grupul de
translatii ale lui R™, care este grup izomorf cu grupul (R™, +).

(3) Aplicatia det : O(n) — {1,—1} este morfism de grupuri avind nucleul
SO(n).
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(4) Compunerea F(n) LN O(n) e {—1,1} este un morfism de grupuri cu

nucleul SE(n).

2.4.2 Clasificarea izometriilor planului euclidian

In cele ce urmeazi vom clasifica izometriile planului R? impartindu-le in patru
clase in raport cu punctele lor fixe.

Fie f € SE(2) o izometrie proprie a lui R?, si presupunem f # lge. Un punct
r € R? se numeste punct fix pentru f daci are loc relatia f(z) = z. Pentru a gasi
punctele fixe este mai convenabil sa folosim identificarea lui R? cu planul complex

C, si forma generala a izometriilor in acest context data de ecuatia
Ro(2) = €2

Teorema 2.4.2 Compunerea a doud simetrii aziale ale lui R? este:

(1) O translatie daca azele celor doua simetrii sunt paralele. Mai precis, daca b
este un vector perpendicular pe ambele axe si de lungime distanta dintre ele, atunci
compunerea lor este translatia tyy, (semnul depinzand de ordinea compunerii).

(2) O rotatie de unghi £2a si centru in intersectia celor doud aze, dacd ele se
intersecteaza $i formeaza unghiul o (semnul depinzand de ordinea compunerii).

Compunerea a trei simetrii aziale este fie o simetrie, fie o simetrie de alunecare.
Fiecare simetrie de alunecare poate fi obtinuta compunand trei simetrii, doud axe

fiind paralele, iar a treia perpendiculara pe celelalte douda.

Corolarul 2.4.1 Fiecare izometrie a lui R? poate fi obtinutd prin compunerea a cel

mult trei simetrii. In particular, grupul euclidian FE(2) este generat de simetrii.

2.4.3 Simetriile grupului O(n). Teorema lui Cartan

Simetriile in raport cu hiperplane ale spatiului euclidian R™ joaca un rol esential
in generarea grupului ortogonal O(n). Sa consideram pentru inceput un hiperplan
H care trece prin originea lui R”, in raport cu care vom defini simetria. Fie L = H*
subspatiul 1-dimensional complementar lui H. Avem descompunerea R" = H ® L,

deci orice vector v € R" se scrie in mod unic sub forma v = w + u, unde w € H si
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u € L. Definim simetria in raport cu H a spatiului R” ca fiind aplicatia
sg:R" = R" sy(v)=spg(w+u) =w—u.

Este clar ca sy fixeaza punctele hiperplanului H, iar punctul v € L se transforma
in —u, simetricul lui in raport cu originea. De asemenea, sy este o aplicatie liniara
si deoarece w L u, avem |sg(v)|? = [|[w]|* + ||ul|* = ||v||?, adica ||sgz(v)]| = ||v]],
v € R™. Prin uwrmare ||sy(v) — sg(v)|| = ||sp(v — V)| = |[v — ¢||, pentru orice

v,v" € R", deci sy € Iso(R™).

Teorema 2.4.3 Fie w st w' doud puncte distincte din R™. Existd o unicda simetrie
sty a lui R astfel incdt sy (w) = w'. In plus, avem sty € O(n) dacd si numai dacd

[w]] = {l[].
Teorema 2.4.4 (Cartan) Grupul O(n) este generat de simetriile sale.

Corolarul 2.4.2 Orice izometrie a spatiului euclidian R™ este o compunere de cel
mult n + 1 simetrii. O izometrie care fizeaza cel putin un punct, este o compunere

de cel mult n simetrii.

Grupul S, se regaseste ca subgrup al lui O(n), prin identificarea o — X,, unde
X, este matricea care are pe fiecare linie gi coloana un element 1 i celelalte egale

cu 0. Mai mult, considerand acest morfism de grupuri ca fiind u : S,, = O(n), avem

detu(a) = det XU = Z (—1)Sgn(7—)a17(1) .. .CLm-(n)

TESK
= (_1)Sgn(7)ala(l) e ano.(n) e (—1)Sgn(‘7)’

unde X, = (a;j)1<i j<n- Acest calcul arata ca urmatoarea diagrama este comutativa

u

Sh O(n)

o2 N

{_L 1}

Prin urmare, daca o € A, atunci detu(o) = 1, deci avem u|4, — SO(n), ceea

ce arata ca grupul altern A, se identifica cu un subgrup al lui SO(n).
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2.5 Izometriile planului CC

2.5.1 Grupul de izometrii al planului CC

Una din principalele probleme in investigatiile geometrice pentru un spatiu me-
tric X inzestrat cu metrica d, este aceea de a descrie grupul /so(X, d) al izometriilor.
Daca X este planul euclidian cu metrica euclidiana obignuita, atunci am vazut ca
Iso(X,d) consta in toate translatiile, rotatiile, simetriile centrale i simetriile axi-
ale. Mai mult, o consecinta a Teoremei 2.4.1 este faptul ca pentru planul euclidian,
grupul izometriilor E(2) este produsul semidirect dintre cele doua subgrupuri ale
sale O(2) (grupul ortogonal) si 7'(2) (grupul translatiilor). Grupul izometriilor in
planul taxicab a fost determinat de catre D.J. Schattschneider in lucrarea [59], re-
zultat pe care il vom reobtine intr-un contex general. Metrica taxicab furnizeaza un
prim exemplu important de metrica care nu provine dintr-un produs scalar, fapt ce
afecteaza decisiv structura grupului de izometrii.

In acest paragraf studiem problema generala referitoare la grupul de izometrii
enuntata anterior, pentru planul R? inzestrat cu metrica jocului chinezesc de dame

d. definita prin:
do(X,Y) = max{|z1 — 22/, |y1 — 2|} + (V2 — 1) minf|a1 — x|, [y1 — 1]},
unde X = (z1,y1) si Y = (22, 92).

Propozitia 2.5.1 Orice translatie a planului euclidian este o izometrie a planu-

lui R2.

Definitia 2.5.1 Fie P un punct si [ o dreapti euclidiand in R2. Fie ) un punct pe
[ astfel incat PQ) L [. Daca P’ este un punct in semiplanul opus lui P definit de
dreapta [ astfel incat avem d.(P, Q) = d.(P’,Q), atunci P’ se numeste simetricul lui

P in raport cu [. Dreapta [ poarta numele de aza de simetrie.

Lema 2.5.1 Flie | dreapta determinata de punctele A(x1,v1), B(z2,y2) in planul
euclidian i dg metrica euclidiana uvzuala. Daca notam cu m panta lui l, atunci are
loc relatia:
M
d.(A, B) = ———=dg(A, B),
m2+1
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unde
1+ (V2-1)|m| daci |m|<1

Im|+v2 -1 daca |m|>1.
Corolarul 2.5.1 Dacd A, B si X sunt trei puncte coliniare in R?, atunci
dp(X,A) =dg(X, B)

daca gi numai dacd d.(X, A) = d.(X, B), adica mijlocul unui segment este acelagi,

relativ la cele doud metrici considerate.

Corolarul 2.5.2 Daca A, B st X sunt trei puncte coliniare distincte in planul eu-
clidian, atunci avem d.(X, A)/d.(X, B) = dg(X, A)/dr(X, B), adica raportul definit

de distanta d. coincide cu raportul definit de distanta dg.

Observatia 2.5.1 Ultimul corolar arata validitatea binecunostelor teoreme ale lui

lui Menelaus si Ceva in planul R?.
Urmatorul rezultat determind simetriile axiale care sunt izometrii ale planului R2.

Propozitia 2.5.2 O simetrie aziald cu axa dreapta de ecuatie y = mx este o izo-

metrie in R? dacd i numai dacd
m € {0,41,£(v2 - 1), (V2 + 1), 00}.

Propozitia 2.5.3 FExista doar 8 rotatii euclidiene care pastreaza d.-distantele. Cu

alte cuvinte, multimea rotatiilor izometrice in R?, este
R, = {n,: 9:/@%, k:0,1,...,7}.

Astfel am determinat ”grupul ortogonal” al planului R?, acesta constand in 8
simetrii axiale gi 8 rotatii, adica avem O.(2) = R. U S.. Acesta reprezinta grupul
diedral Dg, grupul euclidian de simetrie al octogonului regulat. Acum, vom arata ca

grupul Iso(R?) este izomorf cu T'(2) x O.(2), produsul semidirect al acestor grupuri.

Definitia 2.5.2 Fie A = (a;,a2) si B = (by,by) doud puncte fixate in R?. d-

segmentul determinat de punctele A si B este multimea
AB = {X : d.(A,X)+d.(B,X) = d.(A,B)}.
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Propozitia 2.5.4 Fie ¢ : R? — R? o izometrie si fie AB paralelogramul standard
al punctelor A si B. Are loc relatia

—

S(AB) = 6(A)p(B).

Corolarul 2.5.3 Fie ¢ : R? — R? 0 izometrie si fie AB paralelogramul standard al
punctelor A si B. Aplicatia ¢ transforma varfurile acestuia in varfuri si invariaza

lungimile laturilor lui AB.

Propozitia 2.5.5 Fie f : R? — R? o izometrie care fizeazd originea, adicd satisface

f(O)=0. Atunci f € R. sau f € S,.

Teorema 2.5.1 Fie f : R?* — R? o izometrie. Atunci ezistd Ta € T(2) si g € O.(2)

astfel incat f =Tx o g, si aceste transformari sunt unice.

Corolarul 2.5.4 Are loc relatia

Iso(R%) ~ R? x Ds.

2.5.2 Formula de arie pentru triunghiuri CC

Aria unui triunghi in planul euclidian poate fi calculata dupa formula binecunos-

cuta
b
2 )

care in general nu este valabila gi in planul R?. Formule de calcul pentru aria unui

A=

triunghi in metrica taxicab sunt date de catre R. Kaya in [32] si M. Ozcan, R.
Kaya in [43]. Daca stim d.-lungimile b, si h. ale bazei, respectiv inaltimii cores-
punzitoare, ale unui triunghi din planul R?, ne intereseaza cum putem calcula aria
acestuia. Urmatoarea teorema raspunde la aceasta intrebare si ofera formula pentru

aria suprafetei euclidiene a unui triunghi in termeni de d.-distante.

5. e b, st h., d.-lungimile ale unet baze 1w inaltimit cores-
Teorema 2.5.2 Fie b he, d.-lun le al baze, respect [ T
punzatoare, ale unui triunghi in planul R%. Dacd notdm cu m panta bazei, atunci

aria triunghiului este data de formula

C14m?

A= behe,
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unde
1+ (V2—1)m| dacd |m|<1
Im|++v2 -1 daca |m| > 1.

2.6  Grupul /s04,(R") cu p # 2

2.6.1 Teorema Mazur-Ulam: un instrument puternic
de investigatie a grupului de izometrii
In acest subparagraf notam cu E si F' doua spatii normate reale. Vom considera
metricile dg si dr induse pe F si F' de normele care definesc cele doua spatii. Avem
dg(z,y) = ||t —yl|| g, dar deoarece nu este pericol de confuzie, vom simplifica scrierea

utilizand aceeagi notatie pentru cele doua norme. O functie f : E — F este o

1zometrie daca este surjectiva gi conserva distantele, adica avem

1 (2) = F@Wl = Ml —yll, Va,y € E.

Functia f este afina daca satisface relatia

(2.6.1) f((1=t)a+tb)=(1—1t)f(a) +tf(D),
pentru orice a,b € F gi 0 <t < 1. Evident, f este afina daca si numai daca functia

T:E— F,T(x)= f(z) — f(0) este liniara.

Teorema 2.6.1 (Mazur-Ulam) Orice izometrie f : E — F, intre spatii normate

reale, este afina.

2.6.2 Determinarea grupului /so, (R")

In acest subparagraf consideram X = R" si pentru orice numar real p > 1 definim

metrica d, prin:

n 1/p
(2.6.4) dy(z,y) = <Z|x —y"lp) :

i=1
unde x = (z%,...,2"),y = (y',...,y") € R™ Dacd p = oo, atunci metrica d, este

definita prin
(2.6.5) doo(m,y) = max{|z' —y*|,..., 2" —y"|}.
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In cazul p = 2, obtinem binecunoscuta metrica euclidiana pe R". In acest caz
avem teorema lui Ulam care spune ca Isog4, (R™) este izomorf cu produsul semidirect
al grupului ortogonal O(n) si T'(n), unde T'(n) este grupul translatiilor lui R™. Cazul
p # 2 este foarte interesant. Principalul scop al acestui capitol este de a descrie
grupurile Iso4, (R™) pentru p > 1 si p = co. Vom demonstra ca, in cazul p # 2, toate
aceste grupuri sunt izomorfe si in consecinta ele nu depind de numarul p. Aceste

rezultate apar in lucrarea D. Andrica, V. Bulgarean [4].

Teorema 2.6.2 Fie p # 2 un numar real, p > 1, si fie f4 : R™ — R™ o functie
lintara definita de matricea A € M,(R). Atunci fa € Isoq,(R") daca si numai daca
A este o matrice de permutari, adica fiecare linie si fiecare coloand a lui A are exact

un element nenul si acest element este egal cu +1.

2.6.3 Determinarea grupului /so,_(R")

Pentru p = oo sfera unitate este
(2.6.10) Sit={z € R" : max{|z'],...,[z"|} = 1}.

Teorema 2.6.3 Fic fy : R" — R" o functie liniara definita de matricea A €
M, (R). Atunci fa € Isoq, (R™) dacd si numai daca A este o matrice de permutari,
adica fiecare linie si fiecare coloand a lui A are exact un element nenul si acest

element este egal cu +1.

2.6.4 Concluzii comune pentru grupurile Isoq (R") si

Isoq (R™)

Punand impreuna rezultatele din subparagrafele 2.6.2 si 2.6.3 obtinem urmatorul

rezultat comun pentru grupurile Isoq, (R") si Iso4., (R™).

Corolarul 2.6.1 Fie p > 1, p # 2, un numar real, sau p = oo. Atunci grupul
Isoq,(R") este izomorf cu produsul semidirect al grupurilor (R™, +) si S, x Zy, unde

S, este grupul permutarilor multimii {1,2,...,n}.
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Observatia 2.6.1 Se poate arita direct c& grupurile Iso(R?, dy) si Iso(R?, d,) sunt
izomorfe, considerand izometria o : (R% d;) — (R? dy), definitd prin a(zy,xs) =

(x1 + xo, 1 — x2) i apoi aplicand Teorema 2.1.1.

Subgrupul de izometrii liniare al lui Isoq, (R?) este alcdtuit din 48 de aplicatii
liniare definite de matricele corespunzatoare descrise in Teorema 2.6.3. De asemenea,
aceste functii liniare definesc toate simetriile sferei Sflp. Pentru p = 1, sfera 531 este
frontiera octaedrului cu varfurile in punctele (£1,0,0), (0,+£1,0), (0,0,+1).

Subgrupul de izometrii liniare al /soq, (R™) este alcatuit din 2"n! aplicatii liniare
definite de matricele de permutari in Teorema 2.6.3. Aceste aplicatii liniare definesc
toate simetriile sferei Sg;l care este frontiera n-cubului cu varfurile in punctele

(£1,...,£1), pentru toate alegerile de semne + gi —.

2.6.5 Dimensiunea d-izometrica a unui grup finit

Pentru un grup finit G definim dimensiunea d-izometrica a lui G ca fiind cel
mai mic numar natural n cu proprietatea ca grupul poate fi realizat ca si grup de

izometrii ale unei submultimi din R™, unde d este o metrica data pe R".

Teorema 2.6.4 Fie G un grup finit. Atunci dimensiunea dy-izometricd d4,(G) este

egald cu dimensiunea minima a reprezentarii reale a lui G.

Ca o consecinta a Teoremei 2.6.4, in [46] este demonstrat urmatorul rezultat:
Corolarul 2.6.2 Daca Gy, ...,Gg sunt grupuri finite, atunci are loc inegalitatea

6y (GL @ ... ®Gy) < 04y(Gr) + ...+ 04,(Gy).
Teorema 2.6.5 Fie p > 1, p # 2, un numar real, sau p = co. Are loc inegalitatea
0, (Sn X Zy) <m,
unde S, este grupul permutarilor mulfimii {1,2,... n}.
Teorema 2.6.6 Are loc relatia
dc(Dg) = 2,

unde d¢ este dimensiunea izometricd relativd la metrica d. a planului R?, iar Dy

este grupul diedral.
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2.7 Realizarea geometrica a grupurilor finite.

Teorema lul Asimov

Problema realizarii unui grup ca si grup de izometrii al unui spatiu metric este
importanta. In acest paragraf vom prezenta rezultatul lui D. Asimov [6] care contine
rezolvarea afirmativa a acestei probleme in cazul grupurilor finite.

Fie G un grup finit cu k + 1 elemente {1, ¢1, ..., gx}-

Teorema 2.7.1 Euxistd o metricd Riemann pe sfera S*~1 astfel incat grupul de izo-

metrii asociat este izomorf cu G.

Propozitia 2.7.1 Cu metrica indusd din R* pe sfera S*', spatiul metric X are

grupul de izometrii izomorf cu G.
Propozitia 2.7.2 Are loc relatia 1so(M) ~ G.

Corolarul 2.7.1 Orice grup finit G este izomorf cu grupul de izometrii al unei
submultimi finite X dintr-un spatiu euclidian. Daca card (G) = k, atunci X¢g poate

fi aleasd cu card (X¢g) = k* — k, intr-un spativ euclidian de dimensiune k — 1.

Exemplul 2.7.1 Consideram in planul euclidian triunghiul ABC avand laturile
neegale si fie X = {A, B,C} cu metrica euclidiana indusa. Este clar ca singura

izometrie f: X — X este f = 1y, deci avem Iso(X) ~ 0.

Exemplul 2.7.2 Daca triunghiul ABC' este isoscel, AB = AC # BC, atunci
spatiul X = {A, B,C} are doua izometrii, anume 1x gi g : X — X definita prin
g(A) = A, g(B) = C, g(C) = B. In acest caz, obtinem

Iso(X) =~ Zs.

Exemplul 2.7.3 Daca triunghiul ABC' este echilateral, atunci spatiul X =
{A, B,C} are 6 izometrii, anume 1y, trei simetrii axiale de axe inaltimile triun-

ghiului, 2 rotatii de unghi % si centru in centrul triunghiului. In acest caz avem
Iso(X) ~ D3,
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grupul diedral de ordinul 6. In acest caz realizarea geometrica a grupului Dj este
optimala. intr—adevér, din Corolarul 2.7.1 avem k = 6, deci multimea Xp, poate
contine 36 — 6 = 30 puncte si poate fi considerata in spatiul R, ceea ce este departe

de situatia din exemplul de mai sus.

2.8 Observatii asupra grupului de izometrii

al metricii cailor ferate franceze

Franta este o tara centralizata din punctul de vedere al transportului feroviar,
adica aproape orice tren care circula intre doua orage trebuie sa treaca prin Paris.
Aceasta motiveaza numele de metrica a cailor ferate franceze pentru urmatoarea
constructie. Fie (X, d) un spatiu metric i p € X, un punct fixat. Definim o noua

metrica pe X, notata cu dg,, prin

0 daca si numai daca x =y

dpp(x,y) =
" d(z,p) + d(p,y) daca x # y

si numita metrica a cailor ferate franceze.

In acest paragraf studiem, urmarind lucrarea V. Bulgarean [14], proprietatile
izometriilor in raport cu metrica dr,. Sa incepem prin a remarca faptul ca geome-
tria generata de metrica d,), este foarte saraca, toate proprietatile geometrice fiind

concentrate in punctul p.

2.8.1 Grupul izometriilor metricii dg,

Fie (X,d) un spatiu metric si p € X, un punct fixat. Consideram Iso® (X, d)
subgrupul lui Iso(X,d), definit de toate izometriile spatiului (X,d) care fixeaza

punctul p, adica
Iso(X,d) = {f € Iso(X,d) : f(p) =p}.

Teorema 2.8.1 Is0?)(X,d) este subgrup al lui Iso(X,dp,). In particular, are loc
incluziunea 1s0® (X, d) C Iso(X,dp,).
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Teorema 2.8.2 Pentru orice izometrie f € Iso(X,dp,), punctul p este fix, adica

are loc relatia f(p) = p.

Tinand seama de clasificarea izometriilor prezentata in subparagraful 2.1.1,

obtinem urmatorul rezultat.

Corolarul 2.8.1 Pentru orice spatiu metric (X,d) si orice punct p € X, spatiul

metric (X, dp,) este de tip eliptic, adica toate izometriile sale sunt eliptice.
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Capitolul 3

Probleme speciale referitoare la

1zometrii

3.1 Grupuri de frize in planul euclidian

Notiunea de friza este definita in DEX ca fiind ”un ornament in forma de banda
orizontala cu picturi sau reliefuri in jurul unui vas, al unei sali, al unui sarcofag,
etc.”. Noi vom considera astfel de benzi, situate in plan, in care anumite figuri
geometrice simple se repet la infinit. In acest paragraf vom descrie in limbajul teoriei
grupurilor configuratiile posibile, un rol central jucandu-l simetriile si translatiile

planului euclidian.

3.1.1 Generatori si relatii intr-un grup

Lasam deocamdata deoparte izometriile planului euclidian pentru a discuta
notiunile care vor fi folosite pentru a descrie si clasifica grupurile de frize.

Vom scrie G = (X|R), unde simbolurile X, R, G au urmatoarele semnificatii:

Multimea X de generatori este formata din simboluri, de obicei un numar finit,
Ty, ..., T, n € NU{0}. Ne gandim la simbolurile 27!, 1 < i < n, ca fiind litere intr-
un alfabet X*, din care se formeaza cuvinte. Lungimea unui cuvant este numéarul
de litere folosite. Acest numar este finit, el este zero daca cuvantul este ”gol”, notat

e. Un cuvant este redus daca nu contine literele xgtl pe locuri invecinate, pentru
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orice i € {1,...,n}. Notam cu F(X) multimea cuvintelor reduse.

Multimea R este formata din relatii, aceasta inseamna ecuatii intre cuvinte,
de obicei In numar finit, de forma w; = v;, unde w;,v; € F(X), i € {1,...,m},
m € NU {0}. Spunem ca (X|R) este o prezentare a grupului GG, sau echivalent,
G = (X|R), daca sunt satisfacute urmatoarele trei conditii:

(i) fiecare element din G poate fi scris ca un cuvant in X=;

(ii) ecuatiile din R au loc intre elementele lui G;

(iii) orice ecuatie intre cuvintele in X* din G se obtine din relatiile continute

n R.

Lema 3.1.1 Fie T un subgrup ciclic al lui G, t un generator pentru T sir € G.
Atunci rYTr = {r~tar . x € T} este subgrup ciclic al lui G si r~'tr este generator

al sau.

3.1.2 Compunerea simetriilor de axe diferite

Revenim la izometriile planului euclidian. Vom analiza in detaliu compunerea

simetriilor de axe diferite.

3.1.3 Clasificarea grupurilor de frize

Definitia 3.1.1 Un subgrup G al lui F(2) este discret daca pentru orice punct
O € R2?, orice disc de centru O contine un numéar finit de puncte din multimea

{90 : g € G}.

Definitia 3.1.2 Un grup de frize este un subgrup discret al lui E(2) care are sub-
grupuri de translatii ciclic infinite. Aceasta inseamna un subgrup al lui £(2) care

are subgrupurile de translatii generate de o singura translatie.

Exista exact 7 grupuri de frize. Inainte de a le clasifica, vom da doua leme care

ilustreaza unele proprietati ale translatiilor.

Lema 3.1.2 Fie r o simetrie de alunecare sit o translatie astfel incat axele lui r si

t sunt paralele. Atuncir sit comuta.
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Lema 3.1.3 Fie T < G < E(2), unde T este un subgrup de translatii al lui G.

Atunci T este subgrup normal al lui G.

Teorema 3.1.1 Daca F este un grup de frize, atunci F' este unul dintre urmatoarele
7 grupuri posibile:

= (t))

F2=(t,r|r? =1,r"tr =t

FE={(t,r|r*=1,r"Yr=1t"1)

FP=(t,r|r* =1,r"Yr =1)

Fy={(t,s|t* =t s*=1)

Fy=(t,s,;r|s?=1t=t"1r2 =1t =t (sr) = 1)
Fy={(t,s,t]s*> =1,t" =t r* =t,t" =t,(sr)* = 1).

3.2 Aplicatii care conserva anumite proprietati

geometrice

3.2.1 Problema Aleksandrov-Rassias

Fie (X,dx), (Y,dy) doua spatii metrice si functia f : X — Y. Spunem ca f
conserva distanta r > 0, daca avem dy(f(z), f(y)) = r, pentru orice z,y € X
cu dx(z,y) = r. Evident, f este o izometrie daca gi numai daca f este surjectiva si
conserva orice distanta.

In 1970, A.D. Aleksandrov [2] a pus problema ca daca functia f conserva o
singura distanta, rezulta ca este o izometrie?

Raspunsul fusese dat, in cazul spatiilor euclidiene, de catre F.S. Beckman gi D.A.

Quarles [9]. Ei au considerat functia f : R — R, definita prin

rz+1 daca z€Z

flo) = x daca z € R\ Z.

Problema Aleksandrov-Rassias. Daca (X, dy) si (Y,dy) sunt spatii metrice gi
f: X =Y este o aplicatie continua, surjectiva care conserva distanta 1, rezultd ca

f este o izometrie?
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Exemplul 3.2.1 Consideram functia f : R — R, definita prin
1.
flz)=z+ - sin 2rx.
Aceasta este un difeomorfism, conserva distanta 1, dar nu este o izometrie.

B. Mielnik si Th. M. Rassias [40] au demonstrat urmatorul rezultat: Orice ome-
omorfism f : R" — R" (n > 3) care conserva o distanta r, este o izometrie a lui
R™.

Referitor la izometrii intre spatii diferite, Th. M. Rassias [50] a demonstrat ca
are loc urmatoarea proprietate: Pentru orice numar natural n > 1, exista un numar
natural m,, astfel incdt pentru N > m,, existd aplicatii f : R® — RN care nu sunt

1zometrit dar conserva distanta 1.

3.2.2 Aplicatii ale lui R? care transforma cuburi in cuburi

Este foarte interesant sa investigam daca proprietatea de conservare a distantei
r > (0 poate fi inlocuita cu proprietati de conservare a unor configuratii geometrice
simple, astfel incat sa avem un raspuns afirmativ la problema de tip Aleksandrov-
Rassias corespunzatoare.
S.M. Jung a demonstrat ca daca avem o aplicatie injectiva f : R™ — R"™ (n > 2), care
transforma orice triunghi echilateral (patrulater sau hexagon) cu lungimea laturii
a > 0 intr-o figura de acelagi tip dar cu lungimea laturii b > 0, atunci pana la o
translatie, exista o izometrie liniara g : R® — R"™ astfel incat avem

1) = (£) gt

a

Mai mult, autorii din lucrarea [29] au demonstrat ca dacad o aplicatie injectiva
f : R* — R"™ transforma orice cerc de raza 1 intr-un cerc de raza 1, atunci f este
o izometrie liniara pana la o translatie. Vom extinde rezultatele din [28] la cazul
3-dimensional si vom demonstra urmatorul rezultat: daca avem o aplicatie injectiva
f :R® — R3? care transforma orice cub intr-un cub, atunci f este izometrie liniara

pana la o translatie.
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Lema 3.2.1 Fie aplicatia injectiva f : R — R3 care transformd orice cub intr-un

cub. Pentru orice cuburi de muchie 1, A i B, dacd Int(A) N Int(B) = 0, atunci
Int{f(A)} NInt{f(B)} = 0.

In continuare vom demonstra ca daca o functie injectiva transforma cuburi in

cuburi, atunci ea este izometrie. Mai exact avem teorema:

Teorema 3.2.1 Dacd aplicatia injectivd f : R® — R3 transformd orice cub intr-un

cub, atunci f este izometrie liniara pana la o translatie.

3.3 Grupul de izometrii al sferei.

Rezultate asupra izometriilor intre sfere

Fiind date doua spatii metrice X si Y, o problema importanta este de a gasi
conditii minimale pentru ca o aplicatie f : X — Y sa fie izometrie. Exista o biblio-
grafie bogata in aceasta directie, in cazul in care domeniul si multimea de valori a
aplicatiei are aceeasi dimensiune si aplicatia pastreaza numai o distanta.

Fie S™ sfera unitate n-dimensionald in R"™!. Vom determina grupul de izome-
trii 7so(S™), cu metrica indusa din R™"!. Pentru cazurile n = 1 gi n = 2, vom da
demonstratii geometrice pentru clasificarea izometriilor. De asemenea, vom arata
ca o aplicatie f : S™ — SP, p > n > 1, care pastreaza doua distante si inva-
riaza un unghi, este izometrie. Aceasta problema a fost propusa de Th. M. Rassias.
Demonstratia generala pentru R™ nu functioneaza in aceast context pentru ca uti-
lizeaza proprietatile triunghiului echilateral si ale rombului, proprietati geometrice
proprii planului euclidian. In acest paragraf vom prezenta o demonstratie pentru
problema mentionata mai sus. Presupunand continuitatea lui f, vom demonstra ca
in ipoteza in care pastreaza o distanta unghiulara irationala, atunci f este o izome-
trie. Pentru simplitate vom utiliza notatiile A, B, C ... pentru puncte din domeniul

de definitie si A’, B’,C’,... pentru imaginile corespunzatoare prin f.
Teorema 3.3.1 Orice izometrie f : St — S este o rotatie sau o simetrie axiald.

Teorema 3.3.2 Orice izometrie f : S*> — S? este o simetrie planara, o rotatie sau

o rotosimetrie (compunere de o rotatie si o simetrie).
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Teorema 3.3.3 Orice izometrie f : S™ — S™ este o compunere de rotatii si eventual

o0 simetrie.

Teorema 3.3.4 Are loc relatia 1so(S™) ~ O(n+ 1).

o : n+1
Teorema 3.3.5 Orice izometrie f € 1so(S™) este o compunere de cel mult }
rotatii proprii ale lui S™ si eventual o simetrie in raport cu un hiperplan care trece

Prin origine.

Observatia 3.3.1 1. Rezultatele de mai sus arata ca grupul Iso(S™) este generat
de rotatii gi simetrii.

2. Teorema 3.3.2 implica faptul ca grupul de izometrii ale unui poliedru regulat
poate contine numai rotatii proprii ale sferei S2, simetrii planare si rotosimetrii
(compuneri de rotatii proprii cu simetrii planare). De fapt, conform teoremei lui

Hessel, sunt posibile numai 14 tipuri de astfel de grupuri.

Teorema 3.3.6 Nu existd functii f : S — S%,n > 3, care conserva unghiurile

0, mb, unde mf < w si m este un numar natural > 2.

Observatia 3.3.2 1) Din demonstratia de mai sus rezulta ca orice aplicatie f :
S? — S?, care conserva unghiurile 8, m#, unde mf < 7 si m este un numar natural
> 2, este o izometrie a sferei S2.

2) Demonstratia de mai sus este valabila, cu modificarile corespunzatoare, daca
inlocuim codomeniul S? cu SP, p > 2. Presupunem ci f invariaza unghiurile 6 si
20. Daca vom fixa imaginea lui A, B, in planul X;X, cu A ca pol nord si B =
(sin®,0,...,0,cos0), unde AOB = BOC = 0 si A0C = 20 ca mai sus, atunci o

posibila pozitie pentru C” ar fi intersectia dintre (p — 1)-sferele de ecuatii
i+ T+ ... +$;29—1 =sin®20, 1, = cos20

si

x1 —sinfcos®)? + 22 + ...+ (x, — cos? ) = sin? 6.
2 P

Teorema 3.3.7 Fie f : S™ — SP, p > n > 1, o aplicatie continua care conserva

unghiurile €, mb, unde m > 1 si mf < w. Atunci f este o izometrie.
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Teorema 3.3.8 Fie f: S™ — S™ o aplicatie care conserva unghiul 6. Presupunem

cd arccos ( este irational pentru 0 < m < n — 1. Atunci f este o izometrie.

=)

1
Observatia 3.3.3 Daca exista un unghi 6 astfel incat arccos | ———— | este
n + sec 6
irational pentru orice n > 0, atunci orice aplicatie continua f : S™ — S™ care

conserva unghiul 0 este o izometrie.

3.4 Grupul de izometrii al unui spatiu metric

local compact

Este bine cunoscut din lucrarea clasica a lui D. van Dantzig si B.L. van de Wa-
erden [23] faptul ca daca (X, d) este un spatiu metric local compact si conex, atunci
grupul lui de izometrii Iso(X,d), inzestrat cu topologia convergentei punctuale,
este local compact si actioneaza propriu pe X. Recent s-a demonstrat ca inchiderea
punctuala a lui I'so(X,d) este local compacta, daca spatiul ¥(X) a componentelor
conexe ale lui X este cvazi-compact (adica este compact dar nu neaparat Hausdorff)
in raport cu topologia cat. Problema daca Iso(X,d) este inchis in C'(X, X) (spa-
tiul tuturor aplicactiilor continue de la X la X, inzestrat cu topologia convergentei
punctuale) este inca nerezolvata. Scopul acestui paragraf este de a demonstra ca
daca (X)) este cvazi-compact atunci Iso(X,d) coincide cu semigrupul Ellis al lui.

Mai precis, vom demonstra urmatorul rezultat.

Teorema 3.4.1 Fie (X, d) un spatiu metric local compact. Notam cu Iso(X,d) gru-
pul sau de izomelrii inzestrat cu topologia convergentei punctuale si cu (X)) spatiul
componentelor conexe ale lui X, inzestrat cu topologia cat. Atunci:

1. Daca (X)) nu este cvazi-compact, atunci nu este necesar ca I1so(X,d) sa fie
local compact, sau sa se actioneze propriu pe X.

2. Daca (X)) este cvazi-compact, atunci au loc urmdatoarele proprietati:

(a) Iso(X,d) este local compact;

(b) actiunea lui Iso(X,d) pe X nu este intodeauna proprie;

(¢) actiunea lui Iso(X,d) pe X este proprie in ipoteza ca spatiul X este coner.
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Abordarea noastra se bazeaza pe multimile (z,V,)={g€Iso(X,d) : g(z) €V, }, unde
V. este o vecinatate a lui z € X. Aceste multimi formeaza o subbaza de vecinatati
a identitatii (unitatea grupului) in raport cu topologia convergentei punctuale, care
este topologia naturala a lui I'so(X,d).

Urmatoarele douad exemple simple stabilesc afirmatiile 1 si 2(b) din teorema

enuntata mai sus.

Exemplul 3.4.1 Fie X = Z inzestrat cu metrica discreta. Evident ca ¥(X) nu este
un spatiu cvazi-compact. Poate fi usor de vazut ca Iso(X,d) este grupul tuturor
bijectiilor lui Z. Acesta nu este local compact in raport cu topologia convergentei

punctuale, agadar nu poate actiona propriu pe un spatiu local compact.

Exemplul 3.4.2 Fie X = Y U {(1,0)} € R? unde Y = {(0,y) : y € R} i
d = min{1, ¢}, unde 0 reprezinta metrica euclideana. Dupa cum vom vedea, grupul
Iso(X,d) este local compact. Cu toate acestea actiunea lui Iso(X,d) pe X nu este
proprie, deoarece grupul de izotropie a punctului (1,0) nu este compact, de vreme
ce contine translatiile lui Y. Deci, actiunea lui Iso(X,d) pe X nu este proprie, chiar

daca X are doua componente conexe.

3.4.1 Local compactitatea grupului /so(X,d)

Urmatorul rezultat este esential pentru investigarea conditiilor (a) si (b)

mentionate anterior:

Lema 3.4.1 Fie (X, d) un spativ metric local compact, F C Iso(X,d) si
K(F)={ze X :F(z)={f(x): f € F} este relativ compact}.

Atunci K(F) este o submultime deschisa si inchisd a lui X .

Lema 3.4.2 Fie (X,d) un spatiuv metric local compact cu spatiul componentelor

coneze (X)) cvazi-compact. Atunci conditia (a) este satisfacuta.

Exemplul 3.4.3 Fie X = Z inzestrat cu metrica discreta. Daca f,(z) = z pentru
—n < z2<0, fo(—=2) =0, 8 f(z) =2+ 1 in celelalte cazuri, atunci f,, — f, unde
f(z) = z pentru z < 0, si f(2) = z+ 1 pentru z > 0. Rezulta ca f, este o izometrie

pentru orice n, dar f nu este surjectiva intrucat 0 & f(Z).
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Lema 3.4.3 Daca X(X) este cvazi-compact si (f,), fn € Iso(X,d) este un gir
astfel incat f, — f in raport cu topologia convergentei punctuale, atunci f(X) este

deschisa $i inchisa in X.

Propozitia 3.4.1 Daca (X, d) este un spatiuv metric local compact, gi 3(X) este
cvazi-compact, atunci Iso(X,d) este inchis in C(X, X).

Propozitia 3.4.2 Ezistd un subsir { Sy, ren al lui {S,} astfel incat exista xy, € Sy

cu Ty — xo, unde xg € X.

Teorema 3.4.2 Daca X(X) este cvazi-compact, atunci 1so(X,d) este local com-
pact.

3.4.2 Actiunea proprie a grupului /so(X,d) pe spatiul X

In aceasta sectiune, aplicand metodele folosite anterior prezentam o demonstratie

completa pentru urmatorul rezultat:

Propozitia 3.4.3 Daca (X, d) este local compact si conez, atunci grupul Iso(X,d)

este local compact si actiunea sa pe X este proprie.
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