UNIVERSITATEA BABE@—BOLYAI , CLUJ-NAPOCA
FACULTATEA DE MATEMATICA SI INFORMATICA

Gabriela Florentina NUT

Metoda multigrid pentru ecuatii
diferentiale

REZUMATUL TEZEI DE DOCTORAT

Coordonator stiintific
Prof. Univ. Dr. Petru BLAGA



Cuprins

1
1 Metoda multigrid- preliminarii 5
[I.T Ecuatii diferentiale cu derivate partiale - clasificare si forma canonica| 5
1.2 Metode de discretizare a unei ecuatii diferentiale] . . . . . . .. ... .. 5
(1.3 Metode numerice iterative pentru rezolvarea sistemelor de ecuatiil . . . 5
(I.4 Metoda multigrid | . . ... ... ... ... ... .. .. .. .. ... 5

[2_ Studiul convergentei metodei multigrid| 6
[2.1 Transformata Fourier a unei functiil. . . . ... ... ... . ... .... 6
[2.2  Studiul convergentei metodelor iterative clasice folosind analiza Fourier |
[ e 6
[2.2.1 Factorul de amplificare si factorul de netezire al unei metode |

[ NUMELICEl . . . . . . . . ..o e 7
[2.2.2 Spectrul frecventelor]. . . . . ... ..o o000 o L 9

[2.2.3 Rezultatele analizei Fourier pentru metodele numerice iterative |

[ studiate] . . . . . . . ... 9
[2.3 Studiul convergentei metodei multigrid folosind analiza Fourier] . . . . 10
231 Modelulmatematicl. . . . . . . v v v oo v v e e 10

[2.3.2 Componentele metodei multigrid | . . . .. ............. 11

[2.3.3 Rezultatele obtinute cu analiza Fourier locala pentru problema |
[ studiata|. . . . . . . .. 13

[3 Metoda multigrid pentru probleme de convectie-difuzie nestationare| 15

.............................. 15

[3.2 Analiza Fourier locala a metodei multigrid pentru problema de convectie- |

| difuzie nestationaral . . . . . . . . . ... .. .. e 17
3.2.1 Componentele metodei multigrid| . . . . ... ... ... ..... 17

3.2.2 Factorul de netezire al metodei multigrid pentru problema de |
convectie-difuzie| . . . . . . ... ... . .. o o 19

[3.2.3 Factorul de convergenta asimptotica si factorul de reducere a
erorii pentru metoda multigrid pentru problema de convectie-

difuzie bidimensionaldl. . . . . . . . . . . . . .. .. 20
[3.3 Difuzia pe directia fluxului| . . . . ... ... ... .. ........... 21

ii



Metoda multigrid pentru ecuatii diferentiale

[3.4 Metoda multigrid pentru problema de convectie-difuzie nestationara |

[3.4.1 Rezultate numerice obtinute cu metoda multigrid pentru cazul |

[ tridimensionall . . . . . . . . o e e e e e e e e 23

[4.3 Metoda Erelunglrllor n stea pentru condl‘gu de tip Robin la frontiere] . 30

[4.4 Aplicarea metodei prelungirilorinstea] . . . .. ... ... ... ... .. 32
[4.4.1 Compararea rezultatelor numerice obtinute cu metoda multi- |

| grid cu cele obtinute cu metoda prelungirilor in stea| . . . . . .. 32
4.5 Aplicatii ale metodei prelungirilor in stea in probleme practice |. . . . . 33
[4.5.T Metoda prelungirilor in stea pentru o problema stationara de |

[ convectie-difuzie| . . . . . ... ... ... .. . o 33
[4.5.2 Modelul transportului unui fluid printr-un domeniu cu fron- |

[ tiere neregulate|. . . . . . ... ..o oo 34

Bibliografie| . . . . . . . . . e e e e e 36

iii



Introducere

Evolutia metodei multigrid

Ecuatiile diferentiale cu derivate partiale sunt adeseori folosite pentru a mo-
dela fenomene si procese reale din diferite domenii (mecanica fluidelor, termodi-
namica, economie, meteorologie, procesarea imaginilor,...). Rezolvarea unor astfel
de ecuatii este deci foarte importanta atat din punct de vedere teoretic, cat si prac-
tic. Deoarece solutia analitica nu este intotdeauna accesibila, este importanta con-
struirea unor metode numerice pentru a aproxima solutia unor astfel de ecuatii.

Simularile recente ale acestor probleme se bazeaza pe modele fizice din ce in
ce mai complicate. Discretizarea numerica a ecuatiilor diferentiale conduce la sis-
teme mari, care, pe masura ce pasul grilei pe care se lucreaza scade, devin rau
conditionate (perturbatii nesemnificative ale termenului liber determina variatii
mari ale solutiei). Necesitatea unei metode numerice de rezolvare a acestora este
deci evidenta. De asemenea au crescut nevoile legate de capacitatea de stocare si
timpul de procesare a calculatoarelor, problemele fiind rezolvate pe grile din ce in
ce mai fine. Asadar provocarea nu este doar matematica, ci si una de programare
pe calculator.

Totodata se ajunge prin discretizare la sisteme de ecuatii cu un numar foarte
mare de necunoscute (de exemplu pentru o grila de ordinul sapte sunt 2% ecuatii
pe fiecare dimensiune, deci 2'¢ in cazul bidimensional, respectiv 2?4 in cel tridimen-
sional) care trebuie rezolvate cat mai precis si intr-un timp cat mai mic. Rezolvarea
directa a acestor sisteme folosind de exemplu metoda eliminarii a lui Gauss devine
astfel nepractica necesitand un volum mare de calcule si ocupand in memoria
calculatorului prea mult spatiu. De aceea pentru rezolvare se folosesc metode
numerice iterative. Dar se stie ca acestea au o convergenta foarte slaba. Au pro-
prietatea de a reduce foarte bine componentele oscilante ale erorii, dar cele netede
raman aproape neschimbate, fiind astfel reduse foarte incet. Metodele numerice
iterative genereaza erori din ce in ce mai netede, dar care sunt reduse spre zero
foarte incet, devenind astfel ineficiente.

Una din cele mai rapide metode de rezolvare a unui astfel de sistem este metoda
multigrid. Aceasta s-a dovedit a fi o solutie foarte buna pentru a mari viteza de
convergenta prin introducerea unei noi componente: corectia pe grila rara. Aceasta
reduce doar componentele netede ale erorii, devenind o completare a metodelor nu-
merice iterative. Esenta acestei metode este faptul ca trecand la o grila mai rara in
primul rand doar componentele netede vor putea fi bine aproximate pe aceasta, iar
apoi, pe grila rara, componentele netede devin oscilante, deci vor putea fi reduse
eficient de o metoda numerici iterativi. In plus numairul de necunoscute din sis-
temul care trebuie rezolvat devine mai mic, deci timpul de rezolvare scade, aceasta
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fiind una dintre proprietatile de baza ale metodei multigrid: este rapid conver-
genta. Metoda multigrid poate fi aplicata pentru rezolvarea multor tipuri de ecuatii
diferentiale, cu un cost de forma O(n)-operatii aritmetice pentru n necunoscute,
fiind astfel printre cele mai eficiente metode numerice de rezolvare a sistemelor de
ecuatii. In plus convergenta metodei nu depinde de pasul grilei de discretizare.

Ideea metodei multigrid a fost introdusa de catre R. P. Fedorenko, in anii 1960.
Acesta a prezentat un algoritm multigrid pentru discretizarea standard cu 5 puncte
a ecuatiei lui Poisson pe un domeniu de forma [0,1]x[0,1]. De atunci un numar
mare de autori (B.E. Bank, T.F. Dupont, A. Brandt [10], W. Hackush [34], [35], P.
Wesseling [89], S.Mc. Cormick [46] s.a.m.d.) au aratat ca este intr-adevar o tehnica
utila, practic si teoretic.

Din anul 1977, odata cu lucrarea lui A. Brandt [10], care contine toate procesele
de baza folosite in metoda, s-a inceput si implementarea pe calculator a metodei
multigrid. Acesta a obtinut primele rezultate practice si a pus in evidenta eficienta
metodei. A. Brandt si W. Hackbush au introdus metoda multigrid pentru pro-
bleme neliniare si au demonstrat convergenta metodei pentru anumite probleme
eliptice. Din anii 1980 interesul pentru metoda multigrid a devenit tot mai mare,
desi initial domina scepticismul fata de metoda, teoria fiind inca slab dezvoltata.
Un alt pas important a fost combinarea metodei multigrid cu tehnicile de iteratii
imbricate. Initial a fost folosita doar pentru probleme eliptice, implementarea aces-
teia cerand un efort substantial. Dezvoltarile ulterioare au permis insa extinderea
aplicabilitatii la o clasa mult mai larga de probleme. S-au dezvoltat numeroase vari-
ante a acesteia, de la forme geometrice ([86], [13]), care folosesc grile structurate,
la cele pur algebrice ([81], [75]) in care accentul cade pe aspectele pur algebrice ale
ecuatiei de rezolvat, fara a fi necesare informatii despre grilele pe care problema
este discretizata.

Interesul tot mai mare pentru aceasta metoda a determinat si organizarea a
cel putin doua conferinte de multigrid: "European Multigrid Conference”, respectiv
“Copper Mountain Conference on Multigrid Methods”.

Motivatia si scopul lucrdrii

In aceastd lucrare s-a urmarit obtinerea unor solutii eficiente pentru sistemele
de ecuatii generate de discretizarea unor ecuatii cu derivate partiale care modeleaza
fenomene fizice precum cele enumerate mai sus. Accentul s-a pus pe constru-
irea unor metode multigrid eficiente prin alegerea unor componente ale acestora
potrivit concluziilor obtinute folosind metoda Fourier locala. Un alt aspect urmarit
a fost realizarea unei analize a metodelor construite din punct de vedere al erorii
si convergentei. Problemele analizate au fost alese din diferite clase de ecuatii
diferentiale, atat stationare, cat si nestationare.

Pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale cu derivate partiale, metodele de dis-
cretizare folosite au fost cea a diferentelor finite cu ordinul de exactitate doi, respec-
tiv patru si metoda elementului finit, pe un sistem de grile rectangulare. Pentru
discretizarea proceselor nestationare s-a folosit schema lui Euler de tip “backward”
in raport cu timpul.

Orice metoda multigrid depinde puternic de problema efectiva care se rezolva,
neexistand un algoritm multigrid fixat. De aceea in lucrare este folosita anali-
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za Fourier locala pentru adaptarea metodei la problema care trebuie rezolvata
prin alegerea unor componente ale metodei multigrid care sa o faca eficienta.
Convergenta metodei multigrid pentru probleme de convectie- difuzie a fost stu-
diata in cazul stationar de foarte multi cercetatori (de exemplu [29, 53, 62, [72] [73,
86, 189, 190] ). Noutatea in aceasta lucrare este faptul ca analiza Fourier este extinsd
pentru probleme de convectie-difuzie care depind de timp, atdt pentru cazul unidi-
mensional (lucrarea [58]), cat si pentru cel bidimensional (lucrarea [59]). S-a studiat
cu ajutorul acesteia influenta diferitelor metode de discretizare, respectiv a diferi-
tor metode numerice iterative asupra rezultatelor obtinute cu metoda multigrid in
ceea ce priveste rata de convergenta si reducerea erorii.

In etapele realizarii analizei Fourier s-a ajuns la nevoia de a introduce o noud
definitie a factorului de netezire a erorii (lucrarea [61]), fatd de cea folosita de ex-
emplu de catre U. Trottenberg in [86], R. Wienands si W. Joppich in [90] sau P.
Wesseling in [89], cu care sa se faca impartirea spectrului frecventelor din compo-
nentele erorii.

In timp ce metoda converge rapid pentru problemele model, ca de exemplu pro-
blema lui Poisson pe un patrat, rata de convergenta poate fi sever modificata de
prezenta coeficientilor cu variatii mari sau de domeniile complicate pe care se lu-
creaza. De asemenea ecuatiile de tipul convectie-difuzie au o convergenta slaba.
Iar in practica tocmai astfel de probleme intervin. Acesta a fost motivul pentru care
pentru rezolvarea problemelor de convectie-difuzie s-a introdus o noud metodd care
Joloseste un sistem de mai multe grile, numita "metoda prelungirilor in stea” (lucra-
rile [56], [57]). Rezultatele obtinute cu aceasta sunt comparate cu cele obtinute
prin metoda multigrid pentru mai multe probleme. S-a pus accentul pe aplicarea
metodei prelungirilor in stea in cazul unor probleme de convectie-difuzie in care
convectia este dominanta, caz in care se stie (de exemplu [63], [86]) ca metoda
multigrid conduce la rezultate nesatisfacatoare. Rezultatele practice au aratat ca
metoda poate fi aplicata cu succes pentru rezolvarea unor astfel de probleme.

Structura lucrarii

In Capitolul E se face mai intai o prezentare generala a diferitelor clase de
ecuatii diferentiale cu derivate partiale si a conditiilor la frontiera de care fiecare
dintre acestea are nevoie pentru ca solutia sa fie unica si stabila. Motivatia acestei
prezentari este legata de faptul ca pe parcursul lucrarii metoda multigrid va fi apli-
cata si studiata pentru diferite probleme practice care se incadreaza in toate aceste
clase: eliptice, parabolice si hiperbolice. Pentru rezolvarea numerica a ecuatiilor
diferentiale acestea sunt discretizate folosind metoda diferentelor finite de ordinul
doi sau patru, respectiv metoda elementului finit. Sunt prezentate si metodele
numerice iterative care vor fi folosite.

Tot in acest capitol sunt prezentate bazele metodei multigrid pornind de la ana-
liza Fourier locala a metodelor numerice iterative. Informatiile obtinute cu ajutorul
analizei Fourier: rata de convergenta, cea de netezire si cea de reducere a erorii,
permit construirea eficienta a metodei multigrid.

Capitolul [2|este centrat pe analiza Fourier a metodei multigrid. Sunt prezentate
la inceput cateva notiuni teoretice despre transformata Fourier a unei functii, apoi
este descrisa metoda analizei Fourier pentru metodele numerice iterative clasice.
Pentru analiza Fourier a convergentei si erorii metodei multigrid problema model
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folosita este una de convectie-difuzie dependenta de timp (nestationara), pentru
care rezultatele teoretice obtinute sunt apoi confirmate de cele obtinute practic,
concluziile analizei permitand implementarea eficienta a metodei multigrid.

In Capitolul @ este prezentata si studiata metoda multigrid pentru o problema
de convectie-difuzie in cazul nestationar. Analiza Fourier locala a unor procese
nestationare din Capitolul [2] este extinsa pentru cazul bidimensional. Este de
asemenea prezentata metoda difuziei pe directia fluxului, care este utila pentru
reducerea oscilatiilor solutiei problemelor in care convectia este dominanta.

Tot in acest capitol ecuatia de convectie-difuzie este studiata in cazul particular
cand convectia lipseste. Problema de difuzie obtinuta in acest caz este rezolvata
cu metoda multigrid cand procesul fizic este nestationar si are loc intr-un mediu
format din mai multe straturi cu proprietati fizice diferite, substanta activa fiind
transportata de nanoparticule. Este de asemenea prezentat un exemplu de aplicare
a metodei multigrid in cazul tridimensional.

In Capitolul @ este introdusa o noua metoda de rezolvare a sistemelor generate
prin procesul de discretizare, care foloseste de asemenea mai multe grile, numita
“prelungire in stea”.

La final sunt prezentate ideile principale ale lucrarii, ideile originale, respectiv ce
aduce nou aceasta lucrare, precum si cateva posibile directii viitoare de cercetare.

Contributiile originale sunt cuprinse in Teoremele [2.2.1] [2.2.2] [2.2.3] [2.2.4]

2.3.1[2.3.2] [3.2.1], [3.2.2] Proprietatile [2.3.1] [2.3.2] [2.3.3] [2.3.4] [2.3.5] [2.3.6] [2.3.7]
2.3.8/[3.1.11[3.1.2] [3.2.1] [3.2.2] [3.2.4] [3.5.1] [4.2.1] [4.2.2] [4.2.3] |4.2.4] [4.3.1] [4.3.2]

Corolarul Observatiile 2.2.1], 2.2.2], 2.2.3]2.2.4] [2.3.2] 2.3.3] [3.1.1],
[3.2.1][3.2.2] [3.3.1], [3.5.1, Exemplele si problemele|3.4.1}, 3.4.2, 4.4.5.

Cuvintele cheie:

Metoda multigrid, metoda diferentelor finite, metoda elementului finit, ecuatii
diferentiale cu derivate partiale, ecuatia de convectie-difuzie, factor de reducere a
erorii, factor de netezire, factor de amplificare, factor de convergenta asimptotica,
prelungire in stea

Doresc sa le multumesc din suflet tuturor celor care au fost aldturi de mine in
acest demers stiintific si m-au sustinut in realizarea lui. Fara aqjutorul lor nu as fi
putut merge mai departe.

In primul rand ii mulfumesc respectuos domnului Prof. Univ. Dr. Petru Blaga,
caruia doresc sd 1i exprim profunda mea recunostint@ pentru increderea pe care mi-
a acordat-o acceptand sd lucrez cu sprijinul sau si pentru coordonarea stiintifica
acordatd in toata aceasta perioadad. A fost o deosebitd onoare sa il am ca indrumdtor
stiintific in elaborarea lucrdrii.

De asemenea ii mulfumesc din tot sufletul doamnei Conf. Univ. Dr. Iloana
Chiorean pentru ddruirea cu care a fost aldturi de mine in _fiecare moment si etapda
pe care am parcurs-o de-a lungul timpului. Nu voi uita niciodatd rdbdarea si sprijinul
pe care le-am primit ori de cdate ori am avut nevoie.

Multumesc si_familiei mele care a avut rabdare cu mine mereu si neconditionat.



Capitolul

Metoda multigrid- preliminarii

Scopul acestei lucrari fiind rezolvarea numerica a ecuatiilor diferentiale folosind
metoda multigrid, in Sectiunea este inclusa o prezentare generala a ecuatiilor
diferentiale ([84]) si o clasificare a acestora. Sectiunea descrie cateva metode
clasice de rezolvare a sistemelor de ecuatii ([22]) care rezulta in urma proceselor de
discretizare ([22], [85]) prezentate in Sectiunea .

1.1 Ecuatii diferentiale cu derivate partiale - clasificare si
forma canonica

In aceasta sectiune sunt prezentate cele trei clase de ecuatii diferentiale cu derivate
partiale care intervin in lucrare si conditiile la frontiere necesare pentru ca o ecuatie
sa aiba solutia unica si stabila.

1.2 Metode de discretizare a unei ecuatii diferentiale

Sunt prezentate cele doua metode de discretizare care vor fi folosite in aceasta lu-
crare, metoda diferentelor finite de ordinul doi, respectiv patru si metoda elemen-
tului finit, precum si sistemele de ecuatii obtinute cu acestea pentru o problema
de convectie-difuzie in cazul bidimensional.

1.3 Metode numerice iterative pentru rezolvarea sisteme-
lor de ecuatii

Pentru rezolvarea numerica a unui sistem de ecuatii se pot folosi metode numerice
iterative. Cel mai des folosite sunt metoda lui Jacobi si metoda eliminarii a lui
Gauss- Seidel.

1.4 Metoda multigrid

In aceasta sectiune este introdusi metoda multigrid pentru rezolvarea sistemelor
de ecuatii generate prin metodele de discretizare prezentate anterior, urmand ideile
principale din [34].



Capitolul

Studiul convergentei metodei
multigrid

In acest capitol este prezentat un studiu al proprietatilor de netezire, convergen-
ta si reducere a erorii ale metodei multigrid pentru o ecuatie de convectie-difuzie
care depinde de timp (lucrarea [58]). Aceasta ecuatie reprezinta modelul matema-
tic pentru multe fenomene fizice, asadar o solutie numerica eficienta este foarte
importanta.

Noutatea in acest capitol este faptul ca se studiaza aceste proprietati de nete-
zire, convergenta si reducere a erorii pentru o problema de convectie-difuzie care
depinde si de timp, pe un domeniu format din trei straturi care au proprietati
fizice diferite (lucrarea [58]), respectiv restrangerea spectrului frecventelor si in
consecinta rescrierea definitiei factorului de netezire al metodei multigrid, rezultate
in urma scrierii dezvoltarii in serie Fourier a erorii in forma cu toti termenii in
multimea R (lucrarea [61]). Analiza este facuta folosind metoda Fourier locala, care
este un mijloc bun pentru a construi metode multigrid eficiente pentru o problema
practica data. Pentru inceput sunt prezentate in Sectiunea cateva aspecte
teoretice legate de transformata Fourier ([49]), iar in Sectiunea [2.2| este aplicata
metoda analizei Fourier locale ([86) [90]) pentru metodele numerice iterative clasice.

2.1 Transformata Fourier a unei functii

Pentru a aplica metoda Fourier locala, sunt prezentate pe scurt in aceasta sectiune
bazele analizei Fourier, respectiv transformata Fourier si transformata Fourier dis-
creta si cateva dintre proprietatile acestora.

2.2 Studiul convergentei metodelor iterative clasice folosind
analiza Fourier

Pentru studiul convergentei metodelor iterative clasice una dintre cele mai efi-
ciente si mai des folosite metode este analiza Fourier locala (LFA). Cu ajutorul
acestei metode se pot determina factorul de amplificare, factorul de netezire, cel
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de reducere a erorii si cel de convergenta pentru o metoda numerica. Importanta
determinarii factorului de netezire provine din faptul ca analiza acestuia permite
alcatuirea unor componente ale metodei multigrid care sa o faca eficienta, stiut
fiind faptul ca aceasta trebuie adaptata la fiecare tip de problema care trebuie re-
zolvata. Analiza Fourier locala fost introdusa de A. Brandt in [8], [9], [10] ulterior
devenind o metoda foarte des folosita [29], [86], [89] pentru o mare varietate de
probleme.

In aceastd sectiune se face o revizuire a definitiei factorului de netezire nece-
sar atat pentru alcatuirea cat si pentru analiza metodei multigrid (lucrarea [61]).
Aceasta schimbare a definitiei conduce la o noua impartire a spectrului frecventelor
joase si inalte pentru cazul 1-dimensional (lucrarea [61]).

Problema model folosita aici este reprezentarea matematica a procesului de
convectie-difuzie stationara a unei substante intr-un fluid

{ —eu(z) + a/ (z) = f(z), z€Q=(0,1),

(2.1)
u(z) =0, z € {0,1},

unde u este concentratia substantei, f este un termen provenit din perturbari posi-
bile ale concentratiei, datorate de exemplu unor reactii chimice, ¢ este coeficientul
de difuzie si a coeficientul de convectie.

2.2.1 Factorul de amplificare si factorul de netezire al unei metode
numerice

Definitia 2.2.1. [89] Factorul de amplificare al unei metode numerice iterative,

g(tr), este raportul dintre coeficientul cg") dupda m iteratii si cel de la pasul anterior,

(m—-1) . . - - . . , AN , .
Cp, si mdsoard cresterea sau scdderea unui termen din seria Fourier intr-o iteratie.

Proprietatea 2.2.1. [89] Viteza de convergentd a unei metode numerice iterative
este cu atat mai mare cu cat modulul factorului de amplificare este mai mic decat 1.

Teorema 2.2.1. [6]1] Factorul de amplificare al metodei Gauss-Seidel pentru proble-

ma este '
(26 — ahy)e'tk
ty) = — k=0,... 2.2

si are modulul

2¢ —ah
lg(te)| = | ! k=0,...,n. (2.3)
V(26 + ahy)? + (4)% — 8¢(2¢ + ahy) cos(ty)

Teorema 2.2.2. [6]1] Factorul de amplificare al metodei Jacobi ponderate pentru
problema este

4e(1 — w) + w(2e + ahy)e % + w(2e — ahy)elr

k=0,... 2.4
de ) 07 >, I ( )

g(tr) =

cu modulul

2
lg(tr)| = \/(1 —w+wcosty)? + <a2h: sintk) . (2.5)
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Figura 2.1: Modulul factorului de amplificare pentru | = 6,6 = 0.1 si a = 10 In
cazul unidimensional

Observatia 2.2.1. Se observa din Figura si Figura [2.1H ca pentru frecventele

N
cuke€ |c—
2
lucru inseamna ca pentru componentele erorii care au aceste frecvente, metoda nu-

mericd iterativd este eficientd, in cel mai rdu caz aceste frecvente sunt reduse cu

N 1
, N — c2] ,c € (0,1) factorul de amplificare are modulul |g(ty)| < 5 Acest

un factor de 3 pe iteratie. In acelasi timp, pentru componentele care au frecventa

N N
cuprinsad in (0, 02> U (N —cg N ) , factorul de amplificare fiind aproape 1, metoda

numericda este ineficientd, aceste componente ramandand aproape neschimbate pe
iteratie.

Definitia 2.2.2. [86], [89] Pentru o metodéd numericd iterativa avand matricea iteratiei
M, cel mai rau factor de amplificare luat pentru toate frecventele inalte, k € T}, se
numeste factor de netezire si se noteaza cu p(M) = max{|g(tx)|,k € Tn}, T fiind
spectrul frecventelor inalte.

nivelul | I=1 (=2 (=3 1=4 1=5 [=6
p(M)) 1 1 1 1 1 1

p(M,) 0 0.5 0.8536 0.9619 0.9904 0.9976
p(Mgs) | 0.3333  0.4472 0.6786 0.8756 0.9637 0.9905

Tabelul 2.1: Factorul de netezire al metodei Jacobi (J), Jacobi ponderata (w.J) si
Gauss-Seidel (GS) pentru problema (2.1), a =0,e =1

Datele din Tabelul arata ca viteza de convergenta a metodei numerice itera-
tive scade pe masura ce pasul grilei scade spre zero, datorita reducerii ineficiente
a componentelor cu frecvente joase. Astfel, metoda numerica iterativa este incet
convergenta.
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2.2.2 Spectrul frecventelor

Una dintre cele mai eficiente metode pentru a depasi aceste dezavantaje ale unei
metode numerice clasice este metoda multigrid. Aceasta metoda combina pro-
prietatile metodelor numerice clasice de a reduce frecventele inalte cu metoda
corectiei pe grila rara care are proprietati complementare, aceasta reducand frec-
ventele joase.

Teorema 2.2.3. (61 Factorul de netezire al unei metode numerice iterative cu ma-
tricea iteratiei M este

p(M) = mkax{]g(tkﬂ, ke Th}, (2.6)
unde
N N
Th: {k|k:c2,,2—1} (2.7]

reprezinta spectrul frecventelor inalte din dezvoltarea in serie Fourier a erorii intr-un
punct, iar
(m)
c N
L
este raportul coeficientilor componentei de ordinul k din aceasta dezvoltare, ¢ € (0,1)
fiind o constantd fixata.

Corolarul 2.2.1. [61] Dezvoltarea in serie Fourier intr-un punct z;,s = 0,...., N—1 a
unei functii cu N valori reale eg, e, ...,en_1, este de forma

N2 2rks N
E.= B By si o), BeBreR k=12 . —~_1. 2.8
o+ ; k Sin ( N 90> 0, Br € 5 (2.8)

Teorema 2.2.4. [61] Factorul de netezire al metodei Gauss-Seidel pentru problema
(2.1), este

|26 — ahy|
V(26 + ahy)? + (4¢)? — 8¢(2¢ + ahy) cos e’

p(Mas) =

, < h
iar pentru metoda Jacobi ponderata, daca % <1
3

2
B B _ 5 ahw .
p(M,y) = iré%“}:‘g(tk)‘ = \/(1 w~+wcosme)? + <2E sm7rc> .

Alici c este o constanta reala din intervalul (0, 1).

2.2.3 Rezultatele analizei Fourier pentru metodele numerice iterative
studiate

Analiza datelor din aceste tabele, permite formularea urmatoarelor concluzii:

9
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a=0,e=1 =3 Jl=4 J[il=5 [1=6
GS 0.4472 | 0.4472 | 0.4472 | 0.4472
0.8756 | 0.9637 | 0.9905 | 0.9976
J 0.9239 | 0.9808 | 0.9952 | 0.9988
1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
wJ 0.5000 | 0.5000 | 0.5000 | 0.5000
w=0.5)|0.9619 | 0.9904 | 0.9976 | 0.9994

c=0.5

Tabelul 2.2: Factorul de netezire al metodei Gauss-Seidel (GS), respectiv Jacobi
ponderata (wJ) pentru problema (2.1) si a =0, = 1 -difuzie pura

a=10,e=0.1 =3 =4 =5 =6
GS 0.4635 | 0.1730 | 0.0817 | 0.2502
0.8845 | 0.7851 | 0.7632 | 0.9911
J 3.1250 | 1.5625 | 0.9981 | 0.9990
3.1250 | 1.5625 | 1.0000 | 1.0000
wd 1.6406 | 0.9276 | 0.6345 | 0.5368
(w=0.5)| 1.6406 | 1.0167 | 0.9983 | 0.9994

c=0.5

Tabelul 2.3: Factorul de netezire al metodei Gauss-Seidel (GS), respectiv Jacobi
ponderata (wJ) pentru problema (2.1) si a = 10,6 = 0.1 -convectie dominanta

Observatia 2.2.2. Metoda Jacobi nu este eficientd in etapa de netezire a metodei
multigrid datorita faptului ca nu are proprietdtile obisnuite ale unei metode numerice
iterative de a reduce eficient frecventele inalte din spectrul frecventelor (k € (0, N/2 —
1)), ci reduce partea de mijloc a acestuia.

Observatia 2.2.3. Pentru metoda Gauss-Seidel sau Jacobi ponderatd, proprietdtile
de reducere a frecventelor inalte determinate cu Teorema [2.2.3] sunt chiar mai bune
decat se calculase pana acum folosind Definitia[2.2.2] pentru o iteratd, iar aplicarea
metodelor de mai multe ori le face inca si mai eficiente.

Observatia 2.2.4. De asemenea pentru cazul convectiei dominante (Tabelul [2.3) se
observd ca pe mdsurd ce numdrul maxim de nivele folosite creste, factorul de ampli-
ficare devine mai mic, deci este necesard aplicarea metodei numerice iterative pe o
grild mai deasd (cu cel putin 6 nivele pentru problema studiata aici) pentru a avea
o reducere a componentelor erorii si pentru frecventele joase, dar si acesta reducere
este mica.

2.3 Studiul convergentei metodei multigrid folosind ana-
liza Fourier

2.3.1 Modelul matematic

Pentru aplicarea analizei Fourier locale, ecuatia folosita ca model este cea de con-
vectie-difuzie nestationara

u(:l)o,t) = Uup, t> 0.

C

(2.9)

10
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Concentratia substantei aplicate la suprafata este cunoscuta, si este suficient de
mare pentru a fi constanta la orice moment de timp «(0,t) = fo, t > 0, aceasta
fiind conditia initiala a problemei. Pe frontierele dintre straturile de piele, legea
conservarii fluxului este

md&g“wﬂzam:szz1ﬂw”m¢zo, (2.10)
X

ng este numarul de straturi unde difuzia are loc si [a(z,t)] = a(z™,t) — a(z™,t).

Proprietatea 2.3.1. [58] Coeficientii din sistemul de ecuatii care se obtine cu metoda
elementului finit de discretizare a ecuatiei pe un domeniu Q = [0, b] sunt

_@ 2ch  2d CLh ch v d ah ch v d

2=t o

O T TR T TS Tk 2 h 6 Ton 2w

h
fi= F@s) + o (i g™ ufth) i = 1,2, N,
t

Proprietatea 2.3.2. [58] Pentru metoda diferentelor finite, folosind schema lui Euler
explicita de tip "backward” pentru directia timp, coeficientii din sistemul care dis-

cretizeza ecuatia vor fi

ant

S T AL
qo = ht h27Q1— 2 h25q2_2h B2’ [ % ht .

2.3.2 Componentele metodei multigrid

In continuare sunt determinate matricele asociate operatorilor componentelor metodei
multigrid, necesare pentru analiza Fourier locala a convergentei.

Proprietatea 2.3.3. [58] Matricea asociatd operatorului L;, al sistemului de ecuatii
obtinut printr-o metoda de discretizare este

~ Ln(®) 0
Ly = -~ _ 2.11
h ( 0 Lh(9)> ; ( )
unde E(H) =qo+ qe 0 + ge®.

Proprietatea 2.3.4. [58] Matricea operatorului de netezire corespunzdatoare metodei
Gauss-Seidel este

5~ anar lf(a+1)?=(a—-1)(b-1 b—1)(a—0b
Sh_ShSh_Z(( —)(a—(l)(a—)(b) | (b+1()2—()a(—1)()b—1)) (2.12)

undea=1- 2L(0),b=1— 2L(9).
qo0 q0

Proprietatea 2.3.5. [58] Operatorul de restrictie are matricea

f,%h = (1 4+ cosf 1+ cos?) . (2.13)

DN =

11
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Proprietatea 2.3.6. [58/ Matricea operatorului pe grila rard este

~ 1
LM (20) = = : (2.14)
on (20) Ton(20)
Proprietatea 2.3.7. [58] Matricea operatorului de prelungire este
1 (1+ cosf
Th — = z
b= 2 (1 + 0089> ’ (2.15)
Operatorul 2-grid
M = SRS (2.16)
unde
K2 =T, — 1}, (Loy) "' TP Ly, (2.17)

Definitia 2.3.1. [86] Factorul de convergentda asimptotica al metodei 2-grid
este

m™ T

ploc(Mifh) = SUP{Ploc(mh(e))ﬁ € Tl = |: 2 9

] 0 ¢ A} (2.18)

Definitia 2.3.2. [86] Factorul de reducere a erorii pentru metoda 2-grid este

Or0e(M2M) = sup {H(z\?,%h(e))u,e eT! = [ > 2} 0 ¢ A} (2.19)
Aici || - || reprezintd norma Euclidiand in C? si
m™ T ~ ~
A= {0 c [ . 2] Ln(0) =0 sau Loy (0) :o}. (2.20)

Definitia 2.3.3. [86] Factorul de netezire al metodei 2-grid este

pctSho) = sup { (GO SO0 T = 53] h. 22y

unde pi..(S(8)) este raza spectrala a matricei S(0), v = v1 + vy.
s 7Ti|

0, el =|-=,=
Qip(8,-) = _ L 22
ed,:), 0=0€T",

A2higy . (0 0 !
h(e)_(o 1 0T,

Observatia 2.3.1. Deoarece ploc(§”2( 0)Q7 S”l( ) = proe(Q7"5E (6)), factorul de netezi-
re va fi de forma

tioo(Sns ) = sup{ (L o1oc (02052 (0)), 0 Tl} . 2.22)

12
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2.3.3 Rezultatele obtinute cu analiza Fourier locala pentru problema
studiata

Teorema 2.3.1. [58] Dacda w=1 atunci matricea a operatorului de netezire core-
spunzdtor metodei Gauss-Seidel dupda v = v, + v» pasi este

55(6) = gy o — B2 V5,(0)
(a _ b)Z(l/fl)

1 [(b+1)% = (a — 1)(b — 1)], valorile a sib

st are valorile proprii A1 = 0 si Ao =
fiind date in Proprietatea|2.3.

Teorema 2.3.2. [58] Factorul de netezire al metodei Gauss-Seidel pentru problema

este
2
g1+ q qo +q1 +q2
Sp,v) = v . (2.23)
Hioc(Shy ) ( q0 ) 2(q1 + g2)
Pentru metoda diferentelor finite, qq, q1,q2 sunt
+c+2d v d v df Flz) + ud™h
= —Q _— _— = —_—— = — = — = — ;= €X; C———
do dt h2>CJ1 20 h27Q2 2 B2t i hy )
pentru metoda elementului finit
B 20zh+20h+2d B ah+ch v o d B ah+ch+v d
=" 8 TR T 6 Ty, 2 RBT 6 6l 2 R

ch
fi= flwi) + g (i + 4ui™ + i)
t

iar pe frontierele dintre straturi
1 _ 1 _ 1
E(d(xz ) +d($?_))>Q1 = _Ed(xz )7Q2 = _Ed(xj—))vfz =0.

Pentrua=10"%ct =1,d1 =1-1072,dy =1-10710,d3 =3-1071 0; = 1-107%, vy =
1-107% v3 = 1-107° factorii de netezire ai metodei de relaxare Gauss-Seidel sunt
prezentati in Tabelul

qo =

Metoda diferentelor finite

v=1 v=2 =3 v=4 v=5
=3 0.0008 8.8272-10"% 4.7260-10"* 3.4581-10"° 2.8670-10°
=4 0.0215 0.0066 0.0044 0.0037 0.0032
=5 0.0667 0.0409 0.0348 0.0321 0.0306

Metoda elementului finit

v=1 =2 =3 v=4 v=5
=3 0.3493 0.2801 0.2603 0.2509 0.2454
=4 0.2809 0.2125 0.1937 0.1849 0.1798
=5 0.0991 0.0533 0.0434 0.0391 0.0368

Tabelul 2.4: Factorul de netezire ca functie de v = v; + 15 si ]

Observatia 2.3.2. Datele din acest tabel arata cd metoda de relaxare Gauss-Seidel
rosu-negru este o metoda foarte bund de netezire pentru aceasta problemd deoarece
toti factorii de netezire pentru cazurile prezentate aici sunt mai mici decat 0.5. Am-
bele metode de discretizare au factori de netezire convenabili. Numdrul de pasi de

13
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relaxare tnainte si dupa corectia pe grila rard nu trebuie sd fie prea mare pentru cd
factorul de netezire creste cu v, mai utila fiind aplicarea de mai multe ori a metodei
multigrid.

Factorul de convergenta asimptotica si factorul de reducere a erorii

Proprietatea 2.3.8. [58] Matricea operatorului 2 -grid pentru problema este

—oh 1 0 1 (1 —i—cos@)Qz @) (1- 00829)Z O\ am
M = ) [( ) ((1 — 00320)5:(9) (1+ 0030)252(0)>] S (0)- (2.24)

0 1 AL,(26)
Numarul de Metoda diferentelor finite Metoda elementului finit
pasi de netezire ploc(Mi%h) O'loc(M}%h) ploc(M}%h) Uloc(M}%h)
r=0,1n=1 0.1224 0.1731 0.0153 0.1989
v =1,1n=0 0.1224 0.3297 0.0153 0.2420
v =21=2 7.556910~* 0.0019 5.6099:10°% 2.0141-107°

v =3,1n=2 1.3862:107* 3.5209-10~*  4.8333-1077 1.7152.107°
Tabelul 2.5: Factorul de convergenta asimptotica si factorul de reducere a erorii

pentru /=6

Observatia 2.3.3. Datele din Tabelul[2.5 arata faptul ca metoda multigrid este rapid
convergentd. Dacd se face mdcar un pas de netezire inainte si dupa corectia pe grila
rard, atunci eroarea este redusd cu un factor de cel putin 1072 pe ciclu multigrid.

Rezultate numerice

Wadthy, (ad) (ghrr)
uadty, (ad) (glomr)

mmmmmmmmm time (min)

(a) Metoda diferentelor finite (b) Metoda elementului finit
Figura 2.2: Eroarea metodei multigrid la ad=100nm pentru
v1=1.0-1070v,=1.0-107 ;03 =1.0-10"";d; =1-10"'%:dy =1 - 107 10;
ds =3-1071% ¢ =10%a =0.

FD FEM

maxi|u(@;) — Uea (25| [lu — tea]] mazi|u(z;) — teq (i) [|lu — tea]]
=3 1.0000 - 107® 4.8970 - 10~8 1=3 9.9847-107° 4.7554 1078
=4 1.0057-1078 3.1812-1078 =4 1.6648 - 1078 5.9871-1078
=5 1.0617 - 1077 1.6775- 107" =5 0.1079 0.2457
=6 8.3356 - 1077 1.9383-107° =6 13.3535 30.8845

Tabelul 2.6: Eroarea metodei multigrid folosind diferente finite si elemente finite

14



Capitolul

Metoda multigrid pentru probleme
de convectie-difuzie nestationare

Metodologia generala si analiza Fourier locala descrise in capitolele anterioare per-
mit alcatuirea unor algoritmi multigrid in mai multe moduri in functie de compo-
nentele alese si de modul de folosire a acestora. Toate trebuie adaptate la tipul
de problema care se rezolva, neexistand un algoritm multigrid unic pentru toate
tipurile de ecuatii diferentiale.

In Sectiunea pornind de la analiza Fourier a metodei multigrid, am studiat
(lucrarea [59]) aplicarea eficienta a acesteia, respectiv convergenta si proprietatile
de reducere a erorii pentru o ecuatie de convectie-difuzie nestationara in spatiul
bidimensional, ca o extensie a rezultatelor din Sectiunea [2.3]

Este de asemenea aplicata, in Sectiunea metoda difuziei pe directia curen-
tului care este utila pentru reducerea oscilatiilor care apar in cazul cand in proce-
sul fizic este dominanta convectia.

La final sunt prezentate in Sectiunea rezultatele obtinute prin aplicarea
metodei multigrid in cazul tridimensional, iar in Sectiunea cele obtinute intr-
un mediu format din mai multe straturi cu proprietati de difuzie diferite (lucrarea
[60]).

3.1 Modelul matematic

Ecuatia fenomenului de convectie-difuzie nestationar este

Ct@ugvt,t) + V- -vu(e,t) = D Au(x,t) + au(x, t) + f(x,t), t>0,x €, (3.1)
u(mo,t) = ug, t>0,xy € 0N

Aici u(x,t) reprezinta concentratia substantei transportate printr-un fluid,
V = (11, V3) este vectorul coeficientilor pentru curentul de convectie si D este coefi-
cientul de difuzie sau vascozitate, Q = [a, ] X [¢, d] este domeniul unde procesul fizic
are loc.
Concentratia substantei aplicate pe suprafata pielii este constanta la orice mo-
ment de timp
u((z,¢),t) =ugp, t >0,a <z <b. (3.2)

15
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Pe frontierele dintre straturi legea conservarii fluxului este

+ —
H—Dau(x’t)ﬂ _ _proulent) 4 p- Y =0, (3.3)
8” T=X0q 8” T=T0q an T=T0q

i=1,2,....,ng,t >0,

ng fiind numarul de straturi unde procesul de convectie-difuzie are loc.
Sistemul obtinut din ecuatia folosind una dintre metodele de discretizare
va fi de forma

QLUi—1,4+1 T @2Ui j+1 + @3UH1 5+1 T qali—1,5 + @5U; 5 + GeUit1,5+
+qrui—1 -1+ qguij—1 + quit1,-1 = fij, 1=1,2,.,n.,5=1,2,..,ny,
ulpq = uo,

(3.4)
unde

b—a d—c
Ug,j = U(.fi,yj,t), (-rlvyj) € Gh = {(mhx7nhy)|m7n € Z? hw = mahy = Ny +1 } .
Proprietatea 3.1.1. [59] Pornind de la ecuatia diferentiald (3. 1), folosind discretizarea
cu diferente finite cu schema explicita a lui Euler de tip "backward” pentru directia
timp si notand pasul pentru discretizarea in raport cu timpul cu h;, coeficientii nenuli

din sistemul vor fi
n Ct 49D 1 n 1 v 1 n 1 d \% D
= —Q —_— _— _— — —_— _— = —— = — = —
q5 ht h% h% hm hy » 44 h:% , 46 hm h% )
d V. D c . .
QS:_@7q2:E_@7fi,j:f(xi7yj)+ﬁiuﬁ?t7 Z:17"‘7nx7j:]-7"'7ny'

Observatia 3.1.1. Legea conservadrii fluxului pentru nodurile care sunt pe _fron-
tierele dintre diferite straturi din piele (xy;,1 = 1,2, ...,nd) duce la ecuatiile
pt LA D+1i41 T YiGud )41y - Yilmd )15 T i)+,
hy B hy ’

i=1,2,...,nd,j = 1,...,ny, ny flind numdarul de puncte intermediare din fiecare strat.

Proprietatea 3.1.2. [59] Discretizarea ecuatiei diferentiale cu metoda elemen-
tului finit duce la urmdtorul sistem de ecuatii liniare

Q Ksé;l / Q K%ls;r K&SQ_ ki’“s? . Q Ksl?g 3
Koy + Kot — ki1 Kgg + Ky + K7 + Koo' — ki Ky + Kqg — ki | wi=
Kt K9+ K52 — ki, K2
N uant
=f3" AP AR ) eje . i=1,..N, (3.5)
: t
J=1
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unde
_ 1 2 —_
2r9o+ — —2rg+ — —rg — — rg — —
0 0 To To
2 1
p| —2ro+— 2x + — ro—— —Tp— —
K _Z 7o | ro | 4
U )ij=t4 6 1
b= —Tr9 — — rg9 — — 27"0 + — —27"0 + —
To o To 0
2 1 2
ro —— -—r9g —— —2rp+— 219+ —
L To To To To 4
-2 -1 1 2 -2 2 1 -1
V(b1 — al) -1 -2 2 1 V(dl — 01) -2 2 1 -1
T 1 221 | T 12 11 2 —2 |7
-2 -1 1 2 -1 1 2 =2
(3.6)
4 2 1 2
T it_ (bl—al)(dl—cl) 2 4 2 1 o dl—Cl
ht 36 1 2 4 2 ’ o= bl - al’
21 2 4
Dt — D~ Dt — D~
kii—1 = - kig =0,kiip1 = — kii—ng, = 0,kii1n, = 0.

3.2 Analiza Fourier locala a metodei multigrid pentru pro-
blema de convectie-difuzie nestationara

Pentru a realiza analiza Fourier locala a metodei multigrid in cazul bidimensional,
pentru o problema de convectie-difuzie care depinde si de timp, sunt determinate in
aceasta sectiune matricele operatorilor de netezire, restrictie, corectie pe grila rara
si de prelungire care compun matricea operatorului multigrid. Sunt determinati
apoi factorii de netezire, de reducere a erorii si de convergenta asimptotica, rezul-
tatele obtinute fiind comparate cu cele determinate numeric.

3.2.1 Componentele metodei multigrid

In continuare sunt calculati operatorii pentru fiecare componentd a metodei multi-
grid si matricele corespunzatoare. Notand setul de frecvente joase cu

[T T _rrT
7| 2’2>X[ 2’2)’ (3.7
sicu T" = [—7, 7] x [-7, 7]\T' spectrul frecventelor inalte, pentru § = (6;,6-) € T', se

considera urmatoarele frecvente [86]:

0 = (01,02) € T, 0@ = (01,05) € T",0) = (01,02) € T", 0 = (01,0,) € T",

ie{l,2}.

7. — 0; +m, dacab; <0
L 0; —m, dacé9i>07
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Proprietatea 3.2.1. [59] Matricea corespunzatoare operatorului L, al sistemului este

de forma
L (6W) 0 0 0
~ 0 Ly(6?) 0 0
Ly = - 3.8
" 0 0 Le®) o ’ (3-8)
0 0 0 Lp(6™)

E;l(eh 92) — qle—i91 €i92 +q2ei92 +q3ei91 ei@z +q4€—i91 +q5+q66i01 ++q7€—i91 e—i@g +q8e—i92 +q9€i91 e—i@z
fiind o valoare proprie a operatorului Ly,.

ProprietateAa 3.2.2. [59] Matricea operatorul de netezire obtinut cu metoda Gauss-
Seidel este Sy, = S}/ Sy, unde

SOM) +1 0 0 S(OW) -1
1 0 SO +1 SEB)—1 0
Sr— - > 2 3.9
"2 0 SE*) -1 SE*)+1 0 ’ (3.9)
SNy -1 0 0 S(EW) +1
1+ 506W) 0 0 1—5(0W)
o1 0 1+ S0Py 1-500) 0 ~ w ~
Sp=< 2 2 S0)=1— —=L(6). (3.10
h =9 0 1-S0®) 1+50®) 0 5(0) a5 (6)- 3.10)
1-506W) 0 0 1+ 5(6W)

Proprietatea 3.2.3. |59/ Matricea operatorului de restrictie este
;= (B eW) The®) M) Tew)). (3.11)
cu

oWy = 3(00391 + 1)(costy + 1), 12" (0?)) = i(l — cosby)(coshy + 1), 5.12)

~ 1 ~ 1
3y = 1(60891 +1)(1 — cosby), I?H(OW) = 1(1 — cosb1)(1 — cosbs).

Matricea operatorului care rezolva sistemul pe grila rara este

1 1

L51(20) = TR (3.13)

Proprietatea 3.2.4. [59] Matricea operatorului de prelungire este

1+ cosby)
1+ cosby)
1 — cosby)
1 — cosb)

(1 + cosbh)
1| (1—cosb)
4 | (1 + cosbh)

(1 — cosbh)

A~

= (3.14)

o~~~
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Operatorul 2-grid

Pasii de netezire (3.9), (3.10) si corectia pe grila rara (3.11), (3.13) si (3.14) formeaza
componentele metodei multigrid [35] si astfel operatorul 2 -grid este

MM = SRSy, (3.15)
unde matricea operatorului de corectie pe grila rara este

K2 =T, — 1}, (Loy) "' TP L. (3.16)

3.2.2 Factorul de netezire al metodei multigrid pentru problema de
convectie-difuzie

Definitia 3.2.1. [86] Factorul de netezire al unei metode numerice care are matricea
operatorului de netezire Sy, este

tioe(Si, V) = sup{ L oroe (02051 (8)), 0 € Tl} | (3.17)

unde v reprezintd numdarul de pasi de netezire, T' este definit in si restul
parametrilor necesari sunt definiti in continuare.

Folosind Proprietatea [3.2.2] matricea operatorului de netezire va fi

14+a 0 0 1-0b a-+1 0 0 b—1
g _ 1l 0 1+c1-d 0 0 c¢+1 d—1 0
h=%4l 0 1-¢ 14d o0 0 c¢c—1d+1 o0 |’

1-a 0 0 145 a—1 0 0 b+1

(3.18)

unde

a=1-— (% + e 4 gee™ + gge T + qzew?) b=1-— <Q5 — que”" — gge’ — qge ™2 — qu192>

w . w . . . .
c= 1_£ <Q5 o q4e—7,91 o 191 + gge —i0y +q2€7,92) ,d — 1_% (Q5 + Q4€_7'91 + q66191 o q8e—292 - qzezeg) )

Teorema 3.2.1. [59] Dupd v paside netezire, operatorul Sy obtinut cu metoda Gauss-
Seidel va avea matricea

a® a+1) 0 0 —a* Ya+1)

s~ 1 0 A e+1) = e+ 1) 0

Sh =3 0 A e-1) &Y e-1) 0 (8.19)
—a*a—1) 0 0 a®a—-1)

Matricea Q hSh are urmatoarele valori proprii

CL21/71 (CL _ 1)
2

Pentru (6,,62) € T' valorile A3 si A4 sunt reprezentate in Figurile si

)\1:)\2:0,)\3: ,)\4:CQV.

Teorema 3.2.2. '59] Valorile proprii A3 si \4 isi ating valorile maxime absolute

_ N2, o 2v—1
|A3lmaz = Vi (01— a0y 2(]22),,’(]4 G+ 35 — | pentruth = 0 = ig,
a5
_ _ 2v
|>\4|max = ‘Q(S u —;_2(52 Q8‘ pentru 6, = j:g’HQ = :FE
5
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Figura 3.1: Valorile proprii A3 Figura 3.2: Valorile proprii \4
m™ T m™ T m™ T T T
pentru (61, 6s) € [—5, E)X[_? 5) pentru (6;,62) € [—5, §)x[—§, 5)

Metoda diferentelor finite

r=1 V=2 =3
=3 2.5507-10"° 8.1475-10"'% 5.5695-10"13
l=4 5.1015-107% 2.3045-10"" 1.7682-10"'2
=5 1.0203-1077 6.5180-10"" 5.6137-107'2

Metoda elementului finit

v=1 v=2 v=3
=3 0.2500 0.0625 0.0156
=4 0.2500 0.0625 0.0156
=5 0.2500 0.0625 0.0156

Tabelul 3.1: Factorul de netezire in functie de v = v + 15 si l

Observatia 3.2.1. Datele din Tabelul[3.1| arata ca:

i. pentru metoda diferentelor finite factorul de netezire creste atunci cand numdrul
de nivele folosite de metoda multigrid creste;

ii. daca este folosita metoda elementului finit, factorul de netezire ramadane constant
chiar atunci cand numdrul de grile creste, astfel fiind independent de pasul grilet.
Deci este mai eficienta folosirea metodei elementului _finit cand numarul de grile
este mare.

3.2.3 Factorul de convergenta asimptotica si factorul de reducere a
erorii pentru metoda multigrid pentru problema de convectie-
difuzie bidimensionala

Definitia 3.2.2. [86] Factorul de convergenta asimptoticd al metodei multigrid
este

proc(MZ") = sup { pioc(MEM0),0 € T = [~ 2. 5) x [-5.5) 0 ¢ A} (3.20)

unde A = {9 € Tl,Zh(e) =0 sau EQh(G) = 0}, iar Mﬁh este dat in relatiile (3.15) si
3.16
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Definitia 3.2.3. [86] Factorul de reducere a erorii al metodei multigrid este

Otoe(ME") = sup { (M 0))11,0 € T',0 ¢ A | (3.21)

Numarul Metoda diferentelor finite Metoda elementului finit
ﬁif;lzci;e de ploc(M}%h) O'loc(M}%h) ploc(M}%h) O'loc(Mlgh)
v =0,1p=1 | 3.7215-107°  4.7404-10"" 0.6249 1.2866
v =1,1,=0 | 3.7215-107°>  4.7481-10"7 0.6249 1.2866
v=11m=1 |20619-107% 5.6180-10"**  0.2499 0.6152
v =21m=1 |11424-1072' 1.2624-1072¢  0.0859 0.2276
v =21n=2 |6.3298-107%" 2.8369-107%°  0.0273 0.0753

Tabelul 3.2: Factorul de convergenta asimptotica si factorul de reducere a erorii
pentru /=6

Observatia 3.2.2. Datele din Tabelul[3.2 arata ca este suficient sa se faca un numdr
mic de pasi de netezire inainte si/sau dupd corectia pe grila rard pentru ca eroarea sd
fie redusa eficient cand este folositd metoda diferentelor finite. Iar pentru metoda el-
ementului finit, rezultatele aratd ca mdicar un pas de netezire trebuie efectuat inainte
st dupa corectia pe grila rara pentru a reduce eroarea de exemplu cu un factor de 0.6
pe ciclu multigrid.

Rezultatele prezentate in Tabelul si Tabelul au fost determinate folosind
parametrii [55], [71], [74]
Q=10;1] x [0;1620-107%),¢, = 10*, 0 = 0, D = 1072,V = 1077, dt = 60sec.

3.3 Difuzia pe directia fluxului

Fata de metoda Galerkin, la functiile pondere se adauga o perturbare pe directia
de curgere ("streamline upwind perturbation”), modificare care se aplica tuturor
termenilor.

bprd Su bprd brd
/m/ ctatvdazdy—l—/w/ VVuvdxdy—f—/m/ D syu - spdxdy+

bpd u bpd
+ // wV syu -V spudady — D—wds — /J auvdzrdy =
c o0 on c

a

bpd bpd
—/J fvdxdy—l—// fuV spvdzdy.

)
Parametrul p care intervine mai sus este definit prin y = m, unde
0, Pe<1
0=141 1
—(1——= Pe>1
2 ( Pe> e

este parametrul care determina valoarea perturbatiei adaugate la functiile pondere.
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h|V
Definitia 3.3.1. Parametrul Pe definit prin Pe = 2|| se numeste numdarul lui Péclet
si specifica raportul dintre convectie si difuzie.

In Tabelul sunt prezentate rezultatele obtinute pentru valoarea maxima
a erorii in punctele grilei aplicand metoda difuzie in directia fluxului, folosind
urmatorii coeficienti de difuzie pe cele trei straturi d; = 10712.dy = 10719, d5 =
3-1071% vy =0y 1 =107 00 = vy 0 = 107 % vy 3 = vy 3 = 107°.

Momentul
de timp s=1 s=2 s=3 s=4 s=5 s=6
Nivelul
=3 0.7340 2.1675 4.3383 7.2321 10.8486 15.1875
=4 1.1258 1.5041 2.1445 3.5727 5.3566 7.4953
=5 1.3536 2.1216 3.2705 4.7978 6.7008 8.9772
(mc)tgﬂ|ue(:c,y,s'ht)] 61 121 181 241 301 361
x,y

Tabelul 3.3: Eroarea si valoarea maxima a solutiei exacte pentru h; = 60sec

fara SD cu SD

sl

Nuall

Figura 3.3: Eroarea obtinuta fara metoda difuziei in directia fluxului (SD), respec-
tiv cu metoda SD la momentul T=240 sec, pe grila cu [ = 3 pentru cazul in care
convectia este dominanta

Observatia 3.3.1. In Figura este pusd in evidentad eficienta metodei difuziei in
directia fluxului (SD): oscilatiile generate de metoda multigrid la frontierele dintre
straturile mediului in care are loc fenomenul fizic din cazul cand nu se aplicd aceastd
metodd au dispdrut cand sunt combinate cele doud metode.

3.4 Metoda multigrid pentru problema de convectie-difuzie
nestationara in cazul tridimensional

Modelul matematic al procesului de convectie-difuzie al unei substante printr-un
mediu lichid in cazul tridimensional este

ou ou ou ou 9%u 9%u 0%
ct—+ Vo + Vyé)iy + Vz% = - <D$al’2 + Dyain

ot "oz +D2822)+0‘“+f’

(z,y,2) € QCR3,  (3.22)
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cu conditiile la frontiera de tip Dirichlet u(x,y, 2) = ug(z,y, 2), (z,y, z) € O.
In ecuatia (3.22) V = V,i + V,j + Vk este vectorul coeficientilor de convectie, iar
D = D,i+ Dyj+ D,k este cel al coeficientilor de difuzie, o este coeficientul de reactie
[32], f este o posibila sursa de perturbatii (datorate de exemplu reactiilor chimice).
Ecuatia discretizata cu metoda diferentelor finite de ordinul al doilea, folosind
metoda lui Euler de tip "backward”, va fi

1 D, D, D,
I:Ct + 2 (h% + hfz + E — ui,j,k,t"i‘

Vg Dx (% DCE
+ (2hx h% > Uz-i—l,],k,t ( 2hx h% ) uz—l,j,k,t +
vy Dy vy Dy
Y ), Rt ' I 3.23
+ <2hy hg ) U541,k t + ( th h%l Uj,j—1,k,t + ( )

v, D, v, D, s 1
2hz h% 17]7k+17t 2h/z h% 27]7k 1t Zv]ak t h/t Z1J7k7t0

3.4.1 Rezultate numerice obtinute cu metoda multigrid pentru cazul
tridimensional

Exemplul 3.4.1.

Domeniul unde s-a aplicat metoda multigrid pentru problema este un
cub cu latura [0, 10_6], iar coeficientii folositi in ecuatie au fost
c=1,D,=Dy=D,=1-10"% v, =v, =v, =0, = 0 ([71], [74]).

Daca se aleg ca date initiale u(z,y, z,t) = e (z,y, 2,t) = 22 + 3> + 2° + ¢, pentru
orice (z,y,z) € 0f), eroarea obtinuta este reprezentata in Figura [3.4]

nivelul max ||t — teg]|
=2 0.5068 0.6194
=3 0.2722 0.4324
=4 0.2720 0.3494
=5 0.2721 0.3067

mazx(uez (I, ts)) = 540,
s = 10 - numarul de pasi de timp folositi

Tabelul 3.4: Erorile obtinute cu metoda multigrid pentru problema
In Tabelul s-a notat cu
mazr = ZQ{Z%W(J«"@, Yis Ziy ts) — Uex(Ti, Yis 2y ts)],
N 2
o= teall = 3 a1, = i)
i=1

ts = s - hy fiind momentul de timp pana cand se aplica algoritmul multigrid, unde
ht = 60s.
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concentratia [mg/cme)
concentratia (mg’cmg)

a.t5:5-ht b.tw:l()-ht

Figura 3.4: Eroarea obtinutd pentru exemplul la momentul t5 = 5- hy si

tio =10 hy

3.5 Metoda multigrid pentru ecuatia difuziei intr-un mediu
cu mai multe straturi

Ecuatia procesului de difuzie este un exemplu clasic de ecuatie parabolica. In acest
paragraf este construita metoda multigrid pentru o astfel de ecuatie (lucrarea [60]).

3.5.1 Modelul matematic

Ecuatia cu conditii la frontiere este

Ou;(z,t) Ou;(z,t)
= (Z) )
ot 0z
u(0,t) = o,
ou(zt)|  _, t>0. (3.24)

u(b,t) = 0 sau —D(z)

H_ b (Z)auéz, t)ﬂ

Proprietatea 3.5.1. [60] Sistemul de ecuatii liniare obtinut cu metoda diferentelor
finite aplicata ecuatiei este

Uit — Ujt—1

hy

Z=Z0i

- D(zi)%, i=1,2,..,N. (3.25)

Observatia 3.5.1. In nodurile care se afla pe frontierele dintre straturile din piele
(z0i,1 = 1,2,...,nqg — 1), ecuatia care descrie legea de conservare a fluxului este

D)) ot = D)=t =12 g — 1. (3.26)

3.5.2 Rezultate numerice, interpretarea rezultatelor

Metoda multigrid a fost folosita in trei moduri:
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e 1. Cunoscand concentratia substantei aplicate, s-a calculat ce cantitate din
aceasta poate sa ajunga la un anumit nivel din piele (Tabelul 3.5])

a.D;=1-10""%Dy=1-10719 D3=3-107"% ¢, =2-1073;
h(m) | =4 \ =6

20-107% || [1.0734;1.0967] - 1073 | [1.0563;1.0622] - 1073
120-107% || [0.9551;0.9566] - 102 | [0.9360;0.9363] - 1073
200-107% || [0.8415;0.9551] - 1072 | [0.7719;0.7976] - 103
1000 - 1076 || [0.0541;0.0653] - 1073 | [0.0453;0.0475] - 1073
1600 - 1075 || [1.3482;2.7545) - 1075 | [0.6432;0.9670] - 1076

Tabelul 3.5: Valorile concentratiei la adancimea h in conditiile de la cazul a.

e 2. Pentru ca la un nivel dat concentratia sa fie suficient de mare pentru ca
substanta activa sa fie eficienta, s-a determinat ce concentratie trebuie sa fie
aplicata la suprafatid. In Tabelul : c reprezinta concentratia necesara la
adancimea h; ¢y este concentratia care ar trebui sa fie aplicata la suprafata
pielii; coeficientii de difuzie cu care s-a lucrat sunt D; = 1- 1072, Dy =1-10719,
D3 =3-10710 ([Z1], [74]). S-au folosit 31 de noduri interioare pe fiecare strat,
respectiv 63 de noduri interioare in stratul in care concentratia s-a cerut sa
fie cuprinsa intre valorile date.

h(m) || clg/em®) | colg/em?)
15-10°% [[1-10%+107% | 1.2832-1073
100-107% || 2-107*+ 1077 | 1.0578-1073
200-107% || 3-107*+10"" | 5.5977-1073
1000-107% || 4-107* £1077 | 14.5703-1073

1600-107% | 5-10> £ 107" 26-1073

Tabelul 3.6: Concentratia ¢y care trebuie aplicata la suprafata pentru a obtine
concentratia ¢ la adancimea h

e 3. S-a studiat modul in care variaza in timp concentratia substantei care
ajunge pana la o anumita adancime intr-un interval de timp, stiind ca la
suprafata s-a aplicat o concentratie constanta timp de 2 minute (Figura [3.5).

Concentratia (g/cm?)

Timpul (min)

Figura 3.5: Variatia concentratiei la 200nm adancime, timp de 4 ore (Nanoparti-
culele au fost aplicate la suprafata timp de 2 minute)
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Capitolul

Metoda prelungirilor in stea

In acest capitol este introdusd o noud metoda, numitd "metoda prelungirilor in
stea” pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale cu derivate partiale care foloseste un
sistem de grile din ce in ce mai fine, asa cum a fost prezentata in lucrarile [56] si
[57].

4.1 Problema model

Ecuatia diferentiala folosita ca model pentru prezentarea metodei este problema de
convectie-difuzie
{ —eAu+aue = f, (z,y) € (0,1) x (0,1), @.1)

u=0, (x,y)e€ oN.

Fie [ -nivelul pe care se cauta valorile aproximative ale solutiei exacte si
n; = 21 — 1 numarul de noduri din grila corespunzitoare acestui nivel. Aplicand
una dintre metodele de discretizare prezentate in Sectiunea [1.2] se poate gene-
ra sistemul de ecuatii liniare care discretizeaza ecuatia diferentiala pe orice nivel
1=0,1,.... Acest sistem contine n% ecuatii si nl2 necunoscute. In prima etapa acest
sistem este rezolvat folosind metoda eliminarii a lui Gauss cu pivotare partiala, pe
o grila mai rara, G,,, astfel inca sistemul care trebuie rezolvat va avea mai putine
ecuatii si necunoscute. Se alege, de exemplu, /o = 2 sau [y = 3.

Astfel, solutia exacta a problemei la nivelul [ este aproximata prin valorile u;,i €
{1,2, ""leO}' In a doua etapa, solutia obtinuti pe nivelul [, este folositi pentru
a genera solutia pe nivelul superior [. Pentru a calcula aproximatiile solutiei pe
nivelul [, grila GG}, trebuie divizata mai departe. Fiecare domeniu Q. k =1, ..., (n0+1)2
(Figura ??) din aceasta va fi impartit in (n; + 1)> subdomenii, unde n; = 25! — 1 si
li=101-1y—1.

4.2 Determinarea valorilor la frontierele subdomeniilor

4.2.1 Prelungirea in stea

Pentru a determina mai exact valorile aproximative ale solutiei pe frontierele dome-
niilor ), se pot folosi solutiile sistemelor obtinute discretizand cu metoda diferen-
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telor finite sau a elementului finit ecuatia initiala in punctele din grila corespunza-
toare valorilor ay, respectiv by, k =1,2,...n2 +n,n = ny, din Figura .

I’y I'y
Ap241 |Ap242 Ap24p
bn, ban by2
n-+n
Fin . hO an . Fout
ba bpia|| - bn2io
Ap41] An42 A2n yg
A bl b7z+1 b bn2+1
aq a9 ces Qp
Iy Iy

Figura 4.1: Nodurile q; si b; din grila G|

Valorile ay, respectiv by, k = 1,2, ...,n9(no+1) depind de distanta verticala, respec-
tiv orizontala (, cu care sunt deplasate fata de vechea grila G, si vor fi notate in

h
continuare cu a;(¢) si bx(¢),¢ = jh,j=1,...n;, k=1,...,n0(np + 1), h = i T
ey
Acestea sunt solutiile unor sisteme de forma '
Aa=T, 4.2)
Bb=T, (4.3)

unde A si B sunt prezentate in continuare in functie de tipul de discretizare ales.

4.2.2 Discretizare prin metoda diferentelor finite

Proprietatea 4.2.1. [56] Daca ecuatia diferentiald cu derivate partiale este
discretizatéd cu metoda diferentelor finite de ordinul al doilea, matricea A din sistemul

va fi de forma

C D © 0 06
S C D 0 0
A= e 5 C © © S M(no—ﬁ-l)no,(no-i—l)n() (R), (4.4)
| © 6 6 ... § C |
(¢ ¢ 0 ... 0] [qu 0 0 .. 0] (g4 0 0 .. 0]
a 9 ¢ ... 0 0 g 0 ... O 0 g 0 ... O
c=90 @« ¢ .. 0 .D = 0O 0 ¢q .. O S = 0 0 g .. O (4.5)
. 0 0 O qe | L 0 0 O Qu | L 0 0 O qd |
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C,D,S € My, n,(R).
Membrul drept T' din sistemul este un vector cu componentele

0 g, O
ting+i(Q) = B3 f (jho,iho +C) = || @ ¢ ar || upr (jho,iho + ), (4.6)
0 qd 0

1= 0, ...,no,j = ]_, ..., o,

up, flind o functie nula in interiorul domeniului €} pe care se lucreaza si egala cu
valorile la _frontierd pe 05, h este pasul grilei de la nivelul | , iar

0 Qu 0 0 —eayYo 0
ahy ahg
@ Ge G || = || —e 2[e + axo + yo)] —et+ =
0 g O 0 —eaxg 0
ho
Yo
ho ho
ho
xo

Figura 4.2: Nodurile vecine pentru grila corespunzatoare punctelor ay

Proprietatea 4.2.2. [56] Valorile b;(¢),k = 1,2,...,n9(no + 1) depind de pozitia lor
orizontald, ¢ fata de vechea grila si se calculeaza rezolvand sistemul a carui
matrice B este tot de forma (4.4), dar in care matricele bloc sunt

[ gc g O ... 0 ] [ g 0 ... 07 ¢ 0 0 0 7
qd 9¢ Qu --- O 0 g 0 ... 0 0qg 0 .. 0
C=1|0¢q g ... 0 D= 0 0 ¢q .. 0O .S = 00¢q ... 0 . @
00 0 .. g | 000 .. ¢ | 000 .. ¢ |
unde
0 qu 0 0 —e 0
@ e G ||=|| —eazo+ ahopd e[2+a(zo +yo)] +avp eayo + ahopB
0 g O 0 —e 0

4.2.3 Discretizare cu metoda elementului finit

Proprietatea 4.2.3. [56] Daca discretizarea ecuatiei diferentiale se face cu
metoda elementului finit, folosind notatia

Loly s k5 kD + k) ks
Iy Is g || = || Ky + kD K+ kB + 58 + kD kB +£5 ||,
I g g ki k&b + k2 kB
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ho " o

Zo

ho

Yo

Figura 4.3: Nodurile vecine pentru grila corespunzatoare punctelor by

in sistemul matricea A va avea urmdtoarele matrice bloc componente

L
ly
c=10

lg O
ls
ly

lg
ls

0 0 0

iar componentele membrului drept vor fi

0

)

ls |

Iy I3
L Iy
0 I
0 0

ting+5(Q) = fo + f£ + fT + 5 —

0

I3
la

Iy
ly
lz

0 ls g
0 7 g
0 S = 0 Iy
o | L0 0
Iy I3
Is lg || upr (jho,iho
lg g

1= 0,...,n0,j = 1,

0 ... O

lg ... O

lg ... 0 (4.8)

0 lg |
+¢)s (4.9)
., NQ.

Proprietatea 4.2.4. [56] Pentru matricea B a sistemului (4.3), blocurile de matrice

componente sunt

[ I5 1o O
ls Is ls
c=10 I Is

6 Is 0 .. 0
lo lg I3 .. 0O
0 lg lg .. O
0 0 0 Is |

€ Mpyno(R).

€ Mno»no (R)’

(4.10)

Membrul drept este al sistemului obtinut cu metoda elementului finit este

ting+5(Q) = f5 + £+ T+ f5 —

i
ly
l7

29

la
ls
lg

I3
lg
ly

1= 0, ...,’no,j = 1,

ufr (tho + ¢, jho),

, 1Q-
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4.3 Metoda prelungirilor in stea pentru conditii de tip Robin
la frontiere

In aceasta sectiune sunt prezentate matricele sistemelor §i pentru cazul in
care la frontierele domeniului, in locul conditiilor Dirichlet, sunt folosite conditiile
de tip Robin. Pentru matricea sistemului modificarile intervin doar in prima
si ultima matrice bloc de forma C, in timp ce pentru matricea sistemului in-
tervin schimbari in toate matricele bloc ale acesteia.

A B T S I

Figura 4.4: Frontierele domeniului problemei model

Pe frontierele I'; si I'y (Figura se pun pentru ecuatia conditiile

eg:i—F&L:g,(x,y)el“lUFg 4.11)

0
unde e este coeficientul de difuzie, ¢ permeabilitatea peretilor I'y,T';, iar =
n
0

9 SR o . o
——ng + N, reprezinta derivata pe directia normalei la frontiera.

oz oy
Proprietatea 4.3.1. Dacad se folosesc conditii de tip Robin, valorile necunoscutei u
pe frontierele 'y sil'y sunt de forma

U1 = pui2 + 491,

. 4.12)
Ui 42 = PUim+1 + qGin4+2,1 = 1,2,...,ny,
unde
e hy
p= 4 = .
e+ &hy e+ &hy

Proprietatea 4.3.2. Matricea sistemului va fi, pentru conditii de tip Robin [4.11]
la frontiere, de forma

Ci D © © 6
S C D © 06
A= © 5 C © © € M(n0+1)no,(no+1)no (R) (4 13)
0 00 .. 5 G|
Matricea A va avea componentele C, D, S € M,, »,(R) definite in relatiile si
[ 15 + plg g + plg 0 0 i
la+plr s +pls lg+ply .. 0
Cy = 0 Iy +ply Is+plg .. 0 c ]\47107710 (R),
i 0 0 0 oo s+ plg |
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[ s + plo g + pls 0 0 i
la+ply I5+pla lg+pls .. 0
Cy = 0 ly+ply Is+ply .. 0 € Mpg o (R),
L 0 0 0 e 5+ plo i

iar componentele membrului drept al sistemului sunt

i o 3

ting+j Q) = f3 + FE+ fE+ P — || e 15 s || (upe(Gho,iho + <) +q- g(jho,iho +C)),
7 lg g

1= 0, ...,’rlg,j = 1, .y 1O

us, flind o functie nuld in interiorul domeniului €2 pe care se lucreaza si pe I'y sil's,
respectiv egald cu valorile la frontierd pe I';,, UT ¢, lar hg este pasul grilei de la nivelul
lg.

Proprietatea 4.3.3. Matricea B din sistemul va fi de forma

C D © .. 0 0]
S ¢ D .. © ©
©e S ¢ .. 6 06
B = : .. € Mno,no(R)a
GG s |
unde
[ 15 +pls o 0 .. 0 i [ s +plg I3 0 .. 0 i
lg ls o 0 lg le Iz .. 0
C = 0 lg I .. 0 D= 0 lg lg .. 0 € Myyno(R),
0 0 0 .. Is+pl | 0 0 0 .. lg+pls |
(4.14)
i l4 —l—pl7 ll 0 0 T
lz b h 0
S=| 0 bl . 0 |en (R) (4.15)
0 0 0 .. L+ph |
Membrul drept al sistemului are componentele
i o I3
ting+i () = 5 + f8 + ST+ 7 — || la 15 o || (upr (iho + €, Gho) + - g (iho + . 5ho) ),
lz Ig g

1=0,...,n0,7=1,...,n9.
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4.4 Aplicarea metodei prelungirilor in stea

In aceasta parte este prezentatd aplicarea metoda prelungirilor in stea pentru mai
multe probleme de convectie-difuzie. Este apoi realizata o comparare a rezultatelor
obtinute cu cele determinate folosind metoda multigrid, iar la final sunt prezentate
concluziile acesteia.

4.4.1 Compararea rezultatelor numerice obtinute cu metoda multi-
grid cu cele obtinute cu metoda prelungirilor in stea

Pentru problema de convectie-difuzie

{ —eAu+au, = f, (z,y) € (0,1) x (0,1) = Q,

sunt prezentate in Tabelul cateva rezultate pentru diferite valori ale coeficien-
tilor care intervin in ecuatie. Este cunoscut din literatura de specialitate faptul
ca pentru acest tip de probleme, in cazul cand convectia este dominanta, deter-
minarea numerica a solutiei este din ce in ce mai dificila (de exemplu metoda
multigrid converge foarte incet sau chiar deloc) pe masura ce raportul dintre coefi-
cientul de difuzie si cel de convectie devine mai mare.

1| SPFEM MG SPDF2 SPMGM
l a=20 e=10 ue ~ 1.0098
3]7.0338-107° 1.1430-10~° 0.0013 7.0338-107°
4| 7.0338-107° 2.8699-107° 0.0013 7.0338-107°
5| 7.0338-107° 7.1829-10"" 0.0013 1.8970- 1074
2| SPFEM MG SPDF2 SPMGM

l a=1/10 e=1 ue ~1.7839
3]4.0852-107% 2.1411-107° 0.0023 4.0852 - 1077
4 | 4.0852-107* 5.3661-107° 0.0023 4.0852 - 10~*
5| 4.0852-107* 1.3436-10°° 0.0023 4.8486 - 10~*

Tabelul 4.1: Erorile obtinute cu diferite metode pentru problema m

Rezultatele numerice pentru erorile de aproximare din Tabelul sunt obtinute
cu: metoda multigrid (MG), metoda prelungirilor in stea (SP), folosind discretizarea
cu metoda elementului finit (SPFEM), metoda prelungirilor in stea (SP), cu dis-
cretizarea cu metoda diferentelor finite de ordinul al 2-lea, si prelungiri cu medii
aritmetice (SPDF2), metoda SP, folosind discretizarea si prelungirea cu metoda el-
ementului finit, iar rezolvarea pe subdomenii cu metoda multigrid (SPMGM).

In continuare metoda prelungirilor in stea este aplicatd pentru cinci probleme
de convectie-difuzie, in care coeficientul de difuzie este e = 1 in primele patru
probleme, respectiv e = ¢ in ultima, iar coeficientii de difuzie sunt precizati in
fiecare tabel.
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Problema MG SPFEM MG SPFEM
4.4.1] =3 1=14
R=0.001 | 9.7034-10° 3.9636-10 ' [ 1.2372-10~* 3.9636- 10!
R=1 6.1850-107° 8.3193-10° | 8.6583-107° 8.3193-107°
R=10 0.0042 0.0226 0.0010 0.0226
R=100 | 1.9026-10"3° 0.7337 4.4842 - 1073 0.3725
R=200 | 1.0186-10"%° 1.8342 7.7763 - 1016 0.8146

Tabelul 4.2: Erorile obtinute cu metoda multigrid si metoda prelungirilor in stea
pentru problema [4.4.1]

Problema 4.4.1.

{ —Au+agu=0, (z,y)e(0,1)x(0,1)=4Q,

U= Uez, (,y) € IQ, o= (c,d),

r_1eW—1
e —1 el —1"
Rezultatele obtinute in urma aplicarii metodei multigrid (MG), respectiv a pre-
lungirilor in stea cu discretizare prin metoda elementului finit (SPFEM) pentru
problema de mai sus sunt date in Tabelul

CU Uey =

Observatia 4.4.1. Datele numerice obtinute arata faptul ca metoda prelungirilor in
stea poate fi mai eficienta decat metoda multigrid pentru problemele de convectie-
difuzie in cazul in care convectia este dominanta (raportul R dintre modulul coeficien-
tului de convectie si cel de difuzie este mai mare decat 1).

4.5 Aplicatii ale metodei prelungirilor in stea in probleme
practice

In continuare sunt prezentate doua exemple de aplicare a metodei prelungirilor
in stea pentru o problema de convectie-difuzie intr-un domeniu rectangular bidi-
mensional care modeleaza un caz concret necesar in medicina, apoi o problema de
difuzie intr-un domeniu cu frontiere neregulate.

4.5.1 Metoda prelungirilor in stea pentru o problema stationara de
convectie-difuzie

Problema model

Pentru a studia problema transportului unui solvent intr-un vas de sange se folo-
seste urmatoarea ecuatie cu derivate partiale

mAc+nyc+ac=f, (z,y)€
€= (@) € Fm’ n = (ny,n2) (4.17)
¢ = g2, (JU,Z/) € 1_‘outa b '
c = &gs, (:r,y)
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Aici ¢ = ¢(x,y) reprezinta concentratia solventului in sange; primul termen, mAc,
din ecuatia (2.9) descrie difuzia, al doilea termen, n v/ ¢, descrie fenomenul de
convectie si se poate descompune in doi termeni, unul pentru convectia pe directia

Ox, nla—c si unul pentru cea pe directia Oy, ng m reprezinta coeficientul de
T

C .
oy’
difuzie a solventului, n este un camp dat de viteze, o este coeficientul de reactie,
f este un termen de perturbatii posibile pentru concentratia solutiei, datorat de
exemplu reactiilor chimice.

Determinarea solutiei numerice a problemei de convectie-difuzie de forma
devine tot mai dificila (converge slab sau chiar deloc) pe masura ce raportul din
relatia (??) creste (adica predomina convectia in proces), si acesta este cazul studiat
in problema model (4.17) (raportul aici este 104).

Rezultate numerice si concluzii

Pentru problema de convectie - difuzie (4.17), valoarea concentratiei pe domeniul
ales, determinata cu metoda prelungirilor in stea, este prezentatd in Figura [4.5]

© © © ©
-] ~ @ ©
]

concentration of the solute (mg/cc)

@
88

60 T —

Oxi0==x==1icm Oy: 0<=y<=0.2 cm

Figura 4.5: Concentratia calculata pe domeniul [0;1]x[0;0,2]

4.5.2 Modelul transportului unui fluid printr-un domeniu cu frontiere
neregulate

Domeniul din Figura modeleaza un vas de sange care are pe pereti depuneri
sub forma unor inele toroidale.

Y

a Xoc b B

Figura 4.6: Modelul domeniului {2
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Ecuatia care descrie procesul de difuzie printr-un vas de forma celui din Figura
este

0%u 0%u
—Di— —Dy— = Q;
1 6:5‘2 2 8y2 fv (937 y) € i
u=x?+ 1> (x,y) € 0.
Coeficientii de difuzie folositi in rezolvarea problemei au fost D; = D, = 1, iar
f = —4, caz in care solutia exacti este u., = 2> +3°. Pentru domeniul Q, a =0, b = 1,
c=0, d=0,2, iar centrul cercului este C(xq., yoc) cu zgo. = 0,5, 0. = —0,2, R = 0, 25.

Discretizarea problemei s-a facut prin metoda diferentelor finite de ordinul al
doilea, in punctele din interiorul domeniului ecuatia in forma discretizata fiind

Uit1,j — 2Uij + Ui, Uiyj+1 — 2Uij + Uij—1

~ D —D, _ (4.18)
B2 2
sau
_ Dy _
0 _h712/ 0
D1 D1 Do D1
2 2 (h% + h%/) R w(xi,yi) = filzs, yy), (x4, 95) € . (4.19)
D,
0 —— 0
il h3 1l

In cazul punctelor (xi,y;) € € din vecinatatea frontierelor I'y si I'; s-a folosit
pentru discretizare schema Shortley-Weller [34], [86]

Il 0 L 0 Tl
hn(hy + hs)
21 — o = + D2 — Dy (z5,y;) = filxi, yj)
hv(hg +hy) hehy DhEhv he(he + hy) || 0 Y9 = I Y)-
2
0 o 0
1N hs(hn + hs) 1

Lucrand cu datele de mai sus, pentru solutia exacta aleasa, s-a aplicat metoda
prelungirilor in stea, cu grila initiala pe nivelul [y = 2 si cu grila cea mai fina
corespunzand nivelului | = 5, eroarea u — u., pe domeniul ) este prezentata in

Figura [4.7]

004,

=

-

Figura 4.7: Eroarea pe grilacul =5 sily =2
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