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Introducere

Unul dintre cele mai importante subiecte din analiza neliniara si aplicatii este agsa numita problema
de echilibru. Teoria echilibrului, parte a analizei neliniare, ne ofera un cadru unitar pentru studiul
unei varietati de probleme, de exemplu: probleme de optimizare, inegalitati variationale, probleme
de punct sa, probleme complementare, probleme de echilibru Nash si probleme de punct fix. Aceste
tipuri de probleme apar adesea in economie, mecanica, fizica, etc.

In raport cu bifunctia implicata, putem distinge doua forme de probleme de echilibru: problema
de echilibru scalara si problema de echilibru vectoriala. In aceastd tezd vom obtine rezultate de

existenta pentru ambele forme.

Prima problema de echilibru care a fost studiata in literatura a fost problema scalara care

consta in:
(SEP) sa se afle a € A astfel incat f(a,b) > 0 pentru orice b € B,

unde A si B sunt doua multimi nevide si f : A x B — R este o bifunctie data.

Prima data notiunea de problema de echilibru a aparut in articolul lui E. Blum si W. Oet-
tli [21] dar problema propriu-zisa a fost investigata cu mai mult de doudzeci de ani In urma in
articolul lui Ky Fan [43] in legatura cu aga-numitele teoreme de intersectie (adica rezultate care
demonstreaza ca intersectia anumitor multimi e nevida). Ky Fan a considerat (SEP) in cazul
special cand A = B este o submultime compacta si convexa a unui spatiu topologic Hausdorff si

?

a numit-o ” inegalitate minimax”. In acelagi an, H. Brézis, G. Nirenberg si G. Stampacchia [22]
au imbunatatit rezultatul lui Ky Fan, extinzandu-1 la o multime necompacta dar presupunand in

schimb o ”conditie de coercivitate”, care este automat satisfacuta daca multimea este compacta.

(SEP) a fost studiata foarte mult in ultimii ani, de exemplu, in lucrarile M. Bianchi si R.
Pini [17], [18], M. Bianchi si S. Schaible [15], G. Bigi, M. Castellani gi G. Kassay [20], W. Oet-
tli [103], A.N. Iusem, G. Kassay si W. Sosa [66], A.N. Iusem i W. Sosa [63].

Conditii necesare (si in unele cazuri si suficiente) pentru existenta solutiilor in cazul infinit
dimensional au fost propuse, printre altii, de A.N. Tusem gi W. Sosa [63], A.N. Tusem, G. Kassay
si W. Sosa [66] si de G. Kassay si M. Miholca [77]. Este de precizat ca A.N. Tusem, G. Kassay
si W. Sosa [65] au obtinut rezultate de existenta in ceea ce priveste (SEP) in cazul spatiilor finit

dimensionale unde ipotezele sunt mai slabe.



Extinderea problemei scalare la cazul vectorial poate fi facuta in diverse moduri. Daca Y este
un spatiu topologic vectorial, K C Y un con convex cu interiorul nevid, doua multimi nevide A
si B gi o bifunctie f : A x B — Y, problema echilibrului in caz vectorial poate fi formulata astfel,

cunoscuta in literatura sub denumirea de problema vectoriala slaba de echilibru:
(VEP) sa se afle a € A astfel incat f(a,b) ¢ —int K pentru orice b € B.

(VEP) a fost de asemenea studiata in ultimii ani, printre lucrari, numarandu-se Q.H. Ansari, S.
Schaible i J.C. Yao [8], M. Bianchi, N. Hadjisavvas gi S. Schaible [16], A. Capata si G. Kassay [29],
D.T. Luc [92].

Problema vectoriala de echilibru contine ca si cazuri particulare probleme de optimizare vecto-
riala, probleme vectoriale de punct-sa, inegalitatr variationale vectoriale care apar din economie,

fizica, mecanica, etc. In continuare vom descrie inegalitatile variationale vectoriale.

Presupunem ca X este un spatiu real topologic gi notam cu L(X,Y’) multimea tuturor functio-
nalelor din X in Y. Fie T : X — L(X,Y) si fie A= B :=domT.

(i) Inegalitatea variationala vectoriala de tip Stampacchia este formulata in felul urmator:
(SVVI) sa se afle a € A astfel incat (T'(a),b— a) ¢ —int K pentru orice b € A.

Daca consideram f: A x A — Y data de

f(a, b) = <T(a>’ b— CL>,
atunci (V EP) este echivalenta cu (SVVI).

(ii) Inegalitatea variationala vectoriala de tip Minty este formulata in felul urmator:
(MVVI) sa se afle a € A astfel incat (T'(b),b — a) ¢ —int K pentru orice b € A.

Daca consideram g : A x A — Y definita prin

g(CL?b) = f(b7 a) = <T<b>>a’ - b>7

cu f data la itemul (i), se observa ca (VEP) in raport cu g este echivalenta cu (MVVI).

Inegalitatile variationale vectoriale s-au dovedit un instrument matematic foarte important in
modelarea multor probleme practice.

Cu setarile presupuse pentru problema de echilibru vectorial, daca luam Y := R", K C R" un
con convex punctat, A = B o multime nevida si f(a,b) = F(b) — F(a), unde F': A — R", atunci

(VEP) devine problema de optimizare vectoriala in cazul finit, notata (VOP).
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In anul 1998, Giannessi [53] a utilizat pentru prima dati aga-numita inegalitate variationald
vectoriala de tip Minty pentru a obtine conditii necesare si suficiente pentru ca o un punct sa fie
solutie eficienta a unei probleme de optimizare vectoriala pentru functii diferentiabile si convexe.

De atunci, numerosi cercetatori au studiat (VOP) folosind diferite tipuri de inegalitati varia-
tionale vectoriale de tip Minty si cu diferite ipoteze, de exemplu S. Al-Homidan si Q.H. Ansari [1],
Q.H. Ansari si G.M. Lee [3], Q.H. Ansari, M. Rezaie si J. Zafarani [5], Q.H. Ansari si J.-K. Yao [6],
G.R. Garzon, R.O. Gomez i A.R. Lizana [52], S.K. Mishra si S.Y. Wang [100]. De asemenea,
inegalitatile variationale vectoriale au fost generalizate in diferite directii, de exemplu in S. Al-
Homidan si Q.H. Ansari [1], F. Giannessi, A. Maugeri si P.M. Pardalos [55], T. Jabarootian si J.
Zafarani [68], S.K. Mishra si S.Y. Wang [100], M. Rezaie si J. Zafarani [109], X.M. Yang si X.Q.
Yang [121].

Scopul acestei teze este de a extinde anumite rezultate existente pentru (SEP) si (VEP) si de a

prezenta noi rezultate pentru (SEP) si (VEP) si pentru diferite tipuri de inegalitati variationale

(generalizate).
Prezenta teza consta in 3 capitole.

Notiunile matematice si anumite rezultate necesare pentru studiul problemei de optimizare
scalare sau vectoriale sunt prezentate in Capitolul 1. Sectiunea 1.1 contine proprietati referitoare
la conuri, multimi convexe, teoreme de separare si de intersectie in spatii infinit dimensionale,
diferite generalizari ale notiunii de continuitate pentru functii scalare si vectoriale si de asemenea,
monotonii clasice pentru operatori. Apoi, In Sectiunea 1.2, sunt prezentate notiuni slabite de

convexitate pentru functii vectoriale si caracterizari ale lor.

Capitolul 2 este dedicat prezentarii unor rezultate de existenta pentru (SEP) si (VEP). Mai
exact, Sectiunea 2.1 prezinta rezultate pentru (SFEP) in cazurile in care avem o multime compacta
sau nu. In subsectiunea 2.1.1, folosind notiunea de pseudo-superior semicontinuitate, extindem
un rezultat de existenta obtinut de G. Kassay si J. Kolumban [76]. Subsectiunea 2.1.2, in cazul
in care multimea nu este compacta, prezinta rezultate de existenta pentru (SEP) in cazul infinit
dimensional fara sa folosim monotonicitatea dar folosind o ipoteza de continuitate asupra lui f in
raport cu prima variabila. Absenta ipotezei de compactitate asupra multimii A poate fi evitata
folosind diferite tipuri de conditii de coercivitate.

In Sectiunea 2.2, extindem rezultatul obtinut de A. Capéti si G. Kassay [29] pentru (V EP) folosind
notiunea de K-pseudo superior continuitate.

In ultima sectiune a acestui capitol, Sectiunea 2.3, prezentam rezultate pentru cazul special de
problema vectoriala (VEP) si anume cand f(z,y) = g(z,y) + h(z,y). Aceasta problema, cu
g,h: Ax A — R, a captat mai putin atentia, desi a fost studiata in E. Blum si W. Oettli [21],
unde autorii obtin rezultate de existenta pentru (V EP) impunand conditii separate asupra lui f
i g. Asa cum reiese din [21], daca g = 0, rezultatul devine o varianta a teoremei lui Ky Fan [45],

pe de alta parte, pentru h = 0, rezultatul este o varianta a teoremei lui Browder-Minty pentru



inegalitati variationale (a se vedea Browder [24], [25], G.J. Minty [99]). De asemenea, in aceasta
sectiune, tratam cazul special al spatiilor Banach reflexive inzestrate cu topologia slaba; prezentam

aici conditii suficiente pentru a garanta anumite conditii de coercivitate.

In Capitolul 3 studiem diferite tipuri de inegalitati variationale. Sectiunea 3.1 prezinta studiul

operatorilor monotoni generalizati. Conceptul initial de operator monoton a fost extins in diferite
directii. Pe langa interesul teoretic pe care il prezinta, operatorii monotoni generalizati sunt
mai potriviti pentru a descrie probleme practice decat operatorii monotoni, in discipline precum
economia, stiinta managementului, teoria probabilitatii si alte stiinte aplicative. Rezultatele de
surjectivitate sunt de asemenea foarte importante si garanteaza, in particular, existenta zerourilor
unor astfel de operatori.
In Sectiunea 3.2, sunt prezentate conditii suficiente pentru existenta solutiilor inegalitatilor varia-
tionale in spatii infinit dimensionale, folosind ipoteze de monotonie si quasicoercivitate. In cazul
special cand domeniul operatorului este intreg spatiul, se demonstreaza existenta zerourilor pentru
astfel de operatori. Rezultatele de surjectivitate din Sectiunea 3.3 sunt obtinute fara monotonie
dar cu o conditie de coercivitate mai tare. In Sectiunea 3.4 folosim operatori C-pseudomonotoni
si stabilim un rezultat pentru inegalitati variationale definite cu astfel de operatori, rezultat care,
prin prisma spatiilor Banach reflexive, poate fi privit ca o generalizare a rezultatului lui D. Inoan
si J. Kolumbén [62].

Sectiunea 3.5 este dedicata studiului inegalitatilor variationale generalizate de tip Minty si
Stampacchia definite cu ajutorul functiilor multivoce in spatii topologice si include, ca si caz
special, inegalitatile variationale generalizate tari. Punctul de pornire a unui astfel de studiu a
fost generat, printre altele, de lucrarile T.Q. Bao si B.S. Mordukhovich [12], Y.P. Fang si N.J.
Huang [46], Y.P. Fang si N.J. Huang [47], A.P. Farajzadeh, A.A. Harandi si K.R. Kazmi [48], J.
Zeng si S.J. Li [128]. Tot in aceasta sectiune s-au introdus cateva tipuri de invexitati generalizate
pentru o problema multivoca de optimizare si se studiaza relatiile intre ele. De asemenea, se
stabilesc legaturi intre cateva tipuri de inegalitati variationale si aceasta problema de optimizare,

folosind subdiferentiala contingenta slaba, definita pentru functii multivoce.

In Sectiunea 3.6 studiem inegalititi variationale vectoriale de tip Minty si de tip (slab) Stam-
pacchia (inegalitati variationale care sunt strict legate de conceptul de invexitate i preinvexi-
tate pentru functii, concept care generalizeaza notiunea de convexitate pentru functii), definite
cu ajutorul diferentialei Mordukhovich in spatii Asplund. Pentru prima data, conceptul de in-
vexitate a fost introdus de M.A. Hanson [59]. Recent, caracterizarea si aplicatiile in ceea ce
priveste invexitatea generalizata, au fost studiate de multi autori, printre care Q.H. Ansari si J.-K.
Yao [6], A. Cambini si L. Martein [28], A. Chinchuluun si P.M. Pardalos [36], T. Jabarootian si
J. Zafarani [68], G.R. Garzon, R.O. Gomez si A.R. Lizana [51], M. Soleimani-damaneh [115], M.
Soleimani-damaneh [116], X.M. Yang, X.Q. Yang si K.L. Teo [122], X.M. Yang, X.Q. Yang si K.L.
Teo [125].



In aceasti sectiune, obtinem legaturi intre solutiile problemei (VOP) si aceste inegalitati variatio-
nale vectoriale, folosind conceptul de invexitate generalizata pentru functii vectoriale. Principalele
rezultate in lucrarile S. Al-Homidan si Q.H. Ansari [1], Q.H. Ansari, M. Rezaie si J. Zafarani [5],
M. Rezaie i J. Zafarani [109] au fost obtinute folosind subdiferentiala Clarke. Deoarece clasa
subdiferentialei Clarke este mai numeroasa decat clasa subdiferentialei Mordukhovich (vezi B.
Mordukhovich [101]), cativa autori au studiat inegalitatile variationale vectoriale si problemele
de optimizare vectoriala, definite cu ajutorul celei din urma, cu scopul de a obtine rezultate mai
bune. Cu ajutorul catorva exemple vom demonstra ca rezultatele noastre sunt mai bune decat cele

obtinute in literatura de specialitate.

Contributiile originale ale autorului tezei sunt:
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3.5.30, Teorema 3.5.31, Corolarul 3.5.32, Corolarul 3.5.33, Corolarul 3.5.34, Teorema 3.5.35, Coro-
larul 3.5.36, Teorema 3.5.37, Corolarul 3.5.38, Corolarul 3.5.39, Corolarul 3.5.40, Teorema 3.5.41,
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Capitolul 1
Notiuni si rezultate preliminare

In aceastd tezi, folosim notiunile binecunoscute de spatiu vectorial, spatiu topologic si spatiu
topologic vectorial. Toate spatiile sunt reale. Notiunile de baza si proprietati privind aceste
spatii, precum si alte spatii, pot fi gasite in carti precum I. Muntean [102], H.L. Royden [111], W.
Rudin [113], J. Schauder [114], J. Von Neumann [118], K. Yosida [126].

Daca X si Y sunt spatii topologice vectoriale, notam
LX,)Y):={¢: X - Y | £ liniara si continua},
giprin (-,-) : L(X,Y) x X — Y intelegem
(€,2) =€&(x), VEEL(X,Y), VoeX.

In cazul particular cand Y := R, avem L(X,Y) := X* (dualul lui X) si (-,-) : X* x X — R este

perechea duala definita prin
(%, x) = a"(z), Va" e X*, VoeX.

Fie {zo}a € X un gir i ¢ € X. Reamintim ca x, converge slab la x (notam z, — z) daca
pentru orice z* € X* avem ca (z*, z,) converge (in R) la (z*, ). Reamintim de asemenea ca intr-un

spatiu Banach reflexiv orice submultime inchisa, convexa si marginita este slab compacta.

1.1 Multimi convexe, conuri convexe si

teoreme de intersectie
Definitia 1.1.1. O submultime A a unui spatiu vectorial X se numeste convera daca
A+ (1 =XN)AC A pentru orice X € [0,1].
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Pentru o submultime A a unui spatiu vectorial topologic X, notam cu intA, clA,
coA, riA, interiorul, inchiderea, invelitoarea convexa si interiorul relativ al lui A, respectiv. Cu

A’ notdm multimea tuturor punctelor de acumulare ale lui A.

Definitia 1.1.2. Fie X un spatiu vectorial. O submultime K C X se numeste con daca este
nevida si AK C K pentru orice A > 0. Un con K C X se numeste conver daca este o multime

convexa.

Un con K al unui spatiu vectorial este convex daca gi numai daca K + K C K. Pentru mai
multe detalii, vezi R. Hartley [60].

Definitia 1.1.3. Un con al unui spatiu vectorial se numeste:
(i) netrivial daca K # {0};
(i1) propriu daca K # X;

(1it) punctat daca K N (—K) = {0};

(iv) solid daca intK # ().

Daca avem un con convex K al unui spatiu topologic vectorial X, conul dual of K se defineste
K*:={x*e€ X*| z%(k) >0 pentruorice k€ K}.

De asemenea, ca si in cazul numerelor reale, avem nevoie ca spatiile vectoriale sa fie ordonate.
Aceasta relatie de ordine o vom prezenta in continuare. Fiind dat un con convex punctat K al

unui spatiu vectorial X, relatia < este definita in felul urmator:
y <k x daca si numai daca r —y € K.
Pentru orice x,v, 2, t, alese arbitrar, urmatoarele proprietati au loc:
(i) = <k x;
(i) z <g ysi z <k timplica v + z <g y + t;
(i) z <k y §i y <g x implica = = y;
(iv) = <g y si A € Ry implica Az < Ay.

Relatia de dinainte este, in particular, o relatie de ordine partiala.
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Lema 1.1.4. (vezi, A. Capata si G. Kassay [29]) Fie K un con convex solid si netrivial al unui
spatiu topologic vectorial X. Daca k* € K* este o functionald nenula, atunci k*(k) > 0 pentru
orice k € int K.

Urmatorul rezultat este o varianta a binecunoscutei teoreme Hahn-Banach. Cunoscuta ca si
teorema de separare prin hiperplane inchise a doua multimi convexe, este un rezultat important

in analiza convexa neliniara.

Teorema 1.1.5. [40] Fie X un spatiu topologic vectorial si fie A si B doud submulfimi nevide

conveze ale lui X care satisfac urmatoarele conditii:

(i) B are interior nevid;

(il) AN (int B) = 0.
Atunci exista x* € X*, x* # 0, sir € R astfel incat x*(a) < r < z*(b) pentru orice a € A gi b € B.
Remarca 1.1.6. Ipoteza (i) este esentiala in Teorema 1.1.5, aga cum ne-o arata exemplul urmator.

Exemplul 1.1.7. Fie X un spatiu vectorial topologic infinit dimensional gi fie z* : X — R o

functionala discontinua. Notam cu
C={reX|z(x)=0} si D={zve X |z"(z) =1}

Se observa ca multimile sunt convexe, dense si int C' = int D = (), C'N D = () iar cele dous multimi

totusi nu pot fi separate prin hiperplane inchise.

Remarca 1.1.8. In spatii finit dimensionale, orice submultime convexa nevida are interior relativ

nevid (vezi [110]) si Teorema 1.1.5 se poate aplica fara conditia (i) si cu o conditie (i7) mai slaba.

Teorema 1.1.9. [110] Fie A si B doud mulfimi convexe nevide in R™ astfel incat

riA N1iB = 0. Atunci existd un hiperplan care sd separe strict cele doud mulfimi A si B.

Fie X un spatiu vectorial §i F' : X — [—00,400] o functie. Domeniul, multimea de nivel si

epigraful lui F' sunt definite in felul urmator:

dom F:={x € X | F(x) < o0},
L(F,r)={xe€ X | F(x) <r},reR,
epi F:={(z,r) € X xR | F(x) <r},

respectiv.

Definitia 1.1.10. (vezi, de exemplu, [14], [110]) Fie X un spatiu topologic §i F': X — [—o00, +00]

o functie.
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(i) F se numeste inferior semicontinud in punctul xy € X daca pentru orice € > 0 exista o

vecinatate U a lui xg astfel incat f(z¢) < f(z) + € pentru orice x € U.

(ii) F se numeste superior semicontinud in punctul o € X daca daca pentru orice € > 0 exista

o vecinatate U a lui x( astfel incat f(x¢) — e < f(x) pentru orice z € U.

Daca X este un spatiu normat, F' se numeste inferior semicontinud in punctul xo € X daca pentru
orice {z,}, C X,
Ty, — To = F(x0) < liminfF(z,);

n—0o0

F' se numeste superior semicontinud in punctul zo € X daca pentru orice subsir {z,}, C X,

T, — xo = limsupF(z,) < F(x).

n—oo

Teorema 1.1.11. (vezi, de exemplu, [14], [110]) Fie X un spatiu topologic vectorial Hausdorff si

F: X — [—00,400] o functie. Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) F este inferior semicontinud, adica, F este inferior semicontinud in fiecare punct a lui X;
(ii) epiF este inchis in X X R,

(11i) pentru orice r € R, multimea L(F,r) este inchisa in X.

Definitia 1.1.12. Fie X un spatiu normat i F': X — [—00, +00] o functie. F' se numeste superior

hemicontinua daca este superior semicontinua pe orice segment inclus in X.

Fie T : X — 2 o functie multivoca si K C Y un con convex punctat. Domeniul, graficul si

epigraful lui T se definesc in felul urmator

domT :={zx € X | T(x) # 0},
gphT = {(z,y) € XY |z €domT, y € T(x)},
epiT :={(z,y) e X xY |z €edomT, y € T'(z) + K},

respectiv.

Urmatorul concept pentru operatori s-a dovedit a fi foarte important in ultimii 50 de ani.

Definitia 1.1.13. (vezi, de exemplu, [24]) Fie T : X — 2% o functie multivoca. Spunem ca T

este monotona daca pentru orice z1,xe € domT, y; € T(x1),y2 € T(x2) avem
(Yo —y1, 22 — 1) > 0.

Clasica notiune de operator monoton a fost extinsa in mai multe moduri. Dintre acestea,

mentionam urmatoarele doua.
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Definitia 1.1.14. (vezi, de exemplu, [57]) Fie T : X — 2% o functie multivoca. Spunem ca T

este pseudomonotond daca pentru orice 1, x5 € dom T, y3 € T'(z1),y2 € T'(z2) avem
(Y1,22 — 1) > 0= (Y2, 29 — 1) > 0.

Definitia 1.1.15. (vezi, de exemplu, [57]) Fie T : X — 2% o functie multivoci. Spunem ci T'

este quasimonotona daca pentru orice x1, o € dom T, y; € T(x1),ys € T(x2) avem
<y1,$2 — .§L’1> >0= <y2,l’2 — $1> > 0.

In cele ce urmeaza, in aceasta sectiune, vom presupune ca A este o submultime a unui spatiu

topologic vectorial X si ca T : X — 2% este o functie multivoca cu domT = A.

Definitia 1.1.16. T se numeste operator de tip KKM daca, pentru orice submultime finita

{a1,as,...,a,} a lui A, urmatoarea incluziune are loc:
n
co{ar, ag, ...,a,} C UT<CL¢>‘
i=1

Urmatoarea lema, foarte cunoscuta, a fost data de by B. Knaster, C. Kuratowski si S. Mazur-
kiewicz [82] In spatii finit dimensionale, in timp ce in spatii infinit dimensionale acest rezultat a
fost stabilit de Ky Fan [43].

Lema 1.1.17. [43] Fie T : A — 2% un operator de tip KKM care satisface urmdtoarele conditii:
(i) multimea T'(a) este inchisa pentru orice a € A;
(ii) exista a € A astfel incat T'(a) este o mulfime compacta.

Atunci (N,es T(a) # 0.

Pentru a stabili rezultatele din Sectiunea 3.4 avem nevoie de urmatoarea teorema importanta
de intersectie stabilita de H. Brézis, G. Nirenberg si G. Stampacchia [22] care extinde teorema

anterioara obtinuta in [43].
Teorema 1.1.18. [22]. Fie T : A — 2% un operator de tip KKM astfel incat:
(i) multimea c1T(yo) este compacta pentru un yo € A;

(i1) pentru orice y € A gi pentru orice subspatiu finit dimensional Z al lui X, multimea T (y) N Z

este inchisa;

(i1i) pentru orice segment D al lui X :
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cdl N Ty)NnD=( n T(y)nD.

yeAND yeAND

Atunci yQAT(y) # ().

Remarca 1.1.19. Dacd A este convexd, inchisa si T(y) C A pentru orice y € A, atunci ipoteza
(1ii) poate fi inlocuita de

(731!) pentru orice segment D al lui X

cd(NT(y)ND=(nNnT(y)ND.

yeD yeD

1.2 Functii care satisfac conditii slabe de convexitate

Fie X un spatiu vectorial si A o submultime nevida a lui.

Definitia 1.2.1. (vezi, de exemplu, [57]) Daca A C X este convexa, o functie F' : A — R se
numeste quasiconvexd daca, pentru orice x,y € A gi pentru orice A € [0, 1], urmatoarea inegalitate

are loc:

F(da + (1 - \y) < max{F(z), F(y)}.

Definitia 1.2.2. (vezi, de exemplu, [57]) Daca A C X este convexa, o functie F' : A — R se

numeste semistrict quasiconvezxa daca, pentru orice x,y € A, urmatoarea inegalitate are loc:
F(z) < F(y) = VA€ (0,1), F(Az+ (1 = N)y) < F(y).

Daca F este semistrict quasiconvexa si inferior semicontinua, atunci este quasiconvexa. Pentru
mai multe detalii, vezi N. Hadjisavvas [57], I. Konnov [86] si I. Konnov i T.L. Dinh [88].

Definitia 1.2.3. (vezi, de exemplu, [57]) Daca A C X este convexa, o functie FF : A — R
se numeste pseudoconverd daca, pentru orice z,y € A si pentru orice A € (0,1), urmatoarea

implicatie are loc:
Flar+ (1 —a)y) > F(z) = Flaz + (1 — a)y) < F(y).

Urmatoarea notiune a fost introdusa de Ky Fan [42] pentru a extinde anumite rezultate de

minimax.

Definitia 1.2.4. [42] Fie B o multime nevida. O bifunctie f : A x B — R se numegte Ky Fan

concav-convexd daca pentru orice ay,ay € A si orice A € [0, 1], exista a € A astfel incat

f(a,b) > Af(a1,b) + (1 — X) f(az,b) pentru orice b€ B,
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si pentru orice by, by € B si orice p € [0, 1] exista b € B astfel incat
fla,b) < uf(a,by) + (1 —p)f(a,by) pentru orice a € A.

Cativa ani mai tarziu, H. Konig [85] a extins notiunea anterioara a lui Ky Fan pentru a gene-

raliza rezultatul sau de minimax.

Definitia 1.2.5. [85] Fie B o multime nevida. O bifunctie f : A x B — R se numeste Konig

concav-convexd daca pentru orice ai,as € A exista a € A astfel incat
fla,b) > =[f(a1,b) + f(az,b)] pentru orice b€ B,
si pentru orice by, by € B exista b € B astfel incat

fla,b) < =[f(a,b1) + f(a,by)] pentru orice a € A.

N | —

Notiunea de convexitate pentru functii scalare a fost extinsa in mod natural pentru functii

vectoriale, in raport cu ordinea indusa de un con K.

Definitia 1.2.6. Fie X si Y doua spatii vectoriale, fie A o submultime nevida a lui X gi fie K CY

un con convex. O functie F': A — Y se numeste:

(i) K-convexa daca A este convexa si, pentru orice aj,as € A i orice A € [0, 1], urméatoarea

inegalitate are loc:
F(Qar + (1 = Nag) <g AF(a1) + (1 — X\)F(ag);

F' se numeste K-concava daca —F este K-convexa.

(ii) K-convexlike daca, pentru orice a, as € A si pentru orice A € [0, 1], exista a € A astfel incat

F(a) <g AF(a1) + (1 = N\)F(as);

(ili) K -subconvexlike daca exista k € int K astfel incat pentru orice ai,as € A, orice A € [0, 1] si

orice € > 0, exista a € A care satisface urmatoarea inegalitate:

F(a) <x MF(a1) + (1 — N)F(az) + ¢k

Definitia 1.2.6 (i) poate fi gasita in B. D. Craven [37], (ii) se datoreaza lui Ky Fan [42], iar (iii)
apare in V. Jeyakumar [70]. Evident, cand int K # ), daca F este K-convexlike atunci F' este si

K-subconvexlike.
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In continuare, prezentam cateva monotonii pentru bifunctii scalare folosite in literatura din
ultimii ani. Cele mai multe dintre aceste notiuni au fost inspirate de concepte similare de monotonie

(generalizata) definite pentru operatori definiti de la un spatiu topologic vectorial la dualul sau.

Fie A C X o multime convexa.
Definitia 1.2.7. (vezi, de exemplu, [17]) Bifunctia f : A x A — R se numeste
(i) monotona daca f(x,y) + f(y,x) < 0 pentru orice z,y € A;

(ii) quasimonotond daca urmatoarea implicatie are loc:
f(x,y) > 0= [fly,x) <0;

(iii) propriu quasimonotona daca pentru orice 1, - - ,x, € A si orice Ay, -+, A, > 0 astfel incat
n
Yo A =1, are loc

1<i<n

min f(x;, Z)\jxj) <0.
j=1

Propriu quasimonotonicitatea a fost introdusa de Zhou si Chen in [129] sub numele de 0 —

diagonal quasiconcavity (vezi de asemenea [17]).

In cazul inegalitatilor variationale, propriu quasimonotonicitatea este o notiune mai tare decat
quasimonotonicitatea, aga cum a definit-o S. Karamardian si S. Schaible [73]. In cazul general al

operatorilor, niciuna nu o implica pe cealalta, vezi M. Bianchi si R. Pini [17].

Rezultatul urmator, cunoscut ca fiind "teorema de minimax a lui Ky Fan”, joaca un rol im-

portant in analiza convexa si este o consecinta a Lemei 1.1.17.

Teorema 1.2.8. [45]. Fie A o mulfime compacta si convexd a unui spatiu topologic vectorial
Hausdorff. Daca f: Ax A — R este astfel incit pentru orice x € A, f(x,-) este quasiconvexd i

pentru orice y € A, f(-,y) este superior semicontinud, atunci exista T € A astfel incat

f(@,y) > ingf(x,x) pentru orice y € A.
xe
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Capitolul 2
Probleme de echilibru

Unul dintre cele mai importante subiecte din analiza neliniara (vezi, de exemplu, P.M. Pardalos,
T.M. Rassias si A.A. Khan [106]) si din cateva domenii aplicative, este aga numita problema de
echilibru. In raport cu bifunctia implicata, putem distinge doua forme ale problemei: problema
scalara si problema vectoriala de echilibru. In acest capitol vom obtine rezultate pentru ambele.
Problema de echilibru a fost foarte studiata in ultimii ani (vezi, de exemplu, M. Bianchi, G. Kassay
si R. Pini [19], O. Chadli, Y. Chiang si S. Huang [30], X.H. Gong [56], A.N. Iussem si W. Sossa [64],
P. Kas, G. Kassay si Z. Boratas-Sensoy [74], G. Kassay [75], I.V. Konnov si J.C. Yao [87]). Unul
dintre motivele studierii ei este faptul ca ea contine, ca gi cazuri particulare, probleme de optimizare,
probleme de punct sa (probleme minimax) (vezi, de exemplu, [41], F. Ferro [49], S. Paeck [105]),
inegalitati variationale (monotone sau nu)(vezi, de exemplu, L.B. Batista Dos Santos, G. Ruiz-
Garzén gi MLA. Rojas-Medar [13], S.S. Chang si Y. Zhang [31], G.-Y. Chen si Q.M. Cheng [32],
B. Chen si N.J. Huang [33], C. Finet, L. Quarta si C. Troestler [50], F. Giannessi [53], K.L. Lin,
D.P. Yang si J.C. Yao [90]), probleme de echilibru Nash si alte tipuri de probleme cu caracter
aplicativ (vezi, J.P. Aubin [9], T. Basar si G. J. Olsder [11], A.J. Jones [71], H.W. Kuhn [89], N.N.
Vorob’ev [119] sau E. Blum si W. Oettli [21] pentru o descriere mai completa).

2.1 Rezultate de existenta pentru problema scalara

In aceasta sectiune vom presupune ca A este o submultime nevida a unui spatiu topologic X si B

este o multime nevida.

Fie f : A x B — R o bifunctie data. Problema scalara de echilibru consta in aflarea unui

element a € A astfel incat

(SEP) f(a,b) >0 pentru orice b € B.
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(SEP) a fost studiata mult in ultimii ani, vezi, de exemplu, M. Bianchi si R. Pini [17], [18],
M. Bianchi gi S. Schaible [15], G. Bigi, M. Castellani si G. Kassay [20], E. Blum i W. Oettli [21],
A.N. Tusem, G. Kassay si W. Sosa [66], A.N. Tusem gi W. Sosa [63]. Asa cum se stie, termenul de
”problema de echilibru” a fost atribuit lui E. Blum gi W. Oettli [21], dar problema a fost studiata
cu mai mult de 20 de ani in urma in lucrarea lui Ky Fan [43] legata de aga-numitele ”teoreme
de intersectie” (adica, rezultate care demonstreaza faptul ca intersectia anumitor multimi este
nevida). Ky Fan a considerat (SEP) in cazul special cand A = B este o submultime compacta
convexa a unui spatiu topologic vectorial Hausdorff si a numit-o ”inegalitate de minimax”. In
acelagi an, H. Brézis, G. Nirenberg si G. Stampacchia [22] au imbunatatit rezultatul lui Ky Fan,
extinzandu-1 la multimi care nu sunt compacte dar folosind in schimb o ”conditie de coercivitate”
care este automat satisfacuta atunci cand multimea este compacta.

Rezultate recente pentru (SEP), care demonstreaza existenta solutiilor, pot fi gasite in lucrarile
M. Bianchi si R. Pini [17], [18], M. Bianchi si S. Schaible [15], [69], W. Oettli [103], si in multe alte
lucrari. Conditii necesare (gi in unele cazuri si suficiente) de existenta a solutiilor in spatii infinit
dimensionale au fost propuse, printre altii, de A.N. Iusem gi W. Sosa [63], A.N. Iusem, G. Kassay
si W. Sosa [66] si de G. Kassay si M. Miholca [77].

Din punct de vedere al modului de lucru, observam doua metode fundamentale de demonstratie,
gi anume: metoda punctului fix (teoreme de intersectie care se bazeaza pe teorema punctului fix,

a lui Brouwer), si metode de separare (care utilizeaza teoreme de tip Hahn-Banach).

In continuare, studiul nostru in ceea ce privegte (SEP), se imparte in doua cazuri, in raport

cu multimea A, si anume, cand aceasta este compacta sau nu.

2.1.1 Rezultate de existenta pentru problema de echilibru definita pe
multimi compacte

In aceasta subsectiune vom introduce o definitie pentru functii scalare, mai slaba decat cea de

superior semicontinuitate.

Definitia 2.1.1. O functie F : A — R se numeste pseudo-superior semicontinua in a daca
F(a) < 0 implica faptul ca existd ¢ > 0 si o vecinatate U a lui a astfel incat F(x) +c¢ < 0
pentru orice z € AN A NU.

F' se numeste pseudo-superior semicontinua pe A daca este pseudo-superior semicontinua in
. /
a € A, pentru oricea € ANA.

Pseudo-superior semicontinuitatea unei functii poate fi caracterizata in felul urmator. Notam

cu V(a) multimea tuturor vecinatatilor lui a.
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Lema 2.1.2. F este pseudo-superior semicontinud in a € AN A" dacd si numai dacd

F(a) <0 = limsupF(z) <O0.

Tr—ra

Remarca 2.1.3. Se observa usor ca daca functia F' este superior semicontinua pe A atunci este

pseudo-superior semicontinua pe A.

In continuare, prezentam un exemplu de functie F' pseudo-superior semicontinua in a € A si

care nu este superior semicontinua in a € A.

Exemplul 2.1.4. Fie F': [-2,2] — R definita astfel

Se verifica ugor ca functia de mai sus este pseudo-superior semicontinua in @ = 1. Pe de alta

parte, nu este superior semicontinua in a = 1.

Acum prezentam un rezultat mai general pentru (SEP) decat cel stabilit de G. Kassay si
J. Kolumbén in [76]. In aceasts teorema, folosim ipoteza de pseudo-superior semicontinuitate a

bifunctiei f, in loc de superior semicontinuitatea.

Teorema 2.1.5. Fie A multime compacta, fie B o multime nevida gi fie f : AX B — R o bifunctie

care satisface urmatoarele condifii:
(i) pentru orice b € B, functia f(-,b) : A — R este pseudo-superior semicontinud pe A;
(i1) pentru orice ay, ..., am € A, by,....;0, € B, A1, ...; A\ >0 cu

2211 A = 1, inegalitatea

min Z)\f (a;,b;) < sup min f(a,b,)

1<5<n < acA 1<5<n

are loc;

(7ii) pentru orice by, ...,b, € B, t1, ..., i, > 0 cu 2?21 pi =1, avem

supz,u] (a,b;) > 0.

aeA

20



Atunci problema scalara de echilibru (SEP) are o solutie.

In lucrarea G. Kassay si J. Kolumban [76], autorii au obtinut conditii suficiente pentru existenta
solutiilor (SEP) folosind superior semicontinuitatea. Deoarece pseudo-superior semicontinuitatea
este o notiune mai slaba decat superior semicontinuitatea, rezultatul lor devine un corolar al

Teoremei 2.1.5.

Corolar 2.1.6. [76] Fie A o multime compacta, fie B o mulfime nevida si fie f : AXx B —R o

bifunctie care satisface urmatoarele conditii:
(i) pentru orice b € B, f(-,b) : A — R este superior semicontinud pe A;

(ii) pentru orice ay, ...,y € A, by, ...;b, € B, Ay, ..., Ay > 0 with
Yo A =1, inegalitatea
min Z)\if(ai,bj) <sup min f(a,b,)

1<j<n wed 1<i<n
1=

are loc;
(iii) pentru orice by, ...,b, € B, 1, ..., ptn, > 0 cu Z?Zl pi =1, avem
n

sup » i f(a,b;) > 0.

acA =1

Atunci problema scalara de echilibru (SEP) are solutie.

Daca ipoteza (i) a Teoremei 2.1.5 este de natura topologica, ipotezele (i7) si (iii) sunt conditii

de concavitate/convexitate generalizata.

A. Capata gi G. Kassay [29] au introdus un nou concept de convexitate pentru bifunctii scalare.
Definitia 2.1.7. O bifunctie f : A x B — R se numeste:

(i) de tip subconcav in prima variabila daca, pentru orice k > 0, aj,as € A, si A € [0, 1] exista
a € A astfel incat
f(a>b) > )\f(alab> + (1 - )‘)f(a2>b) - ka

pentru orice b € B;

(ii) de tip subconver in a doua variabila daca, pentru orice k > 0, by, by € A, i A € [0, 1] exista
b € A astfel incat
f(a7 b) S )\f<a7b1) + (1 - )\)f(aab2) + k7

pentru orice a € A;
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(iii) de tip subconcav-subconver daca este de tip subconcav in prima variabila si de tip subconvex

in cea de-a doua.
O bifunctie de tip subconcav poate fi caracterizata dupa cum urmeaza, vezi [29], [76].

Propozitia 2.1.8. O bifunctie f : A x B — R este de tip subconcav in prima variabila daca si
numai dacd pentru orice k > 0, a1, a2, ..., Gy € A, My Ao,y Ay > 0 cu Dt N =1 existd a € A

astfel incat

f(a,b) > Z)\if(ai,b) — k pentru orice b € B.
i=1

O proprietate similara are loc pentru bifunctiile de tip subconvex.

Propozitia 2.1.9. [29] O bifunctie f : A x B — R este de tip subconvex in a doua variabild daca
si numai dacd pentru orice k > 0, by, ba, ..., by € By A, Aoy s Ay >0 cu D v Ny =1 exista b € B

astfel incat

fla,b) < Z Aif(a,b;) + k pentru orice a € A.

i=1
Remarca 2.1.10. Ipoteza (iii) a Teoremei 2.1.5 este satisfacuta daca bifunctia f este de tip

subconvex in a doua variabila si conditia

(2.1) supf(a,b) > 0 pentru orice b € B,
acA

este satisfacuta. In cazul in care A = B, aceasta conditie in plus este satisfacuta in particular daca

f(a,a) =0 pentru orice a € A.

Folosind aceste convexitati generalizate si Propozitia 2.1.8, obtinem rezultatul urmator.

Teorema 2.1.11. Fie A o mulfime compacta si fie bifunctia f : A x B — R care satisface

urmatoarele conditii:
(i) pentru orice b € B, functia f(-,b) : A — R este pseudo-superior semicontinud pe A;
(i1) f este de tip subconcav-subconvex;

(11i) sup f(a,b) > 0 pentru orice b € B.
acA

Atunci problema scalara de echilibru (SEP) are solutie.

Corolarul urmator este un rezultat obtinut de A. Capata si G. Kassay [29] folosind superior

semicontinuitatea, ipoteza mai tare decat pseudo-superior semicontinuitatea.
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Corolar 2.1.12. [29] Fie A o mulfime compacta si fie bifunctia f : A x B — R care satisface

urmatoarele conditii:
(i) pentru orice b € B, functia f(-,b) : A — R este superior semicontinud pe A;
(i1) f este de tip subconcav-subconvex;

(iii) supf(a,b) > 0 pentru orice b € B.
acA

Atunci problema scalara de echilibru (SEP) are solutie.

2.1.2 Problema echilibrului in cazul multimilor necompacte

In aceasta sectiune, X este un spatiu Banach reflexiv iar X* este dualul sau.

A.N. Tusem, G. Kassay si W. Sosa [65], [66] au obtinut rezultate de existenta privind problema
(SEP) in spatii finit gi infinit dimensionale. Aga cum reiese din teorema urmatoare, in spatii
finite, rezultatele de existenta pot fi obtinute fara ipoteze de monotonie asupra bifunctiei. In
ceea ce priveste spatiile infinite, acest lucru se pare ca este imposibil. Rezultatul in spatii finit

dimensionale este urmatorul.

Teorema 2.1.13. [65] Fie A C R"™ o multime convexd si inchisa si f : A x A — R o bifunctie

data. Presupunem ca urmatoarele ipoteze sunt satisfacute:

(i) f(z,z) =0 pentru orice v € A;

(i1) f(x,-) este pseudo-convexd si inferior semicontinud pentru orice x € A;
(11i) f(-,y) este superior semicontinud pentru orice y € A;

(iv) pentru orice gir {x,} C A care satisface lim,,_, ||x,]| = 400, existd u € A gi ng € N astfel

incat f(x,,u) <0 pentru orice n > ny.
Atunci (SEP) admite solutie.

Urmatorul rezultat obtinut in infinit dimensional este un caz particular al Teoremei 4.2 in [66]

si joaca un rol important in ceea ce privegte scopul nostru.

Teorema 2.1.14. [66]. Fie A C X o multime convexd si inchisa si f : A X A — R o bifunctie

data. Presupunem ca urmatoarele ipoteze sunt satisfacute:
(1) f(z,z) =0 pentru orice v € A;

(i1) f(x,-) este convexra gi inferior semicontinud pentru orice x € A;
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(111) f(-,y) este superior hemicontinud pentru orice y € A;
(iv) f este propriu quasimonotond,

(v) pentru orice sir {x,} C A care satisface lim,,_, ||,|| = +o0, exista u € A gi ng € N astfel

incat f(xn,u) <0 pentru orice n > ng.

Atunci (SEP) admite solutie.

In cazul spatiilor infinit dimensionale, cea mai mare dificultate in obtinerea rezultatelor de
existenta pentru (SEP), fara monotonie, provine din faptul ca bilele inchise nu sunt compacte in
raport cu topologia tare. In cazul spatiilor Banach reflexive, acestea sunt slab compacte si acest
lucru ne permite obtinerea urmatorului rezultat pentru (SEP) fara a folosi monotonie dar cu o
conditie de continuitate mai tare pentru f in raport cu prima variabild. Fiind data A C X si
r >0, notam B, = {z € A: ||z]| <r}.

Remarca 2.1.15. Pentru a stabili rezultatele noastre urmatoare, avem nevoie de o condifie de

coercivitate ceva mai slaba pentru f decat conditia (v) anterioara. Aceasta este

(v') Pentru orice sir {x,} C A care satisface conditia lim, _, ||z,|| = +o0, exista un subsir

{u,} € A cu |

Ul < ||zn|| st no € N astfel incat f(x,,u,) < 0 pentru orice n > ny.

Se verifica usor, cu aceeasgi demonstratie ca si in [66], ca Teorema 2.1.14 ramane valida atunci cand

ipoteza (v) se inlocuiegte cu (v’).

Remarca 2.1.16. Rezultate similare de existenta in ceea ce priveste (SEP) au mai fost stabilite
de M. Bianchi gi R. Pini [18] (vezi, de exemplu, Theorem 4.2), dar acestea nu se compara cu

Teorema 2.1.14 (nici una nu se deduce din cealaltd).

Absenta compactitatii multimii A poate fi depasita folosind diferite tipuri de asa numite condifii

de coercivitate. In aceasta subsectiune vom folosi astfel de conditii.

Teorema 2.1.17. [77] Presupunem ca mulfimea A C X este inchisd gi convexa.

Fie f : A x A — R o bifunctie care satisface conditiile:
(1) f(z,z) =0 pentru orice x € A,
(i1) f(x,-) este semistrict quasiconvezra gi inferior semicontinud pentru orice x € A,
(11i) f(-,y) este slab superior semicontinua pentru orice y € A;
(iv) Exista r > 0 astfel incat pentru fiecare x € A\B,, exista y € A cu |ly|| < ||z| si f(z,y) <O.
Atunci problema de echilibru scalara (SEP) are solutii.
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Urmatoarea teorema prezinta conditii suficiente pentru existenta solutiilor problemei (SEP).

Teorema 2.1.18. [77] Fie A o submultime inchisa si convexd a lui X si fie

f:Ax A— R o bifunctie care satisface:

(i) f(z,2) =0 pentru orice x € A,

(17) f(z,-) este semistrict quasiconverd si inferior semicontinud pentru orice x € A;

(1i1) f(-,y) este superior semicontinud pe intersectia lui A cu orice subspatiu finit dimensional al
lui X, pentru orice y € A;

(iv) Pentru fiecare {xo}acr C A, £, — T g1 pentru orice segment D C A astfel incit T € D,

f(a,y) 20, Vaecl, Yye D= f(z,y) >0, Vye D;

(v) Exista r > 0 astfel incat pentru orice x € A\B,., exista y € A with ||y|| < ||z|| si f(z,y) <O0.

Atunci problema de echilibru scalara (SEP) are solutii.

2.2 Rezultate de existenta pentru problema de echilibru

vectoriala

In cadrul acestei sectiuni, vom presupune ca A este o submultime nevida a unui spatiu topologic
X, B este o multime nevida, Y este un spatiu topologic vectorial si K C Y este un con convex

care este si solid, daca nu se specifica altfel.

Fie f : A x B — Y o bifunctie data. Problema vectoriala de echilibru consta in aflarea unui

element a € A astfel incat
(VEP) f(a,b) ¢ —intK' pentru orice b € B.

(VEP) a fost studiata intens in ultimii ani, vezi, de exemplu, Q.H. Ansari, S. Schaible si J.C.
Yao [8], M. Bianchi, N. Hadjisavvas si S. Schaible [16], A. Capata si G. Kassay [29], D.T. Luc [92].

In literaturs, existd diferite notiuni care extind notiunile clasice de infimum si supremum pentru
o multime a unui spatiu topologic vectorial ordonat dupa un con. In cele ce urmeazd vom folosi
doua dintre astfel de concepte. Primul tip de infimum si supremum a fost introdus de Q.H. Ansari,
X.C. Yang si J.C. Yao [7].

Pentru o submultime C' a lui Y, infimumul lui C' in raport cu conul K este definit astfel

Inf(C,K)={y€cC: (y—intK)NC = (}
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si supremumul lui C' in raport cu K este definit astfel
Sup(C,K) ={y €clC: (y+intK)NC = 0}.

Din definitiile anterioare se observa ca Inf(C, K) si Sup(C, K') sunt vide atunci cand C' = ). Invers,
afirmatia nu are loc. Conditii suficiente pentru ca Inf(C, K') si Sup(C, K) sa fie nevide, pot fi gasite,
de exemplu, in Y. Chiang [35].

In continuare, vom considera infimumul i supremumul unei submultimi ale lui Y in raport cu
un con fixat. De asemenea, vom scrie simplu Inf C' gi Sup C'; pentru mai multe detalii, vezi Y.
Chiang [35].

Alte tipuri de infimum si supremum sunt urméatoarele (vezi A. Lohne [91]). Pentru o submultime
C alui Y, inf C' este un element v € Y cu proprietatea ca u <y y pentru orice y € C' si pentru
orice v € C cu proprietatea v <y y pentru orice y € C, avem u <k v. De asemenea, sup C' este un
element u € Y cu proprietatea ca y <y u pentru orice y € C' si pentru orice v € C' cu proprietatea
ca y <k v pentru orice y € C, avem u <g v.
Din definitiile anterioare se observa ca sup C' si inf C' nu au mai mult de un element daca, in plus,

conul K este punctat.

Urmatoarele proprietati au fost stabilite in [35].
Propozitia 2.2.1. Daciy € InfC si k € K, atunci (y+k —int K) N C # 0.

Propozitia 2.2.2. Daca y € C, atunci Inf(clC N (y — K)) C Inf C.
Pentru a obtine urmatoarele rezultate, avem nevoie de urmatoarea lema.

Lema 2.2.3. Presupunem ca exista ¢ € C'N (—intK) astfel incat
Inf(clC' N (c— K)) # 0.
Atunci
(Inf C) N (—int K) # 0.

In definitia urmétoare vom introduce dous noi concepte lim Sup F(z) si lim Inf F(x).
Tr—a Tr—a

Definitia 2.2.4. Pentru un a € A’ si o functie F : A — Y definim

(i) limSupF(x) =

Inf{sup{F(z): z € ANU~{a}}:U € V(a),ANU ~\ {a} # 0}.

(ii) limInfF(z) =

T—ra

Sup{inf{F(z):z € ANU~{a}}:U €V(a),ANU \ {a} # 0}.
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La fel ca si in cazul scalar, introducem notiunea de K-pseudo-superior semicontinuitate pentru

functii vectoriale.

Definitia 2.2.5. O functie F' : A — Y se numeste K -pseudo-superior semicontinud in a € A daca
F(a) € —intK implica ca exista un k € intK si o vecinatate U a lui a astfel incat F'(x)+k € —int K
pentru orice x € ANU.

F se numeste K -pseudo-superior semicontinua pe A daca este K-pseudo-superior semicontinua

in a € A pentru orice a € A.

Definitia 2.2.6. Spunem ci o functie F : A — Y satisface proprietatea (LS) in a € AN A" daci

F(a) e —it K = limSupF(x)N (—int K) # (.

T—a

In cele ce urmeaza, vom da o conditie suficienta pentru K-pseudo-superior semicontinuitate in

termenii lim Sup.

Teorema 2.2.7. Dacd o functie F' : A — Y satisface proprietatea (LS) ina € AN A" atunci F

este K-pseudo-superior semicontinud in a € A.

Definitia 2.2.8. [92] Fie X un spatiu topologic, fie A C X o multime nevida, fie Y un spatiu
vectorial topologic si fie K C Y un con convex, nu neaparat solid. O functie ' : A — Y se

numeste:

(i) K-superior semicontinua in punctul @ € A daca, pentru orice vecinatate V' a lui F(a), exista
o vecinatate U a lui a astfel incat F(z) € V — K pentru orice z € U N A.

(ii) K-superior semicontinua pe A daca este K-superior semicontinua in fiecare a € A.

(iii) K-inferior semicontinua in punctul a € A (respectiv K-inferior semicontinua pe A) daca —F

este K-superior semicontinua in a (respectiv K-superior semicontinua pe A).

Remarca 2.2.9. In ipoteza cii K este un con convex solid, T. Tanaka [117] a demonstrat ca itemul
(i) al definitiei anterioare este echivalent cu: pentru orice k € intK, exista o vecinatate U a lui a
astfel incat F'(z) € F(a) + k — int K pentru orice x € ANU.

Teorema 2.2.10. Daca F' : A — Y este K-superior semicontinud in a € A atunci F este K-
pseudo-superior semicontinud in a € A.

Urmatoarea teorema demonstreaza existenta solutiilor pentru problema de echilibru vectoriala

folosind ipoteza de K-pseudo-superior semicontinuitate.
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Teorema 2.2.11. Fie A o mulfime compacta, fie B o mulfime nevida si fie f : AX B =Y o

bifunctie data care satisface urmatoarele conditii:

(i) pentru orice b € B, functia f(-,0) : A =Y este K-pseudo-superior semicontinud pe A;
(11) pentru orice ay,...,am € A, by, ...;b, € B, A1, ...; Ay 2> 0 cu
SN =1, emista k* € K*\ {0} astfel incat

min Y Nk*(f(a;,b;)) < sup min k*(f(a,b;));

Lsjsn £ acA 1S5j<n

(1ii) pentru orice by, ...,b, € B si ki, ...,k € K* nu toate zero, avem

sup Z K} f(a,b;) > 0.

a€A =1

Atunci problema vectorialda de echilibru (V EP) admite solutii.

Ipoteza (ii) a Teoremei 2.2.11 este o concavitate generalizatd pentru bifunctia f in prima
variabila in raport cu conul K. Asemanator cu cazul scalar (Definitia 2.1.7), A. Capata si G.
Kassay au introdus un nou concept pentru bifunctii vectoriale. O notiune asemanatoare a fost

introdusa de Jeyakumar [70] pentru functii vectoriale, vezi Definitia 1.2.6.

Definitia 2.2.12. [29] O bifunctie f : A x B — Y se numeste:

(i) de tip K-subconcav in prima variabila daca pentru orice k € intK, a;,ay € A gi A € [0,1]

exista a € A astfel incat
f(av b) ZK )\f(alab> + (1 - )\)f(a27b> - ka

pentru orice b € B;

(ii) de tip K-subconvexr in a doua variabila daca pentru orice k € intK, by, by € A si A € [0,1]

exista b € A astfel incat
f(aa b) SK )\f(a’7 bl) + (1 - )‘)f(a> b2) + ka

pentru orice a € A;

(iii) de tip K-subconcav-subconver daca este de tip K-subconcav in prima variabila si de tip

K-subconvex in a doua variabila.

O bifunctie vectoriala de tip K-subconcav se poate caracteriza astfel:
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Propozitia 2.2.13. [29] O bifunctie f : A x B =Y este de tip K-subconcav in prima variabild
daca gi numai daca pentru orice k € int K, ay,ag,...;am € A, A, Agy s Ay > 0 cu Y0 N =1

exista a € A astfel incat

(2.2) fla,b) >k Z)\if(ai,b) — k pentru orice b € B.

i=1

Din Propozitia 2.2.13 este ugor de observat ca (2.2) este o conditie suficienta pentru a obtine

conditia (7i7) din Teorema 2.2.11.

Teorema 2.2.14. Fie A o mullime compacta si o bifunctie f : A x B — Y care satisface

urmatoarele conditii:
(i) pentru orice b € B, functia f(-,b) : A =Y este K-pseudo-superior semicontinud pe A;
(i1) f este de tip K-subconcav in prima variabild;

(7i) pentru orice by, bs,...,b, € B, ki, k3, ...,k € K*, nu toate zero, avem

sup k:( ) >0 pentru orice b € B.
aGA Z

Atunci problema vectoriala de echilibru (V EP) admite solutii.

Urmatorul rezultat a fost obtinut de A. Capata si G. Kassay [29] pentru bifunctii vectori-
ale folosind ipoteza de superior semicontinuitate, ipoteza mai tare decat cea K-pseudo-superior

semicontinuitate.

Corolar 2.2.15. Fie A o mullime compacta si fie bifunctia f : A x B — Y care satisface
urmatoarele conditii:

(i) pentru orice b € B, functia f(-,b) : A =Y este superior semicontinud pe A;
(i1) f este de tip K-subconcav in prima variabild;

(iii) pentru orice by, bs,...,b, € B, ki, k3, ...,k € K*, nu toate zero, avem

suka* ) >0 foreach b€ B.

acA

Atunci problema vectorialda de echilibru (V EP) admite solutii.
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2.3 Probleme vectoriale de echilibru definite ca

suma de doua functii

Aga cum am vazut pana acum, (SEP) a fost studiata intensiv in ultimii ani. Totusi, cazul special
cand f(x,y) = g(x,y) + h(z,y) cu g,h : A x A — R a fost studiat mai putin, desi a fost studiat
in E. Blum gi W. Oettli [21], unde autorii au obtinut rezultate de existenta a solutiilor impunand
ipoteze separate asupra lui g si h. Asa cum apare in [21], daca g = 0, rezultatul devine o varianta
a teoremei lui Ky Fan [45], in timp ce pentru h = 0, devine o varianta a teoremei Browder-Minty
pentru inegalitati variationale (vezi F.E. Browder [24], [25], G.J. Minty [99]).

In cadrul aceste sectiuni, daca nu se specifica altfel, X si Y sunt spatii (reale) topologice
vectoriale, A, B C X sunt multimi convexe nevide (B este de obicei o submultime compacta a lui

A, dar nu intotdeauna) si ' C Y un con convex propriu cu interior nevid astfel incat 0 € KN(—K).

Daca R este inlocuit de Y, adicd, daca f devine o functie vectoriala f : A x A — Y, putem

considera problema vectoriala de echilibru in felul urmator:

(VEP) sa se afle T € A astfel incat f(7,y) ¢ —intK pentru orice y € A.

Aceasta problema a atras atentia in ultimii ani in special datorita aplicatiilor din domeniul

optimizarii vectoriale gi a inegalitatilor variationale (vezi, de exemplu A. Capata si G. Kassay [29],
Y.P. Fang i N.J. Huang [46], N. Hadjisavvas si S. Schaible [58]).
Urmand ideea si pasii folositi in demonstratii de Blum gi Oettli, K.R. Kazmi [79] a obtinut rezultate
de existenta pentru (VEP) in cazul in care f(z,y) = g(x,y) + h(z,y), cu g,h: Ax A —Y. Vom
demonstra in cele ce urmeaza ca ipotezele lui K. Kazmi sunt prea tari gi nu se obtin rezultatele lui
Blum si Oettli atunci cand Y := R gi K := [0, 00).

Rezultatele din aceasta sectiune apar in lucrarea G. Kassay si M. Miholca [78] unde se doreste
slabirea ipotezelor lui K.Kazmi in aga fel incat sa se obtina rezultatele lui Blum-Oettli pe de o
parte si obtinerea de noi teoreme , pe de alta parte. Cazul special al spatiului Banach reflexiv
inzestrat cu topologia slaba este tratat separat si obtinem conditii suficiente pentru garantarea

conditiei de coercivitate.

Reamintim pentru inceput urmatorul concept. Daca B C A, atunci corey B, interiorul lui B
relativ la A, este definit astfel

a € coreyB<= (a€ B si BN(a,y] #0 pentru orice y € A\B),

unde (a,y] = {Aa+ (1 =Xy : A€ [0,1)}. Sa observam ca core4A = A.

Proprietatea urmatoare ne va folosi in cele ce urmeaza.
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Lema 2.3.1. Pentru orice x,y € Y avem:

reK, y¢ —intK = x4y ¢ —intK.

In optimizarea vectoriala, relaxari sau modificari ale notiunilor clasice de inferior/superior
semicontinuitate pentru functii scalare au fost studiate si pentru functii vectoriale cu scopul de a
investiga existenta solutiilor eficiente si de a obtine caracterizari ale lor.

In ceea ce priveste cercetarile noastre, folosim semicontinuitatea K-superioara (inferioara), prezen-
tata deja in Definitia 2.2.8.

Urmatoarea caracterizare a K-superior semicontinuitatii a fost data de T. Tanaka [117] (vezi

de asemenea Remarca 2.2.9).
Lema 2.3.2. Urmatoarele trei afirmatii sunt echivalente:
(i) F este K-superior semicontinud pe X ;

(ii) pentru orice x € X, pentru orice k € intK, exista o vecinatate U C X of x astfel incat
F(u) € F(z) + k — intK pentru orice v € U;

(111) pentru orice a € Y, multimea {x € X : F(z) —a € —intK} este deschisa.

Cu scopul de a obtine rezultate de existenta pentru (SEP), A. N. Iusem, G. Kassay si W.
Sosa [66] au introdus urmatoarea (usor mai tare) varianta de propriu quasimonotonie (denumita

de autori proprietatea P4”):

Definitia 2.3.3. O bifunctie f : A x A — R se numeste esential monotona daca pentru orice

Ty, T, € AgiAg, oo, A\, > 0 astfel incat > A =1, avem ca
n n
i=1 j=1
In cele ce urmeaza, vom defini notiunile corespunzatoare de monotonie, propriu monotonie

(vezi Definitia 1.2.7) si esential quasimonotonie pentru bifunctii vectoriale.

Definitia 2.3.4. (vezi, de exemplu, [79]) O bifunctie f : A x A — Y se numegte K-monotona
daca

f(z,y) + f(y,z) € =K pentru orice x,y € A.

Definitia 2.3.5. [78] O bifunctie f: A x A — Y se numeste
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(i) K-propriu quasimonotond daca pentru oricare xi,...x, € A gi oricare Aj,...\, > 0 astfel

Incat »_ i, A; = 1 existd un 4y astfel incat
n
f(l'io, Z )\jxj) ¢ th,
=1

(ii) K-esential quasimonotond daca pentru oricare xy,..xr, € A §i oricare Aq,...\, > 0 astfel

Incat Y ", A; =1 avem ca

=1 Jj=1

Se observa ugor ca daca f este K-esential quasimonotona atunci f este K-propriu quasimono-

tona. Relatia dintre K-monotonie gi K-esential quasimonotonie reiese din urmatorul rezultat.

Propozitia 2.3.6. [78] Presupunem ca f : A x A — Y este K-monotond si K-converd in al

doilea argument. Atunci f este K-esential quasimonotond.

Exemplul urmator arata ca o bifunctie K-esential quasimonotona nu este in mod necesar K-

monotona, chiar daca este K-convexa in a doua variabila.

Exemplul 2.3.7. [78] Fie f : [0,1] x [0,1] — R? data de f = (f1, f2), unde fi(z,y) = |z — v,
f2(z,y) = 0 pentru orice z,y € [0,1]. Se observé ca f este R2 -esential quasimonotona, R -convexa
in a doua variabild §i nu este R -monotona, deoarece f(1,0) + f(0,1) = (2,0) ¢ —R3.

2.3.1 Rezultate de existenta pentru (VEP)

In cele ce urmeaza, suntem interesati in a obtine rezultate de existenta pentru (V EP) atunci cand
bifunctia f : A x A — Y este data astfel f(z,y) = g(z,y) + h(x,y), unde g,h : Ax A — Y.
O astfel de situatie, a fost deja studiata de Blum si Oettli [21] in cazul particular cand YV := R
si K := [0,00), adica, problema de echilibru scalara (SEP). Aceste rezultate au fost obtinute in
ipoteza ca g este monotona si satisface un fel de conditie de superior continuitate in prima variabila,
in timp ce h nu este monotona, in schimb satisface o conditie mai tare de semicontinuitate in prima
variabila. Ceva mai tarziu, K. Kazmi [79], a Incercat a obtine aceste rezultate in cazul (V EP)
urmand ideile din [21] dar ipotezele sale sunt prea tari, prin urmare nu se obtin rezultatele din
Blum si Oettli. Mentionam ca in timp ce in [21] ipotezele sunt de semicontinuitate pentru functii
scalare, K. Kazmi cere ipoteze de continuitate pentru functii vectoriale. Scopul acestei sectiuni
este de a imbunatati rezultatele lui Kazmi slabind ambele ipoteze (topologice si algebrice) in aga fel
incat sa putem reobtine rezultatele lui Blum si Oettli (urmatoarele trei Leme si Teorema 2.3.13); de

asemenea vom obtine in aceasta sectiune rezultate de existenta fara a impune ipoteze de monotonie
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asupra lui g. Acest lucru este posibil presupunand ipoteza de K-concavitate a lui g in raport cu
prima variabila (Teorema 3.6.21 urmatoare).
Pentru inceput, prezentam trei leme. Prima lema poate fi vazuta, de asemenea, ca un rezultat

de existenta pentru o problema vectoriala speciala de echilibru.

Lema 2.3.8. [78] Fie B o submulfime compactd a lui X, fieg: BXx B =Y sih: BxB =Y

doua bifunctii care satisfac conditiile:
(i) g este K-esential quasimonotona si K -inferior semicontinua in a doua variabild;

(ii) h este K-superior semicontinud in prima variabila i K-convexd in a doua variabild;

h(z,x) € K pentru orice x € B.

In aceste conditii, exista T € B astfel incat

h(ia y) - g(yaf) ¢ _intKa
pentru orice y € B.
Lema 2.3.9. [78] Fieg: Bx B —Y sih: B x B —Y doud bifunctii care satisfac conditiile:

(i) g este K-convexd in a doua variabila, g(z,z) € K pentru orice x € B, si pentru orice

x,y € B functia t € [0,1] = g(ty + (1 — t)x,y) este K-superior semicontinud in 0;
(ii) h este K-converd in a doua variabila; h(x,x) = 0 pentru orice x € B.

Daca ezista T € B astfel incat h(Z,y) — g(y,T) ¢ —intK pentru orice y € B atunci
hZ,y) + 9(Z,y) ¢ —intK pentru orice y € B.

Lema 2.3.10. [78] Fie B C A. Presupunem ca F : A — Y este K-convezra, xo € coreyB,
F(xg) € =K si F(y) ¢ —intK pentru orice y € B. Atunci F(y) ¢ —intK pentru orice y € A.

Remarca 2.3.11. Aga cum arata exemplul urmator, ipoteza F'(zy) € —K din cadrul Lemei 2.3.10

nu poate fi slabita cu conditia F'(xg) ¢ intK si in acest caz, Lema 10 in Kazmi [79] este falsa.

Exemplul 2.3.12. [78] Fie X = A:=R, B:=[-1,1],Y :=R?>, K :=R%, F(z) = (z+ 1,2 — 1)
st o = 0. Observam c& F este R2-convexi (se observa cd ambele componente sunt afine),

xg € coreaB, F(xg) = (1,—1) ¢ intK si F(y) ¢ —intK pentru orice y € B. Luand, de exemplu,
y = —2 obtinem F(-2) = (—1,-3) € —intK.

In continuare, putem sa enuntam rezultatul principal din aceasta sectiune.

Teorema 2.3.13. [78] Presupunem ci g: Ax A—Y sih: Ax A—Y satisfac:
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(i) g este K-esential quasimonotond, K -convexd gi K-inferior semicontinud in a doua variabild;
g(xz,x) € KN (=K) pentru orice x € A §i pentru orice x,y € A, functia
te€0,1] — gty + (1 — t)x,y) este K-superior semicontinud in 0;

(ii) h este K-superior semicontinud in prima variabila i K-convexd in a doua variabild;

h(z,z) = 0 pentru orice x € A,

(i1i) Ezista o submultime compacta, convexd si nevida C' of A astfel incdt pentru orice

x € C\ coresC exista un a € coreoC' astfel incat

g(z,a) + h(z,a) € —K.

In aceste ipoteze, existd T € C astfel incat
9(T,y) + h(T,y) ¢ —intkK,
pentru orice y € A.

Rezultatul urmator, obtinut de K.R. Kazmi [79], devine un caz particular al Teoremei 2.3.13.
Spatiile X si Y raman la fel, A C X este o submultime nevida inchisa si convexa gi K C Y este

un con propriu inchis gi convex cu interior nevid.
Corolar 2.3.14. Presupunem ca g: AX A—Y sih: Ax A—Y satisfac:

(i) g este K-monotona, K-convexa gi continua in raport cu a doua variabild;
g(z,x) = 0 pentru orice x € A gi pentru orice x,y € A functia t € [0,1] — g(ty+ (1 —t)z,y)
este continua in 0;

(i1) h este continua in primul argument si K-convexd in al doilea argument; h(x,x) = 0 pentru

orice v € A,

(11i) Exista o submultime nevidd compactd si convexa C' a lui A astfel incat pentru orice

x € C\ coresC exista un a € coreoC' astfel incat
g(z,a) + h(z,a) € —K.
In aceste conditii, exista T € C' astfel incat

g(f, y) + h(fa y) ¢ —illtK7

pentru orice y € A.
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Remarca 2.3.15. Teorema 2.3.13 imbunatateste din cateva puncte de vedere rezultatul anterior
al lui Kazmi. Se observa ca bifunctia f definita in Exemplul 2.3.7 satisface toate cerintele cerute
asupra lui ¢ in itemul (i) al Teoremei 2.3.13, in schimb nu este R?-monotond, prin urmare nu
satisface itemul (i) al Corolarului 2.3.14. O alta imbunatatire in ceea ce priveste ipotezele de
continuitate poate fi remarcata in exemplul urmator, obtinut modificand ugor Exemplul 9.27 din
H.H. Bauschke si P.L. Combettes [14].

Exemplul 2.3.16. [78] Fie A := {(z,y) € R*: > 0}U{(0,0)} si considerdm functia f: A —» R

definita prin

2

“ x>0

flay)=4{°
0, x=0.

Este evident ca f este convexa si inferior semicontinua dar nu este continua in (0,0). Fie un
it {@, bneny cu x, > 0 si 7, — 0 atunci cand n — oco. Atunci f(22,z,) = 1 pentru orice n dar
f£(0,0) = 0, adica f nu este continua in (0,0). Fie Y := R gi K := [0,00); consideram bifunctia
g: Ax A — R definita astfel g(a,b) := f(b) — f(a), unde a = (z,y),b = (u,v) € A. Atunci g
satisface ipotezele Teoremei 2.3.13 (i) dar nu satisface itemul (i) al Corolarului 2.3.14 deoarece nu

este continua.

Datorita imbunatatirilor aduse Teoremei 7 a lui K.R. Kazmi [79], urmatorul rezultat al lui E.

Blum si W. Oettli [21] devine un caz particular al Teoremei 2.3.13.

Corolar 2.3.17. Fie X un spatiu topologic vectorial, A C X o mulfime nevidd inchisa si convexd,
g:AxA—=>Rgsih:AxA—R care satisfac:

(i) g este monotond, convexd si inferior semicontinud in al doilea argument; g(x,x) = 0 pentru
orice x € A gi pentru orice x,y € A, functia t € [0,1] — g(ty + (1 — t)z,y) este superior

semicontinud in 0;

(ii) h este superior semicontinud in primul primul argument gi converd in cel de-al doilea;

h(z,z) = 0 pentru orice x € A,

(i1i) Ezista o submultime nevida compacta si convexa C' a lui A astfel incat pentru orice

x € C\ coresC exista un a € coreoC' astfel incdt
g(x,a) + h(x,a) <0.
In aceste ipoteze, exista T € C astfel incat
9(T,y) + h(T,y) = 0,
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pentru orice y € A.

Vom incheia aceasta sectiune cu o varianta a Teoremei 2.3.13 in care nu cerem conditii de
monotonie asupra lui g, in schimb cerem ca g sa fie K-concava in primul argument. In acest fel,
conditiile algebrice impuse asupra lui g si A devin simetrice. Se pare ca acest rezultat contine o

noutate chiar si pentru cazul scalar (adica, daca Y :=R gi K := [0, 00).)
Teorema 2.3.18. [78] Presupunem ci g: Ax A—Y sih: Ax A—Y satisfac:

(i) g este K-concavd in prima variabila, K-convezd si K-inferior semicontinud in cea de-a doua
variabila; g(x,x) € K N (—K) pentru orice x € A gi oricare x,y € A functia
te€0,1] — gty + (1 — t)x,y) este K-superior semicontinud in 0;

(i1) h este K-superior semicontinud in prima variabila si K-converd in cea de-a doua variabild;

h(z,z) = 0 pentru orice x € A,

(11i) Exista o submultime nevidd compactd si convexa C' a lui A astfel incdt pentru orice

x € C\ coresC exista un a € coreoC' astfel incat

g(x,a) + h(zr,a) € —K.

In aceste ipoteze, exista * € C astfel incat
9(T,y) + h(ZT,y) ¢ —intkK,

pentru orice y € A.

2.3.2 Cazul spatiilor Banach reflexive

Scopul acestei subsectiuni este acela de a obtine conditii suficiente pentru conditia de coercivitate
cerutd in ipoteza (iii) a Teoremei 2.3.13 (ori a Teoremei 2.3.18) unde X este un spatiu Banach
reflexiv inzestrat cu topologia slaba. Stim ca orice multime marginita, convexa si inchisa (in
particular bilele inchise) sunt (slab) compacte. Prin urmare, toate ipotezele cerute anterior sunt
satisfacute daca o multime (inchisa si convexa) A este marginita. Prin urmare, in continuare, vom
presupune ca multimea A este nemarginita. Fie a € A un element fixat. incepem cu urmatoarele:
(C) exista p > 0 astfel incat pentru orice z € A : ||z — al| = p avem
g(x,a) + h(z,a) € =K.

Propozitia 2.3.19. [78] In ipotezele conditiei (C), conditia (iii) din Teorema 2.3.13 este satis-

facuta.
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In cele ce urmeaza, vom da conditii suficiente pentru coercivitate impunand conditii separate
asupra lui g si h. Consideram urmatoarele ipoteze.

(G) (marginirea superioara a lui ¢g(-,a) pe o bila inchisa): exista M € Y si r > 0 astfel incat

M —g(z,a) € K,dacax € A, ||z —al <,

s
(H) exista un element u € —intK astfel Incat pentru orice ¢ > 0 exista R > 0 care satisface

conditia

Vee A: ||lx—al| > R: tu||lx —a|] — h(z,a) € K.
Remarca 2.3.20. (H) este evident indeplinita daca Y := R, K := [0, c0) si

h(z,a)

— —oo atunci cand ||z — al| = 00, z € A.
[
(Conditia (c) din [21].) Intr-adevér, luand uw = —1 si t > 0 arbitrar, deoarece

h(z,a)

——— — —oo atunci cand ||z — a| = oo,
[ = all

putem gasi un R > 0 astfel incat pentru orice x € A :

h(z,a)

lz—all > R, ——— <~
[ = af

t,

ceea ce demonstreaza concluzia.

In continuare, avem nevoie de urméatoarea proprietate. Notam cu B(u,r) bila deschisa cu

centrul in v € X si de raza r > 0.

Lema 2.3.21. [78] Fiev € Y gi u € —intK arbitrare. Atunci existd un numdrt > 0 astfel incat
v+ tu € —intK.

Acum vom prezenta o lema tehnica privind functia g.

Lema 2.3.22. [78] Presupunem ca g satisface (G) si g(-,a) este K-concava cu g(a,a) € K.

Atunct

M g(x,a)

— -2 e K, VrxeA |r—a|>r,
r |z — all

unde vectorul M si numarul v sunt definite in (G).

In acest moment, putem prezenta conditii suficiente, impuse separat asupra lui g si h, pentru

a obtine conditia de coercivitate (iii) din Teorema 2.3.13.
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Propozitia 2.3.23. [78] Presupunem ca
(i) g satisface (G) si g(-,a) este K-concava cu g(a,a) € K;
(i1) h satisface (H).

Atunci conditia (i11) a Teoremei 2.3.13 este indeplinitd.

Urmatorul rezultat prezinta un interes in sine deoarece propune conditii suficiente pentru in-
ferior (superior) marginirea unei functii K-inferior (K-superior) semicontinue in sensul Definitiei
2.2.8.

Lema 2.3.24. [78] Fie C' o submulfime compacta a lui X $i F: C =Y.

(i) daca F este K-inferior semicontinud pe C, atunci este inferior marginita, adica existd un

vector m € Y astfel incat F(x) —m € int K pentru orice x € C;

(i1) daca F este K-superior semicontinua pe C, atunci ea este superior marginitd, adicd exista

un vector M €Y astfel incat M — F(x) € int K pentru orice x € C.

Putem concluziona cu urmatorul rezultat in spatii Banach reflexive. Ipotezele asupra multimii

A, asupra spatiului Y si asupra conului K raman aceleasi.

Teorema 2.3.25. [78] Presupunem ca X este un spafiu Banach reflexiv. Fie g: Ax A =Y gi

h:Ax A=Y bifunctii care satisfac urmatoarele proprietati:

(i) g este K-concava i slab K-superior semicontinua in primul argument; K-convexrd i slab

K -inferior semicontinud in al doilea argument; g(x,x) € K N (—K) pentru orice v € A;

(ii) h este slab K-superior semicontinud in primul argument; K-convexd in al doilea argument;

h(z,z) = 0 pentru orice x € A si (H) are loc.

Atunci ezista T € A astfel incat

9, y) + h(T,y) ¢ —intK, Vye A

In cazul scalar, adica atunci cand Y := R si K := [0,00], obtinem o forma mai simpla a
Teoremei 2.3.25.

Corolar 2.3.26. [78] Fieg: Ax A— R gi h: Ax A — R bifunctii care satisfac proprietatile

urmatoare:

(i) g este concava $i superior semicontinud in primul arqgument, convexd gi inferior semicontinud

in al doilea argument si g(x,z) = 0 pentru orice x € A;
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(ii) h este slab superior semicontinud in primul argument, convexd in al doilea argument;

h(z,z) = 0 pentru orice x € A si

h(z,a)

— 00 atunci cand ||x — al] - o0, x € A.
Iz = all

In aceste ipoteze, existi T € A astfel incat

9T, y)+h(ZT,y) >0, VyeA
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Capitolul 3

Rezultate de existenta pentru inegalitati

variationale

Fie X un spatiu topologic vectorial si X* dualul sau. Fiind dat un operator multivoc T : X — 2%,

cu D(T) notam domeniul sau, adica multimea
D(T)={z e X :T(z) # 0}.

Inegalitatea variationala poate fi privita ca un caz particular de problema de echilibru scalara
(SEP). Fiind data o submultime nevida, inchisa gi convexa A a lui X, inegalitatea variationala

pe care o vom studia In acest capitol poate fi formulata astfel:
Sa se afle un element ¥ € K astfel incat

(V1) sup (z*,y —T) >0 pentru orice y € A.
z*e€T(z)
Aceasta problema are o serie de aplicatii iIn domeniul ecuatiilor diferentiale, de exemplu, pro-
blema Signorini, problema obstacolului si problema elasto-plastica.

In aceasta sectiune, vom stabili rezultate in spatii Banach reflexive infinit dimensionale.

3.1 Operatori monotoni generalizati si hemicontinui

Sectiunea 3.1 este dedicata studiului operatorilor monotoni generalizati.

Conceptul de operator monoton, vezi Definitia 1.1.13, introdus in urma cu 50 de ani de F.E.
Browder si G.J. Minty (vezi, de exemplu, F.E. Browder [24], F.E. Browder [25] si G.J. Minty [99]),
este considerat un punct de referinta in analiza functionala neliniara, in special datorita utilizarii
acestuia in teoria ecuatiilor cu derivate partiale si de asemenea in modelarea diferitelor probleme

care apar din mecanica, inginerie sau economie.
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Conceptul original de operator monoton a fost extins in diferite directii. Pe langa interesul
teoretic, operatorii monotoni generalizati sunt mai potriviti pentru a descrie o serie de probleme
decat conceptul original de monotonie in discipline precum economia, stiinta managementului,
teoria probabilitatilor si in alte stiinte aplicate. Rezultatele privind surjectivitatea sunt de aseme-
nea foarte importante gi garanteaza, in particular, existenta zerourilor pentru acesti operatori. Pe
de alta parte, tinand cont de faptul ca operatorul subdiferential al unei functii convexe (gene-
ralizate) este un operator monoton, aflarea zerourilor unui astfel de operator prezinta un interes
special. intr—adevér, zerourile unui operator subdiferential al unei functii definite pe acelasi spatiu,
sunt chiar punctele de minim ale acesteia. Prin urmare, exista o legatura importanta intre teoria
operatorilor monotoni (generalizati) si teoria optimizarii.

Printre primele rezultate de surjectivitate in ceea ce priveste operatorii monotoni este cel al
lui G.J. Minty [99] si care demonstreaza faptul ca operatorul suma dintre un operator monoton
maximal definit pe un spatiu Hilbert si operatorul identitate, este surjectiv. Acest rezultat a
fost extins pentru spatii Banach, unde rolul operatorului identitate fost preluat de operatorul de
dualitate (vezi, Capitolul 4 din R.S. Burachik si A.N. Iusem [27]). Un rezultat mai general in care
operatorul identitate (sau de dualitate) nu este folosit, este cel al lui F.E. Browder si G.J. Minty,
si care demostreaza ca un operator monoton, hemicontinuu si coerciv pe un spatiu Banach reflexiv
este surjectiv (vezi, de exemplu, E. Zeidler [127]). In acest caz, absenta operatorului de dualitate
este Inlocuita de ipoteza de coercivitate asupra operatorului monoton, ipoteza care, intr-o forma
mai relaxata, joaca un rol important in prezenta teza.

Cu scopul de a extinde rezultatele de surjectivitate ale lui Minty si Browder-Minty, autorii
A.N. Tusem, G. Kassay si W. Sosa [65] au introdus aga numitii operatori premonotoni care includ,
ca gi caz particular, operatorii e-monotoni care sunt in stransa legatura cu e-subdiferentialele.
Rezultatele lor de surjectivitate se limiteaza la cazul finit dimensional deoarece sunt consecinte ale

teoremelor de existenta pentru probleme de echilibru finit dimensionale.
Rezultatele de existenta pentru inegalitati variationale, daca domeniul operatorului nu este

marginit, in general, cer o conditie de coercivitate asupra operatorului. O notiune clasica de

coercivitate este urmatoarea.

Definitia 3.1.1. (vezi, de exemplu, [2], [65]) Un operator T": X — 2%" se numeste coerciv daci

inf (2%, z)
lim el 00
lzl—o0 ||z

In aceastd teza, folosim o conditie mai generala de coercivitate, introdusa de M.H. Alizadeh,
N. Hadjisavvas i M. Roohi [2].
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Definitia 3.1.2. Un operator T se numeste quasicoerciv daca

lim inf |[z¥|| = o0
[|z|| =00 z* €T (z)

ian (x*, x)
lim infL > —00.
lef—oo 2]

E usor de observat ca orice operator coerciv este quasicoerciv. Reciproc nu este adevarat, asa
cum ne-o aratd exemplul urmitor (dat in [2]). Considerdm operatorul 7' : R? — R? definit prin
T(z,y) = (—y,x). Este usor de vazut ca T' este quasicoerciv fara a fi coerciv.

Cu scopul de a studia anumite proprietati de continuitate ale operatorilor monotoni, J. Kolomy

[83] a introdus urméatorul concept, foarte folositor pentru urmatoarele investigatii.

Definitia 3.1.3. Fie X un spatiu normat. Operatorul T : X — 2X" se numeste hemiinchis in
T € D(T') daca pentru orice z € X, pentru orice sir {¢,} de numere pozitive care converge la zero
astfel incat z,, = T + ¢,z € D(T) pentru n suficient de mare si pentru orice z} € T(z,) astfel
incat ||z} || < R, pentru o constanta R > 0, exista un subsir {z}, } al lui {z} } care tinde slab catre
z* e T(T).

Daca consideram o bifunctie f : D(T) x X — R data in felul urmator

flz,y) = sup (z",y —x),
z*€T ()

se observa usor ca ipoteza de continuitate (in raport cu norma) a operatorului 7' nu garanteaza slab
continuitatea lui f In raport cu prima variabila: mai mult, nu garanteaza nici macar slab superior
semicontinuitatea lui f(-,y), in general. Pentru a evita aceasta dificultate, Ky Fan [45], [44], a
introdus urmatorul concept pentru operatori univoci (cu denumirea de F-hemicontinuitate in A.
Maugeri si F. Raciti [93]).

Definitia 3.1.4. Un operator T': K — X™ se numeste F-hemicontinuu daca pentru orice y € A,

functia z — (T'(x),z — y) este slab inferior semicontinua pe A.
Notiunea urmatoare este cea corespunzatoare pentru operatori multivoci.

Definitia 3.1.5. [77] Un operator T : X — 2% se numeste F-hemicontinuu in T € D(T) daci
pentru orice gir generalizat {x,}aer € D(T), cu x, # T, care converge slab la T, pentru orice

x}, € T(z,) si pentru orice y € D(T) exista z; € T(7) astfel incat
(x;, T —y) < liminf(x), 7o —y).
[e%
T se numeste F-hemicontinuu daca este F-hemicontinuu in fiecare punct al domeniului.
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Prezentam in continuare cateva concepte de monotonie generalizate. Operatorii pseudomono-
toni joaca un rol important in teoria inegalitatilor variationale. Diferite tipuri de pseudomonotonie
au aparut in literatura, in cateva cazuri diferite concepte fiind definite la fel. Cu scopul de a ex-
tinde conceptele clasice de monotonie, S. Karamardian [72] a introdus in 1976 o clasa de operatori
denumita operatori pseudomonotoni. Aceasta notiune a fost de asemenea definita pentru opera-
tori multivoci in diferite moduri (vezi, de exemplu, A.N. Iusem, G. Kassay si W. Sosa [66], S.

Komlosi [84] si J.C. Yao [120]). Fiind pur algebrica, o vom numi aici .A-pseudomonotonie.

Definitia 3.1.6. [84]. Operatorul T : X — 2%" se numeste A-pseudomonoton daca pentru orice
r,y € X gix* € T(x),y* € T(y), urmatoarea implicatie are loc:

(e, y—x) > 0= (y",y —x) > 0.

Un alt concept de monotonie generalizata pentru operatori univoci a fost introdus din anul
1968 de H. Brézis [23] si l-a numit pseudomonotonie, de asemenea. Fiind de natura pur topologica,
pentru a evita confuzia, aceasta notiune a fost numita de cativa autori pseudomonotonie topologica.

Mai tarziu, acest concept a fost extins la operatori multivoci de catre F.E. Browder si P. Hess [26].

Definitia 3.1.7. Operatorul T : X — 2% se numeste B-pseudomonoton daca pentru orice T € X,
pentru orice sir generalizat {z,}aer din X, z, — T si pentru orice z}, € T(z,) care satisface
lim sup(z}, 2, — T) < 0 avem ca existd un y € X, existd x; € T(T) astfel incat

«

(z;, T —y) < liminf(x}, v — y).
e

Recent D. Inoan si J. Kolumbén [62] au introdus o noua notiune de pseudomonotonie (initial

definita in A. Domokos si J. Kolumbén [39] pentru operatori univoci) care poate fi vazuta (cu ceva

conditii in plus) ca o generalizare comuna a celor doua notiuni de A si B-pseudomonotonie.

Remarca 3.1.8. Se observa usor ca daca un operator este F-hemicontinuouu, atunci este de

asemenea B-pseudomonoton.

Definitia 3.1.9. [62]. Operatorul T': X — 2% se numeste C-pseudomonoton daci, pentru orice

x,y € X gl pentru orice gir generalizat {z,}aes din X cu x, — T,

sup (2, (1—t)x+ty—x4) >0, Vte|0,1], Vael
x5 €T (za)

implica sup (z*,y — ) > 0.
2 €T (T)
Mai tarziu, in Sectiunea 3.4, vom demonstra cateva rezultate legate de operatori C si B-
pseudomonotoni (cf. Definitiei 3.1.9). Autorii D. Inoan gi J. Kolumbén [62] au demonstrat ca
C-pseudomonotonia este intr-adevar mai slaba decat celelalte doua notiuni de pseudomonotonie

(algebrica gi topologica). In ceea ce ne priveste, avem nevoie de urmatorul rezultat.
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Lema 3.1.10. (Caz particular al Teoremei 13 din [62]). Fie T : X — 2% un operator. Dacd
conditiile

(1) T este B-pseudomonoton;

(17) T'(x) este convexd, mdrginita si inchisd pentru orice x € X;

sunt satisfacute, atunci T este C-pseudomonoton.

Fiind dat un operator 7' : X — 2%X" definim, pentru fiecare z € X, multimea,

F(z)={r e X | sup (z*,z—1xz)>0}.
z*e€T(x)

In [62] a fost stabilita urmatoarea caracterizare a C-pseudomonotoniei.

Lema 3.1.11. [62]. Operatorul T : X — 2% este C-pseudomonoton dacd $i numai dacd, pentru
orice ,y € X,
(. N F(z))Nnfzyl=( N F(z))Nlz,yl,

z2€[z,y] z€[z,y]

unde cu [x,y] notam segmentul cu capetele x i y.

Urmatorul concept de monotonie generalizata pentru operatori multivoci a fost dat de A.
Daniilidis si N. Hadjisavvas in [38].

Definitia 3.1.12. Un operator T : X — 2% se numeste propriu quasimonoton daci pentru orice
n

X1, .., Tp € D(T), pentru toti A1, ..., A, > 0 astfel incat > \; = 1, exista i € {1,2,...,n} astfel
i=1

incat

Va*r e T(x;) : (z7, Z)\jzxj —x;) <0.
j=1

Se demonstreaza ugor urmatoarea legatura dintre propriu quasimonotonia unui operator si cea
a unei bifunctii, respectiv. Reamintim faptul ca propriu quasimonotonia pentru bifunctii a fost
definita in Definitia 1.2.7.

Lema 3.1.13. [77] Fie T : X — 2% astfel incat domeniul sau D(T) este conver si consideram
bifunctia f: D(T) x D(T) — R, data de
fle,y) = sup (2%,y —x).

z*eT(x)

Daca T este propriu quasimonoton, atunci f este propriu quasimonotond.
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3.2 Inegalitati variationale si ecuatii generalizate
definite cu operatori propriu quasimonotoni

In aceasta sectiune vom obtine rezultate de surjectivitate pentru operatori propriu quasimonotoni

utilizand Teorema 2.1.14.

Teorema urmatoare prezinta conditii suficiente pentru existenta solutiilor inegalitatilor varia-
tionale definite cu operatori propriu quasimonotoni i quasicoercivi. In cazul special cand domeniul

operatorului este intreg spatiul, demonstram existenta zerourilor.

Teorema 3.2.1. [77] Fie X un spatiu Banach reflexiv. Presupunem ca T : X — 2% este local
marginit, cu mulfimea valorilor convexa, hemiinchis si D(T') este inchis si convex. Daca T este
propriu quasimonoton si quasicoerciv, atunci inegalitatea variationala (V1) definita pe D(T) are

solutie. Daca, in plus, D(T) = X, atunci ecuatia generalizata 0 € T'(xz) are solutie.

Remarca 3.2.2. Daca presupunem in Teorema 3.2.1 ca T este A-pseudomonoton in loc de propriu
quasimonoton, atunci concluzia ramane aceeasi. Intr-adevir, orice operator A-pseudomonoton
a carui domeniu este convex, este, de asemenea, propriu quasimonoton (vezi, de exemplu, N.
Hadjisavvas [57]).

Remarca 3.2.3. Este cunoscut faptul ca monotonia clasica sau chiar anumite monotonii genera-
lizate, implica local marginirea operatorului in fiecare punct al domeniului sau (vezi, de exemplu,
AN. Tusem, G. Kassay si W. Sosa [65] cazul operatorilor premonotoni). Ne punem intrebarea
daca quasimonotonia implica de asemenea local marginirea. Daca ar fi aga, local marginirea din

Teorema 3.2.1 ar fi redundanta. Asa cum ne arata exemplul urmator, nu este cazul.

Exemplul 3.2.4. [77] Fie F: R —» R,

F(z) =

2241 x40
1, x=0.

Se vede usor ca functia de mai sus este A-pseudomonotona si prin urmare, aga cum am vazut,
este propriu quasimonotona. Pe de alta parte, nu este marginita in origine. Observam ca toate
ipotezele Teoremei 3.2.1 sunt satisfacute cu exceptia local marginirii. Deoarece 0 = F'(z) nu are

solutii, se vede ca aceasta conditie este esentiala.

3.3 Un rezultat de surjectivitate fara monotonie

In anumite situatii, F-hemicontinuitatea se verifica destul de greu. In definitia urmatoare, intro-
ducem o proprietate mai tare dar mai usor de verificat si care este satisfacuta de o clasa larga de

operatori.
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Definitia 3.3.1. [77] Fie X un spatiu Banach i T : X — 2*". Spunem c& un operator T satisface
conditia (P) daca pentru orice T € D(T), orice gir generalizat {z,}aer € D(T'), x4 — T si orice

x}, € T(x,) exista {$Zﬁ} C{z!} si T € T(T) astfel incat Ty, = T

Sa notam faptul ca orice operator univoc liniar i compact satisface conditia (P), (vezi, de
exemplu, W. Rudin [113], Definitia 4.16, pagina 97 si Exercitiul 18, pagina 107). Multi operatori

care apar din studiul ecuatiilor integrale sunt compact;i.
Remarca 3.3.2. [77] Daca un operator satisface conditia (P), atunci este F-hemicontinuu.

In continuare, prezentam un exemplu in care operatorul este F-hemicontinuu dar nu satisface
conditia (P).

Exemplul 3.3.3. [77] Fie X =2 = {z = (2%)ien 1> | 7' |?< o0} si fie T: [2 — [? operatorul
i=1

2 care converge slab la T. Functia x —— |[|z]|* fiind

identitate. Luam un gir arbitrar {x,} C I

continua este de asemenea slab inferior semicontinua. Prin urmare,
72 < liminf
n—oo

ceea ce implica

(z,7 —y) <liminf (x,,z, —y),

n—oo

pentru orice y € (2, adica, T este F-hemicontinuu.
Pe de alta parte, luam z,, = ¢, = (0,0,...,0,1,0,...) cu 1 pe a n-a pozitie. Este evident ca
en — 0, dar {e, } nu are subsiruri convergente in raport cu topologia tare, deoarece || e,—e,, ||= V2,

pentru m # n. Prin urmare, 7" nu satisface conditia (P).

Putem in acest moment sa prezentam urmatorul rezultat de surjectivitate.

Teorema 3.3.4. [77] Presupunem ca T : X — 2% este astfel incat pentru orice v € X, multimea
T(z) este conveza, inchisa, marginita si D(T) = X. Daca T este F-hemicontinuu si quasicoerciv,

atunci este surjectiv.

Corolar 3.3.5. [77] Fie T : X — 2X". Presupunem cd pentru orice x € X, mulfimea este T'(z)
conveza, inchisa, marginita st D(T) = X. Daca T are proprietatea (P) si este quasicoerciv, atunci

T este surjectiv.

In urmatorul exemplu, operatorul 7" este F-hemicontinuu si quasicoerciv si exista un x pentru

care T'(x) nu este marginita.
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Exemplul 3.3.6. [77] Fie X =R i T: R — 2% definit astfel

T(e) = { o}, a#1

[1,00), x=1.

Se observa ugor ca pentru orice sir {z,} C R, x, — 1, z,, # 1, pentru x € T'(z,,) si pentru y € R,
x, = 1 satisface

1 —y <liminf(z, —y).

Prin urmare, 7" este F-hemicontinuu si 7'(1) = [1, 00) este o multime nemarginita.

3.4 Rezultate pentru inegalitati variationale si

surjectivitate cu operatori C si B-pseudomonotoni

In aceast’ sectiune, folosim operatori C-pseudomonotoni introdusi in Definitia 3.1.9. In primul
rand, stabilim un rezultat privind inegalitatile variationale (introduse la inceputul capitolului)
cu ajutorul operatorilor C-pseudomonotoni, rezultat care, prin prisma spatiilor Banach reflexive,

poate fi vazut ca o generalizare a rezultatului dat D. Inoan si J. Kolumban [62].

Teorema 3.4.1. [77] Fie T : X — 2% cu domeniul D(T) = A o mulfime inchisd, convexd si
nevidd. Presupunem ca multimea T(x) este convexd, inchisd si marginita pentru orice x € X §i
ca

(1) T este C-pseudomonoton;

(73) Pentru orice subspatiu finit dimensional Z al lui X, T este inferior semicontinuu pe AN Z
in raport cu topologia slaba din X*;

(1ii) Exista r > 0 astfel incat pentru orice x € A\A,, exista y € A with ||y|| < ||z|| astfel incat

sup (z*,y —z) <0.

z* €T (x)

Atunci (VI) admite solutii.

Avantajul operatorilor C-pseudomonotoni in comparatie cu operatorii propriu quasimonotoni
este acela ca suma a doi operatori C-pseudomonotoni este de asemenea un operator C-pseudomo-
noton i, acest lucru ne permite obtinerea unui rezultat de surjectivitate pentru operatori C-pseu-

domonotoni.

Teorema 3.4.2. [77] Fie T : X — 2% cu domeniul D(T) = A o multime nevidd, inchisd si
convexd. Presupunem cd mulfimea T'(z) este converd, inchisa si mdrginita pentru orice v € X gi
ca

(1) T este B -pseudomonoton;

(73) Pentru orice subspatiu finit dimensional Z al lui X, T este superior semicontinuu pe ANZ

in raport cu topologia slaba din X,
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(1ii) T este quasicoerciv.

Atunci T este surjectiv.

3.5 Asupra problemelor de optimizare multivoce si a

inegalitatilor variationale vectoriale generalizate

In 1998, Giannessi [53] a folosit pentru prima data agsa numita inegalitate variationala de tip Minty
(pe scurt, MV VT) pentru a stabili conditii necesare si suficiente pentru ca un punct sa fie solutie a
problemei vectoriale de optimizare (pe scurt, (VOP)) in cazul unor functii diferentiabile si convexe.
De atunci, multi cercetatori au studiat (VOP) folosind diferite tipuri MVV I in diferite ipoteze,
cum ar fi, de exemplu, S. Al-Homidan si Q.H. Ansari [1], Q.H. Ansari gi G.M. Lee [3], Q.H. Ansari,
M. Rezaie gi J. Zafarani [5], Q.H. Ansari si J.-K. Yao [6], G.R. Garzon, R.O. Gomez si A.R.
Lizana [52], S.K. Mishra si S.Y. Wang [100]. Pe de alta parte, inegalitatile variationale au fost
generalizate in diferite directii, in particular, inegalitatile vectoriale variationale generalizate, de
exemplu in S. Al-Homidan gi Q.H. Ansari [1], F. Giannessi, A. Maugeri si P.M. Pardalos [55], T.
Jabarootian si J. Zafarani [68], S.K. Mishra si S.Y. Wang [100], M. Rezaie si J. Zafarani [109],
X.M. Yang si X.Q. Yang [121]. Inegalitatile vectoriale variationale generalizate sunt strans legate de
conceptele de invexitate si preinvexitate al functiilor, concepte care sunt generalizari ale notiunii de
convexitate a functiilor. Conceptul de invexitate a fost introdus de M.A. Hanson [59]. R. Pini [107]
a introdus notiunile de prepseudoinvexitate si prequasiinvexitate pentru functii si a stabilit legaturi
intre convexitate si aceste notiuni de convexitate generalizata. Recent, caracterizari i aplicatii in
ceea ce privegte invexitatea au fost studiate de multi autori, printre care Q.H. Ansari si J.-K.
Yao [6], A. Cambini si L. Martein [28], A. Chinchuluun si P.M. Pardalos [36], T. Jabarootian si
J. Zafarani [68], G.R. Garzon, R.O. Gomez si A.R. Lizana [51], M. Soleimani-damaneh [115], M.
Soleimani-damaneh [116], X.M. Yang, X.Q. Yang si K.L. Teo [122], X.M. Yang, X.Q. Yang si K.L.
Teo [125].

Legaturile dintre inegalitatile variationale vectoriale si problemele de optimizare diferentiabile
au fost studiate de multi autori (vezi, de exemplu, F. Giannessi [53], X.M. Yang si X.Q. Yang [121],
X.M. Yang, X.Q. Yang si K.L. Teo [124]). Yang et al. X.M. Yang, X.Q. Yang si K.L. Teo [124]
au extins rezultatul lui F. Giannessi [53] pentru functii diferentiabile pseudoconvexe. X.M. Yang
si X.Q. Yang [121] au obtinut relatii intre inegalitatile variationale de tip Minty si problemele de
optimizare vectoriale pentru functii vectoriale diferentiabile si pseudo-invexe. X.M. Yang, X.Q.
Yang si K.L. Teo [123], [124] si Garzon et al. [51], [52] au studiat relatiile dintre invexitatea
generalizata a functiilor diferentiable si monotonia generalizata a subgradientului. Recent, M.
Rezaie si J. Zafarani [109] au obtinut relatii intre inegalitatile vectoriale variationale generalizate
si problemele vectoriale de optimizare nediferentiabile folosind ipoteze de monotonie generalizata.

S. Al-Homidan gi Q.H. Ansari [1] au studiat relatiile dintre inegalitatile variationale vectoriale
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generalizate de tip Minty, inegalitatile variationale vectoriale generalizate de tip Stampacchia si
problemele vectoriale de optimizare nediferentiabile in cazul in care functiile nu sunt convexe,
folosind derivata directionala a lui Clarke. Apoi, Q.H. Ansari si G.M. Lee [3] au obtinut rezultate
similare pentru functii pseudoconvexe folosind derivata directionala superioara a lui Dini. Q.H.
Ansari, M. Rezaie si J. Zafarani [5] au considerat inegalitatile variationale vectoriale generalizate
de tip Minty, inegalitatile variationale vectoriale generalizate de tip Stampacchia si probleme de
optimizare nediferentiabile cu ipoteze de pseudo-invexitate. De asemenea, au considerat formulari
slabe ale acestor inegalitati variationale in conditii mai generale gi au stabilit relatii intre ele.

J. Zeng si S.J. Li [128] au definit cateva concepte de invexitate pentru functii multivoce si
au stabilit legaturi intre probleme de optimizare multivoca si inegalitatile vectoriale variationale
generalizate.

Farajzadeh et al. [48] au considerat inegalitati vectoriale variationale generalizate definite cu
functii multivoce in spatii topologice.

Sunt cateva lucrari care stabilesc legaturi intre problemele de optimizare multivoca si ine-
galitatile vectoriale variationale generalizate. In urma studiului lucrérilor T.Q. Bao si B.S. Mor-
dukhovich [12], Y.P. Fang si N.J. Huang [46], Y.P. Fang si N.J. Huang [47], A.P. Farajzadeh, A.A.
Harandi si K.R. Kazmi [48], J. Zeng si S.J. Li [128], in aceasta sectiune introducem noi concepte
de invexitate generalizata pentru functii multivoce si studiem relatiile dintre ele. Apoi, stabilim
legaturi intre existenta solutiilor unor inegalitati vectoriale variationale generalizate si o prob-
lema de optimizare multivoca, utilizand subdiferentiala contingenta slaba definita pentru functii

multivoce.

In cadrul acestei sectiuni, daca nu se specifica altfel, X este un spatiu Banach, A este o
submultime nevida a lui X iar Y este un spatiu Banach ordonat partial de un con convex punctat
K CY cu interior nevid intK. Fie K := K\{0} si fie n : A x A — X o bifunctie.

Fie y1, y2 € Y si C, D C Y. Relatiile de ordine sunt definite astfel:

y1 <k Y2 = y2—uy1 €K,

C < D << x<kgy pentruorice x€C, yeD.
Fie T : A — 2¥ o functie multivoca. Definim (T + K)(z) = T(z) + K pentru z € A.

Definitia 3.5.1. (vezi, de exemplu, [67]) Un punct zq € C' se numeste punct de minim al lui C' in

raport cu K daca

(C —{zo) N (=K = 0.
Multimea tuturor punctelor de minim ale lui C' se noteaza cu Min C.

Definitia 3.5.2. (vezi, de exemplu, [67]) Un punct zo € C' se numeste punct de minim slab al lui
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C 1n raport cu K daca

(C —A{zo}) N (—intK) = 0.
Multimea tuturor punctelor de minim slab ale lui C' se noteaza cu WMin C.
In continuare, vom prezenta definitia conului contingent, vezi J.-P. Aubin si H. Francowska [10].

Definitia 3.5.3. Fie A o submultime nevida a unui spatiu vectorial normat X si 7 € cl A. Conul

contingent al multimii A in T este definit astfel

v|3I N, —0, Jv, > v,
Ca(T) =< astfel incat

Vn,T + \v, € A.

Conform cu J. Zeng si S.J. Li, prezentam urmatoarele definitii pentru conul contingent si pentru

derivata contingenta, respectiv.

Definitia 3.5.4. [128] Fie A o submultime nevida a X si T € cl A. Conul contingent al multimii
A in T este definit astfel

v ’ = ()\n)nEN > 07 = (xn)nGN S A7
Ca(z) = astfel incat

T = lim,, 00 @, si v = lim, o0 A\p (2, — T).

Definitia 3.5.5. [128] Fie (xo,yo) € gph T. Derivata contingentd DT (xq,yo) a lui T in (o, yo)

este functia multivoca de la X in Y definita astfel
gph (DT'(z0,y0)) := Cepnr (20, Yo)-
Fie DT (0, y0)(z) = D(T + K)(z0,%0)(x), pentru orice x € X, adica
y € DT'(z0,y0)(z) < (z,y) € Cepit(T0,Y0).

Conform Definitiei 4 din J. Zeng si S.J. Li [128], reamintim urméatoarele notiuni pentru functii

multivoce.

Definitia 3.5.6. [128] Fie T : A — 2Y o functie multivoca si (x¢, y9) € gph T. Multimea 0T (¢, yo)

definita prin
aT($07y0) = {H S L(Xa Y) | H(ZL’) < ﬁT(:EO)yO)(x)? V x € dom ET($0ay0)}
se numeste subdiferentiala contingenta generalizata slaba a lui T in (x, yo)-
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Definitia 3.5.7. [95] Fie o € A. O bifunctie n : A x A — X se numeste simetrica in xy daca
pentru orice x € A, x # x,

n(z, xo) + n(xe, z) = 0.

Remarca 3.5.8. In continuare, reamintim notiunile de invexitate generalizata pentru functii mul-
tivoce, definite in J. Zeng si S.J. Li [128]

Fie T : A — 2¥ o functie multivoca.
Definitia 3.5.9. [128] T se numeste (intK,intK)-pseudoinverd in (zo,yo) in raport cu n daca
pentru orice z € A, y € T(x), & € 9T (xo, ),
y—yo € —intK = (&, n(x,z0)) € —intK.
T se numeste (int K, int K)-pseudoinverd in (g, yo) In raport cu n daca pentru orice pereche (z,y),
xe A yeT(x), T este (int K, int K)-pseudoinvezrd in (x,y) in raport cu n pe A.
Definitia 3.5.10. [128] T' se numeste (K, intK)-pseudoinverd in (xg,yo) In raport cu n daca
pentru orice z € A, y € T(x), & € 9T (xo, ),
y—yo € —K° = (§,n(x,9)) € —intK.
T se numeste (K°, int K)-pseudoinverd in raport cu n pe A dacd pentru orice pereche (z,y), z € A,
y € T(z), T este (K°, intK)-pseudoinvezd in (x,y) in raport cu n pe A.
Definitia 3.5.11. [128] T se numeste (K, KY)-pseudoinvezd in (x¢,yo) in raport cu 7 dacd pentru
orice x € A, yeT(x), &€ IT(x,yo),
Y—1Y € _KO = <€a77($a370)> S _KO'
T se numeste (K°, KY)-pseudoinvezd in raport cu n pe A dacd pentru orice pereche (x,y), ¥ € A,
y € T(x), T este (K° K°)-pseudoinvezd in (z,y) in raport cu n pe A.
Definitia 3.5.12. [128] T se numeste (K, intK)-pseudoinveza in (xg, yo) in raport cu n daca pentru
oricexz € A, yeT(x), &€ IT(xo,y0),

Y—1Y € -K= <£77](‘T7$0>> € —intK.

T se numegte (K, intK)-pseudoinverd in raport cu n pe A daca pentru orice pereche (z,y), z € A,

y € T(x), T este (K, intK)-pseudoinvezd in (z,y) in raport cu n pe A.

In continuare, introducem noi concepte de invexitate generalizata pentru functii multivoce,

intr-o forma unificata.
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Definitia 3.5.13. [95] Fie K;, Ks C Y doua conuri punctate si convexe cu interioare nevide.
T se numeste (K7, Ks)-weakly-quasi-invexa in (zg,yo) € gph F' in raport cu n daca pentru orice

(x,y) € gph F' avem
(& m(x,m9)) € K1 pentru orice £ € 9T (o, yo) = y — Yo € Ka.

T se numeste (K71, Ks)-weakly-quasi-invexd in raport cu n pe A daca pentru orice (x,y) € gph F,

T este (K, Ks)-weakly-quasi-inverd in (z,y) in raport cu n on A.

In cele ce urmeazd, folosim Definitia 3.5.13 in cazul in care K; = K° sau intK, i = 1,2.

Rezultatul urmator prezinta relatiile dintre invexitatile generalizate prezentate anterior.

Propozitia 3.5.14. [95] Fie Ky, Ko, L1,Ly C Y patru conuri convere cu interioare nevide.

Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

1. Daca T este (Ky, Ly1)-weakly-quasi-invexa in raport cun pe A atunci T este (Ky, L1)-weakly-

quasi-invexd in raport cu n pe A, atunci cand Ky C Kj.

2. Daca T este (K1, L1)-weakly-quasi-invexa in raport cun pe A atunci T este (K, Ly)-weakly-

quasi-invexd in raport cu n pe A, atunci cand L; C Lo.

Vom prezenta acum un exemplu pentru a ilustra faptul ca exista o functie multivoca T astfel
incat sa fie (K°, K°)— weakly-quasi-invexa in (g, y0) n raport cu  dar care nu este (K, intK)-
weakly-quasi-invexa in (zg, yo) In raport cu n pe A.

Exemplul 3.5.15. [95] Fie X =R, Y =R* A=[-1,1] C X,
K=R2={y=(y1,92) €R?*| y1 >0,y >0}. FieT: A — 2" 5in: Ax A— A definite in felul
urmator

T(x)={y= (y1,12) € R’ | y1 = —z, y» € [0,1]}

si

0, y#0.

Sa luam zo = 0 §i yo € T'(z0), Yo = (0,0). Urmeaza ca,

xr, Y= Oa
n(x,y)Z{

Cgph(T—i—K)(xO?yO) = {(‘raylayQ) €R’ | reR, y1 > —x, Y > 0}

si
8T(%, yo) = {H},

H(z) = ( _Ox>,V:c€R.
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Este ugor de vizut ca T este (K9, K°)-weakly-quasi-invexa in (x¢, o) in raport cu n dar nu este

(K, int K )-weakly-quasi-invexa in raport cu ) deoarece pentru x = —1,y = (1,0) € T(—1) obtinem

(0T (0, y0),m(x, 39)) € K°, y —yo ¢ intK.

Exemplul urmator demonstreaza faptul ci exista o functie multivocd T care este (K°,intK)-
weakly-quasi-invexa in (g, o) in raport cu n dar care nu este (K, intK)-pseudoinvexa in (zo, yo)

in raport cu n on A, vezi [128].

Exemplul 3.5.16. [95] Fie X =R, Y =R? A=[-1,1] C X,
K=R2={y=(y1,92) €ER?| th > 0,49, >0}. FieT: A — 2" 5in: Ax A— A definite astfel

T(z) = { {y=(y1,92) ER*| y1 =—x, y2 €[0,1]}, x€][0,1],
{y=(v1,10) € R? | gy =—x, yp € (0,1]}, z€[-1,0)

( ) x? y:07x#]‘7
x,y) =
Y 0, y#0orx=1.

Consideram xy = 0 si yo € T'(x0), yo = (0,0). Urmeaza ca,

Cgph(T+K)<x07y0> =
= {(x’ybyQ) S R3 | LS R’ Y1 2> —, Yo 2 O}\{(l’,—ZL‘,O) S R3 | r < 0}

si
8T($0, yo) = {H}u

H(z) = ( _Ox>,Vx€R.

T este (K°, int K )-weakly-quasi-invexa in (zg, yo) in raport cu n dar nu este (K°, int K )-pseudoinvexa

unde

in (xg,yo) in raport cu 7 deoarece pentru x = 1, y = (—1,0) € T'(1), avem
y—yo € —K"si (€,n(z,0)) = (0,0) ¢ —intK for all & € IT (0, y0).

A.P. Farajzadeh, A.A. Harandi i K.R. Kazmi [48] au introdus urmatoarele definitii pentru
functii multivoce.

Fie x € A. Cu K(z) C X notam un con solid, convex, inchis gi punctat.

Definitia 3.5.17. [48] O functie multivoca T' : A — 2XXY) se numeste K — n—strong pseu-
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domonotond daca pentru orice x, y € A,

(T'(x), n(x,y)) £ =K(@)\{0} = (T'(y),n(y, 2)) € —K(y).

Definitia 3.5.18. [48] O functie multivoca T : A — 255Y) se numeste K-n-pseudomonotond

daca pentru orice x, y € A,

(T'(z),n(z,y)) £ —intK(x) = (T(y),n(y, =)) C —intK(y).
Fie C, K CY doua conuri solide, convexe si punctate.
Definitia 3.5.19. [95] O functie multivoca T : A — 2L(5Y) se numeste (C, K)-n-strong pseu-

domonotona daca pentru orice x, y € A,

(T(z),n(z,y)) £ C = (T(y),n(y,z)) € K.

Definitia 3.5.20. [95] O functie multivoca T : A — 2M%Y) se numeste strict (C, K )-n-strong

pseudomonotona daca pentru orice x, y € A, x # v,

(T(z),n(z,y)) £ C = (T(y),n(y,z)) € K.

Teorema 3.5.21. [95] Daca T : A — 2% este strict (— int K, — int K')-n-strong pseudomonotond,

atunci T este strict (—K°, —K°)-n-strong pseudomonotond.

In urmitorul exemplu demonstram ca reciproca Teoremei 3.5.21 nu are loc: punem in evidenta
o functie T care este (—K°, —K?)-n-strong pseudomonotoni si nu este strict (—intK, —intK)-n-

strong pseudomonotona.

Exemplul 3.5.22. [95] Fie X =R, Y =R? A=[-1,1] C X,
K=R2={y=(y1,92) €R?| 11 >0,y >0}. FieT: A — 2" gin: Ax A— A definita astfel

T(x)={y = (y1,12) €R*| 41 = =z, yp € [0,1],z € [-1,1]}

r, x<0,y=0,
-z, >0, y=0,
n@y) =<y, x=0,y>0,
-y, =0, y<O,

[ +1, otherwise.
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Fie 29 = 0 51 yo € T'(x0), yo = (0,0). Prin urmare,

Topn(r+x)(To, Yo) = {(x,y1,92) € R*| z€R, y1 > —x, yo >0}

8T<5150, yo) = {H}a

H(z) = ( _O‘T ) Vz €R.

Se observa cd 9T este strict (—K°, —K?°)-n-strong pseudomonotona si nu este strict

unde

(—int K, —int K')-n-strong pseudomonotona deoarece pentru x € A, x < 0, y € T'(x) avem

<6T(£C,y>,77(.%',$0)> g —Int K si <8T($0,y0),77(33‘0,1’)> g —intK.

Remarca 3.5.23. Remarcam faptul ca in Exemplul 3.5.22 bifunctia 7 este simetrica in xq = 0.

3.5.1 Legaturi intre problemele (SOP) si W(SSVI)
In aceasti subsectiune, prezentam legaturi intre inegalitatile vectoriale variationale generalizate de
tip Stampacchia gi o problema de optimizare multivoca.

O inegalitate vectoriala variationald generalizata de tip Stampacchia (SSVI) este cea in care

se cere aflarea unei perechi (xy) cu zg € A si yo € T'(x), astfel incat pentru orice £ € 9T (xg, yo)

(5SVI) (€ n(x, z0)) & —K°.

O inegalitate vectoriala variationald generalizata slaba de tip Stampacchia (W SSVI) este cea

in care se cere aflarea unei perechi (x¢yo) cu g € A si yo € T(x), astfel incat pentru orice
§ € 9T (o, yo)

(WSSVI) &, n(zr,z0)) ¢ —intK.

Problema de optimizare multivoca (SOP) este

min T(x).
Definitia 3.5.24. (vezi, de exemplu, [128]) Notam cu T(A) := U,eaT'(z) imaginea functiei 7. O
pereche (7,7) cu T € A siy € T(T) se numeste minim al problemei (SOP), daca § € MinT'(A).
O pereche (Z,7) cu T € A i § € T(T) se numegte minim slab al problemei (SOP) daca are loc
7€ WMinT(A).
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Remarca 3.5.25. J. Zeng si S.J. Li au obtinut legaturi intre ((WW)SSVI) i (SOP) folosind ipoteze

de pseudoinvexitate generalizata.

Urmatoarea teorema prezinta conditii suficiente pentru existenta punctelor de minim slab pen-

tru (SOP).

Teorema 3.5.26. [128] Fie T : A — 2Y o functie multivocd, xog € A siyy € T(xo). Dacd perechea
(z0,yo) este solutie a (WSSVI) si T este (K°, K°)-pseudoinvezd in (zo,yo) #n raport cun, atunci

(x0,Y0) este un minim slab al problemei (SOP).

Datorita relatiilor dintre notiunile de pseudoinvexitate, urmatoarele corolarii sunt evidente.

Corolar 3.5.27. [128] Fie T : A — 2Y o functie mutivocd, xo € A si yo € T(x0). Dacd perechea
(w0, y0) este solutie a (WSSVI) si T este (K, intK )-pseudoinvexd in (xo,yo) in raport cun, atunci

(w0, yo) este un minim slab al problemei (SOP).

Corolar 3.5.28. [128] Fie T : A — 2Y o functie multivocd, xo € A si yo € T(xg). Dacd perechea
(20, y0) este solutie a (WSSVI) i T este (K, intK)-pseudoinvexd in (xo,yo) in raport cun, atunci

(xo,Y0) este un minim slab al problemei (SOP).

Teorema urmatoare prezinta conditii suficiente pentru existenta punctelor de minim ale pro-

blemei (SOP).

Teorema 3.5.29. [128] Fie T : A — 2Y o functie multivocd, xog € A siyo € T(xg). Dacd perechea
(wo,y0) este solutie a (SSVI) si T este (K°, K°)-pseudoinvexd in (xg,1y0) in raport cu n, atunci

(o, Y0) este un minim slab al problemei (SOP).

In cele ce urmeaza, prezentam conditii suficiente pentru ca o solutie a problemei (SOP) sa fie

solutie a (SSVT), folosind weak-quasi-invexitatea.

Teorema 3.5.30. [94] Fie T : A — 2Y o functie multivocd, v € A si yo € T(xo). Dacd
perechea (g, o) este un punct de minim al problemei (SOP), T este (K°, K°)-weakly-quasi-invezd
in (xo,y0) on raport cu n, OT este strict (—K°, —K°)-n-strong pseudomonotond,

(0T (o, v0), n(To, o)) € K° si n este simetricd in xo, atunci (zo,yo) este o solutie a (SSVI).

Teorema 3.5.31. [94] Fie T : A — 2 o functie multivocd, xo € A si yo € T(xo). Dacd perechea
(wo,y0) este un punct de minim al problemei (SOP), T este (int K, K°)-weakly-quasi-invexd in
(x0,Y0) in raport cun, OT este strict (—int K, —int K')-n-strong pseudomonotond,

(0T (w0, yo), (o, o)) C K° si n este simetricd in zg, atunci (zg,yo) este o solutie a (SSVI).

Urmatoarele corolarii sunt consecinte ale Teoremei 3.5.30 si Teoremei 3.5.31, bazate pe Propo-
zitia 3.5.14.
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Corolar 3.5.32. [94] Fie T : A — 2¥ o functie multivocd, o € A $i yo € T(x0). Dacd perechea
(x0,Y0) este un punct de minim al problemei (SOP), T este (int K, int K)-weakly-quasi-invex in
(x0,Y0) in raport cun, T este strict (—int K, —int K')-n-strong pseudomonotond,

(0T (w0, yo),m(xo, o)) C K° sin este simetricd in xg, atunci (zg,yo) este o solutie a (SSVI).

Corolar 3.5.33. [94] Fie T : A — 2¥ o functie multivocd, xo € A si yo € T(x0). Dacd perechea
(z0,y0) este un punct de minim al problemei (SOP), T este (K°,int K)-weakly-quasi-invezd in
(wo,y0) #n raport cu n, OT este (—K°, —K°)-n-strong pseudomonotond,

(0T (o, Y0), n(T0, 1)) C K° si n este simetricd in xo, atunci (zo,yo) este o solutie a (SSVI).

Corolar 3.5.34. [94] Fie T : A — 2Y o functie multivocd, xo € A si yo € T(x0). Dacd perechea
(zo,y0) este un punct de minim al problemei (SOP), T este (K°,int K)-weakly-quasi-invexd in
(wo,y0) #n raport cu n, OT este (—K°, —K°)-n-strong pseudomonotond,

(0T (70, v0), n(To, ) € K° si n este simetricd in xo, atunci (xo,yo) este o solutie a (WSSVI).

3.5.2 Legaturi intre problemele (SOP) si W(SMVI)

In aceasta subsectiune, vom prezenta relatia intre o inegalitate vectoriala variationala generalizata

de tip Minty si o problema de optimizare multivoca.

O inegalitate vectoriala variationala generalizata de tip Minty (SMV ) este cea in care se cere
aflarea unei perechi (zoyo) cu zog € A si yo € T(xp), astfel incat pentru orice x € A, y € T(x)
exista £ € 0T (z,y) astfel incat

(SMVI) (€ n(z, z0)) & —K°.

O inegalitate vectoriald variationald generalizata slaba de tip Minty (W SMVI) este cea in care
se cere aflarea unei perechi (zoyo) cu z9p € A si yo € T(xp), astfel incat pentru orice z € A,
y € T(x) exista & € 0T (x,y) astfel incat

(WSMVI) €&, n(x,z0)) ¢ —intK.

Rezultatul urmator ne prezinta conditii necesare pentru ca un punct sa fie solutie a problemei
(SOP).

Teorema 3.5.35. [95] Fie T : A — 2Y o functie multivocd, xo € A si yo € T(x0). Dacd perechea
(zo,y0) este un minim al problemei (SOP), T este (K°, K°)-weakly-quasi-invezd in (xo,yo) in

raport cu n gi m este simetricd xo, atunci (zo,yo) este solutie a problemei (SMVI).

Corolarul ce urmeaza presupune conditii mai tari decat cele ale Teoremei 3.5.35, vezi Propozitia
3.5.14.
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Corolar 3.5.36. [95] Fie T : A — 2¥ o functie multivocd, xo € A $i yo € T(x0). Dacd perechea
(wo,y0) este un punct de minim pentru problema (SOP), T este (K°,int K)-weakly-quasi-invexd

in (zo,yo) tn raport cu n sim este simetricda in xg, atunci (To,yo) este solutie a (SMVI).

Urmatorul rezultat prezinta conditii necesare alternative pentru ca un punct sa fie minim slab

pentru (SOP).

Teorema 3.5.37. [95] Fie T : A — 2 o functie multivocd, vo € A si yo € T(xo). Dacd perechea
(w0,90) este punct de minim pentru (SOP), T este (int K, K°)-weakly-quasi-invexd in (xq,yo) in

raport cu n §im este simetricd in xo, atunci (xg,yo) este solutie a (WSMVI).

Rezultatele urmatoare sunt consecinte ale Teoremei 3.5.37, bazate pe Propozitia 3.5.14.

Corolar 3.5.38. [95] Fie T : A — 2¥ o functie multivocd, o € A $i yo € T(x0). Dacd perechea
(20, Y0) este punct de minim pentru (SOP), T este (int K, int K)-weakly-quasi-invexa in (xg, yo) in

raport cu m $i m este simetrica in xo, atunci (To,yo) este solutie a (WSMVI).

Corolar 3.5.39. [95] Fie T : A — 2¥ o functie multivocd, o € A $i yo € T(x0). Dacd perechea
(wo,y0) este punct de minim pentru (SOP), T este (K°, K°)-weakly-quasi-invexd in (xq,yo) in

raport cu n §i m este simetricd in xo, atunci (xg,yo) este solutie a (WSMVI).

Corolar 3.5.40. [95] Fie T : A — 2 o functie multivocd, o € A $i yo € T(x0). Dacd perechea
(wo,y0) este punct de minim pentru (SOP), T este (K°,int K)-weakly-quasi-invexd in (xo,yo) in

raport cu m gi m este simetricd in xo, atunci (xg,yo) este solutie a (WSMVI).

Teorema urmaéatoare prezinta conditii suficiente pentru ca o solutie (SMVI) sa fie solutie a

problemei (SOP).

Teorema 3.5.41. [95] Fie T : A — 2Y o functie multivocd, vy € A si yo € T(xo). Dacd
perechea (xg,y0) este solutie a (SMVI), T este (int K, K")-weakly-quasi-invexd in (xo,yo) in ra-
port cu m, n este simetrica in xo, 0T este strict (—int K, —int K)-n-strong pseudomonotona si

(0T (x0,Y0), n(xo, o)) C int K, atunci (xg,yo) este punct de minim pentru (SOP).

Urmatoarele corolarii sunt consecinte ale Teoremei 3.5.41, bazandu-ne pe Propozitia 3.5.14.

Corolar 3.5.42. [95] Fie T : A — 2¥ o functie multivocd, o € A si yo € T(xo). Dacd
perechea (xg,yo) este solutie a (SMVI), T este (int K, int K)-weakly-quasi-invezd in (xo,yo) in
raport cu m, n este simetrica in xy, 0T este strict (—int K, — int K)-n-strong pseudomonotond i

(0T (x0,Y0), n(xo, o)) C int K, atunci (xg,yo) este punct de minim pentru (SOP).

Corolar 3.5.43. [95] Fie T : A — 2¥ o functie multivocd, o € A si yo € T(xo). Dacd
perechea (o, o) este solutie a (SMVI), T este (K°, K°)-weakly-quasi-invezd in (zo,yo) in ra-
port cu n, n este simetrica in xg, JT este strict (—int K, — int K)-n-strong pseudomonotond i

(0T (0, Y0), n(To, o)) C K, atunci (zg,yo) este punct de minim pentru (SOP).
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Corolar 3.5.44. [95] Fie T : A — 2Y o functie multivocd, xo € A si yo € T(xp). Dacd
perechea (g, o) este solutie a (SMVI), T este (K°, int K)-weakly-quasi-invezd in (xq,yo) in ra-
port cu n, n este simetrica in xg, O este strict (—int K, — int K')-n-strong pseudomonotond i

(0T (0, yo), n(xo, o)) C K°, atunci (xo,y0) este punct de minim pentru (SOP).

Teorema urmatoare ne da conditii suficiente, in ipoteza de (K°, KY)-weakly-quasi-invexitate,

ca o solutie (SMVI) sa fie solutie pentru (SOP).

Teorema 3.5.45. [95] Fie T : A — 2¥ o functie multivocd, vy € A si yo € T(xo). Dacd
perechea (xg,o) este solutie pentru (SMVI), T este (K°, K°)-weakly-quasi-invexd in (zo,yo) in
raport cu m, n este simetricd in xo, OT este (—K°, —K°)-n-strong pseudomonotond si daca avem

(0T (0, Y0), n(To, o)) C K°, atunci (zg,yo) este punct de minim pentru (SOP).

Corolar 3.5.46. [95] Fie T : A — 2Y o functie multivocd, o € A si yo € T(xo). Dacd
perechea (zo,yo) este solutie pentru (SMVI), T este (K°,int K)-weakly-quasi-invexd in (o, yo)
in raport cu n, n este simetricd in xo, 0T este strict (—K°, —K%)-n-strong pseudomonotond si

(0T (0, Y0), n(To, o)) C K°, atunci (zg,yo) este punct de minim pentru (SOP).

Teorema urmétoare ne da conditii suficiente, folosind (int K, K°)-weakly-quasi-invexitatea, pen-
tru ca o solutie a (W.SMVI) sa fie solutie pentru (SOP).

Teorema 3.5.47. [95] Fie T : A — 2Y o functie multivocd, v € A si yo € T(xo). Dacd
perechea (g, o) este solutie pentru (WSMVI), T este (int K, K°)-weakly-quasi-invexd in (xo, yo)
in raport cum, n este simetrica in xo, 0T este strict (—int K, — int K)-n-strong pseudomonotond

si (0T (o, Y0), n(xo, x0)) C int K, atunci (xg,yo) este punct de minim pentru (SOP).

In continuare prezentam consecinte ale Teoremei 3.5.47, bazandu-ne Propozitia 3.5.14.

Corolar 3.5.48. [95] Fie T : A — 2¥ o functie multivocd, xo € A $i yo € T(x0). Dacd perechea
(x0,Y0) este solutie pentru (WSMVI), T este (int K, int K)-weakly-quasi-invexd in (zo,yo) in ra-
port cu n, n este simetrica in xg, O este strict (—int K, — int K)-n-strong pseudomonotond i

(0T (o, y0), n(xo, z0)) C int K, atunci (xq,yo) este punct de minim pentru (SOP).

Corolar 3.5.49. [95] Fie T : A — 2¥ o functie multivocd, o € A si yo € T(xo). Dacd
perechea (z9,vo) este solutie pentru (WSMVI), T este (K°, K°)-weakly-quasi-invezd in (o, o)
in raport cum, n este simetrica in xo, 0T este strict (—int K, — int K)-n-strong pseudomonotond

si (0T (xq, yo), (w0, 10)) C K°, atunci (xq,y) este punct de minim pentru (SOP).

Corolar 3.5.50. [95] Fie T : A — 2Y o functie multivocd, xo € A si yo € T(x0). Dacd perechea
(zo,y0) este solutie pentru (WSMVI), T este (K, int K)-weakly-quasi-invezd in (xg,vo) in ra-
port cu m, n este simetrica in xo, 0T este strict (—int K, —int K)-n-strong pseudomonotona si

(0T (70, v0), n(xo, o)) C K°, atunci (zg,yo) este punct de minim pentru (SOP).
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Teorema 3.5.51. [95] Fie T : A — 2¥ o functie multivocd, vy € A si yo € T(xo). Dacd
perechea (xg,vo) este solutie pentru (WSMVTI), T este (K° K°)-weakly-quasi-invexd in (xo, o)
in raport cu n, n este simetricd in xo, OT este strict (—K°, —K°)-n-strong pseudomonotond si

(0T (0, yo), (o, z0)) C K°, atunci (xo,y0) este punct de minim pentru (SOP).

Corolar 3.5.52. [95] Fie T : A — 2¥ o functie multivocd, o € A si yo € T(xo). Dacd
perechea (zg,yo) este solutie pentru (WSMVI), T este (K°,int K)-weakly-quasi-invexd in (o, yo)
in raport cu m, n este simetricd in xo, T este strict (—K°, —K)-n-strong pseudomonotond si

(0T (0, Y0), n(To, o)) C K°, atunci (zo,yo) este punct de minim pentru (SOP).

3.6 Inegalitati variationale vectoriale generalizate

In cadrul acestei sectiuni, fie X un spatiu Banach inzestrat cu o normi ||| si X* dualul siu
cu norma ||.||«. Notam cu [z,y], |z, y[, segmentul cu capetele x,y € X si [z,y]\{z,y}, respectiv.
Reamintim ca (-, -) este perechea duala dintre X si X*. Fie A o submultime nevida si deschisa a
lui X.

Fie ' = (Fy,..., F,) : A — R" o functie vectoriala, unde F; : A - R (i =1,...,n)
sunt, functii local Lipschitz pe A.

Consideram urmatoarea problema vectoriala:

(VOP) Minimizam F(z) = (Fi(z), ..., F(x)) unde x € A.

Definitia 3.6.1. (vezi, de exemplu, [67]) Un punct zo € A se numeste solufie eficientd (sau
Pareto) a lui (VOP) daca pentru orice x € A,

F(z) = F(xo) ¢ —RT\{0},

unde R"} este ortantul pozitiv si 0 este originea lui R".

Definitia 3.6.2. (vezi, de exemplu, [67]) Un punct zyo € A se numeste solufie slab eficientd (sau
Pareto) a lui (VOP) daca pentru orice x € A,

F(x) — F(xo) ¢ —intRY}.
De asemenea, in aceasta sectiune folosim subdiferentiala Mordukhovich in spatii Asplund si in
acest sens prezentam aceste definitii in continuare.

Definitia 3.6.3. [101] Fie x € A gi ¢ > 0. Multimea ¢ — normalelor lui A in z se definegte astfel

N.(z,A) = {z* € X* | limsup<x =)
A

U—x

<e}.

lu — |
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Fie 7 € A, conul limiting normal a lui A in T este

N(z,A) = lim sup]va(@ A).
T—T
eN\o0

Definitia 3.6.4. [101] Fie F': A — R o functie finitd in T € A. Subdiferentiala Mordukhovich a

lui ' in T se defineste astfel
OLF(T) ={2" € X* | («",—1) € N((z, F(T)),epi F)}.

Definitia 3.6.5. [101] Un spatiu Banach X este Asplund, sau spunem ca are proprietatea As-
plund, daca orice functie continua convexa F': A — X definita pe o submultime deschisa convexa

A a lui X este Frechet diferentiabla pe o submultime densa a lui A.
Remarca 3.6.6. Unul dintre cele mai populare spatii Asplund este orice spatiu Banach reflexiv.

Pentru mai multe detalii si aplicatii, vezi B. Mordukhovich [101].

In aceasta sectiune consideram de asemenea inegalitati vectoriale variationale generalizate de
tip Minty si inegalitati vectoriale variationale generalizate slabe de tip Stampacchia, definite cu

ajutorul subdiferentialei Mordukhovich in spatii Asplund.

Fie F' = (Fy,..., F,) : A — R" o functie vectoriala, unde F; : A > R (i =1,...,n)
sunt, functii local Lipschitz pe A.

Consideram urmatoarele inegalitati vectoriale variationale generalizate de tip Minty si ine-

galitati vectoriale variationale generalizate (slabe) de tip Stampacchia:

(MVVI) Sa se afle xy € A astfel incat, pentru orice x € A exista & € I Fy(z) (i = 1,...,n),

(€ n(z,20)) = (&1, 02, 20)), -, (&, 1(x, 20))) ¢ —RIN{O}.

(W)SVVI) Sa se afle xy € A astfel incat, pentru orice x € A exista & € I F;(xo) (i = 1,...,n),

(€ n(z,20)) = (&1, 02, 20)), -, (&, (@, 20))) ¢ —RIN{0} (¢ —intRY).

Vom obtine relatii intre solutiile problemei (VOP) si aceste inegalitati vectoriale variationale
generalizate, folosind conceptul de invexitate pentru functii vectoriale. Rezultatul pricipal din S.
Al-Homidan gi Q.H. Ansari [1], Q.H. Ansari, M. Rezaie si J. Zafarani [5], M. Rezaie i J. Za-
farani [109] a fost obtinut folosind subdiferentiala Clarke. Deoarece clasa subdiferentialei Clarke
include clasa subdiferentialei Mordukhovich (vezi B. Mordukhovich [101]), au fost autori care au
studiat legaturile dintre aceste inegalitati vectoriale variationale generalizate si problemele vectori-

ale de optimizare folosind subdiferentiala Mordukhovich, cu scopul de a obtine rezultate mai bune.
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Printre autori ii enumeram pe M. Oveisiha si J. Zafarani [104] iar B. Chen si N.J. Huang [33] au con-
siderat aceste inegalitati vectoriale variationale generalizate si probleme vectoriale de optimizare,
in spatii Asplund.

Folosind cateva exemple in acest sens, vom demonstra ca rezultatele noastre sunt mai tari decat

cele obtinute pana acum.

Definitia 3.6.7. (vezi, de exemplu, [115]) Fien: Ax A — X. O submultime A a lui X se numeste
invezd in raport cu 7 daca, pentru orice z,y € A §i A € [0, 1] avem y + An(z,y) € A.

In continuare, In caz ca nu se specifica altfel, presupunem ca X este spatiu Asplund si A C X

este o multime invexa nevida in raport cu bifunctian: A x A — X.

Definitia 3.6.8. (vezi, de exemplu, [104], [115]) Fie F': A — R o functie. F' se numeste

(i) quasi-preinvezd in raport cu n pe A daca pentru orice z,y € A, A € [0, 1],

F(x) < F(y) = Fy + M(z,y)) < F(y);

(ii) strict-quasi-preinverd in raport cu n pe A daca pentru orice x,y € A, A € (0, 1),

F(r) < F(y) = F(y + M\(z,y)) < F(y);

(iii) prequasi-invera in raport cu n on A daca pentru orice x,y € A, A € [0, 1],

F(y + M(z,y)) < max{F(z), F(y)}.

Este ugor de observat ca (iii) = (i) dar reciproc nu este adevarat, aga cum ne arata exemplul

urmator.

Exemplul 3.6.9. [96] Fie X = R, A =|1;3], F: A= R, F(z) = €%,
n:AxA—R,
20 —y, x>y, x,Y € 1;§ ,
n(z,y) = { : 53
x — 1y, otherwise.

Functia F' este quasi-preinvexa in raport cu 7 pe A si nu este prequasi-invexa in raport cu 1 pe A

11

150 A =1, avem

deoarece pentru r = 2, Yy =
F(z) > F(y) st F(y + Mn(z,y)) > F(x).

Se verifica ugor ca A este invexa in raport cu n pe A.
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In cele ce urmeazd, introducem urméitoarele definitii pentru functii vectoriale.
Definitia 3.6.10. [96] Fie F' = (F},..., F},) : A — R"™ o functie vectoriala si zp € A. F se numeste

(i) quasi-preinvezd in raport cu n pe A daca pentru orice z,y € A, A € [0, 1],

F(z) - F(y) € R} = F(y+ A\n(x,y)) — F(y) € =R,

(i) strict-quasi-preinverd in raport cu to n pe A daca pentru orice x,y € A, \ € (0,1),

F(r) — F(y) € =RI\{0} = F(y+ M\(z,y)) — F(y) € —R}\{0};

(iii) strict-pseudo-invexad in raport cu n pe A daca pentru orice x,y € A,

F(z) = F(y) € -R} = (0.F(y),n(z,y)) € —RE\{0};

(iv) slab-quasi-invexd in raport cu n pe A daca pentru orice x,y € A,
(OLF (y),n(z,y)) € RI\{0} = F(z) — F(y) € RT\{0}.

Remarca 3.6.11. (vezi, de exemplu, [109]) Definitia subdiferentialei Mordukhovich a functiei F

in x € A poate fi extinsa pentru functii vectoriale in felul urmator:
0LF(x) = 8LF1(x) X aLF2<l’) X ... X 8LFn(x)

Reamintim urmatoarele definitii de monotonie generalizata pentru functii multivoce, in raport

cu 7. Fie K un con convex punctat si solid a lui R™ astfel incat K C R™ \ {0}.

Definitia 3.6.12. (vezi, de exemplu, [109], [115]) O functie multivoca
F: A — 2% se numeste

(i) K-pseudomonotond in raport cu n pe A daca pentru orice z,y € A,
(F(x),n(y, x)) € K = (F(y),n(x,y)) € —K;

(ii) K-strict pseudomonotond in raport cu n on A daca pentru orice x,y € A,

T #y,
(F(x),n(y,x)) € K = (F(y),n(z,y)) C —int K.

In cateva din rezultatele urmitoare folosim ipoteza ca o bifunctie 7 sa satisfaca conditia C:
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n(x+ Mn(z,y),y) = An(z,y), Vr,ye AVYXel0,1].

Aceasta ipoteza este cunoscuta in literatura specifica invexitatii, vezi T. Jabarootian si J.
Zafarani [68].

Definitia 3.6.13. [96] Spunem ca n: A x A — X satisface condifia C in xy € A daca pentru

orice x € A, X € [0,1], z # xy,

n(xo + A\n(z, zo), x9) = An(x, o).

Rezultatele de medie sunt importante in analiza neneteda si prezentam unul in ceea ce priveste
subdiferentiala Mordukhovich.

Teorema 3.6.14. [101] Fie F' o functie continud, Lipschitz pe o multime deschisd a lui X ce

contine segmentul [z,y]. Atunci

pentru un ¢ € [x,y), si un & € I, F(c).

Urmatoarea teorema este un rezultat care se refera la functiile prequasi-invexe, local Lipschitz.

Teorema 3.6.15. [104] Fie F' : A — R o functie local Lipschitz pe A. Presupunem ca F este
prequasi-inverd in raport cu n pe A, n este continua in raport cu a doua variabila si satisface
conditia C. Daca (§*,n(y,x)) > 0 pentru un £ € O F(z), atunci F(y) > F(x).

Folosind argumente similare cu cele din demonstratia Teoremei 3.6.15, proprietatea poate fi

extinsa la functiile quasi-preinvexe.

Teorema 3.6.16. [96] Fie F' : A — R o functie local Lipschitz pe A. Presupunem ca F este
quasi-preinvexd in raport cu n pe A, n este continuda in raport cu al doilea argument si satisface
conditia C. Daca (£*,n(y,x)) > 0 pentru un & € O F(z), atunci F(y) > F(x).

Teorema urmatoare ne da conditii suficiente pentru ca o solutie a problemei (MVVI) sa fie
solutie pentru (VOP).

Teorema 3.6.17. [96] Presupunem ca F: A — R™ este strict-quasi-preinvexd in xo in raport
cun pe A, O F; (i = 1,...,n) este strict pseudomonotona in raport cu n pe A. Dacd xg € A este

solutie a problemei (MV'VI) sin satisface conditia C in xy, atunci xo este solutie eficientd pentru
(VOP).

64



Remarca 3.6.18. In [104] (Teorema 13), autorii au demonstrat ci dacil z, este o solutie a proble-
mei (MVV 1), atunci zg este o solutie eficienta a problemei (VOP) presupunand ca F; (i = 1,...,n)
este pseudo-invexa in raport cu n pe A gi n este continua in raport cu al doilea argument si satisface
conditia C. Urmatorul exemplu ne demonstreaza ca Teorema 3.6.17 se aplica, in timp Teorema
13 [104] nu. Functia F : A — R? este strict-quasi-preinvexa intr-un punct zo in raport cu aceeasi
functie n pe A, O F; (i = 1,...,n) este strict pseudomonotona in raport cu n pe A, n satisface

conditia C in z( dar exista k,1 < k < n, astfel incat F}, nu este pseudo-invexa in raport cu n pe A.

Exemplul 3.6.19. [96] S& consideram X = R, A = [0,1], F : A — R? F = (Fy, Fy) definita

astfel 1
F(z) = (Fi(2), Ba(2)) = (2, 52),

xo=0sgin:Ax A— R definita astfel

(

(r >0,y =0) sau
(x =0,y > 0),
n(z,y) =< 0, T =y,

1—y, y>x>0,

r—y,

L Y, O<y<ux.

Obtinem ca

%)}, ve A

Se verifica usor F este strict quasi-preinvexa in zo = 0 in raport cu 7 pe A si F5 nu este pseudo-

0Lk (x) = {(1,

invexa in raport cu n pe A deoarece pentru y > = > 0 avem ca

1

& =3¢ Ik (y), (€5 n(x,y)) >0 si Fo(r) < Fy(y).

Pe de alta parte, pentru orice z,y € A, x # y,
(OpFi(x),n(y,x)) SRy = (OcFi(y),n(z,y)) S —intR (i =1,2).

Prin urmare, 0, F' 1, O, F 5 sunt strict pseudomonotone in raport cu 1 pe A si n satisface conditia
C in zy. Este ugor de observat ca xy = 0 este solutie a problemei (MV V) si o solutie eficienta a
problemei (VOP).

Remarca 3.6.20. Functia n: A x A— R definita in Exemplul 3.6.19 nu satisface conditia C. Sa
ludm, de exemplu, z =2, y =1, 81 A = 3.

Teorema 3.6.21. [96] Presupunem ca F: A — R" este slab quasi-invexd in raport cu n pe A
si OLF este -R}\{0}-pseudomonotona in raport cun pe A. Daca x9 € A este o solutie eficienta a

problemei (VOP), atunci xq este o solutie a problemei (SVVI).
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Corolar 3.6.22. [96] Presupunem ca F : A — R" este slab quasi-invexd in raport cu n pe A si
OLF este -R}\{0}-pseudomonotond in raport cu n pe A. Daca xy € A este o solutie eficientd a
problemei (VOP), atunci xq este solutie pentru (WSVVI).

Remarca 3.6.23. In [33] (Teorema 4.2) autorii demonstreazi ci daci z, este solutie slabs a
problemei (VOP) atunci este solutie pentru (W.SVVI) presupunand ca F; (i = 1,...,n) este
invexa in raport cu 7 pe A. Exemplul urmator ne arata ca putem obtine un rezultat cu F' : A — R"
slab quasi-invexa in raport cu n pe A, 9 F -R} \{0}-pseudomonotona si exista k,1 < k < n, astfel

incat Fj nu este invexa in raport cu n pe A.

Exemplul 3.6.24. [96] Fie X =R, A=[0,1], F = (I}, Fy) : A — R? definita astfel

F(z) = (F(2), @) = (V&, 3v),
x9g=0gi7n:Ax A— R definita
0, (0 <z <y) sau (z =vy),

x, x>0,y=0,

x,y) =
(@) r—y, x>1y>0,

0, rz=0, y>0.

Obtinem

Functia F este slab quasi-invexa in raport cu n pe A deoarece

(0LF (y).n(z,y)) CRIN{0} = F(z) — F(y) € RI\{0}.

Functia F;, nu este invexa in raport cu n pe A deoarece pentru x > 0, y = 0 avem
Fy(x) — F3(0) < {7, n(z,0)),

pentru £* = 2. Se observa ca O F este —Ri\{O}—pseudomonotoné in raport cu 7 pe A, xy este o
solutie eficienta a problemei (VOP) si solutie pentru ((W)SVVI).

Teorema 3.6.25. [96] Presupunem cd
(i) OLF; (i =1,...,n) este strict pseudomonotond in raport cun pe A;

(i1) n satisface conditia C in xy;
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(111) pentru orice x # w gi orice i = 1,...,n,

(3.1) [Fi(x) > Fi(u) =

Je;=x+ An(u,x) € A\ € (0,1),3 & € LF(c;)

astfel incat
(G, n(z, c;)) = 0]

Daca zg € A este solutie a problemei (WSVVI), atunci xq este solutie eficientd a problemei

(VOP).
Corolar 3.6.26. [96] Presupunem ca
1. OpF; (i =1,...,n) este strict pseudomonotona in raport cu n pe A;
2. n satisface conditia C in xq;

3. pentru orice x # u $i orice i = 1,...,m,

[Fi(x) = Fi(u) =

3 G =+ )\ZU(U,ZE) < fl,)\Z € (0, 1), 3 & € 8LF,(CZ)

astfel incat
Daca x¢ € A este solutie a problemei (SVVI), atunci xq este solulie eficientd a problemei

(VOP).

Ansari, Rezaie gi Zafarani (2011) [5] au considerat o forma perturbata a inegalitatii vectoriale

variationale generalizate slabe Stampacchia.

Pornind de la aceasta lucrare, consideram urmatoarea forma a inegalitatii vectoriale variationale

generalizate de tip Stampacchia.

(PSVVI) Sa se afle zp € A pentru care exista ¢ty € (0,1) astfel incat pentru orice x € A si
orice t € (0, to], exista & € I Fi(xo + tn(x,x0)) (i = 1,...,n) care satisface

(€ n(z, z0)) = (&1, n(, 20)), ., (&n: Mz, 0))) & —RIN{0}.

Teorema urmatoare ne da relatia dintre problemele (PSVVI) si (W SVVI).

Teorema 3.6.27. [96] Daca xy € A este solutie a problemei (PSVVI), atunci este solutie a
problemei (WSVVI).
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Remarca 3.6.28. Reciproca Teoremei 3.7 nu este adevarata. In urmatorul exemplu vom vedea

ca exista solutie a problemei (WSVVI) care nu este solutie pentru problema (PSVVI).

Exemplul 3.6.29. [96] Fie X =R, A=[-1,1], F: A — R definita astfel

F@):{ VT, >0,

x, x <0,

sin:Ax A— R definita astfel

n(r,y) =z —y
Avem ca
ﬁ, x>0,
OLF(x) =14 [0,00], =0,
1, x < 0.

Se observa ca zy = 0 este solutie a problemei (W SV V). Pe de alta parte, pentru orice ¢, € (0,1)
exista x = —1 € A it =ty € (0,10] astfel incat & € 9L F(—t),

<£t7 77(% O)) S _R+ \ {0}
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