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Introducere

Fiziologia sistemului cardiovascular a fost studiata si clarificata treptat, de-a-
lungul mai multor secole. Deja in antichitate a fost identificat rolul vaselor sangvine, a
fost realizat faptul ca arterele si venele au roluri diferite Tn circulatia sangelui.

In secolul al XVII-lea, Sir William Harvey a efectuat niste cercetari
cardiovasculare ,,moderne” si a observat ca migcare singelui 1n vasele sangvine are un
caracter circulatoriu. in secolul urmitor Euler si D. Bernoulli, au adus contributii
importante 1n cercetarea dinamicii fluidelor cu aplicatii si Tn hemodinamica.

Medicul si fiziologul francez Poiseuille a fost primul, Tn 1844, care a Tncercat
sa inteleagd dinamica circulatiei singelui. Rezultatele sale au fost completate de cele
ale englezului Reynolds (1883).

Mai tarziu T. Young a obtinut contributii fundamentale in cercetdrile asupra
proprietatilor elastice ale tesuturilor arteriale si asupra propagérii presiunii sdngelui Tn
sistemul cardiovascular.

La inceputul secolului XX, O. Frank a introdus ideea analogiei intre sistemul
circulatoriu si o retea electrica [74].

In anii 1970, experimentele ,,in vitro” si cele pe animale au fost directiile
principale in investigatiile cardiovasculare dar, in anii recenti, avansarile in dinamica
computationald a fluidelor impreund cu imbunétitirile spectaculoase in performanta
calculatoarelor au condus la un progres semnificativ in cercetarile cardiovasculare. Cu
ajutorul technologiei moderne neinvazive pentru achizitia datelor (i.e. rezonanta
magnetica nucleara, CT spiral, etc.) precum si a algoritmilor tridimensionali, diferite
cantitati fizice, cum ar fi tensiunea de forfecare, pot fi calculate, in timp ce mésurarea
lor ,,in vivo” si chiar ,,in vitro” ar fi o problema extrem de complicata.

In ultima decada, utilizarea modelelor matematice secondati de folosirea unor
algoritmi numerici adecvati, a permis realizarea de progrese in interpretarea
functiondrii sistemului cardiovascular atit in situatii fiziologice normale cét si in
situatii patologice, precum si in perspectiva furnizarii de indicatii punctuale pentru
abordarea chirurgicald specifica.

Simulérile numerice pentru sistemul cardiovascular pot fi in folosul medicinei;
cu ajutorul lor un chirurg poate intelege efectele solutiilor posibile in ipostaze diferite
in circulatia singelui si poate alege procedura cea mai potrivitd pentru un pacient

specific.



Aceastd noua perspectiva a condus la nasterea unui nou capitol al
matematicilor aplicate, hemodinamica computationala, la baza céreia stau modelele
matematice ale dinamicii fluidelor, Tn particular a sangelui, impreund cu abordarea
computationald. Dar cu toate realizarile, atdt in domeniul modelarii matematice, a
analizei numerice, a calculului computational stiintific — unde au fost introduse o
varietate de noi concepte si tehnici matematice, multe dintre dificultati sunt Tnca
nedepdsite, ele reprezentand o sursd de confruntdri stiintifice pentru anii ce urmeaza.

Faptul cd sangele manifestda un comportament nenewtonian a fost observat
pentru prima data la sfarsitul secolului trecut (Enderle et al. 2000, [25]). Sangele este
un fluid neomogen, anisotropic, compus din suspensia a multor particole, asimetrice,
vascoelastice, purtate Intr-un fluid care contine masd mare moleculard si care se
comportd Intr-un mod complicat ,,sub forfecare”.

Ronald L. Fournier (1998) [31] a analizat singele din punct de vedere
reologic, reologia preocupandu-se de comportamentul de curgere al fluidelor, fiind o
stiintd care stabileste modelele matematice care descriu comportamentul fluidelor
supuse la solicitari. El a anticipat ca comportamentul reologic al sangelui este mai
complex decit comportamentul unui simplu fluid precum apa (de exemplu).

Ishakawa et al. (1998) [43] a gasit cd curgerea pulsatildi a fluidului
nenewtonian printr-un tub stenotic diferd de curgerea fluidului newtonian.
Proprietatea nenewtoniand intensifica tensiunea de forfecare pe perete precum si
presiunea pe perete dar modereaza si vorticitatea.

Chakravarty si Mandal (1994) [13] au studiat analitic comportamentul curgerii
nestationare a sangelui intr-o arterd cu stenoza, considerand sangele ca fiind un fluid
nenewtonian luand in considerare si vascoelasticitatea sangelui. Mandal (2005) [50] a
ardtat cd 1n niste conditii patologice (ca de pilda, la pacientii cu infarct miocardic
violent si hipertensiune), singele manifesta proprietdti nenewtoniene.

Gijsen et al. (1999) [34] au studiat impactul proprietatilor nenewtoniene a
sangelui asupra distributiei de viteza. Ei au facut o comparatie intre modelul
nenewtonian §i modelul newtonian la diferite valori ale numarului Reynolds.
Comparatia a dezviluit ca aspectul nenewtonian a fluidului poate fi simulat destul de
bine folosind numarul Reynolds adecvat.

Printr-un studiu initial, Formaggia et al. (2003) [29], Lee si Xu (2002) [49] au
observat comportamentul curgerii sdngelui in vase sangvine fara stenoza sau in artere
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normale; apoi stenoza poate fi ,,construitd” Tnduntrul peretelui arterei. De atunci, un



numar destul de mare de studii teoretice au fost elaborate Tn ceea ce priveste curgerea
sangelui in artere cu stenoze. In majoritatea studiilor astfel elaborate a fost luat in
considerare o stenoza ,,slaba”, adicd o singurd stenoza. Chakravarty si Mandal (1996)
[14] au notat ca problema devine mult mai complexd in prezenta unei stenoze
»suprapuse” (doud stenoze, una imediat dupa cealaltd) in arterda, in comparatie cu
cazul stenozei ,,slabe”.

Pentru rezolvarea problemei curgerii sangelui 1n artere normale §i cu stenoza,

sunt mai multe metode de abordare. Unii cercetatori au incercat rezolvari analitice,
altii au folosit metode numerice. Gerrald si Taylor (1977) [84] au folosit metoda
diferentelor finite (MDF) pentru a rezolva problema curgerii sangelui in arterad
normald. Metoda diferentelor finite bazatd pe aproximarea diferentei centrale a fost
folositd de catre Chakravarty si Mandal (1994) [13] si Mandal (2005) [50]. Misra si
Pal (1999) [53] au modelat curgerea sangelui folosind metoda Crank-Nicolson
implicitd. Formula Runge-Kutta a fost folosita de citre Chakravarty si Mandal (1996,
2000) [15].
In afara metodei diferentelor finite, metoda elementului finit (MEF) este de asemenea
folosita. Sud si Sekhon (1987) [82] au folosit MEF pentru a modela curgerea sangelui
intr-o arterd cu stenozad. Formaggia et al. (2003) [29] au prezentat o metoda element
finit Taylor-Galerkin in rezolvarea unor cazuri de test.

Scopul acestei teze de doctorat este acela de a simula curgerea sangelui 1n vase
sangvine largi (artere) ludnd in considerare caracterul ne-Newtonian al sangelui
impreuna cu comportamentul viscoelastic al peretelui vasului 1n care ale loc curgerea.
Accentul este pus pe simuldrile in diferite cazuri patologice, cand vasul sangvin are o
stenoza (o Ingustare a vasului) sau cind are un anevrism (o dilatare a vasului).
Simularile numerice au fost realizate utilizand pachetul COMSOL Multiphysics 3.3,
pachet bazat pe metoda elementului finit.

Pentru a valida rezultatele obtinute acestea au fost comparate cu rezultatele
obtinute de alti cercetatori [54], [58], [52], [28], [94].

Unele rezultate, care simuleazd curgerea siangelui in diferite artere au fost
exportate Tn format video, si sunt atasate acestei teze de doctorat pe un CD, conform
anexei 2.

Rezultatele si contributiile originale:

Construirea unui model matematic ne-Newtonian de tip Cross pentru miscare

sangelui 1n vase largi atasat unui model de tip Maxwell generalizat pentru



comportamentul vascoelastic al peretelui vascular. Aceste modele matematice sunt
prezentate in capitolul 5 si 6, si au fost publicate in lucrarea Albert, B., Vacaras, V.,
Trif, D., Petrila, T., Non-Newtonian approach of the blood flow in large viscoelastic
vessels with stenosis or aneurysm, Jokull Journal, vol. 63, No. 7, pp. 160-173, 2013
[3].

Realizarea a mai multor simulari numerice pentru curgerea siangelui 1n artere
cu diferite stenoze (publicate in lucrarile Petrila T., Albert B., Calculation of the Wall
Shear Stress in the Case of a Stenosed Internal Carotid Artery, Indian Journal of
Applied Research, Vol. 3, No. 9, pp. 396-398, 2013 [67] si Petrila T., Albert B.,
Calculation of the Wall Shear Stress in the case of an Internal Carotid Artery with
stenoses of different sizes, INCAS Buletin, Vol 5, Special Issue, 15-22, 2014 [66])
sau 1n artere cu diferite anevrisme (publicate in lucrarea Albert B., Vacaras V., Petrila
T., Calculation of the Wall Shear Stress in the Case of an Abdominal Aortic
Aneurysm, Wulfenia, vol. 20, No.12, pp. 159-168, 2013 [4]). Rezultatele acestor
simulari sunt prezentate in capitolul 8, sectiunile 8.4, 8.5, 8.5.1.

Am dedus si o conditie matematica globald pentru riscul de rupere al peretelui
vascular in cazul unei artere cu anevrism §i am aplicat aceasta conditie pentru o artera
abdominala cu dublu anevrism (capitolul 8, sectiunile 8.6, 8.6.1). Aceste rezultate sunt
prezentate in lucrarea Albert B., Vacaras V., Deac D., Petrila T., A global condition
for the rupture risk of an Abdominal Aortic Aneurysm (AAA) obtained within a
mathematical and numerical model for blood flow in large vessels, acceptata spre
publicare de Jokull Jornal [5].

Teza este structuratd in felul urmator:

Capitolul 1 contine o parte introductiva referitoare la evolutia studiului
curgerii sangelui in sistemul cardiovascular. De asemenea 1n acest capitol introductiv
sunt prezentate niste caracteristici de baza ale singelui si ale vaselor sangvine,
importante pentru abordarea ulterioara.

In al doilea capitol sunt introduse notiunile de stenoza si de anevrism, din
punct de vedere medical. Sunt descrise formarea acestora si efectele lor asupra
organismului uman.

Mai multe functii matematice pentru modelarea formelor diferitelor stenoze
sunt prezentate in capitolul 3. Sunt abordate stenoza ,,slaba”, stenoza de ,,forma

cosinus”, stenoza 1n ,,forma de clopot”, stenoza iregulata, stenoza multipla.



In capitolul 4 sunt enumerate conceptele de bazi pentru descrierea miscarii
fluidului (sdngelui) precum ecuatia de continuitate, ecuatia Navier-Stokes si cum
poate fi folosita seria Fourier pentru conditiile initiale asociate curgerilor pulsatile.
De asemenea este prezentatd si solutia analitici Womersley pentru curgerea pulsatila
in tub rigid.

In prima sectiune a capitolului 5 este descris modelul matematic Newtonian
pentru curgerea sangelui in vase largi, apoi In sectiunea 5.2 se trece la deducerea
modelului ne-Newtonian pentru curgerea sangelui, model care va fi utilizat ulterior
pentru simuldrile numerice.

In capitolul 6 sunt prezentate mai multe modele matematice pentru descrierea
comportamentului vascoelatic al materialelor. Este descris astfel si modelul Maxwell
generalizat, cu ajutorul caruia se va modela comportamentul vascoelastic al peretelui
sangvin.

Construirea modelului folosit prin pachetul software COMSOL Multiphysics
3.3 este descrisa in capitolul 7. Se porneste de la selectarea modulelor
corespunzatoare pentru fluid (sdnge) si perete si apoi prin crearea ,,geometriei”’, prin
setdrile coeficientilor implicati, prin definirea conditiilor la limita si a conditiilor
initiale adecvate, prin crearea grilei domeniului, se ajunge in final, la setarile de
rulare.

Capitolul 8 contine rezultatele simularilor numerice. Primele rezultate sunt
obtinute pentru curgerea sangelui intr-o arterd cu stenoza si apoi Intr-una cu anevrism,
atunci cand peretele vasului de sange este considerat a fi elastic. Apoi se trece la cazul
cand peretele vascular are comportament vascoelastic, comportament sugerat de
experimentele in laborator. Sectiunea 8.4 prezintd rezultatele obtinute pentru o artera
carotidd internd cu stenozad (caz medical real). Accentul este pus pe calcularea asa
numitei tensiunii de forfecare pe perete (wall shear stress, WSS), marime fizica care
poate fi responsabila principald pentru ruperea peretelui vascular. In sectiunile 8.5 si
8.6 sunt prezentate rezultatele obtinute pentru artere cu anevrisme. Si in cazul
anevrismelor a fost cercetat un caz medical real, o artera abdominald cu dublu

anevrism.



1. Sangele si Vasele sangvine

1.1. Séngele

Cel mai important rol al sistemului circulatoriu este de a furniza corpului
sangele si implicit a vitaliza organele umane. Vasele sangvine sunt clasificate in trei
categorii: arterele (In care singele este transportat de la inima spre organe), venele
(prin ele sangele ajunge inapoi 1n inimd) si capilarele (vase sangvine foarte subtiri si
poroase prin care se efectueaza schimbarea diferitelor substante Tntre organe si singe).

Riguros vorbind singele nu este un fluid ci o suspensie de particule in fluid,
numitd plasma, care este in proportie de 90 — 92% apa, 7% proteine ( albumina,
fibrinogen etc.) si restul constituenti anorganici. Cele mai importante particule 1n
sange sunt eritrocitele (celulele rosii) discuri biconcave, reprezentind 45% din
volumul sangelui, leucocitele (celulele albe) si trombocitele.

Marimile principale care descriu curgerea sangelui sunt viteza u si presiunea p
iar cand vorbim despre probleme de interactiuni fluid-pereti, atunci va interveni si
deplasarea peretelui vasului. Presiunea, viteza si deplasarea peretelui vor fi functii de

timp si de pozitie (in spatiu).

1.2. Vasele sangvine

Peretele vaselor sangvine are o naturda destul de complexa, este un tesut viu,
alcatuit din celulele musculare, care contribuie la comportamentul sdu mecanic, iar
deducerea unui model matematic exact pentru acest comportament mecanic este
destul de dificila. Structura peretelui este formatd din mai multe straturi cu diferite
caracteristici mecanice. Cele mai importante sunt endoteliul (de cca. 2 microni),
intima (de cca. 10 microni), lamina elastica interna (de cca. 2 microni), media (de
cca, 300 de microni), lamina elastica externd si adventicea.

Totusi trebuie sa facem diferentd Intre cele trei tipuri de vase sangvine: artere,
vene si capilare. Arterele au pereti grosi cu sectiune circulard, cu media proeminenta,
lamina elastica destul de vizibild, In timp ce venele au pereti mai subtiri cu sectiune
eliptica, cu medie subtire, intima foarte subtire, lamina elasticd cvazi-absenta. Venele
cu marimi medii sunt caracterizate cu prezenta supapelor pentru a preveni curgere in
sens opus a sangelui. Capilarele au pereti foarte subtiri cu un singur strat de endoteliu,

unele au pereti porosi, altele nu au gauri pe peretii lor.



2. Stenoza si anevrismul

Ateroscleroza este o maladie cardiovasculara caracterizatd de formarea, la
nivelul tunicii interne si medii a arterelor mijlocii §i mari, a placilor ateromatoase
(pléci de culoare galbend), ce contin colesterol, material lipidic. Ele stdnjenesc din ce
in ce mai mult circulatia liberda a singelui prin artera afectatd (formand astfel
stenozele): din laminara si fluentd, curgerea sangelui devine turbulenta si inegala.

Stenoza este definita ca fiind o astupare partiala a vaselor sangvine, cauzatd de
cresterea anormala a tesuturilor sau de depozitarea colesterolului pe peretii vaselor.

Ateroscleroza, desi poate raimane asimptomatica cateva decenii, produce doua
mari probleme: placile ateromatoase, desi sunt compensate de largirea arterelor, in
cele din urma duc la rupturi ale placilor. Acestea se lecuiesc si se micsoreaza, dar pot
duce la stenoza arterelor, sau, chiar mai rdu, la blocajul acestora. Dacd procesul

largirii arterelor este excesiv, poate rezulta un anevrism.

Artera Artera ingustata
normala de placa ateromatoasa

Endoteliu
modificat

Endoteliu Celule
musculare

netede

Do
fibrgs

Muschi neted Lipide,
calcificari,
resturi
celulare

Figura 2.1 Depunerea plicii pe peretele arterei

Factorii de risc sunt:
e obezitatea;
e dieta neechilibrata;
e stil de viatd sedentar;
e fumatul;
e diabetul zaharat;
e alcoolismul;

¢ hiperlipoproteinemie si hipertensiune arteriala
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Anevrismul aortic reprezinta o zona sldbitd si "umflatd" in peretele aortei.

Aorta este vasul de sange de dimensiuni mari, care transportd sangele bogat in oxigen

de la inima la restul organismului. Aorta anevrismald este slabitd si se poate rupe,

determinand o hemoragie ce poate pune 1n pericol viata.

Exista 2 tipuri de anevrism aortic: anevrismul aortic abdominal si anevrismul

aortic toracic. Aceastd clasificare se bazeaza pe localizarea anevrismului de-a lungul

traiectului aortei.

Pe Figura 2.2 apare o arterda abdominala cu anevrism (AAA), imagine realizata

prin ecografie abdominald la Clinica de neurologie din Cluj-Napoca.

Anevrismele aortice abdominale si toracice pot fi cauzate de numeroasi

factori, printre care:

ateroscleroza, afectarea si lezarea tisulard care rezulta pot duce la dezvoltarea
anevrismului;

factorii genetici — pana la 28% din persoanele care prezintd un anevrism aortic
abdominal au un membru al familiei, rudd de gradul intdi, cu aceasta
afectiune;

varsta, aorta 1si pierde elasticitatea si devine mai rigida odata cu inaintarea in
varsta, crescand astfel riscul de aparitie a unui anevrism aortic abdominal;
anumite infectii, precum sifilisul [59] si endocardita (o infectie a stratului
celular ce ciptuseste inima), pot provoca de asemenea un anevrism;
traumatismele, o loviturd brutala, puternica in piept sau Tn abdomen.

lin.Hed. I11, UHMF Cluj—-Napoca
.y 1 1 0 g ' 1
12. 86E

disectie fio
reevaluare
progresie

Figura 2.2 AAA realizat prin ecografie abdominali (Clinica de neurologie, Cluj-Napoca)
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3. Geometria stenozei

Pentru stenoze mai multe tipuri de ,,geometrie” pot fi formulate din punct de
vedere matematic (conform lucrarii lui Zuhaila, 2006 [102]).

In acest capitol amintim vasul cu razd constantd (vas fard stenoza), stenoza
slaba, stenoza de ,,forma de cosinus”, stenoza in ,,forma de clopot”, stenoza iregulatd

si stenoza multipla.
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4. Descrierea matematica a miscarii fluidului

Pentru a exprima viteza fluidului vom folosi coordonatele Carteziene, astfel ca
viteza va fi o functie de coordonate x, y si z, precum si o functie de timp. Pentru
componentele vitezei in cele trei directii x, y si z vom folosi notatiile u, v, respectiv w.
Scris intr-o forma concisda, avem pentru viteza

u(x,y,z,t) =ui +vj + wk = u(x, V. 201 +v(x,y,2,1) ] + w(x, y, o0k,
unde i , ; silg sunt versorii in cele trei directii x, y respectiv z.

Pentru acceleratie putem scrie

a(x zt)—af+a i+a 12 au au au a_u
VBl = T ay o M VT

unde a,, a, si a, sunt componentele Carteziene ale acceleratiei.

Putem exprima acceleratia intr-o forma mai compacta si anume

~ Du
a=—,
Dt
D() : y
unde operatorul Dr este derivata totala.
t
Prin definirea operatorului de gradient, VO, 6() = @f +—= 90 J+ 0 ¢ Lk putem
ox dy 0z
rescrie derivata totala, intr-o alta forma
DO_20,, 5.
Dt ot

Sa introducem si operatorul Laplace (Laplacianul), care este produsul scalar al

operatorului de gradient cu el insusi, adica
V?0=V0-V0,sau

9’ 0, 9 0, 9’0

Vi) = .
0 ox’ 82 azz

4.1. Ecuatia de continuitatea

Ecuatia de continuitate, sau conservarea de masa, poate fi scrisa sub forma urmatoare
PAYV, = p,AV, =constant, unde p este densitatea fluidului, A este aria sectiunii

transversale a vasului sangvin, iar V este viteza medie a sangelui prin sectiunea

transversala.
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Forma mult mai generald a ecuatiei de continuitate este

9p  9Ipw)  d(pv) I(pw) _
ot ox dy 0z

In cazul fluidelor incompresibile, cum este singele, densitatea fiind constanta,

ecuatia de continuitate poate fi simplificatd sub forma

ou dv ow
—+—+—=0.
ox dy Jz
Aceasta ecuatie se scrie si diva =0.
4.2. Reprezentarea prin serii Fourier a conditiilor atasate

In cazul curgerii pulsatile intr-un tub cu axa de siometrie Oz, unde u este viteza si P
este presiunea, derivata partiald a vitezei u in raport cu timpul nu este zero. In plus
nici derivata partiald a presiunii P in raport cu z, distanta dealungul tubului, nu este
zero, adica

a—u;to sia—P;tO.
ot 0z

Din cauza cd unda de presiune este periodicd, este convenabil sd scriem derivata
partiala a presiunii dP /dz folosind seriile Fourier.

Aceasta functie periodicd depinde de frecventa fundamentald a semnalului @
(ritmul inimii Tn rad/s) si de timpul ¢z. Putem scrie aceastd functie ca o sumd de
sinusuri $i cosinusuri, cu coeficienti potriviti, cunoscuti ca si coeficientii Fourier. Mai
precis dP/dz fiind o functie periodica, ea poate fi scrisa.

%—I; =A, +A cos(ax)+ A, cos(Qax) + A, cos(Bax) +... +

B, sin(ax) + B, sin(2ax) + B, sin(3ax) +...
Aceasta este reprezentarea gradientului de presiune prin serie Fourier. Pentru a gasi
coeficientii A, A,, A,....., B;, B,, ... metoda cea mai cunoscuta consta in evaluarea

unor seturi de integrale. In general, daca f este o functie periodicd cu perioada T,

atunci avem

1 Ty
Ay=— [

00
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2 Ty
A=— j £ (t)cos(nax)dt

n
00

T

Ti j f()sin(nax)dt .

00

B, =

Metodele pentru calcularea acestor integrale pot fi destul de laborioase daca functia f
nu este simpli. In aceste conditii poate fi convenabila evaluarea integralelor prin

metode numerice.

4.3. Ecuatiile Navier-Stokes

Ecuatiile Navier-Stokes, ecuatii cu derivate partiale de ordinul doi, nelineare,
sunt considerate ca fiind ecuatiile ce guverneazd descrierea miscdrilor fluidelor
Newtoniene.

Ecuatiile Navier-Stokes, in campul gravitational, pot fi scrise (in cazul unor
ipoteze simplificatoare sub forma)

Du

== = pg—VP+ 1V,
P, = PE K

. . . Du . - . NI
unde, p este densitatea fluidului, F este derivata totald a vectorului de viteza, g
t

este acceleratia gravitationald, VP reprezintd gradientul de presiune, iar W

vascozitatea presupusd constanta a fluidului.

4.4. Curgere pulsatila in tub rigid. Solutia Womersley

Sa consideram curgerea uniforma, laminara, axial simetricd Intr-un tub a unui
fluid Newtonian. Aceastd curgere este similard cu problema Poiseuille, dar acum
consideram o migcare pulsatila si nu una stationara.

Pentru gradientul de presiune vom lua reprezentarea prin seria Fourier

oP < ;

— =Re et

0z {;.’ e }
Astfel, pentru fiecare armonicd de ordinul n, putem scrie fiecare componentd a
gradientului de presiune ca o exponentiald complexa

ld
0z

=a.e

n

n

Folosim ecuatia Navier-Stokes sub forma scalara
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Datorita faptului ca sistemul este axial simetric, nu avem viteza in directia

radiald sau transversala si astfel nu avem schimbare de vitezad in directia radiala sau

L . du . Lo e
transversala, deci 0 0, v, =0 si v, =0. Fiindca migcarea este uniforma, viteza u

nu variaza In directia axiald (z), deci si 8_ =0. Considerand curgerea a fi orizontala,
4

ecuatia Navier-Stokes se simplifica sub forma urmatoare

Ju oP 2’u 19du
P—=m—t U] —+—— |.
ot 0z or’ ror

impérgind ecuatia prin densitatea p , Introducand véscozitatea cinetica v = fad

P

o n ., OP mar s o .
si inlocuind —| =aq,e"", ajungem la urmatoarea ecuatie

0z "

n

a,e"” d’u, 10du, | du,
=v +— -,
P or* r or ot

Aceasta este o ecuatie cu derivate partiale, lineard, de ordinul doi. Aici indicele n se
referd la faptul ca ne ocupam cu rezolvarea ecuatiei pentru a ,,n”-a componenta, apoi
ajungem la solutia totald prin asamblarea componentelor, iar in final vom lua partea

reald a solutiei.

Viteza corespunzatoara, care satisface ecuatia cu derivate partiale
a J,(Ar ,
M”=Re . n 0( )_1 ema)t .
inpa@| J,(AR)
i’nw
unde J, este o functie Bessel de ordinul zero, speta I-a, ="V este

14

vascozitatea cineticd, iar @ este frecventa.
Acest rezultat gésit este numai pentru o singurd armonica n. Pentru a gasi

viteza ca o functie de raza r si timp ¢ pentru intreaga presiune trebuie sd adunam
rezultatul valabil pentru miscarea stationard u,, cu rezultatele pentru toate armonicele.

Astfel ajungem la (Womersely, 1955 [Error! Reference source not found.])

u(r,t) =u,(r)+ iun (r,1).

n=1
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O cantitate care este putin mai importantd decit viteza este fluxul de masa care
curge printr-o sectiune transversald data a vasului sangvin. Pentru a o gasi trebuie sa
integram functia de viteza Tnmultita cu aria diferentiald infinitezimalad peste Intreaga
sectiune transversala. Aria diferentiala este 2zrdr , astfel (cum apare in Waite, 2007

[Error! Reference source not found.]) putem scrie pentru fluxul de masa

R

o) = j u(r,t)- 27rdr .

0

Exista o identitate integrala pentru functiile Bessel si anume:
jx]o (x)dx = xJ,(x),
unde J, semnifica o functie Bessel de ordinul intéi, speta I-a.

Folosind aceasta identitate, ajungem la urmétorul rezultat pentru armonica n

o -mf e an ]}
inpw| ARJ ,(AR)

Aceste rezultate trebuie Tnsumate si adaugate la

8u
aR*’

0, =a,

care este fluxul mediu produs de termenul constant. n final avem
QN =0,+2.,0,(.
n=1

Prin masurarea fluxului de masa Intr-o anumita zond a sangelui (care poate fi
facut 1n laboratoare medicale), cu ajutorul solutiei Womersley putem calcula valorile
vitezei si ale presiunii Tn zona respectiva.

Am incercat implementarea modelului Womersley in COMSOL 3.3, dar am
intAmpinat mai multe probleme. Solutia Womersley poate fi folositd doar in conditii
ideale si anume: cand curgerea este laminard, fluidul are un comportament
Newtonian, tubul este drept, cilindric si rigid. Din aceste motive am renuntat la

folosirea acestui model.
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5. Modele matematice pentru studiul migcarii
sangelui in vase largi

5.1. Model Newtonian

In primul model matematic propus vom accepta pentru miscarea sangelui in
vase largi sistemul Stokes pentru fluid incompresibil; de asemenea se accepta
omogenitatea sangelui §i constanta vascozitdtii precum s§i caracterul laminar al
curgerii impreuna cu inexistenta fortelor de camp exterioare.

In cea ce priveste peretii vaselor de singe, in prima fazi a modelarii ei au un
comportament elastic linear, dar pentru a Tmbunétati modelul vom lua in considerare
in continuare caracterul vascoelastic al peretilor vaselor de sdnge, comportament care

este mult mai aproape de realitatea fiziologica.

5.2. Model reologic ne-Newtonian

De data aceasta pentru sange va fi acceptatd o reprezentare reologica ne-
newtoniand cu coeficient de vascozitate neconstant in conditiile considerdrii si
aspectului pulsatil (nestationar) legat de pomparea ritmica a sangelui de catre inima
dar pastrand incompresibilitatea si omogenitatea acestuia, Tn ipoteza unei curgeri strict
laminare si fara a considera forte exterioare de camp.

In cazul modelului ne-Newtonian coeficientul de véscozitate este o functie de

rata de forfecare (7), adicayu = u(y). Au fost elaborate si acceptate mai multe
modele reologice, dintre care mentionam:

e Modelul ,,functia de putere”, conform céruia
M) =k
¢ Modelul Powell-Eyring

. ~1 .
(=S (D) sag3s
Ay

e  Modelul Cross
U =1A+UA»™™, 1=1,007s, m=1,028
e Modelul Cross modificat 1

4@ =1+AP™)™, A=3,736s, m=2,406, a =0.254
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e Modelul Cross modificat 2 (Ohta et al., 2005 [Error! Reference

source not found.])

W)=, +(uy —u )1+ (/0" i, =0,0035Pas,

U, =0,0364Pa.s, m=1,45,C=2,63s"

e Modelul Carreau

u)=A+AN>H"V"?, 1=3313s, n=0,3568

e Modelul Carreau-Yasuda

U =A+ANH" P 1=1902s, n=0,22, a =125
unde Aeste este timpul de ‘“relaxare”, k este o constantd in timp pentru
comportamentul de subtiere prin forfecare, n este indicele de subtiere prin forfecare
(shear thinning), m este asa numita constanta Cross (Galdi et al., 2008 pe pagina 91
[Error! Reference source not found.]).

Ca si 1n cazul precedent peretii vaselor de singe au un comportament elastic

linear.

Ecuatia Navier-Stokes, care va fi folositd Tn simularile numerice va avea froma

p(%‘; +u- Vuj = —Vp+ u(H(V’u),

unde u este vectorul de viteza al singelui, p este presiunea sangelui, p este densitatea

*

H

sangelui, vascozitatea sangelui este datd de modelul Cross u(y) = u, +W,
+ (kY

L, este vAscozitatea constantd a singelui si 4, este vascozitate singelui cand rata de

forfecare este nula.
5.3. Conditii initiale, conditii la limita

Acceptdim modelul reologic ne-Newtonian pentru miscarea singelui cu
coeficient de vascozitate neconstantd in conditiile considerdrii si aspectului
(nestationar) pulsatil legat de pomparea ritmicd a sangelui de catre inimd. Presupunem
incompresibilitatea si omogenitatea acestuia. De asemenea consideram curgeri strict
laminare, fortele exterioare de camp fiind neglijate.

In ceea ce priveste conditiile la limita, pentru a imita bataile inimii, la limita de
intrare z = 0 acceptdm, pentru Inceput, un profil parabolic de viteza oscilatorie de

tipul
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y = [1 - (%) J (L1 =cos(27m)).

La punctul de iesire, z = L, o curgere ,,normala” este considerata. In punctele
de pe axa de simetrie a vasului (7 = 0) impunem cerintele de axial simetrie, iar pe

peretele vasului conditia de aderenta.

Model imbunatatit
Pentru a ,,imita” batdile inimii, la limita de intrare z =0 acceptam un profil de

viteza oscilatorie (cu perioada de 1s) de forma

r 2
u=0,v, —F(t)-[l—(;j j

.
unde F(t) = %oy Z (a,, cos(2mnt) + b, sin(27nt)) este o functie periodica cu

m=1
urmatorii coeficienti
a, =2,5962-107,
a, =-03577-107, b, =—0,5384-107,
a, =-0,2380-107, b, =0,5379-10,
a, =0,5564-107, b, =—0,1866-107,
a, =-02718-107, b, =—0,0748-107,
a, =-0,0619-107, b, =0,1086-10,
a, =0,1386-107, b, =0,0634-107°
a, =-0,0618-107, b, =—0,1194-107.

Aceasta functie da un profil similar pentru debitul sdngelui, cu cel din realitate
(Finol si Amon, 2003 [Error! Reference source not found.], Figura 5.1). Din acest

profil de debit vom determina profilul vitezei pentru curgerea sangelui.
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Figura 5.1 Debitul pentru aorta abdominala (Finol si Amon, 2003 [Error! Reference source not
found.])
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6. Mecanica peretelui vascoelastic

Curgerea pulsatild a fluidelor in tuburi flexibile poate deforma semnificativ
peretele acestora. Deformarea depinde de amplitudinea variatiilor de presiune fiind
determinata si de proprietatile materialului din care este alcatuit peretele.

Studiind curgerea sangelui in vase largi, Incercim acum si construim un
model matematic care descrie ciat mai exact comportamentul mecanic al peretelui
vasului sangvin. Numeroasele experiente ,.,in vivo” si ,,in vitro” conduc la a considera

acesti pereti ca fiind supusi unor legi constitutive de tip vascoelastic.

6.1. Comportamentul vascoelastic al materialelor

Intentia noastrd este de a aplica acest comportament pentru curgerile in
sistemul cardiovascular, adica cu considerarea vaselor de singe cu comportament
vascoelastic.

In cazul materialelor pur elastice deformarea lor apare in acelas timp cu
tensiunea care este exercitata asupra materialului elastic, ele revenind la starea initiala
imediat dupd ce tensiunea dispare. In cazul materialelor véscoelastice deformarea
apare cu o oarecare intarziere fatd de tensiune. Aceste materiale au o ,,dependentd de
timp” in raspunsul la deformare.

Datele experimentale demonstreazd cd peretele vasului sangvin are un
comportament vascoelastic.

In acest sens trebuie mentionat grupul francez condus de Pierre Yves-Lagree
[46], ce a facut cercetdri teoretice si experimentale privind modelarea miscarii
sangelui si au ajuns la concluzia cd migcarea sangelui in vase largi trebuie tratatd
folosind, pentru peretii acestor vase, modelul vascoelastic. Rezultatele lor teoretice
sunt publicate, de pilda, in teza Propagation of Pulsated Waves in Viscoelastic Tubes:
Application in Arterial Flows de Audrey Gineau [35], iar cele experimentale au aparut
si in teza One-dimensional modeling of pulse wave for a human artery model de

Masashi Saito [79].
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Modele vascoelastice lineare

Modelul Kelvin-Voigt

Cel mai simplu model pentru materiale vascoelastice este cel linear si consta

1n Insumarea tensiunii elastice o = E¢€, cu cea viscoase O

elastic vas cos

o€ .
= 11—, adica
”az
o=0,+0, :E8+,ua—8.
ot

Aici E este modulul de elasticitate, g este vascozitatea materialului iar £ este

deformarea unidimensionala.

Modelul Maxwell

Un alt model vascoelastic linear folosit destul de des este modelul Maxwell.
Legea matematica pentru acest model este

de _ 0g, +88V
o ot ot

B

)4

o . n
= — este derivata in

U

raport cu timpul a componentei viscoase a deformarii. Astfel ajungem la legea

o . ORI
unde E, = E este componenta elastica a deformarii iar

9¢ _1do o
o Eo u

Modelul Maxwell generalizat

Modelul Maxwell generalizat (sau modelul Maxwell-Wiechert) este forma cea
mai generala pentru comportamentul vascoelastic linear. Modelul constd 1n faptul cd
relaxarea nu apare intr-un singur moment, ci la o distributie de timp.

Modelele materialelor viscoelastice lineare pot fi exprimate printr-o ecuatie

: d : . :
integrald o = I( jG(t)a—gdt , functia G(¢) este asa numita functie de modul de relaxare
t
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(relaxation modulus function) si poate fi masuratd precum tensiunea cind materialul

este fixata la o deformare constanta.
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7. Construirea modelului in COMSOL 3.3

Pornim de la selectarea modulelor corespunzatoare pentru fluid (modulul ne-
Newtonian) si perete (modulul de axial simetrie si tensiune-deformare). Dupa crearea
geometriei sunt descrise pasii pentru setdrile coeficientilor folositi pentru simularile
numerice. Mai departe sunt setate conditiile la limitd pentru fluid (sdnge) respectiv
structura (peretele vascular). In final este creatd grila pentru domeniul considerat si

sunt facute setdrile pentru rularea calculelor numerice.
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8. Rezultate numerice

In acest capitol sunt prezentate toate rezultatele originale care au fost obtinute
prin simulari numerice, bazate pe modelul ne-Newtonian de tip Cross pentru curgerea
sangelui, si pe modelul Maxwell generalizat pentu peretele vascoelastic.

Pentru simularea numerica a miscarii sangelui prin vase largi vom utiliza

modelul reologic Cross, conform céruia coeficientul de vascozitate este

*

M,
1+ k™’

My =u, +
unde valorile coeficientior sunt respectiv: u = 0,00345 Pa.s, ,ug =0,0465 Pa.s,
k =1,036, n=0,2.

Pentru 1nceput, acceptim un comportament elastic pentru peretele vasului

arterei, setind modulul lui Young E =1,0- 10° Pa si coeficientul lui Poisson ¢ = 0,33

(Gineau, 2010 [35]).

Sa considerdam un segment drept de arterd de lungimea L = 0.1 m, raza
R = 0.005 m, grosimea peretelui elastic d = 0.001 m. Densitatea sangelui este de 1060
kg/m3, iar valoarea vascozitatii variaza 1n timp.

In ceea ce priveste conditiile la limitd, pentru a ,imita” batdile inimii, la

Rt
v, —F(t)-[l—(;j j
a

;
unde F(t)= Y + z (a,, cos(2mmt)+ b, sin(27nt)) este o functie periodicad cu
m=1

intrarea z =0 acceptdm

urmatorii coeficienti [3]
a, =2,5962-107,
a, =-0,3577-107, b, =-0,5384-107,
a, =-0,2380-107, b, =0,5379-10,
a, =0,5564-107, b, =—0,1866-107,
a, =-02718-107, b, =—0,0748-107,
a, =-0,0619-107, b, =0,1086-10,
a, =0,1386-107, b, =0,0634-107°
a, =-0,0618-107, b, =—0,1194-10
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La punctul de iesire z=Lavem o curgere ,normali”. In punctele de pe axa de
simetrie a vasului (r =0 ) impunem cerintele de axial simetrie, iar pe peretele vasului
conditia de aderenta.

Pentru a evita efectul tranzitoriu al conditiilor initiale (conditiile initiale nu
sunt coerente cu natura miscarii iar incoerenta se atenueaza in timp, dupd trecerea
unui anumit timp de simulare, migcarea fiind guvernatd numai de conditiile la limita
dependente de timp si de legile interne de comportament inglobate in structura

ecuatiilor), desi intervalul de integrare este 7€ [0,20] vor fi folosite doar rezultatele
din subintervalul ¢ € [10,20].

Pentru valori ale ratei de forfecare (shear rate) sub 107"1/s si peste 10° 1/s
folosirea modelului ne-Newtonian este indicatd. Am verificat prin simulari numerice
cd, In cazul vaselor cu portiuni de stenoze sau anevrism, in zona stenozei sau
anevrismului, valoarea ratei de forfecare depaseste cu mult valoarea 100 1/s. Aceste
rezultate ne demonstreaza faptul ca in aceste zone patologice utilizarea modelului ne-
Newtonian este necesara.

O mirima esentiald pentru fiziologia vaselor de singe este asa numita
tensiunea de forfecare pe perete (wall shear stress, notatd in continuare WSS), care
este responsabild pentru eventualele rupturi ale vaselor sanguine (Ohta et al., 2005
[54] si Gasser et al, 2010 [32]). WSS-ul poate fi calculat dupa formula

ou,
0z

In cadrul modelului elaborat am calculat valoarea WSS-lui in diferite puncte

WSS = u(

ou, . . .
+ o <) ,unde u este vascozitatea singelui.
r

particulare considerate pe peretele unei artere cu stenoza precum si al unei artere cu

anevrism.

8.1. Compararea modelului Newtonian cu cel ne-Newtonian

In aceastd sectiune am comparat rezultatele obtinute folosind modelul

Newtonian cu cele obtinute prin modelul ne-Newtonian.

8.2. Modelul vascoelatic

Incepand cu aceastd sectiune ludm in considerare doar comportamentul

vascoelastic pentru peretele vascular.
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Am simulat numeric cugerea singelui intr-o artera cu stenoza si cu anevrism,
peretele vasului avind comportament vascoelastic, folosind modelul Maxwell

generalizat. In acest caz vom lua 5 membri in seria Prony si valorile constantelor
materiale vor  fi M, =0,04, M, =0,08, M1, =0,09, u, =025,
My =1—(u, + 1, + 1, +u,), 4,=002s, 4, =03s, 4, =3s, A, =125, dupa Craiem
et al., 2008 [22].

Rezultatele simularilor numerice sunt prezentate pe figurile 8.1 si 8.2Figura
8.1.

Figura 8.1 Artera cu stenoza. Liniile de curent si deplasarea peretelui
la un moment dat in cazul modelului véascoelastic
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Figura 8.2 Artera cu anevrism. Liniile de curent si deplasarea peretelui
la un moment dat in cazul modelului vascoelastic

8.3. Conditii initiale imbunatétite

modelul ne-Newtonian folosit — la intrarea segmentului cu stenoza sau anevrism am
prelungit ,.teoretic” segmentul examinat. Datoritd evolutiei curgerii sadngelui, aceasta
conditie initiala artificiald se modifica, si la inceputul segmentului arterei cu anevrism
sau cu stenoza, viteza nu mai are un profil parabolic ci un profil realistic obtinut ,,a
posteriori”. Simularile numerice ulterioare sunt rulate folosind aceste noi conditii
initiale. Profilele vitezelor modificate sunt prezentate pe figura 8.3 (in cazul arterei cu

stenoza) si pe figura 8.4 (in cazul arterei cu anevrism).
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Figura 8.3 Profilul de vitezi in punctul z = 0 si z = 0.1 in cazul arterei cu stenozi

zvelocity [m/s]
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Figura 8.4 Profilul de vitezi in punctul z = 0 si z = 0.1 in cazul arterei cu anevrism

8.4. Caz real medical

In aceastd sectiune prezentim un caz real al unei artere cu stenoza. Pe figura
8.5 apare campul de viteza intr-o arterd carotida internd (ACI) umand, care are o
stenozda de 69%. Imaginea a fost obtinuta prin ecografie Doppler, care furnizeaza
informatii legate de curgerea sangelui in vase si despre severitatea leziunilor: stenoze,
ocluzii, etc. Ecografia vasculara este indicata atat in diagnosticul bolilor arteriale, cat

si a celor venoase.
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Figura 8.5 Campul de vitezi in ACI cu stenozi. Masurare in laborator
Pentru a valida modelul elaborat mai sus, facem simularile numerice utilizand

geometria acestei ACI. Lungimea segmentului arterial cu stenoza este de 3 cm,
diametrul interior al vasului este de 7 mm, grosimea peretului este de 0,8 mm. Folosim
acelas model ne-Newtonian de tip Cross, cu aceeasi conditie initiald Tmbunatétita si cu

aceleasi conditii la limita, ca si in sectiunea anterioara.

z-velocity[m/s] at t=8s Mazx: 0,346
0.06
0.055 0.3
0.05
F q0.25
0.045
r 0.2
1004
F 10.15
0.035
0.1
0.03
0.025 0.05
0.0z
-0.02 -0.015 -0.01 -0.005 o 0,005 0.01 0,015 0.0z 0.025 0
R Min: -1.648e-3

Figura 8.6 Campul de viteza in ACI cu stenozi. Rezultat numeric
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Campul de vitezd, la un anumit moment (f = 8s), obtinut prin simularile
numerice, este prezentat pe figura 8.6. Comparand figura 8.6 cu figura 8.5, se vede
faptul cd rezultatul obtinut numeric coincide Tn bund masurd cu cel obtinut prin
masurdtori de laborator. Mentiondm faptul ca pe figura 8.6 (realizatd prin COMSOL
3.3) culoarea rosie reprezintd viteze mari, iar culoarea albastrd reprezintd viteze mai
reduse, datoritd conventiei folositd de COMSOL 3.3. In acelas timp pe figura 8.5
culorile sunt inversate, pentru ca aparatele folosite in laboratorul medical au o altad
conventie pentru marcarea vitezelor.

Si in cazul acestei artere reale (ACI) prezentam niste rezultate referitoare la

valoarea WSS-lui in diferite puncte particulare.

0.06 /

0.0s

0.04

0.03

0.0z

0.01

R=0
1} 0.01

Figura 8.7 4 puncte particulare pe ACI cu stenoza de 69 %
(maérimile de pe axe sunt exprimate in m)
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— z=0.03

— z=0.035
z=0.045
z=0.055

WSS [me:]

Bl 5.0 6 6.0 7 7.5 8 8.5 9 9.5 10

Figura 8.8 Valoare WSS-lui (timp de 5 secunde) in 4 puncte particulare

Pe figura 8.8 apare variatia valorii WSS-lui timp de 5 secunde, in punctele
particulare prezentate pe figura 8.7. Se vede clar ca WSS-ul atinge valori foarte
ridicate pe mijlocul stenozei (in punctul marcat cu rosu).

Pentru a continua cercetarile am reluat simularile numerice folosind aceasta
arterd carotida internd, de lungimea de 3 cm, diametrul interior de 7 mm iar grosimea
peretului de 0,8. De aceasta datd am modificat marimea stenozei, ludnd patru cazuri:
stenoza de 30%, de 50%, de 70% respectiv de 90%, si am calculat valoare tensiunii de
forfecare pe perete (WSS).

Observatia cea mai importanta este, ca la o stenoza de 30% valoarea maxima a
WSS-1ui este in jur de LN/m?, valoare care nu diferd semnificativ de valoarea WSS-lui
in caz normal (arterd fard stenozd). Insd cum stenoza creste din ce in ce mai mult,
valoarea maxima a WSS-lui creste considerabil. In cazul unei stenoze de 70% valoarea
maxima absoluti a WSS-lui este in jur de 20N/m’, in timp ce la o stenozd de 90%
valoarea maxima absolutd a WSS-lui depaseste 350N/m’. Cu cat valoarea tensiunii de
forfecare este mai mare, cu atat vasul prezintd o posibilitate mai mare de a se rupe.

Pentru a valida corectitudinea modelelor folosite am reluat simularile
numerice folosind de data aceasta un alt model ne-Newtonian de tip Cross, elaborat de

Ohta et al., 2005 [54]. In cazul acestui model dependenta vascozititii dinamice de rata

de forfecare (shear rate) este datd de functia u(p) = u, +(u, — )1+ (7/C)")7".
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Dupa rularea programului am comparat rezultatele obtinute folosind acest

model ne-Newtonian (elaborat de Ohta et al.) cu rezultatele obtinute folosind modelul

ne-Newtonian elaborat de noi, pentru cazul arterei carotidiene interne cu stenoza.

Pe figura 8.9 este prezentatd comparatia valorilor vitezei axiale (timp de 5

secunde) pe axa arterei in doud punce: la intrarea segmentului arterei si pe mijlocul

stenozei. Aceste rezultate au fost obtinute folosind modelul elastic pentru miscarea

peretelui arterei.

Pe figura 8.10 apare comparatia variatiei WSS-Iui (pentru o perioada de 1

secundd) in mijlocul stenozei, flosind de aceastad datd modelul vascoelastic pentru

comportamentul peretelui.

z-velocity Ohta et al madel [m/s]

—z=0.03
——z=0.045

Time

zvelocity modelul nostru [m/s]

0.3

035 feeeries

L2
i
o

z-velocity [m/s]

0.1FR "/

Time

Figura 8.9 Comparatia rezultatelor: La stinga valoarea vitezei axiale pe mijlocul arterei
(modelul Ohta et al.);
La dreapta valoarea vitezei axiale pe mijlocul arterei (modelul nostru)
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our model
Chta et al. model

9 9.1 9.2 9.3 9.4 a5 9.6 9.7 9.8 29 10
Time

Figura 8.10 Comparatia variatiei WSS-lui in mijlocul stenozei
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8.5. Artere cu anevrism

In acest subcapitol ne vom ocupa cu segmente de artere care au anevrism,
folosind acelas model matematic ne-Newtonian de tip Cross pentru curgerea sangelui.
Conditiile initiale si pe frontierad sunt pastrate, valorile coeficientilor sunt aceleasi ca si
in subcapitolele anterioare. De asemenea utilizam modelul Maxwell generalizat

pentru vascoelasticitatea peretelui arterial.

Cazul Aortei abdominale cu anevrism (AAA)

Folosind modelul elaborat 1n capitolele 5 si 6 am reluat simuldrile pentru un
caz real, care apare si in lucrarea elaboratd de Finol si Amon, 2002 [28]. Modelul
axial simetric al unei aorte abdominale cu un dublu anevrsim este prezentat in figura
8.12. Lungimea segmentului aortic este de 9 cm, diametrul interior al aortei normale
este de 8 mm, diametrul maxim interior pentru anevrsimul ,,mai mic” este de 16 mm
iar diametrul maxim interior pentru anevrsimul ,,mai mare” este de 20 mm. Grosimea
vasului este de 1 mm. Grila domeniului intreg (domeniul fluid Tmpreund cu domeniul
solid frontierd) este alcatuitd din 915 de triunghiuri, iar gradul de libertate total al

domeniului este de 39568.

wss [N/m2], t= 7.75 Max : 0,376

0.07

7-0.5

0.056

0.05

Z [m]

0.04

'
8]

0.03

-3

0.02

-0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03
R [m] Min: -3.147

Figura 8.11 Distributia pe suprafata anevrismului a WSS-lui
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9cm

0.4 cm

0.8 cm

1.0 cm
Figura 8.12 Modelul axial simetric pentru un AAA, cu 5 puncte particulare

Figura 8.11 prezinta distributia pe suprafatd a WSS-lui la momentul ¢ = 7,7s.
Se vede foarte clar faptul ca tensiunea de forfecare pe perete atinge valorile absolute
cele mai ridicate in punctul de ,,iesire” din anevrismul ,,mai mare” si in zona dintre

cele doud anevrisme (vezi punctul portocaliu si punctul rosu de pe figura 8.12).

8.6. O conditie globala pentru riscul de rupere a AAA

Vom analiza in cele ce urmeaza conditia de ,,rupere” a peretelui anevrismului.
Acest lucru se Tntdmpld cind coeziunea internd reprezentatd de vectorul tensiune in
modelul considerat pentru perete (Maxwell) este depdsitd de WSS atasatd modelului
miscarii sangelui (Cross) 1n conditiile peretelui vascoelastic.

Acceptand ca, intr-un plan ¢ = const , ecuatia peretelui s-ar exprima in reperul

cartezian format de axa radiala r si axa de simetrie z prin ecuatia z = z(r).
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Dupa cum apare 1n lucrarea Albert et al. [5], folosind legea de comportament

specifica vascoelasticitatii (Maxwell), pentru componentele vectorului de tensiune

avem

ou 1(du ov dr 1({dv du 1
T =-12G,|n,| -2 X+ DN v al-pl—dr oG, g | D+ ||
' { O{ﬂo(ar 3[ar+aZD+ } p} dz ’ 0|:7702(8r+az):|

dz
1(du ov dr ov 1(du ov 1
Tz:_zGo 770_(_"‘_) L-i- ZGO 1, ———(—+—j +A|-pr—.
2\dz or dz )’ dz 3\odr oz dz )V
1+ (j 1+ (}
dr dr
Atunci, in punctele peretelui anevrismului (z = z(r)), proiectia vectorului

tensiune Maxwell T pe directia tangentei la perete (de versor 7 ) este

dz
- ou 1({du ov dr 1(dv du 1
T -t =—2G — | =+ A|l-pr————+2G, =t ||
t { 0|}70(ar 3(ar+azjj+ } P}l (dzjz'F (){ﬂ()2(8r+azj:|l (dz
+ -

2
+ -
dr drj

(&) h
1(du v dr dv 1(odu dv dr
2G| 7| L+ DN~ oG | D e Y |4 A |- pl—dr
{’702(az+arﬂl+(dzj2+{ {"{az 3(8r+aZD+ } p}H(dZT
dr dr

Acest produs ar evalua coeziunea interna n punctele peretelui anevrismului.

Daca explicitam acum pe WSS in conditiile modelului dezvoltat (Ilegea Cross)

am putea scrie ca

WSS =| u, + #o (av + a“j.

= \or oz

2 2 2 21

I+k Z(auj +2(avj +(av+auj +2(uj
or oz or 0z r

»Ruperea” peretelui anevrismului ar avea loc atunci cand acest WSS ar depasi pe

T-7 (ambele considerate in valoare absolutd), adica daca
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dz

ou 1(du v dr l(av auj 1
2G| [ VA= pl—dr oG g~ D
{ ‘){""(ar 3(8r+8zD+ } p}1+(dzj2+ {7702 8r+az 1+(dzj2

dr dr
(dzjz dz
1({du dv dr dv 1(du v dr
2G|, = L+ | LG, g - A pp—Ar
"{”"2(az+arﬂ (dzjz +{ {770(81 3(8r+8zD+ } p} (dzjz )
I+ — I+ —
dr dr
<|| u, + o = (@+a—uj
) () (v au) IR
I+k 2(”) +2(vj +(V+uj +2(uj
or 0z or 0z r

Construirea aproximarii analitice a WSS-lui

Sa reludm incd odata anevrismul din sectiunea 8.5.1, si sd consideram 5 puncte
particulare pe peretele vasului cu anevrism, dupd cum apare pe figura 8.13, puncte in
care calculam valoarea tensiunii de forfecare.

In ceea ce urmeazi, vom incerca si construim o expresie analiticd pentru a

aproxima WSS-ul, la un moment considerat, ca o functie de coordinata axiald z.

Pentru a obtine acest lucru, vom folosi datele numerice din tabelul 8.1 si interpolam

WSS de-a-lungul frontierei anevrismului.

Punctele z (cm) WSS (N/m?)
1 1 -1,25
2 2 0,175
3 3 -2,55
4 5 0,16
5 7 -2,45

Tabelul 8.1 Valorile WSS (1a momentul fixat t = 7.7s)
in cele 5 puncte considerate, cum apare pe figura 8.12

Scopul nostru final este de a evalua minimul si maximul absolut al WSS-lui,

pentru a anticipa o posibila ,,rupturd” a vasului cu anevrism.
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Notand cu M, =S§"(z,), i=0,1,2,3,4,5,6 (in punctele O si 6 deviatia WSS-lui
practic este absentd' astfel WSS® =WSS® =WSS" =WSS*°=0), daci h =z, -z, ,,
functia spline atasata subintervalului “i”, este data de lacob C., 1983 [42]

M(z—7 Y +M. — )3 ) M. h’\z — i
l(Z Z1—1) 6h l—l(Zl Z) +(WS l—l_¢j%+(wssl_

i i

Si)= 6 | h

1

Mihi2 J 174

i=16.
In ceea ce priveste constantele M . ele pot fi obtinute prin rezolvarea
urmatorului sistem algebric linear
aM, +cM, =d,
bM, +aM,+cM,, =d,, i=12345

bM ,+aM,=4d,

I’L, i+1 _ i i _ i1
unde b, =——, ¢, =1-b,, d, = 6 (WSS WSS WSS WSS}
]’L,' + h,-+1 hi + hi+1 hi+1 hi
i=1234,5;
1 _ 0 6 s
bo=1,c,=1,d, :hE(M_WSS'OJ’ d. :hg(WSS.ﬁ_MJ,
1 1 2 .

a,=2,i=0123,45,6.
Privind eroarea aproximdrii, ea este de ordinul unei puteri a lui

h =max(z; — z,_,), gradul de acuratete crescand odata cu regularitatea WSS-lui.

Daca dorim sa calculam punctele critice ale aproximarii WSS prin functia
spline, din
dzl 2h,
_=2/3(M, -M,)
2h,

1

ds, _ZP(M,+M, ) =22z, M, + ;M )+ Mz}, + Mz} +2(WSS' ~WSS"™")

trebuie s impunem conditia
A =z M, + ZiMi—1)2 -

— (M, + M, )M, + M, 27 +2WSS' —WSS™)=2/3h} (M, - M, ,)]>0
Punctele critice, pentru fiecare subinterval (z, ,,z,), sunt date de

1% . . .. . - - - o
In locul WSS-Iui autentic complet, vom lucra cu ,,deviatia” acestuia fata de artera normala (fara
anevrism), in consecinta conditiile necesare sunt indeplinite
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i (2 M, +2,M ) E A,
12 = .
" (M, +M,,)

Valorile extreme relative ale acestei aproximari (si implicit ale WSS) trebuie sa fie

printre aceste valori

Si(z1,), i=123456,
unde ludm in considerare doar acele puncte critice care z;, € (z,_,,z;) (cel putin
aproximativ).

Mai departe, prin considerarea m_in‘S (z 2)‘ , aceasta valoare trebuie sa fie o
p ,

valoare limitd pentru WSS, care odatd depasind valoarea fortelor interioare de

coeziune pe frontiera anevrismului (T-7) ruptura se produce. Bineinteles aceasta
reprezintd o conditie globala si nu una locala.

In cercetarea noastrd reald, rezolvand sistemul linear algebric, am obtinut
valorile M, =-12,447, M,=11395, M, =-11085, M, =8,045, M, =-6352,
M, =9383, M, =-15,067.

Imediat obtinem pentru punctele critice urméitoarele coordonate (ludndu-le
doar acelea ale caror valori sunt ,,aproape” de interiorul subintervalului considerat
(z,4-2,))z, =1402, S,(z,)=-129; z,=2305, S,(z,)=-L55; z,=3732,
S,(z3) =-1,59; 2z, =825, S,(z5)=9984; z, =8,244, S (z,) =-0,503.

Pentru m_in‘S (21, )‘ gasim valoarea 0,503.

Aceasta trebuie comparatd cu valoarea maxima a ‘T . f‘ evaluatd pe frontiera.

Fiindca aceastd valoare maximd a fortelor de coeziune (obtinutd tot prin COMSOL
3.3) este 6,175, putem constata cad la momentul considerat ¢t = 7.7s, nu exista risc
global de rupere.

Bineinteles acesti pasi trebuie repetati pentru fiecare moment, dar un soft
adecvat poate rezolva acest lucru fard probleme.

Notam faptul cd aceasta abordare conduce la o predictie de risc global de
rupturd. in cazul nostru clinic particular, desi WSS-ul trece de valoarea fortelor de
coeziune in punctul 5 (punctul portocaliu pe figura 8.59), vezi pe tabelul 8.2 , unde
riscul de rupere existd intr-adevar, putem constata, vorbind global, ca nu exista risc de

rupere pentru artera consideratd
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tGs) | WSS(N/m®) | T-7 (N/md)
7.0 -0,53 -1,12
7.1 -0,58 -0,65
72 -0,53 -3,37
73 -0,77 -3,37
7.4 -0,52 +5.41
7.5 ~0,66 -9,36
7,6 ~2,07 ~14,90
7.7 —2,94 +2,72
7.8 ~0,48 ~1,19
7.9 ~0,39 —0,68
8,0 ~0,51 -0,77

Tabelul 8.2 Evolutia in timp a WSS-lui in comparatie
cu forta de coeziune interioara in punctul 5

De asemenea notam faptul cd in punctul 4 (punctul albastru), unde diametrul
anevrismului este cel mai mare nu este risc de ruptura, fapt care duce la concluzia ca
diametrul anevrismului nu este un parametru esential pentru evaluarea riscului de

ruptura.
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