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Introducere

Un loc aparte în algebră aparţine Teoriei Reprezentarii. Fie un grup oarecare (din natura,
spre exemplu). Putem luat acest grup considerand mulţimi de simetriilor ale obiectului,
inchise faţă de compunere şi inverse. Teoria Reprezentărilor încearcă să gasească obiectele
asupra caruia actionează acest grup. Dacă notăm cu G acest grup, pentru ce obiecte X,
există o funcţie

α : G×X → X

compatibilă cu legea grupului. Munca e mult usurată daca considerăm X ca fiind un
spaţiu vectorial şi G liniar.

Se zice că acestă ramura a început în 1896 când matematicianul german Richard J.W.
Dedekind a cerut ajutorul prietenului său Ferdinand G. Frobenius printr-o scrisoare. El
observase că luând tabla înmulţirii unui grup finit G şi transofrmand-o într-o matrice XG

prin inlocuirea fiecărui element g din tabla cu o variabilă xg determinantul lui XG se scrie
ca produs de polinoame ireductibile cu multiplicitatea egală cu gradul lui. Dedekind l-a
rugat pe Frobenius să demonstreze aceasta pentru cazul general.

Matematicieni precum Ferdinand G. Frobenius, William Burnside, Issai Schur (care
a fost student al lui Frobenius) şi Richard Brauer au studiat Teoria Reprezentării la
inceputul anilor 1900. Abia în 1937 matematicianul american Alfred H.Clifford a introdus
Teoria Clifford în [5] descriind legătura dintre reprezentările unui grup şi cele ale unui
subgroup normal. În mare, această teză studiază Teoria Clifford şi extinderi de corpuri.

Interesul pentru acest subiect a apărut în urma citirii unor articole precum acelea
ale lui Everett C. Dade ([6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15]) şi ale lui Alexandre Turull
([61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72]).

Studiul lui Alexandre Turull asupra Teoriei Clifford, în special a celei in combinaţie
cu indici Schur, a oferit o puternică motivaţie pentru cercetarea din spatele acestei teze.
În [61] A. Turull introduce clasele Clifford pentru a descrie indicii Schur a unor familii
de grupuri strâns legate cu grupurile simple finite şi pentru a studia proprietăţi generale
a reprezentărilor de grupuri finite. Cu aceste noţiuni a demonstrat o generalizare a
conjecturii lui McKey pentru grupuri rezolubile. De asemenea a obsercat ca aceste clase
Clifford nu formează un grup. Fixănd însa centrul lor lucrurile devin mai interesante. Fie
G un grup. Spre deosebire de încercarea lui by A. Turull (din 1994) mulţimea claselor de
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echivalenţă a acestor G-algebre simple centrale cu centrul fixat formează un grup numit
grupul Brauer-Clifford. Tot el a introdus şi această noţiune în [67]. Definiţia dată de el
e asemănătoare cu cea a grupului Brauer.

Algebre tare graduate sunt naturale pentru Teoria Clifford. De aceea întreaga teză e
construită în jurul acestei noţiuni. De asemenea folosim echivalenţe Morita, mai exact,
echivalenţe Morita graduate, deoarece în ultimii ani s-au dovedit deosebit de relevante in
Teoria Reprezentărilor de grupuri.

De ce folosim algebre G-graduate. Sunt mai multe motive. Poate cel mai important
e acela că teoreme precum Teorema 4.3.11 şi alte teoreme din aricolele lui Turull ([61,
Teorema 3.5][70, Teorema 4.7], [71, Teorema 4.9], [70, Teorema 7.5], [71, Teorema 7.5])
arată ca urmări a unor echivalenţe Morita G-graduate sau echivalenţe Rickard.

Vom prezenta conţinutul acestei teze pe scurt. Teza are ca punct de pornire teo-
reme cunoscute de o mare importanţă, teoreme precum teoremele lui: Jordan-Hölder,
Krull-Schmidt, Noether şi Schur (Teorema 1.1.4), Schur-Zassenhaus, Glauberman-Isaacs
(Teorema 6.2.3),Watanabe şi mulţi alţii.

Fie R o F -algebră tare G-graduata finit dimensională, unde F e un corp. Studiul de
faţă a început din încercarea de a răspunde la câteva întrebari, precum:

a) Poate grupul Brauer-Clifford sa fie caracterizat folosind echivalenţe Morita? Dar
clasele Clifford?

b) Fie K/F o extindere algebrică de corpuri. Atunci R-modulul indus din R1-modulul
generează o categorie ce e echivalentă cu categoria de module peste algebra sa de en-
domorfisme. Ce se întâmplă cu echivalenţele derivate G-graduate peste F? Păstrează
ele Teoria Clifford definită de modulele simple corespunzătoare? Dar actiunea Galois
şi indicii Schur?

c) Pot rezultatele lui Turull din [61, 67] despre grupul Brauer-Clifford să fie generalizate
pentru cazul algebrelor tare graduate de un grup? Daca da, atunci aceste rezultate ar
putea caracteriza Teoria Clifford a lor.

d) Avem proprietăţi bune de compatibilitate pentru endoisomorfisme dintre endomor-
fisme de G-algebre de module peste algebre tare G-graduate?

e) Putem folosi echivalenţe Morita graduate pentru a deduce observaţiile lui Turull din
[66] şi ale lui L.Puig din [53]. Mai exact, pot echivalenţele Morita din [75] să fie extinse
la o echivalenţă Morita graduată?

Rezultatele studiului acestor întrebări sunt prezentate pe tot parcursul acestei teze. În
cele ce urmează vom prezenta o privire de ansamblu asupra continutului tezei. În Chap-
ter 2 se studiază algebrele G-graduate, algebrele asupra cărora acţionează G şi echivalenţe
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Morita peste un G-inel comutativ Z. Cazul particular ar ar algebrelor graduate strâmbe
şi legatura dintre echivalenţe Morita G-graduate şi echivalenţe Morita G-echivariante
sunt de asemenea prezentate. Rezultatele autorului se găsesc în: Lema 2.2.2, Lema 2.2.3,
Lema 2.2.4, Teorema 2.2.5, Lema 2.3.2 and Corolararul 2.3.3.

În următorul capitol, Capitolul 3 se prezintă Teoria Clifford în relaţie cu acţiunea
Galois a unei extinderi de corpuri în contextul algebrelor graduate de un grup. Contribuţii
originale ale autorului tezei precum şi ale lui A. Mărcuş sunt prezentate în: Teorema 3.4.2,
Corolarul 3.4.4 şi Teorema 3.4.5.

Capitolul 4 prezintă o analiză a Teoriei Clifford pentru un grup finit folosind grupul
Brauer-Clifford. Rezultatele originale sunt date de Teorema 4.3.11 şi Propozitia 4.5.1
continuând rezultatele din Capitolul 2 şi Capitolul 3.

Pornind de la aricolele lui Turull [70], [71] şi folosind sisteme p-modulare în Capitolul 5
sunt prezentate câteva echivalenţe speciale de categorii şi se dau nişte proprietăţi de
compatibilitate. Contribuţiile originale se găsesc în Teorema 5.5.1 şi Teorema 5.6.1.

În ultimul capitol se se caută un răspuns la ultima întrebare din planul mai sus
menţionat. Astfel, pornind de la corespondenţa Glauberman autorul împreună cu A. Măr-
cuş prezintă doua echivalenţe graduate speciale. Rezultatele originale se găsesc în Teo-
rema 6.5.9 şi Teorema 6.6.5.

Pentru o citire mai uşoară, conceptele noi sunt introduse gradual, exceptând noţiunile
prezentate în Capitolul 1.

Cuvinte cheie

Teoria Clifford, extinderi de corpuri, algebre simple centrale, algebre tare graduate, grupul
Brauer-Clifford, algebre graduate de un grup, G-algebre, echivalenţe Morita, caractere,
acţiuni Galois, endoizomorfisme, corespondenţa Glauberman.
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Capitolul 1

Preliminarii

1.1 Extinderi de corpuri şi acţiunea grupului Galois

Vom începe prin a prezenta o teoremă ce provine din lucrările lui Noether (1933) şi
Schur(1909). Pentru noţiunile generale se poate consulta cartea lui Grigory Karpilovsky [36].
Printr-un inel înţelegem un inel cu unitate iar modulele sunt presupuse a fi stângi.

1.1.1. Algebre semisimple.
Fie F un corp şi A o F -algebră finit dimensională. Presupunem că A e definită peste

un subcorp perfect a lui F .

1.1.2. Fie K/F o extindere algebrică normală de corpuri şi considerăm grupul Galois:
Ĝ := Gal(K/F ). Atunci Ĝ acţionează asupra claselor de izomorfism de K ⊗F A-module
simple şi dacă W e un K ⊗F A-modul simplu atunci notăm

ĜW = {σ ∈ Ĝ | σW ' W as K ⊗F A-modules}

stabilizatorul lui W .

Definiţia 1.1.3. Fie A o algebră peste corpul F . Spunem că F este un corp de descom-
punere pentru A dacă pentru orice A-modul simplu V avem EndA(V ) = F.

În acest context avem rezultate asemănatoare cu Teoria Clifford datorate lui Schur
and Noether (see [36, Teorema 8.1.11]).

Teorema 1.1.4 (Noether, Schur). Cu notaţiile de mai sus, următoarele afirmaţii sunt
adevărate:

1) Dacă V este un A-modul simplu, atunci K⊗F V este un K⊗F A-modul semisimplu.

2) Fie W un K ⊗F A-modul simplu ce e sumand direct a lui K ⊗F V , unde V este un
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A-modul simplu. Atunci există m ∈ N astfel încât

K ⊗F V ' m
⊕

σ∈[Ĝ/ĜW ]

σW.

3) Pentru orice K ⊗F A-modul simplu W , există un A-modul simplu V , unic până la
izomorfism, astfel încât W este sumand a lui K ⊗F V .

1.2 Echivalenţe Morita graduate

Fie G un grup finit şi O un inel comutativ. Spunem că există o echivalenţă Morita
G-graduată intre două O-algebre R şi S dacă există (R,S)-bimodulul G-graduat M şi
(S,R)-bimodulul G-graduat N inducând o echivalenţă Morita între R şi S astfel încât
izomorfismul de bimodule

α : M ⊗S N → R and β : N ⊗RM → S

păstrează graduarea.
Următoarea teorema e importantă pentru că oferă o motivaţie pentru cercetărea din

spatele acestei teze. Rezultatul este datorat lui A. Mărcuş [44, Teorema 5.1.2].

Teorema 1.2.1. Fie M1 un (R1, S1)-bimodul, N1 un (S1, R1)-bimodul, şi notăm

M = R⊗R1 M1 and N = N1 ⊗S1 S.

Următoarele afirmaţii sunt echivalente: (i) M are o structură de (R, S)-bimodul G-
graduat şi N are o structură de (S,R)-bimodul G-graduat, astfel încât M şi S induc
o echivalenţă Morita graduată între R şi S. (ii) M1 şi N1 induc o echivalenţă Morita între
R1 şi S1, şi M1 se extinde la un ∆-modul, unde

∆ =
⊕
x∈G

(Rg ⊗O S
op
g ).
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Capitolul 2

Bimodule graduate de un grup peste
un G-inel comutativ

Scopul acestui capitol este de a studia algebreleG-graduate, algebre asupra cărora acţionează
G şi echivalenţe Morita peste un G-inel comutativ Z. Cadrul prezentat este potrivit pen-
tru următorul capitol în care arătăm cum să asociăm o algebră simplă centralăG-graduată
peste Z unui caracter a unei algebre tare G-graduate peste un corp de caracteristică zero.
Rezultatele sunt ale autorului şi se regăsesc în [23].

2.1 Motivaţia

Fie G un grup finit, Z un G-inel comutativ şi fie F = ZG. De asemenea, fie A şi B două
F -algebre asupra cărora acţionează G astfel încât Z → Z(A) şi Z → Z(A) sunt morfisme
de G-inele. Atunci produsul tensorial peste Z dintre A şi B este de asemenea o F -algebre
asupra căreia acţionează G. Motivivat de Teoria Clifford în combinaţie cu indici Schur,
Turull a introdus o relaţie de echivalenţă intre algebre simple de acest tip, care se rezumă
la echivalenţe Morita peste Z între ele.

Algebrele tare graduate fiind naturale pentru Teoria Clifford, fie R şi S două algebre
tare G-graduate astfel încât Z → Z(R1) şi Z → Z(S1) sunt morfisme de G-inele.

Clasele de echivalenţă peste F ale lui Turull (vezi [61]) pot fi generalizate la cazul
algebrelor tare G-graduate (vezi Mărcuş [46], [47]). Problema principală însă este că
produsul tensorial peste Z a lui R şi S nu este o algebră.

Multe argumente din [43] au la bază faptul că R ⊗F S
op este o F -algebră G × G-

graduată, şi atunci subalgebra

∆(R⊗F S
op) :=

⊕
g∈G

(Rg ⊗F S
op
g )

ieste o F -algebră tare G-graduată. Putem construi în cazul de faţă R ⊗Z S, dar nici el
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nici ∆(R⊗Z S) nu mai e un inel în general.

2.2 F -algebre G-graduate peste Z şi echivalenţe Morita

Cu toate acestea, arătăm ca putem considera echivalenţe Morita G-graduate peste Z (nu
doar peste F ) între R şi S.

Definiţia 2.2.1. Spunem că M este un (R,S)-bimodul G-graduat peste Z dacă M este
un (R,S)-bimodul, are descompunerea M =

⊕
x∈GMx astfel încât RgMxSh = Mgxh, şi

mgz =g zmg pentru orice g ∈ G, z ∈ Z, şi mg ∈Mg.

Lema 2.2.2. ∆(R⊗Z S
op) este un inel, mai mult, este o G-algebră peste Z şi R⊗Z S

op

este un ∆(R⊗Z S
op)-modul.

Fie Delta = ∆(R⊗Z S
op).

Lema 2.2.3. Dacă N este un ∆-modul, atunci există un izomorfism de (R,S)-bimodule
G-graduate peste Z:

R⊗R1 N ' N ⊗S1 S ' (R⊗Z S
op)⊗∆ N =: Ñ .

Lema 2.2.4. 1) Presupunem că N este un ∆(R ⊗Z S
op)-modul stâng şi N ′ un ∆(S ⊗Z

T op)-modul stâng. Atunci N ⊗S1 N
′ este un ∆(R⊗Z T

op)-modul cu multiplicarea

(rg ⊗Z t
op
g )(n⊗S1 n

′) =
l∑

i=1

rgns
′
i ⊗S1 sintg−1 .

Mai mult, avem izomorfismul de (R, T )-bimodule G-graduate peste Z:

˜N ⊗S1 N
′ ' Ñ ⊗S Ñ ′.

2) Presupunem că N este un ∆(S⊗ZR
op)-modul şi că N este un ∆(S⊗Z T

op)-modul.
Atunci HomS1(N,N

′) este un ∆(R⊗Z T
op)-modul cu multiplicarea:

(rg−1ftg)(n) =
l∑

i=1

s′if(sinrg−1)tg for n ∈ N and f ∈ HomS1(N,N
′).

Mai mult, avem izomorfismul de (R, T )-bimodule G-graduate peste Z:

HomS(Ñ , Ñ ′) ' ˜HomS1(N,N
′).

Teorema 2.2.5. Fie M1 un (R1, S1)-bimodul şi N1 un (S1, R1)-bimodul astfel încât bi-
modulele M1 şi N1 induc o echivalenţă Morita între R1 şi S1. Mai mult, dacă M1 este
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un ∆1-modul atunci N1 se extinde la un ∆-modul şi M̃1, Ñ1 induc echivalenţe Morita
G-graduate între R şi S peste Z.

2.3 Algebre grupale strâmbe

În această secţiune vom vorbi despre cazul particular al algebrelor grupale strâmbe şi
legătura dintre echivalenţele Morita G-graduate şi echivalenţele Morita G-echivariante.

Fie G un grup finit, Z o G-algebră comutativă şi fie F = ZG. Fie A şi B G-algebre
peste Z. În acest caz, algebrele grupale strâmbe A∗G şi B∗G sunt F -algebre G-graduate
peste Z. Notăm R = A ∗ G şi S = B ∗ G. Observaţi că produsele tensoriale A ⊗Z B şi
A⊗Z B

op sunt G-algebre cu acţiune diagonală.

Definiţia 2.3.1. O echivalenţă Morita peste Z între A şi B indusă de bimodulele M şi
N este G-echivariantă dacă M este un (A⊗ZB

op)∗G-modul, N un (B⊗ZA
op)∗G-modul

şi toate morfismele implicate în echivalenţa Morita sunt ZG-liniare.

Lema 2.3.2. Fie A şi B G-algebre peste Z iar R = A∗G şi S = B ∗G. Avem următorul
izomorfism de F -algebre G-graduate peste Z:

∆(R⊗Z S
op) ' (A⊗Z B

op) ∗G.

Corolar 2.3.3. Fie M1 un (A,B)-bimodul. Dacă M1 induce o echivalenţă Morita G-
echivariantă între A şi B atunci R⊗R1 M1 induce o echivalenţă Morita G-graduată între
R şi S. Invers, fie M un (R,S)-bimodul G-graduat. Dacă M induce o echivalenţă Morita
G-graduată peste Z între R şi S, atunci M1 induce o echivalenţă Morita G-echivariantă
peste Z între A şi B.
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Capitolul 3

Extinderi de corpuri şi Teoria Clifford

Studiem acum Teoria Clifford legată de acţiunea grupului Galois a unei extinderi de
corpuri în contextul algebrelor graduate de un grup (vezi [25]).

3.1 Motivaţia

Fie G un group finit, K/F o extindere algebrică de corpuri şi R =
⊕

g∈GRg o F -algebră
finit dimensională tare G-graduată. Un R1-modul simplu, precum şi unK ⊗F R1-modul
simplu, definesc “Teoria Clifford". Idea principală e că R-modulul indus de un R1-modul
simplu generează o subcategorie abeliană a categoriei R-modulelor care e echivalentă cu
categoria modelelor peste algebra sa de endomorfisme. Cercetăm relaţia dintre aceste
teori. Unul dintre principalele rezultate din acest capitol spune că o echivalenţă derivată
G-graduată peste F păstrează Teoria Clifford definită de module simple corespunzătoare,
precum şi acţiunile Galois şi indicii Schur.

O motivaţie puternică pentru acest capitol o constituie abordarea lui Turull pentru
Teoria Clifford şi indici Schur folosind G-algebre. El foloseşte Teoria Clifford definită de
un R-modul ce stă peste un R1-modul simplu (sau semisimplu) şi introduce noţiunea
de endoizomorfism pentru a formaliza idea de doua module ce determină aceeaşi Teorie
Clifford. Arătăm în Secţiunea 3.4 că o echivalenţă derivată G-graduată peste F induce
un endoizomorfism intre două R-module simple corespunzătoare. Acestea sunte legate şi
de rezultatele din [47].

Grupurile sunt finite şi algebrele şi modulele sunt finit dimensionale. Lucrăm doar cu
algebre peste corpuri în acest capitol.

3.2 Teoria Clifford pentru algebre tare G-graduate

Rezultatele din această secţiune sunt versiunea lui Dade din [10] şi [11] a corespondenţei
Clifford pentru algebre graduate de un grup.
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3.2.1. Fie G un group finit, F un corp şi fie R =
⊕

g∈GRg o F -algebră tare G-graduată
finit dimensională. G acţionează asupra claselor de izomorfism de R1-module simple.
Dacă V este un R1 modul simplu notăm gV = Rg ⊗R1 V , şi fie GV stabilizatorul lui V în
G, unde

GV := {g ∈ G | Rg ⊗R1 V ' V ca R1-modules}.

Teorema 3.2.2. Dacă M este un R-modul simplu atunci există un R1-modul simplu V

astfel încât V e un sumand direct în M . Mai exact, R1M este un R1-modul semisimplu

R1M ' n
⊕

g∈[G/GV ]

gV , pentru orice n ∈ N∗.

Definiţia 3.2.3. Dacă notăm cu (R|V )-mod subcategoria plină a lui R-mod formată din
acele R-module M pentru care există un R-epimorfism

(R⊗R1 V )(I) →M → 0,

unde I e o mulţime, atunci (R|V )-mod se numeşte categoria R-modulelor deasupra lui V .

Teorema 3.2.4. Categoria (R|V )-mod este abeliană şi coincide cu subcategoria plină
a lui R-mod formată din R-module M care privite ca R1-module au structura din Teo-
rema (3.2.2).

3.2.5. Dacă notăm E := EndR(R⊗R1V )op atunci E este o algebră G-graduată şi R⊗R1V

este un (R,E)-bimodul G-graduat. Mai mult, E = EGV
poate fi primit ca algebră tare

GV -graduată.

Teorema 3.2.6. Avem următoarea diagramă comutativă de echivalenţe de categori:

(R|V )-mod
HomR(R⊗R1

V,−)
//

(−)GV
��

E-mod
(R⊗R1

V )⊗E−
oo

(RGV
|V )-mod

R⊗RGV
−

OO

HomGV
(RGV

⊗R1
V,−)

//
EGV

-mod.
(RGV

⊗R1
V )⊗EGV

−
oo

3.3 Acţiuni Galois şi corespondenţe Clifford

Studiem acum legătura dintre Teoriile Clifford peste F şi cele peste K. Deci, vorbim
despre extinderea scalarilor de la F la K şi acţiunea grupului Galois Gal(K/F ) asupra
K ⊗F R-modulelor. Cadrul e acelaşi cu cel din Teorema 1.1.4 la care mai adăugăm nişte
notaţii. Deci, K/F e o extindere algebrică normală de corpuri. Notăm cu Ĝ grupul Galois
Gal(K/F ). Fie W un K ⊗F A-modul simplu. Notăm cu ĜW stabilizatorul lui W .
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Fie Ŵ :=
⊕

σ∈[Ĝ/ĜW ]
σW suma Ĝ-conjugatelor distincte ale lui W şi R =

⊕
g∈GRg

o G-algebră tare G-graduată finit dimensională. Notăm KR := K ⊗F R, care este o K-
algebră tare G-graduată. Presupunem că R1 (şi deci R) e definit peste un subcorp perfect
a lui F . Fie V un R1-modul simplu şi notăm Ê := EndKR(KR⊗KR1 Ŵ )op. Observăm că
Ê este tare GŴ -graduată. Considerăm următorii stabilizatori, numiţi grupuri de inerţie:

• IG(V ) := GV = {g ∈ G | Rg ⊗R1 V ' V ca R1-module},

• IG(W ) := GW = {g ∈ G | KRg ⊗KR1 W ' W ca KR1-module},

• IG,F (W ) := {g ∈ G | există σ ∈ Ĝ astfel încât KRg⊗KR1W ' σW ca KR1-module},

• IG(K ⊗F V ) := {g ∈ G | KRg ⊗KR1 K ⊗F V ' K ⊗F V ca KR1-module}.

De asemenea, notăm T := IG,F (W ) şi observăm că IG(W ) ≤ IG,F (W ) = T ≤ G.

Notaţia 3.3.1. Considerăm şi următoarele subcategori pline:

• (KR|W )-mod, formată din KR-module M astfel încât există un epimorfism de
KR-module

(KR⊗KR1 W )(I) →M → 0, pentru o mulţime I.

• (KR|W,F )-mod formată din KR-module M astfel încât KR1M e izomorf cu o sumă
directă de G× Ĝ-conjugate ale lui W .

• (KR|K ⊗F V )-mod formată din KR-modules M astfel încât există un epimorfism
de KR-module

(KR⊗KR1 K ⊗F V )(I) →M → 0, pentru o mulţime I.

Teorema 3.3.2. Cu notaţiile de mai sus, presupunem că W este un sumand direct a
luiis a direct summand a lui K ⊗F V . Atunci IG,F (W ) = IG(K ⊗F V ) şi categoriile
(KR|W,F )-mod şi (KR|K ⊗F V )-mod coincid. Mai mult, avem următoarea diagramă
comutativa de echivalenţe de categori:

(KR|W,F )-mod
HomKR(KR⊗KR1

Ŵ ,−)
//

'
��

Ê-mod
(KR⊗KR1

Ŵ )⊗Ê−
oo

(KRGŴ
|W,F )-mod

KR⊗KRG
Ŵ
−

OO

HomKRG
Ŵ

(KRG
Ŵ
⊗KR1

Ŵ ,−)
//
ÊGŴ

-mod.
(KRG

Ŵ
⊗KR1

Ŵ )⊗Ê−
oo
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3.3.3. Notăm KE := EndKR(KR⊗KR1 (K⊗F V ))op şi privim KE = KET ca K-algebră
T -graduată. Avem următoarea diagramă comutativă de categori şi functori:

(R|V )-mod
//

**VVVVVVVVV E-modoo

**UUUUUUUUUUUUUUUUUUUU

tthhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

(RT |V )-mod

R⊗RT
−

OO 44hhhhhhhhhhhhhhhhhhhh

**VVVVVVVVVVVVVVVVVV
(KR|K ⊗F V )-mod

//
KE-modoo

iiiiiiiiiiiiiiiiii

ttiiiiiiiiiiiiiiiiii

(KRT |K ⊗F V )-mod.

44iiiiiiiiiiiiiiiiii
KR⊗KRT

−
OO

3.4 R-module quasiomogene

Turull [67], [70] consideră „Teoria Clifford determinată de un R-modul" în loc de un
R1-modul. Fie W un KR1-modul simplu, ca mai sus.

Definiţia 3.4.1. Un R-modul M este W -quasiomogen dacă K ⊗F M ∈ (KR|W )-mod.

Teoria Clifford nu depinde de alegerea modulului W -quasiomogen.

Teorema 3.4.2. Fie M şi M ′ R-module W -quasiomogene. Atunci există o echivalenţă
Morita G-echivariantă între G-algebrele EndR1(M) şi EndR1(M

′).

3.4.3. Considerăm următorul context. Fie R şi R′ F -algebre G-graduate. Fie M un R-
modul W -quasiomogen şi M ′ un R′-modul W ′-quasiomogen, unde W este un KR1-modul
şi W ′ este un KR′1-modul. Vrem să ştim dacă când Teoria Clifford determinată de M e
echivalentă cu Teoria Clifford determinatăde M ′?

Corolar 3.4.4. Dacă există un izomorfism ε : EndR1(M) → EndR′1(M
′) de G-algebre

peste F , atunci există o echivalenţă de categori:

(KR|W,F )-mod ' (KR′|W ′, F )-mod.

ce păstrează graduarea de module şi comută cu acţiunea lui Gal(K/F ).

Un izomorfism EndR(R⊗R1 M) ' EndR(R⊗R1 M
′) de algebre G-graduate este numit

endoizomorfism în [70]. Dar când există un endoizomorfism?

Teorema 3.4.5. Presupunem că există o echivalenţă Rickard intre F -algebrele G-graduate
R şi R′. Fie M un R-modul W -quasiomogen simplu şi fie M ′ R′-modulul corespunzător.
Atunci:

1) Există un izomorfism ε : EndR1(M) → EndR′1(M
′) de G-algebre peste F , indus de

echivalenţe Rickard.
2) KR1-modulul simplu W corespunde de asemenea unui KR′1-modul simplu W ′, şi

echivalenţa derivată induce echivalenţa (KR|W,F )-mod ' (KR′|W ′, F )-mod din Coro-
larul 3.4.4.
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Capitolul 4

Clasele Brauer-Clifford şi corespondeţe
de caractere

Rezultatele din [67] pot fi generalizate pentru cazul algebrelor graduate de un grup.

4.1 Motivaţia

Fie G un grup şi F un corp. Fie R o F -algebră tare G-graduata şi două R-module M
şi M ′, de preferinţă simple sau semisimple. Întrebarea pe care o punem din nou, e când
au aceste două module aceeaşi Teorie Clifford? Pentru aceasta vom da niste proprietăţi
ale corespondenţelor de caractere şi a elementelor corespunzătoare din grupul Brauer-
Clifford.

4.2 Grupul Brauer-Clifford

Pentru a defini grupul Brauer-Clifford, introdus în [69], avem nevoie de un grup G şi de
un G-inel simplu comutativ Z. În acest context spunem că o G-algebră simplă centrală A
peste Z este trivială daca există un G-modul M 6= 0 peste Z astfel încât EndZ(M) este
izomorf cu A ca G-algebră simplă centrală peste Z. Definiţia grupului Brauer-Clifford
din [69] e mai generală decât cea din [67, 68], dar în esenţă e echivalentă.

Definiţia 4.2.1. Fie G un grup finit şi Z un G-inel simplu comutativ. Spunem că grupul
Brauer-Clifford a lui G peste Z este mulţimea BrClif(G,Z) împreună cu o operaţie
binară. Elementele din BrClif(G,Z) sunt clase de echivalenţă deG-algebre simple centrale
de rang finit peste Z, sub echivalenţa prezentată in cele ce urmează. Fie A şi B G-algebre
simple centrale de rang finit peste Z. Atunci, spunem că A este echivalentă cu B dacă c
si numai daca există G-algebrele simple centrale triviale T1 şi T2 peste Z astfel încât

A⊗Z T1 ' B ⊗Z T2
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ca G-algebre centrale peste Z. Operaţia binară pe BrClif(G,Z) este aceea indusă de
produsul tensorial peste Z de G-algebre simple centrale peste Z.

4.3 Clasa Brauer-Clifford şi G-algebra centraă a unui

caracter

Fie G un grup, Z un G-inel simplu comutativ, F un corp de caracteristică zero, şi F̄
închiderea algebrică a lui F . Presupunem că toate caracterele au valori în F̄ . Vom nota
cu Irr(G) mulţimea caracterelor ireductibile a unui grup finit G. Vrem să studiem Teoria
Clifford în cazul particular ar algebrelor tare graduate.

4.3.1. Fie R o F -algebră tare G-graduată semisimplă. Fie ψ un caracter ireductibil al
algebrei F̄RH , unde H ≤ G. Fie θ1 un caracter ireductibil al lui F̄R1 care e inclus în
restiţia lui ψ la F̄R1, θ1, . . . , θr ∈ Irr(F̄R1) fie G×Gal(F̄ /F )-orbita lui θ1, şi fie

θ̄ = θ1 + · · ·+ θr.

Fie eθ1 , . . . , eθr idempotenţii primitivi coresponzători ai lui Z(F̄R1), şi fixăm e = eθ1 +

· · ·+ eθr . Atunci e ∈ Z(R1), şi dacă mulţimea F0 := e(R1∩Z(R)) atunci F0 este un corp.

Definiţia 4.3.2. Se numeşte algebră centrală a lui ψ faţă de R şi F , F0-algebra asupra
căreia acţionează G eZ(R1). O vom nota cu Z(ψ,R, F ). Pentru fiecare θ ∈ {θ1, . . . , θr},
caracterul central asociat lui θ, se reduce non-trivial la o funcţie

ωθ : Z(ψ,R, F ) → F̄

pe care o numim caracterul central asociat lui θ.

Z(ψ,R, F ) este o G-algebră simplă centrală comutativăpeste corpul F0, determinată
în mod unic de ψ şi F iar

Z(ψ,R, F ) ' F (θ1)⊕ F (θ2)⊕ · · ·F (θs),

unde G-acţiunea peste algebra din dreapta e obţinută din G-acţiunea pe Θ. Algebra
centrală deţine informaţii despre caracter. Următoarea proziţie descrie cum se întâmpla
aceasta.

Propoziţia 4.3.3. Fie R şi R′ două F -algebre tare G-graduate semisimple, şi fie ψ1 şi
ψ2 doua caractere ireductibile ale algebrei F̄RH şi F̄R′H , respectiv, unde H ≤ G. Fie
θ1 ∈ Irr(F̄R1) inclusă în ResF̄RF̄R1

(ψ1) şi θ2 ∈ Irr(F̄R′1) inclusă în ResF̄R
′

F̄R′1
(ψ2). Pentru

i = 1, 2 fie Oi G×Gal(F̄ /F )-orbita lui θi. Fixăm Z1 = Z(ψ1, R, F ) şi Z2 = Z(ψ2, R
′, F ).

Următoarele afirmaţii sunt echivalente:
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(1) Există α : Z1 → Z2 un izomorfism de G-algebre peste F care duce caracterul central
asociat lui θ1 in caracterul central asociat lui θ2.

(2) Există o bijeţie β : O1 → O2 care păstrează acţiunea lui G×Gal(F̄ /F ) şi este astfel
încât β(θ1) = θ2.

Mai mult, dacă α şi β există atunci sunt unice.

4.3.4. Fie ψ un caracter ireductibil al algebrei F̄RH , unde H ≤ G. Fie θ1 un caracter
ireductibil inclus în resticţia lui ψ la F̄R1, θ1, . . . , θr ∈ Irr(F̄R1) e G× Gal(F̄ /F )-orbita
lui θ1, şi fie θ̄ = θ1 + · · ·+ θr.

Vom da acum definiţia modulului quasiomogen când modulul este "deasupra" carac-
terului.

Definiţia 4.3.5. U R-modul M este ψ-quasihomogeneous (faţă de R1) dacă nu este zero
şi caracterul χ al lui F̄ ⊗F M este de forma mθ̄R1 , unde m este un intreg pozitiv.

Astfel de R-module există întotdeauna.

Teorema 4.3.6. Fie Z = Z(ψ,R, F ) algebra centrală a lui ψ facţă de F . Presupunem că
M este un R-modul ψ-quasiomogen peste F . Atunci EndR1(M) este o G-algebră simplă
centralăpeste Z şi clasa sa în BrClif(G,Z) nu depinde de alegerea lui M .

Definiţia 4.3.7. Fie Z = Z(ψ,R, F ) algebră centraă a lui ψ faţă de R şi F . Presupunem
că M este un R-modul ψ-quasiomogen peste F şi privind EndR1M ca o G-algebră simplă
centrală peste Z notăm

[[ψ]] = [[ψ,R, F ]] ∈ BrClif(G,Z)

elementele din BrClif(G,Z) pe care le reprezint̆. Spunem că acesta este elementul din
grupul Brauer-Clifford asociat lui ψ.

4.3.8. Fie R şi R′ două F -algebre tare G-graduate semisimple. Fie ψ un caracter ire-
ductibil al algebrei F̄RH , unde H ≤ G şi ψ1 este un caracter ireductibil al algebrei
F̄R′H′ , unde H ′ ≤ G. Fie Z = Z(ψ,R, F ) algebra centrală a lui ψ faţă de R şi F , şi
fie Z ′ = Z(ψ1, R

′, F ) algebra centrală a lui ψ1 faţă de R′ şi F . Presupunem că avem un
izomorfism de G-algebre α : Z → Z ′ şi notăm cu

ᾱ : BrClif(G,Z) → BrClif(G,Z ′)

izomorfismul indus de α. Presupunem că ᾱ([[ψ]]) = [[ψ1]].

Observaţia 4.3.9. Fie F0 = ZG şi F ′
0 = (Z ′)G. Atunci, α(F0) = F ′

0. Fie M un R-modul
ψ-quasiomogen peste F şi fie M ′ un R′-modul ψ1-quasiomogen peste F . Atunci, centrul
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lui EndR1(M) e identificat în mod natural cu Z, şi clasa lui EndR′1(M
′) în BrClif(G,Z)

este [[ψ]], şi centrul lui EndR′1(M
′) e identificat în mod natural cu Z ′, iar clasa lui

EndR′1(M
′) în BrClif(G,Z ′) este [[ψ1]]. Deoarece ᾱ[[ψ]] = [[ψ1]], există G-algebre triviale

T1 şi T2 şi un izomorfism de G-algebre peste F

β : EndR1(M)⊗F0 T1 → EndR′1(M
′)⊗F ′0

T2

care prin reduce la centrul algebrelor ca aplicaţia α : Z → Z ′. Prin anumite construţii
si identificări se obţin alte module quasiprimitive peste F pe care le renumim M şi M ′

respectiv. Obţinem izomorfismul β de la A = EndR1(M) la A′ = EndR′1(M
′). Se obţine

şi o corespondenţă bijectivă intre caracterele lui R şi R′. Pentru mai multe detalii vezi
[61].

4.3.10. Dacă H ≤ G atunci notăm cu Irr(H,R, ψ) mulţimea caracterelor ireductiblieφ
ale lui F̄RH astfel încât resticţia lui ψ l F̄R1 conţine cel putin un caracter ireductibile ce e
G×Gal(F̄ /F )-conjugat cu un caracter ireductibil conţinut in restiţia lui ψ la F̄R1. Notăm
cu ZIrr(H,R, ψ) mulţimea combinaţiile liniare întregi de elemente din Irr(H,R, ψ). O
construţie analoagă o facem pentru G, o F -algebră tare G-graduată R′şi caracterul ψ1.

Teorema 4.3.11. Presupunem notaţiile din 4.3.8 şi că θ ∈ Irr(F̄R1) este G×Gal(F̄ /F )-
conjugată cu un caracter ireductibil conţinut in restiţia lui ψ la F̄R1, şi că θ1 ∈ Irr(F̄R′1)

este G × Gal(F̄ /F )-conjugată cu un caracter ireductibil conţinut în restiţia lui ψ1 la
F̄R1. Mai presupunem că caracterul central asociat lui θ resticţionat la Z corespunde
caracterului central asociat lui θ1 restiţionat la Z ′ prin izomorfismul α. Atunci, există o
bijeţie φ 7→ φ′ de la reuniune lui ZIrr(F̄RH |ψ) la reuniune de ZIrr(F̄R′H |ψ1) când H e
un subgrup al lui G şi avem proprietăţile:

(1) Pentru orice H ≤ G, restrictia aplicaţiei φ 7→ φ′ determină un izomorfism de Z-
module de la ZIrr(F̄RH |ψ) la ZIrr(F̄R′H |ψ1), care păstrează produsul inter uzual şi
restricţia produce o bijecţie de la Irr(F̄RH |ψ) la Irr(F̄R′H , |ψ1).

(2) Există o constantă raţională d, astfel încât, pentru H ≤ G, φ ∈ ZIrr(F̄RH |ψ) şi
φ 7→ φ′, avem φ′(1) = dφ(1).

(3) Aplicaţia φ 7→ φ′ comuta cu inducţia şi resticţia de caractere , înmulţirea cu caractere
ale lui F̄RH , cu orice automorfism Galois fixat de F şi cu conjugarea cu G.

(4) Aplicaţia φ 7→ φ′ pastrează corpul de valori al caracterelor ireductibile şi elementele
corespunzătoare ale grupului Brauer şi în particular indicii Schur.

(5) Dacă φ 7→ φ′ şi φ e ireductibil, atunci φ şi φ′ au algebre centrale izomorfe.
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4.4 Extinderi de corpuri

Egalitatea claselor Brauer-Clifford peste un corp dă naştere unei egalităţi peste un corp
mai mare. Fie F un cor de caracteristică zero iar caracterele iau valori în F̄ . Fie K
un subcorp al lui F̄ ce îl conţine pe F . Fie R şi R′ două F -algebre tare G-graduate
semisimple. Fie θ ∈ Irr(F̄R1), şi θ′ ∈ Irr(F̄R′1). Fie Z = Z(θ, R, F ) algebra centrală a lui
θ faţă de R şi F , şi fie Z ′ = Z(θ′, R′, F ) algebra centrală lui θ′ faţă de R şi F .

Propoziţia 4.4.1. Presupunem că există un izomorfism de G-algebre α : Z → Z ′, care
induce un izomorfism ᾱ : BrClif(G,Z) → BrClif(G,Z ′) şi e astfel încât α duce caracterul
central asociat lui θ la caracterul central asociat lui θ′. Mai mult, presupunem că

ᾱ([[θ,R, F ]]) = [[θ′, R′, F ]].

Fixăm ZK = Z(θ,KR,K) şi Z ′K = Z(θ′, KR′, K). Atunci, există un unic izomorfism de
G-algebre β : ZK → Z ′K, astfel încât β duce caracterul central asociat lui θ la caracterul
central asociat lui θ′. Mai mult, dacă notăm cu β̄ : BrClif(G,ZK) → BrClif(G,Z ′K)

izomofrismul indus de β, atunci

β̄([[θ,KR,K]]) = [[θ′, KR′, K]].

4.5 O echivalenţă Morita peste Z

Fie M un R-modul simplu, şi fie ψ un caracter al unui subomdul simplu al F̄R-modulului
F̄ ⊗F M . Fie θ1 un caracter ireductibil conţinut în restriţia lui ψ la F̄A şi θ1, . . . , θr, θ̄, e
and F0 ca în Secţiunea 4.3, unde A = R1. Fie θ1, . . . , θs reprezentanţii orbitelor actiunii
lui Gal(F̄ /F ) asupra mulţimii {θ1 . . . θr}.

Atunci EndR(R⊗AM)op este o F0-algebră simplă centrală G-graduată peste Z, unde

Z := eZ(A) ' F (θ1)⊕ F (θ2)⊕ · · · ⊕ F (θs)

ca F0-algebre asupra cărora acţionează G. In loc de M ca mai sus putem folosi un alt
R-modul mai general: un R-modul ψ-quasiomogen M ′.

Propoziţia 4.5.1. Dacă M ′ este un R-modul ψ-quasiomogen, atunci există o echivalenţă
Morita G-graduată peste Z între EndR(R⊗AM) şi EndR(R⊗AM

′).
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Capitolul 5

Algebre G-graduate modulare şi
G-algebre de endomorfisme

Alexandre Turull în [70], [71] a introdus noţiunea de endoizomorfism arătând că există
o legătură naturală între această noţiune şi Teoria Clifford a grupurilor finite. Un en-
doizomorfism este un izomorfism între G-algebre de endomorfisme, unde G este un grup
finit. Considerăm endoizomorfisme între module peste algebre tare G-graduate. Un en-
doizomorfism induce echivalenţe de categori cu proprietăţi de compatibilitate bune (vezi
Teorema 5.5.1 c si Teorema 5.6.1 mai jos). Rezultate sunt ale lui D. Gliţia şi pot fi găsite
în [24].

5.1 Contextul general

5.1.1. Fie p un număr prim. Vom considera sistemele p-modulare (K,O, k) şi (K̂, Ô, k̂)
astfel încât K̂ este o extindere finită a lui K şi Ô este un inel de intregi ai lui K̂. Fie m

idealul maximal al lui O şi m̂ idealul maximal al lui Ô.

5.1.2. Fie G un grup finit şi R =
⊕

g∈GRg o O-algebră a tare G-graduată O-algebra,
liberă de rang finit peste O. Notăm ÔR = Ô ⊗O R, K̂R = K̂ ⊗O R şi k̂R = k̂ ⊗O R.

Presupunem că pentru H ≤ G algebra KRH este simetrică iar K̂RH şi k̂RH scindează.
Modulele sunt presupuse finit generate. Notăm cu RK(R) grupul Grothendieck al cate-
goriei de KR-module finit generate. Dacă M este un KR-modul, notăm cu [M ] imaginea
sa în RK(R).

Notăm cu IrrK(R) mulţimea claselor de izomorfism de KR-module simple şi cuIBr(kR)

mulţimea claselor de izomorfism de kR-module simple.

5.1.3. Morfismul de descompunere. Fie M un KR-modul. O R-latice a lui M este
un R-submodul L al lui M cu următoarele proprietăţi. Luăm o K-bază în M şi fie L
O-submodulul lui M generat de această bază şi de către toate produsele între elementele
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acestei baze şi elementele dintr-o O-bază a lui R. Atunci L este un R-submodul al lui M
cu proprietatea că K ⊗O L 'M.

Fie L o R-latice a lui M . Putem construi cu aceasta kR-modulul L/mL, reprezentând
o reducere modulo p a lui M . Acest modul nu este unic dar toate modulele au aceaşi factor
de compozitie pâna la izomorfism. În acest mod, aplicaţia de descompunere

d : ZIrr(KR) → ZIBr(kR).

duce clasa lui M în RK(R) la clasa lui L/mL în Rk(R).

5.1.4. Din [46, Teorema 3.4] ştim că există o acţiune a KG-modulelor asupra KR-
modulelor. Fie M un R-modul şi N un KG-modul. Atunci putem construi KR-modulul
M ⊗O N care este de asemenea un modul peste algebra (G×G)-graduată R⊗O KG.

5.2 Categori de module peste un modul dat

Fie R o O-algebră tare G-graduată, şi fie M o R-latice.

Definiţia 5.2.1. Notăm cu M̂ ′
K suma directă de un număr infit numărabil de copii de

KR-module M ⊗O KG şi cu (KRH |M)-mod subcategoria plină a lui KRH-mod formată
din KRH-modulele ce sunt câturi de KRH-submodule ale lui M̂ ′

K finit generate. Spunem
că un modul din (KRH |M) este deasupra lui M .

Definiţia 5.2.2. O extindere de corpuri K a lui O este o extindere bună pentru M dacă
ResKRKR1

(K ⊗O M) e un modul semisimplu şi

K ⊗O EndR1(M) = EndR1(K ⊗O M).

Vom presupunem că KA1 e semisimplu pentru ca extinderea K/O să fie.

Definiţia 5.2.3. Fie V un KR1-modul. Notăm cu Irr(KR|V ) mulţimea tuturor claselor
de izomorfism de KR-module simple a căror restriţie la R1 conţine un sumand simplu
care este sumand şi în V . Spunem că modulele din Irr(KR|V ) sunt deasupra lui V .

Definiţia 5.2.4. Fie W un kR1-modul. Notăm cu IBr(kR|W ) mulţimea tuturor claselor
de izomorfim de kR1-module simple a căror restiţie la R1 conţine un sumand simplu care
este şi sumand în W. Spunem că modulele din IBr(kR|W ) sunt deasupra lui W .

5.3 Endoizomorfisme şi corespondenţe de module

Fie R şi R′ două O-algebre tare G-graduate. Fie M o R-latice şi fie M ′ o R′-latice.
Presupunem că extinderea K a lui O este bună pentru M şi M ′.
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5.3.1. Asemănător cu Secţiunea 3.4 definim un endoizomorfism peste O de la M la M ′

ca fiind un izomorfism de G-algebre peste O

ε : EndR1(M) → EndR′1(M
′).

Definiţia 5.3.2. a) O G-algebră Z peste K se numeşte o algebră centrală a lui KR dacă,
fixând Z0 = Z(R1/J(R1)) pentru un idempotent e al lui ZG

0 avem Z = eZ0.
b) Fie e suma tuturor idempotenţilor primitivi ai lui ZG

0 care acţionează netrivial
asupra lui K⊗OM . Atunci eZ0 se numeşte algebra centrală a lui R asociată cu K⊗OM ,
şi se notează cu Z(M,R,K).

Teorema 5.3.3. Fie ε un endoizomorfism de la M la M ′. Atunci ε determina un izomor-
fism de G-algebre peste K notat ε̄K de la Z(M,R,K) la Z(M ′, R′,K) şi un endoizomorfism

ε̂K : EndR1(M̂K) → EndR1(M̂
′
K).

care la rândul lui determină un izomorfism κε K-linear de categori, de la (KAH |M)-mod
la (KA′H |M ′)-mod.

5.3.4. Un izomorfism φ : M →M ′ induce un endoizomorfism ε de la M la M ′ iar κε duce
fiecare modul într-un modul izomorf cu el. Dacă există o echivalenţă Morita G-graduată
peste O între R şi R′ astfel încât M corespunde lui M ′, atunci există un endoizomorfism
de la M la M ′.

5.4 Endoizomorfisme peste K şi peste O

Fie R şi R′ două O-algebre tare G-graduatĕ. Fie M un KR-modul şi M ′ un KR′-modul.
Pornind de la un endoizomorfism peste corpul fraţiiilor K al unui domeniu cu ideale
principale O, putem obţine endoizomorfismul peste O. Fie E = EndKR1(M).

Teorema 5.4.1. Presupunem că resticţia ResKRKR1
(M) este semisimplă. Atunci orice O-

ordin în E este finit generat ca O-modul. Mai mult, E are un O-ordin B care este G-
invariant şi maximal între ordinele G-invariante ale luiE, şi există o latice G-invariantă
latice L astfelîncât B = {e ∈ E | e(L) ⊆ L} .

Teorema 5.4.2. Presupunem că ResKRKR1
(M) şi ResKR

′

KR′1
(M ′) sunt semisimple, şi fie ε un

edoizomorfism peste K de la M la M ′. ATunci există o O-latice G-invariantă L a lui M ,
o O-latice G-invariantă L′ a lui M ′ şi un endoizomorfsim ν de la EndR1(L) la EndR′1(L

′),
astfel încât ε = K ⊗O ν şi mai mult,

EndKR1(M) = K ⊗O EndR1(L) iar EndKR′1(M
′) = K ⊗O EndR′1(L

′).
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5.5 Corespondenţe în caracteristică zero

Fie R şi R′ două O-algebre tare G-graduate cu KR1 şi KR′1 semisimple.

Teorema 5.5.1. Fie M un KR-modul şi M ′ un KR′-modul. Fie

ε : EndKR1(M) → EndKR′1(M
′)

un endoizomorfism de la M la M ′. Fie V suma directă a tuturor K̂R1-modulelor sim-
ple neizomorfe care apar în descompunerea lui ResK̂RK̂R1

(M). Analog pentru V ′ şi K̂R′1-
modulele ce apar în descompunerea lui ResK̂R

′

K̂R′1
(M ′). Sunt adevărate următoarele afirmaţii:

(1) κε induce izomorfisme de ZIrr(KH)-module

κε : ZIrr(K̂ ⊗O RH |V ) → ZIrr(K̂ ⊗O R
′
H |V ′).

(2) κε duce sumanzi simpli ai lui K̂ ⊗K M în sumanzi simpli ai lui K̂ ⊗K M
′ şi comută

cu restiţia şi induţia de module, cu acţiunea lui Gal(K̂/K) şi cu conjugarea cu G.

(3) Fie χ caracterul unui modul simplu din Irr(K̂ ⊗O RH |V ). Atunci avem K(κε(χ)) =

K(χ) and [κε(χ)] = [χ] iar indicele Schur al caracterelor ireductibile sunt păstrate de
κε.

5.6 Corespondenţe în caracteristică p

Fie R şi R′ O-algebre tare G-graduate. Fie M o R-latice şi M ′ o R′-latice. Presupunem
că KR1 şi KR′1 sunt semisimple iar extinderea k̂ a lui O e bună pentru M şi M ′.

Teorema 5.6.1. Fie W suma directă a tuturor k̂ ⊗O R1-modulelor simple neizomorfe
ce apar în seria de compoziţie a lui ResRR1

(k̂ ⊗O M), şi fie W ′ suma directă a tuturor
k̂⊗OR

′
1-modulelor simple neizomorfe ce apar în seria de compoziţiea lui ResRR1

(k̂⊗OM
′).

Fie ε un endoizomorfism de la M la M ′. Următoarele afirmaţii sunt adevărate:

(1) ε induce endoizomorfismul

K ⊗O ε : EndKR1(K ⊗O M) → EndKR′1(K ⊗O M
′).

(2) κε induce izomorfismul

κε : ZIBr(k̂RH |W ) → ZIBr(k̂R′H |W ′),

de ZIrr(kH)-module, ducând module simple în module simple şi sumanzi ai lui k⊗OM

în sumanzi ai lui k ⊗O M
′ şi κε commuteă cu resticţia şi inducţia de module şi cu

conjugări cu G.
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Capitolul 6

Corespondenţa Glauberman şi
echivalenţe Morita asociate

Pornind de la algebre P -interioare, unde P este un p-grup, demonstrăm două teoreme
obţinând echivalenţe Morita graduate de un grup. Acestea se aplică blocurilor cu defect
grup normal şi blocuri cu defact zero ale subgrupurilor normale, respectiv. Rrezultatele
principale provin din [26] şi se datorează lui D. Gliţia şi A. Mărcuş.

6.1 Introducere

Acest capitol este motivat de mai multe rezultate despre existenţa echivalenţelor Morita
în contextul corespondenţei Glauberman-Watanabe(vezi [37], [31], [28], [75], [54] şi bibli-
ografia lor). Pentru a explica aceasa, fie (K,O, k) un sistem p-modular, G un grup finit şi
A un grup finit rezolubil ce acţionează asupra lui G astfel încât G şi A au ordine coprime.
Fie b un bloc A-invariant al lui OG. În anumite condiţii, există o echivalenţă Morita între
bOG şi w(b)OGA indusă de un(bOG,w(b)OGA)-bimodul M cu proprietatea că privit ca
G×GA-modul, M are o sursă care este un modul de endopermutare module. Mai mult,
dacă avem un sistem p-modular, această echivalenţă Morita induce o bijeţie

π(G,A) : IrrK(G, b) → IrrK(GA, w(b)),

care coincide cu corespondenţa Glauberman correspondence, unde blocul w(b) a lui OGA

este corespondentul lui Watanabe al lui b (vezi [73]).
Prin inducţie, aceast caz e rdus la cazul în care considerăm blocuri peste un bloc al

unui p′-subgrup normal al lui G. Mai general, în loc de un p′-subgrup normal e folositor să
folosim blocuri cu defect zero a unui subgrup normal (vezi [29]). De fapt, e îndeajuns să
considerămO-algebraR tareG-graduate P -interioareR, unde p-grupul P este un subgrup
normal al unităţilor omogene ale lui R, şi R1 este o algebră O-simplă . Identitatea lui R1

are defect grup Q ≤ P , iar cealaltă algebră e consdtruită considerând întâi câtul Brauer
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R1(Q). Teorema 6.6.5 de mai jos generalizează rezultatul principal din Dade [6] despre
corespondenţe deasupra corespondenţei (vezi şi Turull [66] şi Ladisch [40]), iar abordarea
noastră e asemănătoare cu cea din [6] şi [8],folosind extensii Clifford în mod repetat.

De fapt, metodele de demonstrare sunt inspirate de [17] şi ca urmare, primul nostru
rezultat este o generalizare a Teoremei de Structură pentru blocuri cu defect grup normal
a lui Külshammer (vezi also [51, Propoziţia 14.6], Alperin, Linckelman şi Rouquier [2],
Fan şi Puig [20, Theorem 1.17]). În loc să începem cu un block al unei algebre grupale
OG, considerăm o extindere separabilă de algebre OP → B, unde P este un p-grup finit
iar B are O-rangul finit şi pe urmă construim algebrele noastre echivalente Morita.

6.2 Motivaţia: corespondenţa Glauberman

Vom prezenta aceastc̆orespondenţă şi vom continua cu rezultate mai noi care au la bază
o teoremă a luiAtumi Watanabe din 1999 (vezi [73]).

Fie A şi K grupuri finite. Presupunem că A acţionează asupra lui K. Atunci putem
construi produsul semidirect

K o A = {(x, a)|x ∈ K, a ∈ A} , undee (x, a)(y, b) = (xay, ab).

Mai mult, avem următorul şir exact ce scindează :

1 → K → K o A
π−→ A→ 1

Există un morfism de grupuri λ : A→ K o A astfel încât πλ = 1A.

Ipoteza 6.2.1. Fie K şi A grupuri finite şi A rezolubil. Presupunem că A acţionează
asupra lui K şi (|K|, |A|) = 1.

6.2.2. Fie p un număr prim. Luăm un sistem p-modular (K,O, k) care este "destul de
mare". În acest caz Irr(K) = IrrK(K). Un caracter χ poate fi definit fie ca

χ : K → K, fie χ : K → C

dar χ(K) ⊆ K ∩ C. Notăm IrrK(K)A = {χ ∈ IrrK(K) | aχ = χ, ∀a ∈ A}.

Teorema 6.2.3 (Glauberman-Isaacs). Presupunem că are loc Ipoteza 6.2.1. Atunci
avem bijeţia

π(K,A) : IrrK(K)A → IrrK(KA)

cu următoarele proprietăţi:

(1) Pentru orice B � A avem π(K,B)(IrrK(K)A) ⊆ IrrK(KB)A. Mai mult, în Irr(K)A
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avem
π(K,A) = π(KB, A/B) ◦ π(K,B),

deci comută următoarea diagramă:

Irr(K)A
π(K,A) //

π(K,B)

��

Irr(KA)

Irr(KB)A
π(KB ,A/B)

// Irr((KB)A/B).

(2) Dacă A este un q-grup, unde q este un număr prim, atunci π(K,A)(χ) este unicul
caracter ireductibil al lui KA care este o componentă a lui ResKKA(χ) şi are multiplic-
itatea primă cu q, pentru orice χ ∈ Irr(K)A.

Teorema lui Watanabe spune că că bijeţia din Teorema 6.2.3 respectă p-blocuri.

6.2.4. OP -module de permutare şi endo-permutare ˙

Definiţia 6.2.5. O OP -latice M se numşte latice de permutare dacă M are o O-basis
P -invariantă. Modulul M se numeşte modul de permutare.

Dacă M este un modul de permutare atunci M e izomorf cu o sumă directă de OP -
module indusă de subgrupurile Q ≤ P , de forma

OP ⊗OQ V = IndPQV,

unde V este OQ-modulul trivial.
Fie M un OP -modul. Atunci EndO(M) este o P -algebră liberă peste O, unde

(uf)(m) = f(u−1m).

De fapt, există un morfism de la P la AutO(M). Spunem că M se numeşte OP -laticea
de endo-permutare dacă M este o OP -latice astfel încât EndO(M) este un OP -modul
de permutarea sub acţiunea de conjugare a lui P . Modulul M , în acest caz, se numeşte
modulul de endo-permutare.

6.2.6. Morfismul Brauer. Fie B OD-algebra interioară ce are o bază P -stabilă, deci
B este o O-algebră, liberă de rang finit peste O şi există un morfism de O-algebre de la
OD la B.

Morfismul Brauer BrD : BD → B(D), este definit în cele ce urmează. Fie

BD := {b ∈ B|ub = b pentru orice u ∈ D} ,
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cu ub = ubu−1. Fie
B(D) := k ⊗O

BD∑
Q<D TrDQB

Q
,

unde BQ = {b ∈ B|ub = b ∀u ∈ Q}. Atuni BrD = BrBD este un morfism surjectiv de
k-algebre.

6.2.7. Echivalenţe categoriale. Izometriile de caractere sunt de multe ori rezultatul
existenţei unei echivalenţe Morita sau Rickard de blocuri. Koshitani şi Michler în 2001
în [37] şi Harris şi Linckelmann în 2002 în [31] au arătăt ca dacă mai avem nişte condiţii
există o echivalenţă Morita între bOK şi w(b)OKA, unde b este un bloc al lui OK care
este A-invariant şi w(b) este blocul corespondent al lui OKA.

Teorema 6.2.8. Cu ipotezele teoremei lui Watanabe există o echivalenţă Morita bOK '
w(b)OKA. Mai mult această echivalenţă induce o bijecţie

π(K,A) : IrrK(K, b) → IrrK(KA, w(b))

cu condiţia ca fie K este p-rezolubil şi (K,O, k) destul de mare (din [31]) fie D � K şi
(K,O, k) e destul de mare (din [37]) fie b este un bloc nilpotent şi (K,O, k) e destul de
mare (din [54]) îmreună cu alte câteva condiţie.

Prin induţie, Teorema 6.2.8 e redusă la cazul când avem un blocal unui p′-subgrup
normal al lui K. Deci algebra grupală OOp′(K) e semisimplă.

6.2.9. Mai general, în loc de p′-subgrupul normal putem folosi blocuri cu defect zero ale
unui subgrup normal (vezi [31]). Pentru aceasta putem considera cazurile din [29], [6],
[66], [40] şi [75, Paragrful 2.4] unde K � G şi b e un bloc cu defect zero a lui OK iar
(K,O, k) e "destul de mare" (vezi articolele lui Dade sau Harris din bibliografie), O = Zp,
K = Qp şi k = Fp.

6.3 Echivalenţe Morita graduate între algebre

Considerând că teoremele lui Glauberman şi Isaacs (Teorema 6.2.3) şi a lui Watanabe se
referă la grupuri rezolubile, prin inducţie demonstrarea lor se reduce la un caz special.
Această situaţie se referă la cazul când avem un caracter care este dintr-un p-bloc cu defect
zero al unui subgrup normal. În această seţiune vom prezenta acest context folosindu-ne
de Dade [6], Turull [66] şi Ladisch [40]. Fie G un grup finit, K �G şi K �M ≤ G astfel
încât M/K este un p-grup. Fie θ ∈ Irr(K). Atunci θ : K → C şi θ(x) este un întreg
algebric. Să presupunem că θ este într-un p-bloc cu defect 0 al lui K.

Fie k = Fp, K = Qp şi O = Zp. Deci, (K,O, k) este un sistem p-modular. Fie
K̂ = K(θ), fie Ô = O(θ) şi k̂ = Zp(θ)/pZp(θ). Deci, (K̂, Ô, k̂) este un sistem p-modular.
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6.3.1. p-blocul luiθ. p-blocul ce îl conţine pe θ poate fi privit precum urmează. Există
un idempotent central primitiv eθ ∈ Z(ÔK) asociat lui θ. Atunci eθK̂K este o K̂-algebră
simplă centrală. Mai mult, avem că eθK̂K ' Mn(K̂) şi θ este un caracter (complex)
asociat unicului eθK̂K-modul simplu V̂ . Dacn̆otăm cu K̄ închiderea algebrică a lui K̂
atunci modulul θ apare în descompunerea lui K̄ ⊗K̂ V̂ . În acest caz avem

Ĝ := Gal(K̂/K) ' Gal(Ô/O) ' Gal(k̂/k).

Mai mult, există un idempotent primitiv eθ,O ∈ Z(OK) astfel încât eθ,OKK este o K-
algebră simplă cu centrul K̂, θ este o componentă a lui V ⊗K K̂ şi eθ,OKK 'Mm(K̂). De
fapt, V ⊗K K̂ este suma Ĝ-conjugatelor lui θ.

Observaţia 6.3.2. K̂ este corpul de descompunere a lui eθ,OKK.

6.3.3. Fie K � G, K � M ≤ G şi M/K un p-grup. Fie θ ∈ Irr(K). Caracterului θ îi
corespunde un idempotent central primitiv eθ,O ∈ Z(KK). Atunci eθ,O ∈ Z(OK) este un
idempotent primitiv. Mai mult,

eθ,OKK 'Mm(K̂) şi eθ,OOK 'Mn(Ô).

De fapt, eθ,OKK ' K ⊗O eθ,OOK. Presupunem că eθ,O e G-invariant, deci θ e G-semi-
invariant. eθ,O are un defect grup P ≤ G cu proprietatea că Q := P ∩K este defect grup
al lui eθ,O in K. Atunci Q = {1} şi notăm M := KP = PK ≤ G.

Considerăm morfismul Brauer surjectiv

Brp : (OK)p → kCK(P )

de O-algebre definite precum urmează:∑
x∈K

αxx 7−→
∑

x∈CK(P )

ᾱxx,

unde α ∈ O e dus în ᾱ ∈ k = O/J(O) de către Brp. În acest caz eθ,O determină
blocul eϕ,O ∈ Z(OCK(P ))în mod unic astfel încât eϕ,O ∈ Z(kCK(P )). Deci, caracterul θ
determină caracterul ϕ al lui CK(P ). De fapt eϕ,OCK(P ) este o K̂-algebră simplă centrală
având un unic modul simplu W şi ϕ e o componentă a lui K̂ ⊗K W . De asemenea, eϕ,O
are defect grup P în H şi defect zero în CK(P ) = L. Folosind asa-numitul argument
Frattini avem că G/K ' H/L. Atunci avem algebrele G/K-graduate eθ,OOG şi eϕ,OOH.

Următoarea teoremă e datorată lui E.Dade ([6]), A.Turull ([66]) şi F.Ladisch ( [40]).

Teorema 6.3.4. Există o echivalenţă Morita G/K-graduată între algebrele eθ,OOG şi
eϕ,OOH.
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Observaţia 6.3.5. Dacă K este un p′-grup atunci corespondenţa θ 7→ ϕ descisă mai
suscoincide cu corespondenţa Glauberman.

În acest caz dacă notăm R := eθ,OOG şi S := eϕ,OOH, atunci R1 = eθ,OOK şi
S1 = eϕ,OOL.

6.4 Algebre modulare graduate de un grup

Considerăm sistemul p-modular (K,O, k), unde k este un corp perfect. Un caz particular
important este cazul când K = Qp, O = Zp şi k = Fp.

Dorim să studiem produse încrucişate G-graduate R =
⊕

g∈GRg, unde R e presups
liber, de rang finit peste O, deci G este un grup finit. Avem un şir exact de grupuri

1 → R×1 → hU(R) → G→ 1,

unde am notat cu hU(R) grupul elementelor omogene inversabile ale lui R. Fie A := R1.

6.4.1. Folosim construţia din [52, Capitolul 9], care ne dă o bijecţie între H-algebre K-
interioare şi algebre H-interoare G-graduate, unde H e un grup, K � H, G = H/K, şi
OH e privită ca O-algebră G-graduată (vezi [16, Secţiunea 2]).

Ca în [52, 4.2], o H-algebră K-interoarăeste o O-algebră A cu morfismul de grupuri
ϕ : H → Aut(A) şi ψ : K → A× astfel încât, pentru orice x ∈ H, y ∈ K şi a ∈ A, avem
(y · a)x = yx · ax and ay = y−1 · a · y, unde y · a şi a · y sunt notaţii pentru ψ(y)a şi aψ(y)

şi ax := ϕ(x)−1(a). Atunci A determină o G-graduare O-algebra R :=
⊕

g∈GRg

R := A⊗OK OH =
⊕

x∈[H/K]

A⊗ x,

şi există un morfism ψ : OH → R de algebre G-graduate.
Invers, dacă ψ : OH → R este un morfism de O-algebre G-graduate, atunci A := R1

este o H-algebră K-interioară, unde

ϕ : H → Aut(A), ϕ(h)(a) = ψ(h)aψ(h)−1,

şi ψ : K → A× e restriţia lui ψ.

6.4.2. Fie P un p-grup. Din [66, Teorema 3.3], dacă k̂/k e o extindere de corpuri şi M
este unk̂P modul de endo-permutare, atunci există un kP -modul de endo-permutare M0

astfel încât M ' k̂ ⊗k M0.

Teorema 6.4.3 (Dade). Fie R un produs încrucişat G-graduat astfel încât R1 = kP şi fie
M un kP -module de endo-permutare indecompozabil G-invariant. Fie E = EndR(R⊗R1
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M)op şi Ē = E/Jgr(R). Atunci următoarea extindere de grupuri scindează:

1 → Ē×
1 → hU(Ē) → G→ 1.

6.5 Situaţia “defect grupului normal"

În această seţiune vom generaliza rezultatul principal din [17], stabilind o echivalenţă
Moritaintre algebre tare graduate. Cadrul e dat de Ipotezele 6.5.1 şi 6.5.2, iar algebrele
în discuţie sunt definite în 6.5.5 şi 6.5.8.

6.5.1. Fie B o OD-algebră interioară, liberă de rang finit peste O, cu baza D-stabilă.
Presupunem că 1 e un idempotent primitiv în Z(B), şi că B are defect grup D. Mai
presupunem că ODB şi BOD sunt proiective.

6.5.2. Există un idempotent primitiv i ∈ BD astfel încât B | Bi ⊗OD iB ca (B,B)-
bimodule. Fie

γ =
{
aia−1 | a ∈ (BD)×

}
classa de (BD)×-conjugare a lui i. Atunci perechea (D, γ) = Dγ se numeşte defect grupul
punctat al lui B (noţiune introdusă de Puig, vezi [60]). Mai mult, BrD(i) este un idem-
potent primitiv în B(D), şi BrD(γ) este un punct a lui B(D).

Există un unic ideal maximal al lui BD, notat mγ, care corespunde lui γ astfel încât
γ 6⊂ mγ şi un unic ideal maximal al lui, notat cu mBrD(γ), care corespunde lui BrD(γ)

astfel încât BrD(γ) 6⊂ mBrD(γ). Mai mult, avem că

BD/mγ ' B(D)/mBrD(γ),

şi notăm cu S K-algebra simpla B(D)/mBrD(γ).
Fie V̄ be unicul S-module simplu. Există un unic idempotent central primitiv eγ ∈

Z(B(D)) astfel încât eγBrγ(i) 6= 0 şi imaginea luieγ ∈ B(D) prin aplicaţia B(D) → S

este identitatea lui S.
Vom presupune că S are indice Schur 1. Avem că k̂ = Z(S) şi S ' Endk̂(V̄ ) 'Mm(k̂),

where m = dimk̂V̄ .

6.5.3. Fie CB×(D) şi NB×(D)centralizatorul lui D în B× c si respectiv normalizatorul
lui D în B×. Notăm

G := NB×(D)/CB×(D) and Ḡ := NB×(D)/DCB×(D).

Observăm că NB×(D) acţionează asupra lui BD şi lui B(D). Mai mult, avem următoarele
funcţii care sutn compatibile cu acţiunea lui NB×(D):

CB×(D) ↪→ BD → B(D).
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În acest context putem construi produsul încrucişat G-graduat crossed product notat
B(D) ∗G.

6.5.4. Dacă a ∈ NB×(D), atunci aia−1 rămâne un idempotent primitiv înBD. Fie

NB×(D)γ :=
{
a ∈ NB×(D) | aγa−1 = γ

}
stabilizatorul lui γ în NB×(D). Fie Gγ := NB×(D)/CB×(D) stabilizatorul lui γ în G.
Stabilizatorul lui eγ în NB×(D) coincide cu NB×(D)γ. Notăm

Ḡγ := NB×(D)γ/DCB×(D) şi D̄ := D/Z(D) ' DCB×(D)/CB×(D).

Doarece D → B× e injectivă, avem că Z(D) = D ∩ CB×(D), deci Ḡγ = Gγ/D̄.

6.5.5. Observăm că toate morfismele din diagramă

BD
BrD //

��

B(D)

��
BD/mγ

// B(D)/mBr(γ) = S

sunt morfisme de NB×(D)γ-algebre iar eγB(D) este o k-algebra CB×(D)-interioară asupra
căreia acţionează NB×(D) deci, putem construi produsul încrucişat tare Gγ-graduat R :=

eγB(D) ∗G, cu R1 := eγB(D).
De asemenea, există un morfismde grupuri σ : D → S× astfel încât pentru orice u ∈ D

şi orice s ∈ S avem us = σ(u)sσ(u)−1, deci D-algebra S e interioara. Prin urmare, S
este o k-algebră DCB×(D)-interioară acţionată de NB×(D)γ şi putem construi produsul
încrucişat Ḡγ-graduat R̄ := S ∗ Ḡγ.

Vom presupune că γ este G-invariant.

Observaţia 6.5.6. Dacă pornim cu un bloc B al lui OG, atunci există funcţiile

OCG(D) ↪→ OG BrD−→ kCG(D),

şi eγB(D) = kCG(D)eγ .

6.5.7. Grupul Ḡ actionează asupra lui k̂, si avem morfismul de grupuri

θ : Ḡ→ Gal(k̂/k).

Fie K ≤ Ḡ kernelul lui θ. Prin ipoteză, extinderea OD → B e separabilă, deci ēγ ∈
TrḠ1 (k̂) şi ēγ ∈ Z(S) = k̂. Atuci k̂ este un modul proiectiv peste o algebră grupală k̂K, şi
prin Teorema lui Maschke p - |K|.
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Grupul NB×(D) acţionează asupra lui D, şi avem

G→ Aut(D) → Out(D), şi Ḡ→ Out(D).

Atunci grupul Ḡ (şi deci G) sunt finite. Acţiunea lui NB×(D) asupra lui D şi k̂ induce
diagrama comutativă:

1 // D̄ //

��

G //

��

Ḡ //

σ

wwp p p p p p p

��

1

1 // Int(k̂D) // Autk(k̂D) // Outk(k̂D) // 1,

Din [20, Corollary 3.13], există un morfism σ : Ḡ → Autk(k̂D) care ridică morfismul
Ḡ→ Outk(k̂D).

6.5.8. Deoarece am presupus că V̄ e Ḡ-invariant, din Teoria Clifford theory avem izomor-
fismul de algebre Ḡ-graduate algebras

EndR̄(R̄⊗S V̄ )op ' k̂θβḠ,

unde k̂θβḠ este un produs încrucişat Ḡ-graduatal lui k̂ şi Ḡ determinat de 2-cociclul
β : Ḡ× Ḡ→ k̂× şi de acţiunea θ : Ḡ→ Gal(k̂/k). În acest caz avem o echivalenţă Morita
Ḡ-graduată între R̄ = S ∗ Ḡ şi k̂θβḠ, şi mai mult, izomorfismul R̄ ' S⊗k̂ (k̂θβḠ) de algebre
G-graduate duce sḡ în s ⊗k̂ g. Folosind morfismul σ : Ḡ → Autk(k̂D), putem construi
produsul încrucişat tare Ḡ-graduat (k̂D)σḠ, cu1̄-componenta k̂D. Fie R′ := (k̂D)σβḠ,

privit ca algebră G-graduată, cu 1-componenta R′1 = k̂Z(D).

Teorema 6.5.9. Există o echivalenţă Morita G-graduată între R = eγB(D) ∗G şi R′ =
(k̂D)σβḠ.

6.6 Algebre G-graduate OP -interioare

6.6.1. Fie R o O-algebră G-graduată ca în secţiunea 2. Presupunem următoarele:
(1) R este un produs încrucişat a lui A := R1 şi G, deci avem sirul exact:

1 → A× → hU(R) → G→ 1.

(2) A este o k-algebră simplă şi dacă notăm k̂ := Z(A) atunci k̂ este o extindere Galois
a lui k, adică, A are indice Schur 1. Notăm cu V unicul (până la izomorfism)A-modul
simplu.

(3) Există un p-group finit P şi un morfsim unital ϕ : OP → astfel încât OPR şi ROP
sunt module proiective.
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(4) ϕ(P ) ∩ A× = {1} şi avem diagrama comutativă:

P

��

ψ

{{v
v

v
v

v P

��
1 // A× // hU(R) // G // 1.

Presupunem că P este un subgrup normal al lui hU(R), deci şi a luiG, şi notăm Ḡ := G/P.

(5) Fie Q ≤ P un defect group al lui kA. Presupunem că privită ca k̂-algebra simplă
centrală, kA este o Q- algebră Dade.

6.6.2. Observăm că existŭn unic ψ : P → kA× astfel încât detψ(u) = 1, şi induce
acţiunea lui P P A. Evident ψ se extinde la un morfism de algebre ψ : OP → A, deci
putem să privim pe A ca o P -algebră interioară. Atunci funcţia OQ → A scindează şi
câtul Brauer A(Q) nu e zero.

6.6.3. Grupul hU(R) acţionează asupra algebra simplă kA şi asupra lui k̂ = Z(kA). Mai
mult, P (kA)× acţionează trivial pe k̂ şi avem morfismul

θ : Ḡ→ Gal(k̂/k).

Notăm cu K kernelrul lui θ.

6.6.4. Considerăm normalizatorii şi centralizatoriiNA×(Q), NhU(R)(Q), CA×(Q) şi ChU(R)(Q).
Atunci există un morfism de grupuri CA×(Q) → A(Q)×. Mai mult, această funcţie şi mor-
fismul Brauer

AQ → A(Q)

sunt compatibile cu acţiunea de conjugare a lui NhU(R)(Q) pe aceste obiecte. Notăm

G′ := NhU(R)(Q)/CA×(Q),

deci G′ poate fi privit în mod natural ca un subgrup al lui G. Putem construi acum
produsul încrucişat G′-graduat R′ := A(Q) ∗G′, cu 1-componenta A′ := A(Q).

Teorema 6.6.5. Presupunem că G′ = G. Atunci există o echivalenţă Morita G-graduată
peste k între kR şi R′.
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