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Introducere

Un loc aparte in algebra apartine Teoriei Reprezentarii. Fie un grup oarecare (din natura,
spre exemplu). Putem luat acest grup considerand multimi de simetriilor ale obiectului,
inchise fata de compunere si inverse. Teoria Reprezentarilor incearca sa gaseasca obiectele
asupra caruia actioneaza acest grup. Dacad notam cu G acest grup, pentru ce obiecte X,
exista o functie

a:GxX—-X

compatibila cu legea grupului. Munca e mult usurata daca consideram X ca fiind un
spatiu vectorial si G liniar.

Se zice ca acesta ramura a inceput in 1896 cand matematicianul german Richard J.W.
Dedekind a cerut ajutorul prietenului sau Ferdinand G. Frobenius printr-o scrisoare. El
observase ca luand tabla inmultirii unui grup finit G si transofrmand-o intr-o matrice X¢
prin inlocuirea fiecarui element ¢ din tabla cu o variabila x, determinantul lui X¢ se scrie
ca produs de polinoame ireductibile cu multiplicitatea egala cu gradul lui. Dedekind I-a
rugat pe Frobenius sa demonstreze aceasta pentru cazul general.

Matematicieni precum Ferdinand G. Frobenius, William Burnside, Issai Schur (care
a fost student al lui Frobenius) si Richard Brauer au studiat Teoria Reprezentarii la
inceputul anilor 1900. Abia in 1937 matematicianul american Alfred H.Clifford a introdus
Teoria Clifford in [5] descriind legatura dintre reprezentarile unui grup si cele ale unui
subgroup normal. In mare, aceastd tezi studiazi Teoria Clifford si extinderi de corpuri.

Interesul pentru acest subiect a aparut in urma citirii unor articole precum acelea
ale lui Everett C. Dade (|6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15|) si ale lui Alexandre Turull
(|61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72]).

Studiul lui Alexandre Turull asupra Teoriei Clifford, in special a celei in combinatie
cu indici Schur, a oferit o puternica motivatie pentru cercetarea din spatele acestei teze.
In [61] A. Turull introduce clasele Clifford pentru a descrie indicii Schur a unor familii
de grupuri strans legate cu grupurile simple finite si pentru a studia proprietiti generale
a reprezentarilor de grupuri finite. Cu aceste notiuni a demonstrat o generalizare a
conjecturii lui McKey pentru grupuri rezolubile. De asemenea a obsercat ca aceste clase
Clifford nu formeaza un grup. Fixand insa centrul lor lucrurile devin mai interesante. Fie

G un grup. Spre deosebire de incercarea lui by A. Turull (din 1994) multimea claselor de



echivalenta a acestor G-algebre simple centrale cu centrul fixat formeaza un grup numit
grupul Brauer-Clifford. Tot el a introdus si aceasta notiune in [67]. Definitia data de el
e asemanatoare cu cea a grupului Brauer.

Algebre tare graduate sunt naturale pentru Teoria Clifford. De aceea intreaga teza e
construita in jurul acestei notiuni. De asemenea folosim echivalente Morita, mai exact,
echivalente Morita graduate, deoarece in ultimii ani s-au dovedit deosebit de relevante in
Teoria Reprezentarilor de grupuri.

De ce folosim algebre G-graduate. Sunt mai multe motive. Poate cel mai important
e acela cd teoreme precum Teorema 4.3.11 si alte teoreme din aricolele lui Turull ([61,
Teorema 3.5|[70, Teorema 4.7|, |71, Teorema 4.9], [70, Teorema 7.5], [71, Teorema 7.5|)
arata ca urmari a unor echivalente Morita G-graduate sau echivalente Rickard.

Vom prezenta continutul acestei teze pe scurt. Teza are ca punct de pornire teo-
reme cunoscute de o mare importanta, teoreme precum teoremele lui: Jordan-Hélder,
Krull-Schmidt, Noether gi Schur (Teorema 1.1.4), Schur-Zassenhaus, Glauberman-Isaacs
(Teorema 6.2.3),Watanabe si multi altii.

Fie R o F-algebra tare G-graduata finit dimensionala, unde F' e un corp. Studiul de

fata a inceput din incercarea de a raspunde la cateva intrebari, precum:

a) Poate grupul Brauer-Clifford sa fie caracterizat folosind echivalente Morita? Dar
clasele Clifford?

b) Fie K/F o extindere algebrica de corpuri. Atunci R-modulul indus din R;-modulul
genereaza o categorie ce e echivalenta cu categoria de module peste algebra sa de en-
domorfisme. Ce se intampla cu echivalentele derivate G-graduate peste F'? Pastreaza
ele Teoria Clifford definitd de modulele simple corespunzatoare? Dar actiunea Galois

si indicii Schur?

c¢) Pot rezultatele lui Turull din [61, 67] despre grupul Brauer-Clifford sa fie generalizate
pentru cazul algebrelor tare graduate de un grup? Daca da, atunci aceste rezultate ar

putea caracteriza Teoria Clifford a lor.

d) Avem proprietati bune de compatibilitate pentru endoisomorfisme dintre endomor-

fisme de G-algebre de module peste algebre tare G-graduate?

e) Putem folosi echivalente Morita graduate pentru a deduce observatiile lui Turull din
[66] si ale lui L.Puig din [53]. Mai exact, pot echivalentele Morita din |75| s fie extinse

la o echivalentd Morita graduata?

Rezultatele studiului acestor intrebari sunt prezentate pe tot parcursul acestei teze. In
cele ce urmeazi vom prezenta o privire de ansamblu asupra continutului tezei. In Chap-

ter 2 se studiaza algebrele G-graduate, algebrele asupra céarora actioneaza G si echivalente



Morita peste un G-inel comutativ Z. Cazul particular ar ar algebrelor graduate strambe
si legatura dintre echivalente Morita G-graduate si echivalente Morita G-echivariante
sunt de asemenea prezentate. Rezultatele autorului se gasesc in: Lema 2.2.2, Lema 2.2.3,
Lema 2.2.4, Teorema 2.2.5, Lema 2.3.2 and Corolararul 2.3.3.

In urmatorul capitol, Capitolul 3 se prezinta Teoria Clifford in relatie cu actiunea
Galois a unei extinderi de corpuri in contextul algebrelor graduate de un grup. Contributii
originale ale autorului tezei precum gi ale lui A. Marcug sunt prezentate in: Teorema 3.4.2,
Corolarul 3.4.4 si Teorema 3.4.5.

Capitolul 4 prezinta o analiza a Teoriei Clifford pentru un grup finit folosind grupul
Brauer-Clifford. Rezultatele originale sunt date de Teorema 4.3.11 si Propozitia 4.5.1
continuand rezultatele din Capitolul 2 si Capitolul 3.

Pornind de la aricolele lui Turull [70], [71] si folosind sisteme p-modulare in Capitolul 5
sunt prezentate cateva echivalente speciale de categorii si se dau niste proprietati de
compatibilitate. Contributiile originale se gasesc in Teorema 5.5.1 gi Teorema 5.6.1.

In ultimul capitol se se cautd un raspuns la ultima intrebare din planul mai sus
mentionat. Astfel, pornind de la corespondenta Glauberman autorul impreuna cu A. Mar-
cus prezintd doua echivalente graduate speciale. Rezultatele originale se gasesc in Teo-
rema 6.5.9 si Teorema 6.6.5.

Pentru o citire mai ugoara, conceptele noi sunt introduse gradual, exceptand notiunile

prezentate in Capitolul 1.

Cuvinte cheie

Teoria Clifford, extinderi de corpuri, algebre simple centrale, algebre tare graduate, grupul
Brauer-Clifford, algebre graduate de un grup, G-algebre, echivalente Morita, caractere,

actiuni Galois, endoizomorfisme, corespondenta Glauberman.
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Capitolul 1

Preliminarn

1.1 Extinderi de corpuri si actiunea grupului Galois

Vom incepe prin a prezenta o teorema ce provine din lucrarile lui Noether (1933) si
Schur(1909). Pentru notiunile generale se poate consulta cartea lui Grigory Karpilovsky [36].

Printr-un inel intelegem un inel cu unitate iar modulele sunt presupuse a fi stangi.

1.1.1. Algebre semisimple.
Fie F un corp si A o F-algebra finit dimensionala. Presupunem ca A e definita peste

un subcorp perfect a lui F.

1.1.2. Fie K/F o extindere algebricd normald de corpuri si consideram grupul Galois:
G = Gal(K/F). Atunci G actioneazi asupra claselor de izomorfism de K ®p A-module

simple si dacd W e un K ® A-modul simplu atunci notam
Gw={oceG|°W~W as K ®p A-modules}

stabilizatorul lui W.

Definitia 1.1.3. Fie A o algebra peste corpul F'. Spunem ca F' este un corp de descom-

punere pentru A daca pentru orice A-modul simplu V' avem End4 (V) = F.

In acest context avem rezultate aseminatoare cu Teoria Clifford datorate lui Schur
and Noether (see |36, Teorema 8.1.11]).

Teorema 1.1.4 (Noether, Schur). Cu notatiile de mai sus, urmdatoarele afirmatii sunt

adevarate:
1) Daca V' este un A-modul simplu, atunci K @V este un K ® p A-modul semisimplu.

2) Fie W un K @p A-modul simplu ce e sumand direct a lui K @p V', unde V' este un



A-modul simplu. Atunci exista m € N astfel incdt

K®pV~m @ ans
o€lG/Gw]

3) Pentru orice K @p A-modul simplu W, exista un A-modul simplu V', unic pand la

izomorfism, astfel incit W este sumand a lui K ®p V.

1.2 Echivalente Morita graduate

Fie G un grup finit §i O un inel comutativ. Spunem ca exista o echivalenta Morita
G-graduata intre doua O-algebre R gi S daca existd (R,.S)-bimodulul G-graduat M si
(S, R)-bimodulul G-graduat N inducénd o echivalenta Morita intre R si S astfel incat

izomorfismul de bimodule
a:M®sN—-R and [:N®gM—S

pastreaza graduarea.
Urmatoarea teorema e importanta pentru ca ofera o motivatie pentru cercetarea din

spatele acestei teze. Rezultatul este datorat lui A. Marcus [44, Teorema 5.1.2].

Teorema 1.2.1. Fie My un (Ry, Sy)-bimodul, Ny un (S1, R1)-bimodul, gi notam
M:R(XJRI M1 and N:Nl ®51 S.

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente: (i) M are o structurd de (R, S)-bimodul G-
graduat i N are o structurd de (S, R)-bimodul G-graduat, astfel incat M gi S induc
o echivalenta Morita graduata intre R si S. (ii) M; si V1 induc o echivalenta Morita intre

Ry si 51, si M se extinde la un A-modul, unde

A= @R, o 5).

zeG



Capitolul 2

Bimodule graduate de un grup peste

un G-inel comutativ

Scopul acestui capitol este de a studia algebrele G-graduate, algebre asupra carora actioneaza
G si echivalente Morita peste un G-inel comutativ Z. Cadrul prezentat este potrivit pen-
tru urmatorul capitol in care ardtam cum sa asociam o algebra simpla centrala G-graduata
peste Z unui caracter a unei algebre tare G-graduate peste un corp de caracteristica zero.

Rezultatele sunt ale autorului si se regasesc in [23].

2.1 DMotivatia

Fie G un grup finit, Z un G-inel comutativ si fie F = Z%. De asemenea, fie A si B doua
F-algebre asupra cérora actioneaza G astfel incat Z — Z(A) si Z — Z(A) sunt morfisme
de G-inele. Atunci produsul tensorial peste Z dintre A gi B este de asemenea o F-algebre
asupra careia actioneaza G. Motivivat de Teoria Clifford in combinatie cu indici Schur,
Turull a introdus o relatie de echivalenta intre algebre simple de acest tip, care se rezuma
la echivalente Morita peste Z intre ele.

Algebrele tare graduate fiind naturale pentru Teoria Clifford, fie R si .S doua algebre
tare G-graduate astfel incat Z — Z(R;) si Z — Z(S1) sunt morfisme de G-inele.

Clasele de echivalentd peste F' ale lui Turull (vezi [61]) pot fi generalizate la cazul
algebrelor tare G-graduate (vezi Marcug [46], [47]). Problema principald insd este ca
produsul tensorial peste Z a lui R si S nu este o algebra.

Multe argumente din [43| au la baza faptul cd R ®p S° este o F-algebrd G x G-

graduata, si atunci subalgebra

A(R@p S) = (R, ®F SP)

geG

ieste o F-algebra tare G-graduata. Putem construi in cazul de fatda R ®, S, dar nici el

10



nici A(R ®z S) nu mai e un inel in general.

2.2 F-algebre GG-graduate peste Z si echivalente Morita

Cu toate acestea, aratam ca putem considera echivalente Morita G-graduate peste Z (nu
doar peste F') intre R gi S.

Definitia 2.2.1. Spunem ca M este un (R, S)-bimodul G-graduat peste Z daca M este
un (R, S)-bimodul, are descompunerea M = @, ., M, astfel incat RyM, S, = Mgy, si

mgz =9 zm, pentru orice g € G, z € Z, si my € M,.

Lema 2.2.2. A(R®z S°P) este un inel, mai mult, este o G-algebra peste Z $i R ® 7 S°P
este un A(R ®z S°P)-modul.

Fie Delta = A(R ®z S°).

Lema 2.2.3. Daca N este un A-modul, atunci ezistd un izomorfism de (R, S)-bimodule

G-graduate peste Z :

R®R1 N ~ N®Sl S ~ (R@ZSOP) ®AN:Z N.
Lema 2.2.4. 1) Presupunem ca N este un A(R ®z S°P)-modul sting si N un A(S ®
T°P)-modul sting. Atunci N ®g, N’ este un A(R ®z T°P)-modul cu multiplicarea
!
(rg @z t,P)(n®s, n') = Z rgns; g, Sinty-1.

=1

Mai mult, avem izomorfismul de (R, T)-bimodule G-graduate peste Z :

—_—

N®51N’:N®gﬁ.

2) Presupunem ca N este un A(S ®z R°P)-modul si ca N este un A(S ®z T°P)-modul.
Atunci Homg, (N, N') este un A(R ®z T°P)-modul cu multiplicarea:

l
(rg-1fty)(n) = Z sif(sinrg-1)t, forn € N and f € Homg, (N, N').
i=1

Mai mult, avem izomorfismul de (R, T)-bimodule G-graduate peste Z :

—~——

Homg(N, N') ~ Homg, (N, N').

Teorema 2.2.5. Fie My un (Ry,S1)-bimodul si Ny un (Sy, Ry)-bimodul astfel incdt bi-

modulele My si Ny induc o echivalenta Morita intre Ry si S1. Mai mult, daca M, este

11



un Aq-modul atunci Ny se extinde la un A-modul si ]\Z, ]AV; induc echiwalente Morita

G-graduate intre R s1 .S peste Z.

2.3 Algebre grupale strambe

In aceastd sectiune vom vorbi despre cazul particular al algebrelor grupale strambe si
legatura dintre echivalentele Morita GG-graduate si echivalentele Morita G-echivariante.
Fie G un grup finit, Z o G-algebra comutativa si fie F = Z%. Fie A si B G-algebre
peste Z. In acest caz, algebrele grupale strambe A*G si BxG sunt F-algebre G-graduate
peste Z. Notam R = A+ G ¢ S = B * G. Observati ca produsele tensoriale A @ B si

A ®z B°P sunt G-algebre cu actiune diagonala.

Definitia 2.3.1. O echivalenta Morita peste Z intre A si B indusd de bimodulele M si
N este G-echivarianta daca M este un (A® 7 B°P)*G-modul, N un (B® 7z A°?)*G-modul

si toate morfismele implicate in echivalenta Morita sunt ZG-liniare.

Lema 2.3.2. Fie A si B G-algebre peste Z iar R = AxG 1 S = B+xG. Avem urmatorul
1zomorfism de F-algebre G-graduate peste Z :

A(R®y S%) ~ (A ®, B) % G.

Corolar 2.3.3. Fie M; un (A, B)-bimodul. Daca M; induce o echivalentd Morita G-
echivarianta intre A i B atunci R ®p, M; induce o echivalentd Morita G-graduata intre
Ri S. Invers, fie M un (R, S)-bimodul G-graduat. Dacd M induce o echivalentd Morita
G-graduata peste Z intre R si S, atunci M; induce o echivalenta Morita G-echivarianta
peste Z intre A si B.

12



Capitolul 3
Extinderi de corpuri si Teoria Clifford

Studiem acum Teoria Clifford legata de actiunea grupului Galois a unei extinderi de

corpuri in contextul algebrelor graduate de un grup (vezi [25]).

3.1 DMotivatia

Fie G un group finit, K/F o extindere algebrica de corpuri i R = @, Ry 0 F-algebra
finit dimensionala tare G-graduata. Un R;-modul simplu, precum si unK ®p Ri-modul
simplu, definesc “Teoria Clifford". Idea principala e ca R-modulul indus de un R;-modul
simplu genereaza o subcategorie abeliana a categoriei R-modulelor care e echivalenta cu
categoria modelelor peste algebra sa de endomorfisme. Cercetam relatia dintre aceste
teori. Unul dintre principalele rezultate din acest capitol spune ca o echivalenta derivata
G-graduata peste F' pastreaza Teoria Clifford definita de module simple corespunzitoare,
precum si actiunile Galois si indicii Schur.

O motivatie puternica pentru acest capitol o constituie abordarea lui Turull pentru
Teoria Clifford si indici Schur folosind G-algebre. El folosegte Teoria Clifford definita de
un R-modul ce std peste un Rj-modul simplu (sau semisimplu) si introduce notiunea
de endoizomorfism pentru a formaliza idea de doua module ce determina aceeagi Teorie
Clifford. Aratdm in Sectiunea 3.4 ca o echivalenta derivata G-graduata peste F' induce
un endoizomorfism intre doua R-module simple corespunzatoare. Acestea sunte legate si
de rezultatele din [47].

Grupurile sunt finite gi algebrele si modulele sunt finit dimensionale. Lucram doar cu

algebre peste corpuri in acest capitol.

3.2 Teoria Clifford pentru algebre tare GG-graduate

Rezultatele din aceasta sectiune sunt versiunea lui Dade din [10] si [11] a corespondentei

Clifford pentru algebre graduate de un grup.

13



3.2.1. Fie G un group finit, ' un corp si fie R = @geG

finit dimensionala. G actioneaza asupra claselor de izomorfism de R;-module simple.

R, o F-algebra tare G-graduata

Daca V este un R; modul simplu notam 9V = R, ®g, V, si fie Gy stabilizatorul lui V' in
G, unde
Gy ={9e€ G| R, ®p, V=V ca Ri-modules}.

Teorema 3.2.2. Daca M este un R-modul simplu atunci exista un Ry-modul simplu V'

astfel incit V' e un sumand direct in M. Mai exact, p, M este un Ry-modul semisimplu

M ~n @ IV,  pentru orice n € N*.
9€[G/Gv]

Definitia 3.2.3. Daca notdam cu (R|V)-mod subcategoria plina a lui R-mod formata din

acele R-module M pentru care exista un R-epimorfism
(Regr, V)P — M — 0,

unde [ e o multime, atunci (R|V)-mod se numegte categoria R-modulelor deasupra lui V.

Teorema 3.2.4. Categoria (R|V)-mod este abeliand si coincide cu subcategoria plind
a lui R-mod formata din R-module M care privite ca Ry-module au structura din Teo-

rema (3.2.2).

3.2.5. Daca notam E := Endg(R®g, V) atunci F este o algebra G-graduata si RQg, V
este un (R, F)-bimodul G-graduat. Mai mult, £ = E¢,, poate fi primit ca algebra tare
Gy-graduata.

Teorema 3.2.6. Avem urmdtoarea diagramd comutativa de echivalente de categori:

Hompg(R®R,V,—)

(R|V)-mod E-mod
Ron T i(—) (R®R, V)®@p—
v GVHOIHGV (Rey, ®Rr, Vi—)
(Rey, |V)-mod E¢, -mod.
(Ray ®r, V)®Eg,, —

3.3 Actiuni Galois si corespondente Clifford

Studiem acum legatura dintre Teoriile Clifford peste F' si cele peste K. Deci, vorbim
despre extinderea scalarilor de la F' la K gi actiunea grupului Galois Gal(K/F) asupra
K ®p R-modulelor. Cadrul e acelasi cu cel din Teorema 1.1.4 la care mai adaugam nisgte
notatii. Deci, K/F' e o extindere algebricd normala de corpuri. Notam cu G grupul Galois
Gal(K/F). Fie W un K ®p A-modul simplu. Notadm cu Gy, stabilizatorul lui T
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Fie W : @JE[G/G ] W suma G- conjugatelor distincte ale lui W si R = @geG
o G-algebra tare G-graduata finit dimensionald. Notam KR := K ®p R, care este o K-
algebra tare G-graduata. Presupunem ca Ry (si deci R) e definit peste un subcorp perfect
alui F. Fie V un R;-modul simplu si notdm E := Endgz(KR ®gg, W)°. Observim ci

E este tare G'i-graduata. Consideram urmatorii stabilizatori, numiti grupuri de inertie:
o [o(V) =Gy ={9g€G|R;®r, V=~V ca R;-module},
o Ic(W)=Gw={9e€G| KR, ®xr, W >~ W ca KR;-module},
o Igp(W):={g€ G| existd o € G astfel incat KR,Qxp,W ~ °W ca K Rj-module},
o [o(K®pV):={9g€eG|KR;®kr, K ®rV ~ K ®p V ca KR;-module}.
De asemenea, notdm 7" := Ig (W) si observam cd Io(W) < I p(W) =T < G.
Notatia 3.3.1. Consideram si urmatoarele subcategori pline:

o (KR|W)-mod, formata din K R-module M astfel incat existd un epimorfism de
K R-module

(KR ®kr, W)(I) — M — 0, pentru o multime 1.

e (KR|W, F)-mod formatd din K R-module M astfel incat xp, M e izomorf cu o suma
directa de G x @—Conjugate ale lui W.

e (KR|K ®p V)-mod formatd din K R-modules M astfel incat existd un epimorfism
de K R-module

(KR ®kpr, K ®p V)(I) — M — 0, pentru o multime 1.

Teorema 3.3.2. Cu notatiile de mai sus, presupunem ca W este un sumand direct a
luiis a direct summand a lui K @p V. Atunci I p(W) = Ig(K ®p V) si categoriile
(KR|W, F)-mod g¢i (KR|K ®p V)-mod coincid. Mai mult, avem urmatoarea diagrama

comutativa de echivalente de categori:

HomKR(KR®KR1W =)
(KR|W, F)-mod E-mod
(KR®Kkp, W
KR@KRG . ~
w H HomKRGW(KRG ®Kxr,W,~)
(K Rg, |W, F')-mod EGA -mod.

(KRg; @K Ry W)@ 5—
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3.3.3. Notdam KE := Endgr(KR®gkpr, (K ®pV))% si privim KE = K FEr ca K-algebra

T-graduata. Avem urmatoarea diagrama comutativa de categori si functori:

(R|V) mod E-mod
R®pp— // \
RT\V )-mod (KR|K ®@p V)-mod =———— K E-mod

\KR@KRT_T /

(KRT|K KRF V)—IﬂOd.

3.4 R-module quasiomogene

Turull [67], [70] considera ,Teoria Clifford determinatd de un R-modul" in loc de un

Ry-modul. Fie W un K R;-modul simplu, ca mai sus.
Definitia 3.4.1. Un R-modul M este W-quasiomogen dacd K @p M € (K R|W)-mod.
Teoria Clifford nu depinde de alegerea modulului WW-quasiomogen.

Teorema 3.4.2. Fie M si M' R-module W -quasiomogene. Atunci existd o echivalenta
Morita G-echivarianta intre G-algebrele Endg, (M) si Endg, (M').

3.4.3. Consideram urmatorul context. Fie R si R’ F-algebre G-graduate. Fie M un R-
modul W-quasiomogen si M un R'-modul W’-quasiomogen, unde W este un K R;-modul
si W' este un K R}j-modul. Vrem sa stim daca cand Teoria Clifford determinata de M e

echivalentd cu Teoria Clifford determinatiade M'?

Corolar 3.4.4. Daca existd un izomorfism ¢ : Endg, (M) — Endg, (M') de G-algebre

peste F', atunci exista o echivalenta de categori:
(KR|W, F)-mod ~ (KR'|W', F)-mod.

ce pastreaza graduarea de module si comutd cu actiunea lui Gal(K/F).

Un izomorfism Endg(R®p, M) ~ Endgr(R®pg, M') de algebre G-graduate este numit

endoizomorfism in [70]. Dar cand existd un endoizomorfism?

Teorema 3.4.5. Presupunem ca exista o echivalenta Rickard intre F-algebrele G-graduate
R gi R'. Fie M un R-modul W -quasiomogen simplu si fie M' R'-modulul corespunzdator.
Atunci:

1) Ezista un izomorfism € : Endg, (M) — Endg, (M') de G-algebre peste F, indus de
echivalente Rickard.

2) K Ry-modulul simplu W corespunde de asemenea unui K R|-modul simplu W', i
echivalenta derivatd induce echivalenta (K R|W, F)-mod ~ (K R'|W’, F')-mod din Coro-
larul 3.4.4.
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Capitolul 4

Clasele Brauer-Clifford si corespondete

de caractere

Rezultatele din [67] pot fi generalizate pentru cazul algebrelor graduate de un grup.

4.1 Motivatia

Fie G un grup si F' un corp. Fie R o F-algebra tare G-graduata si doua R-module M
si M', de preferinti simple sau semisimple. Intrebarea pe care o punem din nou, e cand
au aceste doua module aceeagi Teorie Clifford? Pentru aceasta vom da niste proprietati
ale corespondentelor de caractere si a elementelor corespunzatoare din grupul Brauer-
Clifford.

4.2 Grupul Brauer-Clifford

Pentru a defini grupul Brauer-Clifford, introdus in [69], avem nevoie de un grup G si de
un G-inel simplu comutativ Z. In acest context spunem ci o G-algebra simpli centrals A
peste Z este triviald daca existd un G-modul M # 0 peste Z astfel incat Endz (M) este
izomorf cu A ca G-algebra simpla centrala peste Z. Definitia grupului Brauer-Clifford

din [69] e mai generald decat cea din [67, 68|, dar in esentd e echivalenta.

Definitia 4.2.1. Fie G un grup finit si Z un G-inel simplu comutativ. Spunem ca grupul
Brauer-Clifford a lui G peste Z este multimea BrClif(G, Z) impreuna cu o operatie
binara. Elementele din BrClif(G, Z) sunt clase de echivalenta de G-algebre simple centrale
de rang finit peste Z, sub echivalenta prezentata in cele ce urmeaza. Fie A si B G-algebre
simple centrale de rang finit peste Z. Atunci, spunem ca A este echivalenta cu B daca ¢

si numai daca exista (G-algebrele simple centrale triviale T3 si T, peste Z astfel incat
A ®Z Tl ~ B ®Z TQ
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ca G-algebre centrale peste Z. Operatia binara pe BrClif(G, Z) este aceea indusa de

produsul tensorial peste Z de G-algebre simple centrale peste Z.

4.3 Clasa Brauer-Clifford si G-algebra centraa a unui

caracter

Fie G un grup, Z un G-inel simplu comutativ, F un corp de caracteristica zero, si F
inchiderea algebrics a lui . Presupunem cé toate caracterele au valori in . Vom nota
cu Irr(G) multimea caracterelor ireductibile a unui grup finit G. Vrem sé studiem Teoria

Clifford in cazul particular ar algebrelor tare graduate.

4.3.1. Fie R o F-algebra tare G-graduata semisimpla. Fie ¢ un caracter ireductibil al
algebrei FRy, unde H < G. Fie #; un caracter ireductibil al lui FR; care e inclus in
restitia lui ¢ la FRy, 0y,...,0, € Ir(FR,) fie G x Gal(F'/F)-orbita lui 6;, si fie

0=0,+--+0,.

Fie eg,,. .., ey, idempotentii primitivi coresponzatori ai lui Z(FR;), si fixdm e = ey, +

r

- +ep,. Atunci e € Z(Ry), si daca multimea Fy := e(R; N Z(R)) atunci Fy este un corp.

Definitia 4.3.2. Se numeste algebra centrala a lui ¢ fatd de R si F, Fy-algebra asupra
careia actioneaza G eZ(R;). O vom nota cu Z(¢, R, F). Pentru fiecare 6 € {6,...,0,},

caracterul central asociat lui #, se reduce non-trivial la o functie
wy: Z(Y, R, F) — F

pe care o numim caracterul central asociat lui 6.

Z(, R, F) este o G-algebra simpla centrala comutativapeste corpul Fp, determinata

in mod unic de v si F' iar
Z(Y, R, F)~ F(0,) ® F(02) & --- F(0y),

unde G-actiunea peste algebra din dreapta e obtinuta din G-actiunea pe ©. Algebra
centrala detine informatii despre caracter. Urmatoarea prozitie descrie cum se intdmpla

aceasta.

Propozitia 4.3.3. Fie R si R' doud F-algebre tare G-graduate semisimple, si fie 1y si
Yy doua caractere ireductibile ale algebrei FRy si F R, respectiv, unde H < G. Fie
0, € Irr(FRy) inclusd in Resggl (V1) si Oy € Irr(FRY) inclusd in Resggl (). Pentru
i=1,2 fie O; Gx Gal(F/F)-orbita lui 0;. Fizam Z; = Z({Y1, R, F) si Zy = Z(9, R\, F).

Urmatoarele afirmatic sunt echivalente:
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(1) Exista o : Zy — Zy un izomorfism de G-algebre peste F' care duce caracterul central

asociat lui 01 in caracterul central asociat lui 0.

(2) Ezistd o bijetie 3 : Oy — Oy care pdstreazd actiunea lui G x Gal(F/F) si este astfel
incdt ﬁ(@l) = 02.

Mai mult, daca o si B exista atunci sunt unice.

4.3.4. Fie ¢ un caracter ireductibil al algebrei F Ry, unde H < G. Fie #; un caracter
ireductibil inclus in restictia lui ¢ la FRy, 6;,...,0, € Ir(FR;) e G x Gal(F/F)-orbita
lui 6, sifie @ =6, +---+6,.

Vom da acum definitia modulului quasiomogen cand modulul este "deasupra' carac-

terului.

Definitia 4.3.5. U R-modul M este 1-quasihomogeneous (fata de R;) daca nu este zero

si caracterul x al lui F' ®r M este de forma mfg,, unde m este un intreg pozitiv.
Astfel de R-module exista intotdeauna.

Teorema 4.3.6. Fie Z = Z(, R, F) algebra centrald a lui v facta de F'. Presupunem ca
M este un R-modul 1-quasiomogen peste F'. Atunci Endg, (M) este o G-algebra simpla
centralapeste Z i clasa sa in BrClif (G, Z) nu depinde de alegerea lui M.

Definitia 4.3.7. Fie Z = Z(¢, R, F') algebra centraa a lui ¢ fata de R si F'. Presupunem
ca M este un R-modul ¢-quasiomogen peste F' si privind Endg, M ca o G-algebra simpla

centrala peste Z notam
[W]] = [[v, R, F]] € BrClif(G, Z)

elementele din BrClif(G, Z) pe care le reprezint Spunem ca acesta este elementul din

grupul Brauer-Clifford asociat lui 1.

4.3.8. Fie R gi R’ doua F-algebre tare G-graduate semisimple. Fie ¢ un caracter ire-
ductibil al algebrei FRy, unde H < G si 1, este un caracter ireductibil al algebrei
FRY,, unde H' < G. Fie Z = Z(¢), R, F) algebra centrald a lui v fatd de R si F, si
fie Z' = Z (11, R', F) algebra centrald a lui ¢; fatd de R’ ¢i F. Presupunem ci avem un

izomorfism de G-algebre o : Z — Z' ¢i notam cu
a : BrClif (G, Z) — BrClif(G, Z")

izomorfismul indus de a. Presupunem ca a([[¢]]) = [[¢1]]-

Observatia 4.3.9. Fie Iy = Z% 5i F}, = (Z')¢. Atunci, a(Fy) = F}. Fie M un R-modul

-quasiomogen peste F' gi fie M’ un R’-modul v;-quasiomogen peste F'. Atunci, centrul
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lui Endg, (M) e identificat in mod natural cu Z, si clasa lui Endg, (M’) in BrClif(G, Z)
este [[¢]], si centrul lui Endg (M’) e identificat in mod natural cu Z’, iar clasa lui
Endpg, (M') in BrClif(G, Z') este [[11]]. Deoarece a[[1]] = [[1]], exista G-algebre triviale
Ty si Ts si un izomorfism de G-algebre peste F

B : Endg, (M) @g, Ty — EndR/l(M’) QR 15

care prin reduce la centrul algebrelor ca aplicatia o : Z — Z’. Prin anumite construtii
si identificari se obtin alte module quasiprimitive peste F' pe care le renumim M si M’
respectiv. Obtinem izomorfismul 3 de la A = Endg, (M) la A" = Endg, (M'). Se obtine
i o corespondentd bijectiva intre caracterele lui R si R'. Pentru mai multe detalii vezi
[61].

4.3.10. Daca H < G atunci notam cu Irr(H, R, ) multimea caracterelor ireductiblie¢
ale lui F'Ry; astfel incat restictia lui ¢ 1 F'R; contine cel putin un caracter ireductibile ce e
G x Gal(F/F)-conjugat cu un caracter ireductibil continut in restitia lui ¢ la FR;. Notam
cu ZIrr(H, R, %) multimea combinatiile liniare intregi de elemente din Irr(H, R,v). O

construtie analoaga o facem pentru G, o F-algebra tare G-graduata R'si caracterul ;.

Teorema 4.3.11. Presupunem notatiile din 4.5.8 si ci 0 € Irr(FR,) este G x Gal(F/F)-
conjugatd cu un caracter ireductibil continut in restitia lui ¢ la FRy, si cd ) € Irr(FRY)
este G x Gal(F/F)-conjugatd cu un caracter ireductibil continut in restitia lui 1, la
FR,. Mai presupunem cd caracterul central asociat lui 0 restictionat la Z corespunde
caracterului central asociat lui 6, restitionat la Z' prin izomorfismul «. Atunci, existd o
bijetie ¢ — ¢ de la reuniune lui ZIrr(FRy|Y) la reuniune de ZIrr(F Ry |v1) cind H e

un subgrup al lui G si avem proprietatile:

(1) Pentru orice H < G, restrictia aplicatiei ¢ — ¢ determind un izomorfism de Z-
module de la ZIrr(FRy|1) la ZIrv(F Ry [Yy), care pastreazd produsul inter uzual si
restrictia produce o bijectie de la Irr(F Ry|v) la Trr(FRYy, [11).

(2) Ezistd o constantd rationald d, astfel incdt, pentru H < G, ¢ € ZIrr(FRy|y) si
¢ — ¢/, avem ¢'(1) = do(1).

(8) Aplicatia ¢ — ¢’ comuta cu inductia i restictia de caractere , inmultirea cu caractere

ale lui F Ry, cu orice automorfism Galois fizat de F si cu conjugarea cu G.

(4) Aplicatia ¢ — ¢ pastreaza corpul de valori al caracterelor ireductibile si elementele

corespunzdatoare ale grupului Brauer si in particular indicii Schur.

(5) Daca ¢ — ¢ si ¢ e ireductibil, atunci ¢ si ¢’ au algebre centrale izomorfe.
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4.4 Extinderi de corpuri

Egalitatea claselor Brauer-Clifford peste un corp da nagtere unei egalitati peste un corp
mai mare. Fie F' un cor de caracteristici zero iar caracterele iau valori in F. Fie K
un subcorp al lui F ce il contine pe F. Fie R si R’ doua F-algebre tare G-graduate
semisimple. Fie § € Irr(FR,), si 0’ € Irr(FR,). Fie Z = Z(0, R, F) algebra centrala a lui
0 fatd de Rsi F, sifie Z/ = Z(0', R, F') algebra centrala lui 0 fatd de R i F.

Propozitia 4.4.1. Presupunem ca existd un izomorfism de G-algebre o : Z — Z', care
induce un izomorfism a : BrClif (G, Z) — BrClif(G, Z') si e astfel incit o duce caracterul

central asociat lui 6 la caracterul central asociat lui 0. Mai mult, presupunem cd
@([[8’ R, F]]) = [[9/7 Rl? F]]

Fizam Zx = Z(0, KR, K) ¢i Zt. = Z(0', KR', K). Atunci, existd un unic izomorfism de
G-algebre B : Zx — Z';, astfel incat B duce caracterul central asociat lui 0 la caracterul
central asociat lui 6. Mai mult, dacd notam cu (3 : BrClif(G, Zx) — BrClif(G, Z4)

1zomofrismul indus de 3, atunci

5([[0’ KR, KH) = [[9/’ KR/’ KH

4.5 O echivalenta Morita peste 7

Fie M un R-modul simplu, si fie ¢ un caracter al unui subomdul simplu al F R-modulului
F ®p M. Fie 6, un caracter ireductibil continut in restritia lui ¢ la FAsi 6y,...,0,, 6, e
and Fj ca in Sectiunea 4.3, unde A = R;. Fie 60, ...,0, reprezentantii orbitelor actiunii
lui Gal(F/F) asupra multimii {6, ...6,}.

Atunci Endg(R ®4 M)°P este o Fy-algebra simpla centrald G-graduata peste Z, unde

7 = eZ(A) ~ F(01) ® F(0,) & - & F(B,)

ca Fy-algebre asupra carora actioneaza G. In loc de M ca mai sus putem folosi un alt

R-modul mai general: un R-modul -quasiomogen M’.

Propozitia 4.5.1. Daca M’ este un R-modul 1)-quasiomogen, atunci existd o echivalentd
Morita G-graduata peste Z intre Endg(R @4 M) si Endg(R @4 M').
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Capitolul 5

Algebre G-graduate modulare si

(G-algebre de endomorfisme

Alexandre Turull in [70], [71] a introdus notiunea de endoizomorfism ardtand ca exista
o legdtura naturala intre aceasta notiune si Teoria Clifford a grupurilor finite. Un en-
doizomorfism este un izomorfism intre GG-algebre de endomorfisme, unde G este un grup
finit. Consideram endoizomorfisme intre module peste algebre tare G-graduate. Un en-
doizomorfism induce echivalente de categori cu proprietati de compatibilitate bune (vezi
Teorema 5.5.1 ¢ si Teorema 5.6.1 mai jos). Rezultate sunt ale lui D. Glitia si pot fi gasite
in [24].

5.1 Contextul general

5.1.1. Fie p un numdr prim. Vom considera sistemele p-modulare (IC, O, k) si (I@, 0, l%)
astfel incat K este o extindere finitd a lui K si O este un inel de intregi ai lui K. Fie m

idealul maximal al lui O gi m idealul maximal al lui 0.

5.1.2. Fie G un grup finit si R = @geG R, o O-algebra a tare G-graduata O-algebra,
libera de rang finit peste O. Notaim OR= 0O ®p R, CR=K Qo Rsi kR =k ®p R.
Presupunem ca pentru H < G algebra KRy este simetrica iar KRy si kRy scindeaza.
Modulele sunt presupuse finit generate. Notam cu Ry (R) grupul Grothendieck al cate-
goriei de K R-module finit generate. Dacd M este un KR-modul, notdm cu [M] imaginea
sa in Ri(R).
Notam cu Irr (R) multimea claselor de izomorfism de K R-module simple si cul Br(kR)

multimea claselor de izomorfism de kR-module simple.

5.1.3. Morfismul de descompunere. Fie M un KR-modul. O R-latice a lut M este
un R-submodul L al lui M cu urmatoarele proprietati. Luam o K-baza in M si fie L

O-submodulul lui M generat de aceasta baza si de catre toate produsele intre elementele
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acestei baze gi elementele dintr-o O-baza a lui R. Atunci L este un R-submodul al lui M
cu proprietatea ca K ®p L ~ M.

Fie L o R-latice a lui M. Putem construi cu aceasta kR-modulul L/mL, reprezentand
o reducere modulo p a lui M. Acest modul nu este unic dar toate modulele au aceasi factor

de compozitie pana la izomorfism. In acest mod, aplicatia de descompunere
d: ZIrr(KR) — ZIBr(kR).

duce clasa lui M in Ri(R) la clasa lui L/mL in Ry (R).

5.1.4. Din [46, Teorema 3.4] stim ca existd o actiune a KG-modulelor asupra KCR-
modulelor. Fie M un R-modul gi N un G-modul. Atunci putem construi & R-modulul
M ®p N care este de asemenea un modul peste algebra (G x G)-graduatd R @ KG.

5.2 Categori de module peste un modul dat

Fie R o O-algebra tare G-graduata, si fie M o R-latice.

Definitia 5.2.1. Notam cu ]\//F/c suma directd de un numar infit numarabil de copii de
KR-module M ®o KG si cu (KRy|M)-mod subcategoria plind a lui XRy-mod formata
din L Rg-modulele ce sunt caturi de KX Rg-submodule ale lui ﬁ,’c finit generate. Spunem
cd un modul din (JCRy|M) este deasupra lui M.

Definitia 5.2.2. O extindere de corpuri K a lui O este o extindere buna pentru M dacid

Resip, (K ®o M) e un modul semisimplu si
K XRo EHde (M) = EIlde (IC XRo M)

Vom presupunem ca KA; e semisimplu pentru ca extinderea /O sa fie.

Definitia 5.2.3. Fie V un LR;-modul. Notam cu Irr(KR|V) multimea tuturor claselor
de izomorfism de K R-module simple a caror restritie la Ry contine un sumand simplu

care este sumand si in V. Spunem ca modulele din Irr(KR|V') sunt deasupra lui V.

Definitia 5.2.4. Fie W un kR;-modul. Notam cu IBr(kR|W) multimea tuturor claselor
de izomorfim de kR;-module simple a caror restitie la Ry contine un sumand simplu care

este si sumand in W. Spunem cd modulele din IBr(kR|W) sunt deasupra lui W.

5.3 Endoizomorfisme si corespondente de module

Fie R si R’ doua O-algebre tare G-graduate. Fie M o R-latice si fie M’ o R'-latice.

Presupunem ca extinderea K a lui O este bunad pentru M i M’.
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5.3.1. Asemanator cu Sectiunea 3.4 definim un endoizomorfism peste O de la M la M’

ca fiind un izomorfism de G-algebre peste O
¢ : Endg, (M) — Endg, (M').

Definitia 5.3.2. a) O G-algebra Z peste K se numeste o algebra centrald a lui KR daca,
fixand Zy = Z(R;/J(R;)) pentru un idempotent e al lui Z§ avem Z = eZj.
b) Fie e suma tuturor idempotentilor primitivi ai lui Z§ care actioneaza netrivial

asupra lui  ®o M. Atunci eZ, se numeste algebra centrald a lui R asociatd cu K ®o M,
si se noteazd cu Z(M, R, K).

Teorema 5.3.3. Fie € un endoizomorfism de la M la M'. Atunci e determina un izomor-
fism de G-algebre peste K notat € de la Z(M, R,K) la Z(M', R',K) si un endoizomorfism

x Ende(MA;C) — Ende(M/\,’C).

care la randul lui determind un izomorfism k. K-linear de categori, de la (JCAy|M)-mod
la (LAY | M")-mod.

5.3.4. Un izomorfism ¢ : M — M’ induce un endoizomorfism € de la M la M’ iar k. duce
fiecare modul intr-un modul izomorf cu el. Daca exista o echivalenta Morita G-graduata

peste O intre R si R’ astfel incat M corespunde lui M’, atunci existd un endoizomorfism
de la M la M'.

5.4 Endoizomorfisme peste I si peste O

Fie R gi R’ doua O-algebre tare G-graduaté. Fie M un I R-modul i M’ un KR'-modul.
Pornind de la un endoizomorfism peste corpul fratiiilor X al unui domeniu cu ideale

principale O, putem obtine endoizomorfismul peste O. Fie £ = Endyg, (M).

Teorema 5.4.1. Presupunem ca restictia Resﬁgl(i\/[ ) este semisimpla. Atunci orice O-
ordin in E este finit generat ca O-modul. Mai mult, E are un O-ordin B care este G-

mwvariant st mazimal intre ordinele G-invariante ale luill, si exista o latice G-invarianta
latice L astfelincat B = {e € E | e(L) C L}.

Teorema 5.4.2. Presupunem cd Resggl(M) gt Resgga(M’) sunt semisimple, si fie € un
edoizomorfism peste K de la M la M'. ATunci exista o O-latice G-invarianta L a lui M,
o O-latice G-invarianta L' a lui M" gi un endoizomorfsim v de la Endg, (L) la Endg, (L'),

astfel incit e = KK Qo v st mai mult,

End,CRl (M) =K XK EHde(L) ar End;CR/I(M’) =K XRo EHdR/1 (L/)
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5.5 Corespondente in caracteristica zero

Fie R §i R’ doua O-algebre tare G-graduate cu KR; si KR) semisimple.
Teorema 5.5.1. Fie M un KR-modul si M' un KR -modul. Fie

¢ : Endgg, (M) — Endgg, (M)

un endoizomorfism de la M la M'. Fie V suma directd a tuturor KR -modulelor sim-
ple neizomorfe care apar in descompunerea lui Resggl(M ). Analog pentru V' gi I@R/l—
gg; (M"). Sunt adevarate urmatoarele afirmatii:

(1) ke induce izomorfisme de Zlrr(KKH)-module

modulele ce apar in descompunerea lui Res

ke : ZIrr(K @0 Ry|V) — ZIrr(K @0 Ry|V').

(2) ke duce sumanzi simpli ai lui K R M in sumanzi simpli ai lui K R M si comuta

cu restitia st indulia de module, cu actiunea lui Gal(l@/lC) st cu conjugarea cu G.

(3) Fie x caracterul unui modul simplu din Irr(K @0 Ru|V). Atunci avem K(k(x)) =
K(x) and [k(x)] = [x] iar indicele Schur al caracterelor ireductibile sunt pastrate de

Ke.

5.6 Corespondente in caracteristica p

Fie R si R’ O-algebre tare G-graduate. Fie M o R-latice si M’ o R'-latice. Presupunem

cd KRy si KR} sunt semisimple iar extinderea k alui O e buna pentru M si M.

Teorema 5.6.1. Fie W suma directd a tuturor k ®¢ Ry-modulelor simple neizomorfe
ce apar in seria de compozitie a lui Resgl(l;‘ ®o M), si fie W' suma directa a tuturor
/2;@0 R -modulelor simple neizomorfe ce apar in seria de compozitiea lui Resg1 (l% ®RoM").

Fie € un endoizomorfism de la M la M'. Urmdtoarele afirmatii sunt adevarate:

(1) € induce endoizomorfismul

K ®eoe€: End;CRl(lC Ko M) — EndICR’l(K ®o M’).

(2) ke induce izomorfismul
ke : ZIBr(kRy|W) — ZIBr(kR),|W'),

de ZIrr(kH)-module, ducdand module simple in module simple si sumanzi ai lui kQo M
in sumanzi ai lui k @0 M’ si k. commuted cu restictia si inductia de module $i cu

conjugart cu G.
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Capitolul 6

Corespondenta Glauberman si

echivalente Morita asociate

Pornind de la algebre P-interioare, unde P este un p-grup, demonstram doua teoreme
obtinand echivalente Morita graduate de un grup. Acestea se aplica blocurilor cu defect
grup normal gi blocuri cu defact zero ale subgrupurilor normale, respectiv. Rrezultatele

principale provin din [26] si se datoreaza lui D. Glitia i A. Marcus.

6.1 Introducere

Acest capitol este motivat de mai multe rezultate despre existenta echivalentelor Morita
in contextul corespondentei Glauberman-Watanabe(vezi [37], [31], [28], [75], [54] si bibli-
ografia lor). Pentru a explica aceasa, fie (K, O, k) un sistem p-modular, G un grup finit si
A un grup finit rezolubil ce actioneaza asupra lui G astfel incat G si A au ordine coprime.
Fie b un bloc A-invariant al lui OG. In anumite conditii, existi o echivalentd Morita intre
bOG i w(b)OGA indusa de un(bOG, w(b)OG4)-bimodul M cu proprietatea ci privit ca
G x GA-modul, M are o sursa care este un modul de endopermutare module. Mai mult,

daca avem un sistem p-modular, aceasta echivalenta Morita induce o bijetie
(G, A) : Trre (G, b) — Trre (G4, w(b)),

care coincide cu corespondenta Glauberman correspondence, unde blocul w(b) a Iui OG4
este corespondentul lui Watanabe al lui b (vezi [73]).

Prin inductie, aceast caz e rdus la cazul in care consideram blocuri peste un bloc al
unui p’-subgrup normal al lui G. Mai general, in loc de un p’-subgrup normal e folositor sa
folosim blocuri cu defect zero a unui subgrup normal (vezi [29]). De fapt, e indeajuns s
consideram O-algebra R tare G-graduate P-interioare R, unde p-grupul P este un subgrup
normal al unitétilor omogene ale lui R, si Ry este o algebra O-simpla . Identitatea lui Ry

are defect grup Q < P, iar cealalta algebra e consdtruita considerand intai catul Brauer
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Ry(Q). Teorema 6.6.5 de mai jos generalizeaza rezultatul principal din Dade [6] despre
corespondente deasupra corespondentei (vezi si Turull [66] si Ladisch [40]), iar abordarea
noastra e asemanatoare cu cea din [6] si [8],folosind extensii Clifford in mod repetat.

De fapt, metodele de demonstrare sunt inspirate de [17] gi ca urmare, primul nostru
rezultat este o generalizare a Teoremei de Structura pentru blocuri cu defect grup normal
a lui Kilshammer (vezi also [51, Propozitia 14.6], Alperin, Linckelman gi Rouquier [2],
Fan si Puig [20, Theorem 1.17]). In loc si incepem cu un block al unei algebre grupale
OG, consideram o extindere separabila de algebre OP — B, unde P este un p-grup finit

iar B are O-rangul finit si pe urma construim algebrele noastre echivalente Morita.

6.2 Motivatia: corespondenta Glauberman

Vom prezenta aceastcorespondenta si vom continua cu rezultate mai noi care au la baza
o teoremd a luiAtumi Watanabe din 1999 (vezi [73]).
Fie A si K grupuri finite. Presupunem ca A actioneaza asupra lui K. Atunci putem

construi produsul semidirect
K xA={(z,a)lr € K,a € A}, undee (x,a)(y,b) = (z%y, ab).
Mai mult, avem urmatorul sir exact ce scindeaza :
1 K—-KxA-T A-1

Exista un morfism de grupuri A : A — K x A astfel incat 7\ = 14.

Ipoteza 6.2.1. Fie K si A grupuri finite si A rezolubil. Presupunem ca A actioneazd
asupra lui K gi (|K|,|A]) = 1.

6.2.2. Fie p un numar prim. Luam un sistem p-modular (K, O, k) care este "destul de

mare". In acest caz Irr(K) = Irric(K). Un caracter y poate fi definit fie ca
x:K—-K, fiex:K—C

dar x(K) € KNC. Notam Irre(K)4 = {x € Irrie(K) | %x = x,Va € A}.

Teorema 6.2.3 (Glauberman-Isaacs). Presupunem ca are loc Ipoteza 6.2.1. Atunci
avem bijetia
(K, A) : Trrge (K)A — Trre(K4)

cu urmatoarele proprietati:

(1) Pentru orice B < A avem (K, B)(Irr (K)?) C It (KB)A. Mai mult, in Irr(K)4
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avem

(K, A) = n(K® A/B)on(K,B),
dect comuta urmdtoarea diagrama:

w(K,A)

Irr(K)A Irr(K4)
W(K,B)i
B\A B\A/B
Irr(K7) W(KB,A/B)IIT((K )AE.

(2) Daca A este un q-grup, unde q este un numar prim, atunci (K, A)(x) este unicul

caracter ireductibil al lui K* care este o componentd a lui ResI[gA(X) st are multiplic-

itatea primd cu q, pentru orice x € Irr(K)4.

Teorema lui Watanabe spune ca ca bijetia din Teorema 6.2.3 respecta p-blocuri.
6.2.4. OP-module de permutare si endo-permutare *

Definitia 6.2.5. O OP-latice M se numste latice de permutare daca M are o O-basis

P-invarianta. Modulul M se numeste modul de permutare.

Daca M este un modul de permutare atunci M e izomorf cu o suma directa de OP-

module indusa de subgrupurile ) < P, de forma
OP ®oq V = IndjV,

unde V' este OQ-modulul trivial.
Fie M un OP-modul. Atunci Endp (M) este o P-algebra libera peste O, unde

(“f)(m) = f(u"m).

De fapt, existd un morfism de la P la Auto(M). Spunem ca M se numegte O P-laticea
de endo-permutare daca M este o OP-latice astfel incat Endp(M) este un OP-modul
de permutarea sub actiunea de conjugare a lui P. Modulul M, in acest caz, se numeste

modulul de endo-permutare.

6.2.6. Morfismul Brauer. Fie B OD-algebra interioara ce are o baza P-stabila, deci

B este o O-algebra, libera de rang finit peste O si exista un morfism de O-algebre de la
OD la B.

Morfismul Brauer Brp : BP? — B(D), este definit in cele ce urmeaza. Fie

BP := {b € B["b = b pentru orice u € D},
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up —1 :
cu “b =ubu=". Fie BD

> oep Tro B
unde B? = {b€ B|*b=bVYu c Q}. Atuni Brp = Brp este un morfism surjectiv de
k-algebre.

B(D) ==k ®o

6.2.7. Echivalente categoriale. I[zometriile de caractere sunt de multe ori rezultatul
existentei unei echivalente Morita sau Rickard de blocuri. Koshitani si Michler in 2001
in [37] si Harris si Linckelmann in 2002 in [31] au ardtat ca daca mai avem niste conditii
existd o echivalentd Morita intre bOK si w(b)OK#, unde b este un bloc al lui OK care

este A-invariant si w(b) este blocul corespondent al lui OK4.

Teorema 6.2.8. Cu ipotezele teoremei lur Watanabe exista o echivalenta Morita b(OK ~

w(b)OKA. Mai mult aceastd echivalentd induce o bijectie
(K, A) : Irrie (K, b) — Trrie (K2, w(b))

cu conditia ca fie K este p-rezolubil si (K, O, k) destul de mare (din [31]) fie D < K si
(K, 0, k) e destul de mare (din [37]) fie b este un bloc nilpotent si (IC,O,k) e destul de

mare (din [54]) imreund cu alte cdteva conditie.

Prin indutie, Teorema 6.2.8 e redusa la cazul cind avem un blocal unui p’-subgrup

normal al lui K. Deci algebra grupala OO,/ (K) e semisimpla.

6.2.9. Mai general, in loc de p’-subgrupul normal putem folosi blocuri cu defect zero ale
unui subgrup normal (vezi [31]). Pentru aceasta putem considera cazurile din [29], [6],
[66], [40] si |75, Paragrful 2.4] unde K < G si b e un bloc cu defect zero a lui OK iar
(K, 0, k) e "destul de mare" (vezi articolele lui Dade sau Harris din bibliografie), O = Z,,
K=Q,sik=F,.

6.3 Echivalente Morita graduate intre algebre

Considerand cé teoremele lui Glauberman si Isaacs (Teorema 6.2.3) si a lui Watanabe se
refera la grupuri rezolubile, prin inductie demonstrarea lor se reduce la un caz special.
Aceasta situatie se refera la cazul cand avem un caracter care este dintr-un p-bloc cu defect
zero al unui subgrup normal. In aceastd setiune vom prezenta acest context folosindu-ne
de Dade [6], Turull [66] si Ladisch [40]. Fie G un grup finit, K <G i K <M < G astfel
incat M/K este un p-grup. Fie § € Irr(K). Atunci  : K — C si 0(x) este un intreg
algebric. Sa presupunem ca 6 este intr-un p-bloc cu defect 0 al lui K.

Fie k = F,, K = Q, si O = Z,. Deci, (K,0,k) este un sistem p-modular. Fie
K = K(0), fie O = O(8) si k = Z,(0)/pZy(6). Deci, (K, O, k) este un sistem p-modular.
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6.3.1. p-blocul luif. p-blocul ce il contine pe 6 poate fi privit precum urmeaza. Exista
un idempotent central primitiv ey € Z(OK) asociat lui 6. Atunci e,KK este o K-algebra
simpld centrald. Mai mult, avem ci e,KK ~ M, (K) si 6 este un caracter (complex)
asociat unicului egKK-modul simplu V. Daciiotdm cu K inchiderea algebrica a lui K

atunci modulul  apare in descompunerea lui K ®g V. In acest caz avem
G = Gal(K/K) ~ Gal(O/O) ~ Gal(k/k).

Mai mult, existd un idempotent primitiv ep o € Z(OK) astfel incat ey o/CK este o K-
algebra simpla cu centrul l@, 0 este o componenta a lui V ®x K si eg oK =~ Mm(lé) De
fapt, V ® K este suma G—conjugatelor lui 6.

Observatia 6.3.2. K este corpul de descompunere a lui eg WK K.

6.3.3. Fie K <G, K<IM < G si M/K un p-grup. Fie § € Irr(K). Caracterului 6 ii
corespunde un idempotent central primitiv ep o € Z(KK). Atunci epp € Z(OK) este un

idempotent primitiv. Mai mult,
eo.0KK ~ M, (K) s egoOK ~ M,(O).

De fapt, eg oKK ~ K ®p egoOK. Presupunem ca ey e G-invariant, deci ¢ e G-semi-
invariant. ep o are un defect grup P < G cu proprietatea ca ) := PN K este defect grup
al lui epp in K. Atunci @ = {1} si notdm M := KP = PK <G.

Consideram morfismul Brauer surjectiv
Br, : (OK)? — kCk(P)

de O-algebre definite precum urmeaza:

Zazx»—> Z T,
)

zeK zeCk (P

unde a € O edusin a € k = O/J(O) de citre Br,. In acest caz ey o determina
blocul e, 0 € Z(OCk(P))in mod unic astfel incat e, o € Z(kCk(P)). Deci, caracterul 6
determina caracterul ¢ al lui Cx (P). De fapt e, 0o Cx (P) este o K-algebra simpla centrald
avand un unic modul simplu W si ¢ e o componenta a lui K @i W. De asemenea, €p,0
are defect grup P in H si defect zero in Cx(P) = L. Folosind asa-numitul argument
Frattini avem ca G/K ~ H/L. Atunci avem algebrele G/ K-graduate eg o OG si e, 0OH.

Urmaétoarea teoremd e datoratd lui E.Dade ([6]), A.Turull (|66]) si F.Ladisch ( [40]).

Teorema 6.3.4. Ezistd o echivalenta Morita G/K-graduata intre algebrele eg 0OG i
e%ooH.
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Observatia 6.3.5. Daca K este un p/-grup atunci corespondenta 6 — ¢ descisa mai

suscoincide cu corespondenta Glauberman.

In acest caz dacd notdim R := e 00G si S = e, 0OH, atunci R, = ¢€90OK si
Sl = 6({,7(90[/.

6.4 Algebre modulare graduate de un grup

Consideram sistemul p-modular (I, O, k), unde k este un corp perfect. Un caz particular
important este cazul cand K = Q,, O =Z, si k =F,.

Dorim sa studiem produse incrucisate G-graduate R = @, _, Ry, unde R e presups

geG
liber, de rang finit peste O, deci G este un grup finit. Avem un gir exact de grupuri

1— R —hUR)—G—1,

unde am notat cu hU(R) grupul elementelor omogene inversabile ale lui R. Fie A := R;.

6.4.1. Folosim construtia din [52, Capitolul 9], care ne da o bijectie intre H-algebre K-
interioare si algebre H-interoare G-graduate, unde H e un grup, K < H, G = H/K, si
OH e privita ca O-algebra G-graduata (vezi [16, Sectiunea 2|).

Ca in [52, 4.2], o H-algebra K-interoardeste o O-algebrd A cu morfismul de grupuri
w: H — Aut(A) si ¢ : K — A astfel incat, pentru orice x € H, y € K i a € A, avem

1

(y-a)* =y"-a®and a =y~ '-a-y, unde y - a si a-y sunt notatii pentru ¥ (y)a si ar)(y)

si a” := p() 7' (a). Atunci A determina o G-graduare O-algebra R := @, R,

R:=A®0ox OH = @ AR x,

z€[H/K]

si exista un morfism ¢ : OH — R de algebre G-graduate.
Invers, dacd 1 : OH — R este un morfism de O-algebre G-graduate, atunci A := R;

este o H-algebra K-interioara, unde
piH—Auw(4),  p(h)(a) = P(h)ay(h)™,

siy: K — A* e restritia lui 1.

6.4.2. Fie P un p-grup. Din [66, Teorema 3.3|, daca l%/k e o extindere de corpuri i M
este unk P modul de endo-permutare, atunci exista un kP-modul de endo-permutare M,
astfel incat M ~ k @5 M.

Teorema 6.4.3 (Dade). Fie R un produs incrucisat G-graduat astfel incit Ry = kP si fie

M un kP-module de endo-permutare indecompozabil G-invariant. Fie E = Endgr(R ®g,
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M) si E = E/Jy(R). Atunci urmdtoarea extindere de grupuri scindeazd:

1— B - hU(E) - G — 1.

6.5 Situatia “defect grupului normal"

In aceastd setiune vom generaliza rezultatul principal din [17], stabilind o echivalenta
Moritaintre algebre tare graduate. Cadrul e dat de Ipotezele 6.5.1 gi 6.5.2, iar algebrele
in discutie sunt definite in 6.5.5 gi 6.5.8.

6.5.1. Fie B o OD-algebra interioara, libera de rang finit peste O, cu baza D-stabila.
Presupunem ci 1 e un idempotent primitiv in Z(B), si ca B are defect grup D. Mai

presupunem ca opB si Bop sunt proiective.

6.5.2. Existd un idempotent primitiv i € B astfel incat B | Bi ®op iB ca (B, B)-
bimodule. Fie
v ={aia”' |a e (B”)"}

classa de (B”)*-conjugare a lui i. Atunci perechea (D,~) = D., se numeste defect grupul
punctat al lui B (notiune introdusa de Puig, vezi [60]). Mai mult, Brp(i) este un idem-
potent primitiv in B(D), si Brp(7) este un punct a lui B(D).

Exista un unic ideal maximal al lui B”, notat m.,, care corespunde lui v astfel incat
v ¢ m, si un unic ideal maximal al lui, notat cu mg,, (), care corespunde lui Brp(y)

astfel incat Brp(v) ¢ mp,(y)- Mai mult, avem ca
B [m, = B(D)/mprp).

si notdm cu S K-algebra simpla B(D)/mp;,(+).-
Fie V be unicul S-module simplu. Existd un unic idempotent central primitiv ey €
Z(B(D)) astfel incat e,Br,(i) # 0 si imaginea luie, € B(D) prin aplicatia B(D) — S
este identitatea lui S.
Vom presupune ci S are indice Schur 1. Avem ci k = Z(S) i S ~ End; (V) ~ M, (k),

where m = dim; V.

6.5.3. Fie Cpx (D) si Npx(D)centralizatorul lui D in B* c si respectiv normalizatorul
lui D in B*. Notam

G := Np«(D)/Cp<(D) and G := Ngx(D)/DCpx(D).

Observiam ca Npx (D) actioneaza asupra lui B i lui B(D). Mai mult, avem urméatoarele

functii care sutn compatibile cu actiunea lui Ngx(D):
Cgx (D) — B” — B(D).
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In acest context putem construi produsul incrucigat G-graduat crossed product notat

B(D) xG.
6.5.4. Daci a € Npx (D), atunci aia™! raméane un idempotent primitiv inB?. Fie
Npx(D), :={a € Npx(D) | aya™" =~}

stabilizatorul lui v in Npx (D). Fie G, := Npx(D)/Cpx(D) stabilizatorul lui v in G.
Stabilizatorul lui e, in Npx (D) coincide cu Npx(D),. Notam

G, := Npx(D).,/DCpx(D) si D:=D/Z(D)~ DCgx(D)/Cpx (D).

Doarece D — B* e injectiva, avem ci Z(D) = D N Cyx (D), deci G, = G, /D.
6.5.5. Observam ca toate morfismele din diagrama

BI‘D

BP B(D)

| |

BD/mW B(D)/mBr(A,) =5

sunt morfisme de Npx (D),-algebre iar e, B(D) este o k-algebra Cpx (D)-interioara asupra
careia actioneaza Npx (D) deci, putem construi produsul incrucisat tare G,-graduat R :=
e,B(D) x G, cu Ry := e, B(D).

De asemenea, exista un morfismde grupuri o : D — S* astfel incat pentru orice u € D
si orice s € S avem “s = o(u)so(u)~!, deci D-algebra S e interioara. Prin urmare, S
este o k-algebra DCpx(D)-interioara actionatd de Npx (D), si putem construi produsul

incrucigat C_Jv—graduat R:= 8% C_Jﬂ,.
Vom presupune ca v este G-invariant.
Observatia 6.5.6. Daca pornim cu un bloc B al lui OG, atunci exista functiile

OCgs(D) — OG 22 kC(D),
si e,B(D) = kCg(D)e, .
6.5.7. Grupul G actioneazi asupra lui /2;, si avem morfismul de grupuri
0:G — Gal(k/k).

Fie K < G kernelul lui §. Prin ipoteza, extinderea OD — B e separabila, deci e, €
Trf(/%) sie, € Z(S) = k. Atuci k este un modul proiectiv peste o algebra grupald kK, si
prin Teorema lui Maschke p 1 |K].
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Grupul Npx (D) actioneaza asupra lui D, si avem
G — Aut(D) — Out(D), si G — Out(D).

Atunci grupul G (si deci G) sunt finite. Actiunea lui Npx (D) asupra lui D si k induce

diagrama comutativa:

R

1 — Int(kD) — Aut, (kD) — Out, (kD) —= 1,

Din [20, Corollary 3.13], existd un morfism o : G — Autk(l%D) care ridica morfismul

G — Outk(l;‘D)

6.5.8. Deoarece am presupus ca V e G-invariant, din Teoria Clifford theory avem izomor-

fismul de algebre G-graduate algebras
Endz(R®g5 V)P ~ IACZC_;,

unde /Afgé este un produs incrucigsat G-graduatal lui k si G determinat de 2-cociclul
B:GxG — k* side actiunea 6 : G — Gal(k/k). In acest caz avem o echivalenta Morita
G-graduata intre R = S G si l%g@, si mai mult, izomorfismul R ~ S 4 (/%g@) de algebre
G-graduate duce sg in s ®;, ¢g. Folosind morfismul o : G — Auty(kD), putem construi
produsul incrucisat tare G-graduat (I%D)”C_v’, cul-componenta kD. Fie R := (I%D)gé,
privit ca algebra G-graduata, cu 1-componenta R} = kZ (D).

Teorema 6.5.9. Existd o echivalenta Morita G-graduata intre R = e, B(D) * G si R' =
(kD)3G.

6.6 Algebre G-graduate OP-interioare

6.6.1. Fie R o O-algebra G-graduata ca in sectiunea 2. Presupunem urmatoarele:

(1) R este un produs incrucigat a lui A := R; si G, deci avem sirul exact:
1—- A" —-hUR) -G — 1.

(2) A este 0 k-algebra simpla si dacd notam k := Z(A) atunci k este o extindere Galois
a lui k, adicd, A are indice Schur 1. Notdm cu V unicul (pana la izomorfism)A-modul
simplu.

(3) Existd un p-group finit P si un morfsim unital ¢ : OP — astfel incat opR §i Rop

sunt module proiective.
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(4) p(P)N A* = {1} si avem diagrama comutativa:
P
(R)

R)—G—1.
Presupunem ci P este un subgrup normal al lui hU(R), deci si a lui G, si notam G := G/ P.

1 —— AX HhU

(5) Fie @ < P un defect group al lui kA. Presupunem ca privita ca l%—algebra simpla
centrald, kA este o Q- algebra Dade.

6.6.2. Observam ca existiin unic ¢ : P — kA* astfel incat deti(u) = 1, si induce
actiunea lui P P A. Evident ¢ se extinde la un morfism de algebre ¢ : OP — A, deci
putem sa privim pe A ca o P-algebra interioara. Atunci functia O@) — A scindeaza si

catul Brauer A(Q) nu e zero.

6.6.3. Grupul hU(R) actioneaza asupra algebra simpla kA si asupra lui k=2 (kA). Mai

mult, P(kA)* actioneaza trivial pe k si avemn morfismul
0:G — Gal(k/k).

Notam cu K kernelrul lui 6.

6.6.4. Consideram normalizatorii si centralizatorii Ny« (Q), Nnu(r)(Q), Cax (@) si Chu(r) (Q)-
Atunci exista un morfism de grupuri Cyx (Q) — A(Q)*. Mai mult, aceasta functie si mor-

fismul Brauer

A9 = A(Q)

sunt compatibile cu actiunea de conjugare a lui Nyyr)(Q) pe aceste obiecte. Notam
G = Nyu(r)(Q)/Cax(Q),

deci G’ poate fi privit in mod natural ca un subgrup al lui G. Putem construi acum
produsul incrucisat G'-graduat R’ := A(Q) * G’, cu 1-componenta A" := A(Q).

Teorema 6.6.5. Presupunem ca G' = G. Atunci exista o echivalenta Morita G-graduata
peste k intre kR si R
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