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Introducere

In aceasti tezd de doctorat prezentim rezultate generale si originale din teoria geometrici a
functiilor de una, respectiv mai multe variabile complexe. Una din cele mai importante directii
din teoria geometrica a functiilor de o variabild complexa este teoria functiilor univalente. Bieber-
bach (1916) [6] a demonstrat estimarea exacti a coeficientului al doilea pentru clasa .S a functiilor
univalente normate pe discul unitate U, si a formulat celebra conjecturd privind estimarea coefi-
cientilor functiilor din clasa .S. Conjectura lui Bieberbach a fost demonstrata de L. de Branges [7]
in 1985.

Mentiondm aici rezultatele importante obtinute de scoala matematica romaneasci de functii
univalente, incepand cu G. Calugareanu [8]. El a obtinut primele conditii necesare si suficiente
de univalenta pentru functii olomorfe de o variabild complexd. Pe de altd parte, S.S. Miller si
P.T. Mocanu [80] au obtinut rezultate fundamentale privind subordondrile diferentiale In planul
complex, cu diverse aplicatii la studiul functiilor univalente.

Un rezultat fundamental in teoria functiilor univalente de o variabild complexa este teorema
Iui Riemann, care asigurd conform echivalenta domeniilor simplu conexe din C (a se vedea de
exemplu [44], [57]). Pe de altd parte, acest rezultat nu are loc In C™, n > 2 (a se vedea de exemplu
[44]). Acest lucru aratd o diferentd esentiald intre teoria geometrica a functiilor de una, respectiv
mai multe variabile complexe.

Una din cele mai importante metode 1n studiul functiilor univalente este teoria lanturilor Lo-
ewner. Se stie cd lanturile Loewner sunt determinate de ecuatia diferentiala Loewner. Amintim aici
cd ecuatia diferentiald Loewner a jucat un rol important In demonstratia conjecturii lui Bieberbach,
obtinuta de L. de Branges [7] (pentru detalii, a se vedea de asemenea [58]). Teoria lanturilor Lo-
ewner a fost de asemenea utild in demonstrarea unor rezultate privind functiile univalente, cum ar
fi raza de stelaritate pentru clasa S, caracterizarea analitica a stelaritatii, spiralitatii, convexitatii si
aproape convexitdtii prin intermediul lanturilor Loewner, precum si criterii de univalenta pe discul
unitate U. Pommerenke [93] a demonstrat ci orice functie din clasa S se scufunda intr-un lant Lo-
ewner. De asemenea, orice functie f € S admite reprezentare parametrica pe U (a se vedea [93]).
Pe de altd parte, aceste rezultate nu au loc In cazul mai multor variabile complexe. Asadar, existd
diferente esentiale Intre teoria lanturilor Loewner de una, respectiv mai multe variabile complexe
(a se vedea de exemplu [44, Capitolul 8]).

Existd un numér de monografii care trateazd diverse aspecte ale teoriei functiilor univalente
de o variabild complexa, inclusiv lanfuri Loewner si ecuatia diferentiald Loewner. Mentiondm aici
monografiile lui Duren [26], Pommerenke [93], Hayman [58], Graham si Kohr [44], Mocanu, Bu-
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Iboacd si Séldgean [81]. Mentiondm de asemenea cartile lui Conway [20], Rosenblum si Rovnyak
[103], care contin rezultate clasice privind functii univalente i lanturi Loewner in planul complex.

Studiul clasei S(B"™) a aplicatiilor biolomorfe normate f pe bila unitate Euclidiana B™ in C",
n > 2, a fost considerat de Cartan [9] in 1933. El a demonstrat cd S(B") nu e local uniform
marginitd, asadar nu e compacta, si nu exista teoreme de deformare si distorsiune pentru intreaga
clasa S(B™) (a se vedea [9], [29], [44]). Asadar existd o diferentd fundamentald intre teoria func-
tiilor univalente pe U si teoria aplicatiilor univalente pe bila unitate in C”, pentru n > 2 (pentru
detalii, a se vedea [44, Capitolul 6]). Mai mult, teorema lui Riemann nu are loc in cazul mai multor
variabile complexe. Poincaré [92] a demonstrat cd bila unitate Euclidiana si polidiscul unitate in
C" nu sunt biolomorfic echivalente pentru n > 2, desi sunt omeomorfe.

Cartan [9] a furnizat exemple care arata cd conjectura lui Bieberbach nu are loc pentru intreaga
clasda S(B™), pentru n > 2. Pe de alta parte, Cartan [9] a conjecturat cd existd estimdri inferioare
si superioare ale lui | det D f(z)|, pentru f € S(B™), care depind doar de z € B"™ (a se vedea [9]).
Duren si Rudin [29] au demonstrat cd aceasta conjecturd nu are loc pentru n > 2.

Mai mult, Cartan [9] a recomandat studiul aplicatiilor stelate si convexe la mai multe dimen-
siuni. Primele lucrari privind stelaritatea in cazul mai multor variabile complexe se datoreaza lui
Matsuno (1955) [79] pe bila unitate Euclidiana, si Suffridge [108] (1970) pe polidiscul unitate.
Suffridge [109] si Gurganus [49] au obtinut generalizarea caracterizarii stelaritatii pe discul uni-
tate la bila unitate a unui spatiu Banach complex. Alte conditii necesare si suficiente de stelaritate
pe domenii pseudoconvexe echilibrate marginite in C™ au fost obtinute de Kikuchi [60], Gong (a
se vedea [32] si citdrile aferente), Liu [74].

Contributii ulterioare au fost aduse de Kubicka si Poreda [71], Barnard, FitzGerald si Gong
[4], care au obtinut un rezultat de deformare exact pentru aplicatiile stelate normate pe bila unitate
in C™. Alte contributii privind estimiri ale coeficientilor si rezultate de distorsiune pentru aplicatii
stelate normate pe bila unitate in C™ pot fi gasite in [44] si in citdrile aferente.

Conditii necesare si suficiente de convexitate au fost obtinute de Suffridge (1970) [108] pe
polidiscul unitate in C", apoi de Kikuchi [60], Gong, Wang si Yu [36] pe bila unitate Euclidiana
in C". Contributii ulterioare privind rezultate de deformare pentru aplicatii convexe normate pe
B™ au fost obtinute de Suffridge [111], FitzGerald si Thomas [31], si Liu [74]. Pe de altd parte,
estimdri exacte ale coeficientilor aplicatiilor convexe normate pe bila unitate in C™ au fost obtinute
de FitzGerald si Gong [31], Kohr [65] (a se vedea de asemenea [32] si [44] si citdrile aferente).
Rezultate de distorsiune privind estimarea lui ||Df(z)|, pentru f € K(B"™) (clasa aplicatiilor
convexe normate pe bila unitate Euclidiand B™) au fost obtinute de Liczberski si Starkov [72] (a
se vedea de asemenea [32] si citdrile aferente).

Diverse aspecte privind stelaritatea, convexitatea, spiralitatea in C™ pot fi gésite in [32], [36],
[38], [44], [60], [88], [96], [101], [102], [110].

Numeroase rezultate din teoria lanturilor Loewner au fost generalizate la mai multe dimen-
siuni. Acest subiect a fost initiat de Pfaltzgraft ([88], [89]), care a obtinut generalizdri pe bila
unitate Euclidiana B™ in C" a rezultatelor de univalenta si extensii cvasiconforme obtinute de Be-
cker [5] in cazul unei variabile complexe. Poreda ([94], [95]) a obtinut aplicatii ale reprezentarii
parametrice la teoreme de deformare si estiméri ale coeficientilor pe polidiscul unitate in C™. El
a obtinut de asemenea anumite generalizari pe bila unitate a unui spatiu Banach complex (a se
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vedea [96]). Existenta si regularitatea teoriei lanturilor Loewner de mai multe variabile complexe,
incluzand aspecte geometrice si analitice, au fost considerate de Duren, Graham, Hamada si Kohr
[27], Graham, Hamada, Kohr [38], Graham, Hamada, Kohr, Kohr [40], Graham, Kohr si Kohr
[46], Hamada [51], Curt si Kohr [24], Poreda ([94], [95]; a se vedea de asemenea [96]), Arosio
[3], Voda [112]. Conditii suficiente de univalentd pe bila unitate in C™ au fost obtinute de Curt
si Pascu [25] (a se vedea de asemenea [23]; a se vedea de exemplu [44, Capitolul 8] si citdrile
aferente), Cristea [21], etc. Diverse aplicatii privind reprezentarea parametrica pe bila unitate in
C", incluzand teoreme de deformare, estiméri ale coeficientilor, rezultate de incluziune, au fost
obtinute in [19], [38], [48], [83], [114], etc.

Pe de altd parte, existd multe diferente Intre teoria lanturilor Loewner de una, respectiv mai
multe variabile complexe (a se vedea [44, Capitolul 8]). De exemplu, Graham, Hamada si Kohr
[38] (a se vedea de asemenea Poreda [94]) au demonstrat cd, in cazul mai multor variabile com-
plexe, exista aplicatii biolomorfe normate f pe bila unitate B™ in C" care nu se pot scufunda
in lanturi Loewner f(z,t) astfel incat f = f(-,0) si {e ' f(-,t)}+>0 este familie local uniform
marginitd. De asemenea, exista aplicatii f € S(B™) care nu admit reprezentare parametricd pe
B™, n > 2. Pe de altd parte, in cazul unei variabile complexe, ecuatia diferentiald Loewner are
o unicd solutie univalentd normatd (a se vedea [93]). Rezultatul precedent nu are insa loc la mai
multe dimensiuni (a se vedea [38]). Studiul formei solutiilor ecuatiei diferentiale Loewner de mai
multe variabile complexe a fost considerat de Duren, Graham, Hamada si Kohr [27] (a se vedea
de asemenea [3], [51], [112]).

Compactitatea familiei Carathéodory M a influentat multe rezultate din teoria lanturilor Lo-
ewner de mai multe variabile complexe (a se vedea [44]). Acest rezultat a fost obtinut de Graham,
Hamada si Kohr [38] in 2002 (a se vedea de asemenea [55]). Numeroase detalii si aplicatii ale te-
oriei lanturilor Loewner in cazul mai multor variabile complexe pot fi gésite 1n lucrdrile [1], [27],
[38], [40], [88], [89], [96] (a se vedea de asemenea [44, Capitolul 8] si [23]).

Aceasti tezd este structuratd pe 5 capitole.

e Capitolul 1 prezintd rezultate generale privind functiile univalente de o variabild complexa.
Aceste rezultate vor fi utile in urmatoarele capitole ale tezei. Toate rezultatele sunt prezen-
tate fara demonstratie. Sectiunea 1.1 contine notiuni si rezultate preliminare privind functiile
olomorfe, ce vor fi folosite pe parcursul tezei. Sectiunea 1.2 prezintd notiunea de subordo-
nare in planul complex, precum si proprietdti importante ale functiilor olomorfe cu partea
reald pozitivda pe discul unitate U. Sectiunea 1.3 prezintd proprietdti clasice ale functiilor
univalente de o variabild complexd. Vom aminti notiunea de echivalentd conformd, precum
si teorema lui Riemann, unul din cele mai importante rezultate din teoria functiilor univa-
lente.

In Sectiunea 1.4 ne vom referi la diverse subclase de functii univalente pe discul unitate.
Vom prezenta clasa S a functiilor univalente normate pe U, clasa S* a functiilor stelate
n raport cu originea si normate, clasa K a functiilor convexe normate. Ne vom referi de
asemenea la clasa functiilor aproape convexe, clasa functiilor stelate si convexe de ordinul
«a, clasa functiilor spiralate de tipul ~y si clasa functiilor aproape stelate de ordinul ov. Vom
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considera estimdri ale coeficientilor, teoreme de deformare, distorsiune §i acoperire pentru
aceste clase. In Sectiunea 1.5 considerim rezultate clasice din teoria lanfurilor Loewner si
ecuatiei diferentiale Loewner pe discul unitate in C. Vom prezenta de asemenea aplicatii
ale teoriei lanturilor Loewner la studiul functiilor univalente, cum ar fi criterii de univalentd
si caracterizarea analiticd a unor subclase importante ale lui S prin intermediul lanturilor
Loewner. Rezultatele prezentate in aceastd sectiune vor fi utile in demonstrarea rezultatelor
principale ale tezei.

e Capitolul 2 prezintd proprietiti elementare ale functiilor olomorfe si ale aplicatiilor olo-
morfe in C™. Aceste rezultate vor fi utile in urmatoarele capitole ale tezei si sunt prezentate
fard demonstratie. Sectiunea 2.1 considerd proprietdti elementare ale aplicatiilor olomorfe
in cazul mai multor variabile complexe. Sectiunea 2.2 prezintd notiunea de subordonare
pentru mai multe variabile complexe, precum si generalizarea clasei Carathéodory P la C”,
notatd cu M. Vom considera teoreme de deformare si estimari ale coeficientilor pentru clasa
M, precum si exemple de aplicatii din clasa M. Vom prezenta de asemenea rezultatul de
compactitate privind clasa M.

Sectiunea 2.3 considerd subclase de aplicatii biolomorfe pe bila unitate In C™. Ne vom
referi la clasa aplicatiilor stelate, convexe, aproape stelate si spiralate normate. Vom prezenta
caracterizdri analitice, teoreme de deformare i estimdri ale coeficientilor, si vom da exemple
de aplicatii din aceste clase. Ne vom referi de asemenea la anumite subclase ale lui S(B"),
cum ar fi: clasa aplicatiilor stelate de ordinul «, clasa aplicatiilor e-stelate, clasa aplicatiilor
aproape stelate de ordinul a. Vom vedea ca majoritatea acestor subclase ale lui S(B™) au
caracterizdri analitice i geometrice. Aceastd sectiune nu contine rezultate originale, insad
Definitia 2.3.7 a fost introdusd de Chirild [12].

In Sectiunea 2.4 considerdm generalizarea ecuatiei diferentiale Loewner la mai multe di-
mensiuni. Vom prezenta rezultate clasice din teoria lanturilor Loewner in C™ si vom consi-
dera diverse aplicatii, cum ar fi criterii de univalenta si caracterizarea analiticd a anumitor
subclase ale lui S(B"™) prin intermediul lanturilor Loewner. Vom prezenta de asemenea
clasa SS(B”) a aplicatiilor care admit g-reprezentare parametrica pe bila unitate B", unde
g este o functie univalentd pe discul unitate U care verificd anumite conditii naturale. Vom
considera teoreme de deformare si estimdri ale coeficientilor pentru aplicatii din SS(B”),
si vom prezenta anumite cazuri particulare. Vom vedea cd toate lanturile Loewner pe bila
unitate B"™ in C™ sunt determinate de ecuatia diferentiald Loewner (a se vedea de exemplu
[76]). De asemenea, vom vedea c# orice lant Loewner f(z,t) astfel incat {e~'f(-, ) }+>0
este familie normald este generat de aplicatia sa de tranzitie (a se vedea [41]).

Studiul operatorilor de extensie care extind o functie univalenta f pe discul unitate U la o
aplicatie univalentd F' de la bila unitate Euclidiand B™ in C" la C", cu proprietatea ci f(z1) =
F(z1,0), ainceput cu operatorul de extensie Roper-Suffridge [101]. Acest operator a fost introdus
in 1995 cu scopul de a construi aplicatii convexe pe bila unitate Euclidiand B™ in C", pornind de
la o functie convexa pe discul unitate. Dacé fi, ..., f, sunt functii convexe pe discul unitate U,
atunci F'(z) = (fi(z1), ..., fu(2zn)), 2 = (21,...,2n) € B™, nu este in mod necesar o aplicatie



Introducere vii

convexa pe bila unitate Euclidiand B™ in C", n > 2. Pastrarea convexitatii prin operatorul Roper-
Suffridge a fost de asemenea demonstratd in [43], folosind metode diferite.

Alte proprietafi geometrice (stelaritate, spiralitate, stelaritate de un anumit ordin, etc.) sunt
pastrate de cdtre acest operator si diferite generalizdri ale acestuia. Graham si Kohr [43] au aratat
ca operatorul de extensie Roper-Suffridge pastreazad notiunile de stelaritate si aplicatie Bloch, iar
Graham, Kohr si Kohr [46] au ardtat cd acesta pdstreazd notiunile de reprezentare parametrica.

Diferiti operatori de extensie care au proprietdfi similare cu cele ale operatorului Roper-
Suffridge au fost studiati de Pfaltzgraff si Suffridge [91], Graham, Hamada, Kohr si Suffridge
[42] (a se vedea de asemenea [46]), Muir ([82], [83]), Gong si Liu ([34], [35]), Liu si Liu [77], Xu
si Liu [114], etc.

Alti operatori de extensie care pastreaza proprietdti analitice si geometrice ale aplicatiilor bio-
lomorfe pe bila unitate Tn C” si spatii Banach complexe au fost obtinuti de Elin [30] (a se vedea de
asemenea [39]). Mai multe detalii privind generalizarea operatorului de extensie Roper-Suffridge
pot fi gasite in [44, Capitolul 11] si [45] (a se vedea de asemenea, [30], [39], [73], [76], [82], etc.).

O altd generalizare a operatorului de extensie Roper-Suffridge a fost considerata de Pfaltzgraff
si Suffridge [91] in 1999. Acest operator extinde o aplicatie local biolomorfa pe bila unitate Eucli-
diand B™ in C" la o aplicatie local biolomorfi pe bila unitate Euclidiand B! in C**!. Operatorul
de extensie Pfaltzgraff-Suffridge a fost studiat de Graham, Kohr si Pfaltzgraff [48], care au obtinut
un rezultat partial privind pastrarea convexititii prin acest operator. Ei au demonstrat de asemenea
cd operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge pédstreaza notiunile de reprezentare parametrica si
stelaritate.

e Capitolul 3 considerd operatori de extensie care pdstreaza anumite proprietiti analitice si
geometrice. Acest subiect a inceput cu operatorul Roper-Suffridge [101], introdus in 1995,
pentru a construi aplicatii convexe pe bila unitate Euclidiand B™ in C", pornind de la o
functie convexd pe discul unitate. Acest capitol se bazeazd pe rezultatele originale obtinute
in [11], [12], [14], [15], [16], [17].

Sectiunea 3.1 prezinta operatorul de extensie Roper-Suffridge, precum si cateva generalizari
ale acestuia. Vom considera proprietdtile analitice i geometrice ale acestor operatori si vom
prezenta legdtura cu teoria lanturilor Loewner. Vom discuta de asemenea cazul operatorului
de extensie Pfaltzgraff-Suffridge [91] care extinde o aplicatie local biolomorfad f € H(B"™)
la o aplicatie local biolomorfd F' € H(B"+1).

Sectiunea 3.2 prezintd rezultate originale privind anumite generalizéri ale operatorului de
extensie Roper-Suffridge. Vom demonstra ca acesti operatori pastreazd notiunea de g-lant
Loewner, unde g(¢) = ﬁ, I¢| < 1si~y € (0,1). In consecinti, operatorii de extensie
considerati pastreaza diferite proprietdfi analitice si geometrice, cum ar fi g-reprezentarea
parametricd, stelaritatea de ordinul -, spiralitatea de tipul ¢ si ordinul v, aproape stelaritatea
de ordinul § si tipul y. Aceastd sectiune se bazeaza pe rezultatele originale obtinute in [11]
si [12]. Rezultatele principale prezentate in aceastd sectiune sunt Teoremele 3.2.1, 3.2.7,
3.2.16, Propozitia 3.2.11, Corolariile 3.2.2, 3.2.3, 3.2.5, 3.2.6, 3.2.8, 3.2.9, 3.2.13, 3.2.14,

3.2.17,3.2.18, 3.2.20, 3.2.21.
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Sectiunea 3.3 prezintd rezultate de subordonare asociate unui operator de extensie genera-
lizat Roper-Suffridge. Aceastd sectiune contine rezultate originale obtinute in [11]. Rezul-
tatele principale prezentate Tn aceasta sectiune sunt Teorema 3.3.1, Corolariile 3.3.2, 3.3.3,
3.34,3.3.5,3.3.6,3.3.7.

Sectiunea 3.4 considerd raze de univalentd asociate unui operator de extensie generalizat
Roper-Suffridge. Aceasta sectiune contine rezultate originale obtinute in [11]. Rezultatele
principale sunt date de Teoremele 3.4.1, 3.4.3,3.4.4, 3.4.5.

In Sectiunea 3.5 generalizim operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge si ardtim ci acest
operator generalizat pastreazd notiunile de reprezentare parametricd, stelaritate, spiralitate
de tipul 9, aproape stelaritate de ordinul §. Vom considera pastrarea e-stelaritatii prin acest
operator si vom obtine un rezultat partial referitor la pastrarea convexitdtii. Vom obtine de
asemenea un rezultat de péstrare a subordondrii prin operatorul de extensie mentionat ante-
rior si vom considera cazuri particulare ale acestui rezultat. Aceastd sectiune contine rezul-
tate originale obtinute 1n [14], [15], [17]. Rezultatele principale prezentate in aceasta sec-
tiune sunt Teoremele 3.5.2, 3.5.7, 3.5.12, Corolariile 3.5.3, 3.5.4, 3.5.5, 3.5.6, 3.5.8, 3.5.9,
3.5.10,3.5.13,3.5.14.

Capitolul 4 considera studiul anumitor subclase de aplicatii biolomorfe normate pe bila
unitate Euclidiand B™ in C", generate folosind metoda lanturilor Loewner. Teoria lanturilor
Loewner reprezintd o metodd importantd 1n studiul diverselor probleme privind univalenta n
una si mai multe variabile complexe. De exemplu, proprietéti geometrice, cum ar fi stelarita-
tea, spiralitatea de tipul «, aproape stelaritatea de ordinul «, au caracteriziri prin intermediul
lanturilor Loewner. Intr-adevir, daci f este o aplicatie olomorfi normati pe bila unitate B,
atunci f este stelatd (f este biolomorfa si f(B™) este un domeniu stelat in raport cu origi-
nea) dacd si numai daci f(z,t) = e' f(2) este lanf Loewner. Acest rezultat a fost obtinut de
Pfaltzgraff si Suffridge [90]. De asemenea, daca f este o aplicatie olomorfa normaté pe B",
atunci f este spiralati de tipul o € (—%, Z), dacd si numai dacd f(z,t) = el 710t f(eiatz)
este lant Loewner, unde a = tan . Acest rezultat a fost obtinut de Hamada si Kohr [54].
Xu si Liu [114] au obtinut caracterizarea aproape stelaritifii de ordinul « prin intermediul
lanturilor Loewner, si au demonstrat cd aceastd notiune este pastratd de anumiti operatori de
extensie, cum ar fi operatorul de extensie Roper-Suffridge.

Pfaltzgraff si Suffridge [91] au demonstrat cd dacd P : B™ — C este o functie olomorfa
astfel incit P(0) = 1 si dacd F'(z) = P(z)z, z € B™, atunci F este stelatd dacd si numai

daca
DP(z)(z)

P(z)
Acest rezultat a fost generalizat In [38] (compard cu [115] in cazul spatiilor Banach com-

plexe) pentru g-stelaritate, o notiune strans legata de stelaritate, care va fi mentionata in
Sectiunea 4.1.

Re[1+ :|>0,ZEB".

In acest capitol obtinem caracteriziri similare pentru subclase ale aplicatiilor stelate nor-
mate, spiralate de tipul «, aproape stelate de ordinul «, prin intermediul g-lanturilor Lo-
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ewner, unde g : U — C este o functie univalentd care verificd anumite conditii naturale.
Diverse exemple si aplicatii vor fi de asemenea obtinute. Rezultate privind teoreme de de-
formare, distorsiune si estimari ale coeficientilor pentru aplicatiile g-stelate pe bila unitate
in C" au fost obtinute in [52], [53], [115].

Acest capitol contine rezultate originale obtinute in [13].

Sectiunea 4.1 prezintd clasa aplicatiilor g-stelate, g-spiralate de tipul o € (—m/2,7/2), si
g-aproape stelate de ordinul « € [0, 1) pe B™. Vom considera exemple din aceste clase si
vom obtine caracterizarea acestora prin intermediul g-lanturilor Loewner.

In Sectiunea 4.2 vom folosi aceste rezultate pentru a demonstra ci, in anumite ipoteze,
aplicatia FF : B" — C" datd de F(z) = P(z)z este g-stelatd, g-spiralatd de tipul
a € (—m/2,7/2) si g-aproape stelatd de ordinul o € [0,1) pe B", unde P : B™ — C este
o functie olomorfa astfel incat P(0) = 1. Mai general, considerdm conditii astfel incat F
admite g-reprezentare parametrica pe B". Diverse aplicatii ale acestor rezultate vor fi de ase-
menea obtinute. In acest fel obtinem exemple concrete de aplicatii care admit g-reprezentare
parametrici pe bila unitate Euclidiand B™ in C". Definitiile si rezultatele principale prezen-
tate Tn acest capitol sunt Definitiile 4.1.5, 4.1.6, Teoremele 4.1.11, 4.1.12, 4.1.13, 4.2.1,
Corolariile 4.2.3,4.2.4,4.2.11,4.2.12,4.2.13,4.2.14, 4.2.15, 4.2.16.

Probleme extremale in cazul unei variabile complexe au fost intensiv studiate. O foarte bund
discutie privind probleme extremale asociate diferitelor subclase compacte de functii univalente
pe discul unitate U pot fi gdsite in monografiile lui Hallenbeck si MacGregor [50] si in teza de
doctorat a lui Roth [104] (a se vedea de asemenea [97]).

Se stie ca dacd f este un punct extrem pentru familia compactd S a functiilor univalente nor-
mate pe U, sau dacd f este un punct suport pentru .S, atunci f transforma discul unitate U in
complementul unui arc continuu ce tinde la co. Asadar, f nu poate fi o aplicatie marginita (a se
vedea de exemplu [26], [50] si [93]). Pe de alté parte, Pell [87] si Kirwan [61] au demonstrat cd
daca f este un punct extrem (respectiv, f este un punct suport) al familiei S a functiilor univalente
normate pe discul unitate U, si dacid f(z,t) este un lant Loewner astfel incat f = f(-,0), atunci
et f(-,t) este un punct extrem al lui S (respectiv, e~ f (-, ¢) este un punct suport al lui S), oricare
arfit > 0.

O generalizare a rezultatelor lui Pell si Kirwan la mai multe variabile complexe a fost obtinuta
de Graham, Kohr si Pfaltzgraff [48], in cazul familiei compacte ®,,(.S), unde ®,, este operatorul
de extensie Roper-Suffridge [101]. Graham, Hamada, Kohr si Kohr [41] si Schleissinger [106] au
obtinut generalizdri ale rezultatelor de mai sus in cazul aplicatiilor care admit reprezentare para-
metrici pe B”. Intr-adevir, autorii din [41] au demonstrat ci dacd f este un punct extrem pentru
familia compacti S°(B"™) a aplicatiilor biolomorfe normate care admit reprezentare parametrici
pe B", si dacd f(z,t) este un lant Loewner astfel incat f = f(-,0) si {e ' f(-, %) }+>0 este fami-
lie normali pe B™, atunci e~ f(-, ) este un punct extrem al familiei S°(B"), pentru ¢ > 0. De
asemenea, Graham, Hamada, Kohr si Kohr [41] au demonstrat cd dacd f este un punct suport al
lui S°(B™) si f(z,t) este un lant Loewner astfel incat f = f(-,0) si {e " f(-, ) }+>0 este familie
normald pe B™, atunci existi tg > 0 astfel incit e ! f(-, t) este un punct suport al familiei S°(B"),



X Introducere

pentru 0 < ¢ < tp. Schleissinger [106] a demonstrat recent cd acest rezultat are loc, oricare ar fi
t € [0,00).

Muir si Suffridge [84] au considerat diferite caracterizéri ale punctelor extreme pentru aplicatii
convexe pe B". Pe de altd parte, Muir [83] a considerat puncte extreme si puncte suport pentru
submultimi compacte asociate unei familii generale de operatori de extensie. Recent, Voda [112]
a studiat puncte extreme asociate familiei Carathéodory M si a gésit diferente intre structura lui
M 1in cazul unei, respectiv mai multor variabile complexe.

e Capitolul 5 considerd puncte extreme si puncte suport asociate familiei compacte SS(B”),
unde g : U — C este o functie univalenta care verificd anumite conditii naturale. Diferite
aplicatii si consecinte vor fi obtinute. Vom considera de asemenea puncte extreme si puncte
suport asociate operatorilor de extensie care pastreazi lanturi Loewner. in particular, vom
considera puncte extreme si puncte suport asociate familiei compacte W,,(S9(5B")), unde
W, este operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge [91]. Acest capitol contine rezultate
originale obtinute de Chirila, Hamada si Kohr [18] si Chirila [17]. Acestea generalizeaza
rezultatele lui Pell [87] si Kirwan [61] in cazul mai multor variabile complexe si continud

cercetarea obtinutd in [41], [48], [106].

In Sectiunea 5.1 amintim notiunile de puncte extreme si puncte suport pentru submultimi
compacte ale lui H(B™), unde B" este bila unitate Euclidiani in C™. In Sectiunea 5.2 consi-
deram puncte extreme asociate familiei compacte Sg (B™). Rezultatele principale prezentate
in aceastd sectiune sunt Lema 5.2.1, Teorema 5.2.2, Propozitia 5.2.3.

In Sectiunea 5.3 considerim puncte suport asociate familiei compacte Sg(B"). Vom obtine
de asemenea o generalizare la n-dimensiuni a unui principiu extremal obginut de Kirwan
si Schober [62] (a se vedea de asemenea [104]). Rezultatele principale din aceastd sectiune
sunt Teoremele 5.3.1, 5.3.3, Lema 5.3.4, Corolarul 5.3.5.

In Sectiunea 5.4 considerim puncte extreme si puncte suport asociate familiei compacte
®(S9(B™)), unde ® : LS, (B") — LS, +1(B"1) este un operator de extensie care pas-
treazi lanturi Loewner. In particular, considerdm puncte extreme si puncte suport asociate
familiei compacte ¥, (S9(B")), unde W,, este operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge.
Rezultatele principale prezentate in aceastd sectiune sunt Lemele 5.4.2, 5.4.4, Teoremele
54.3,54.5.

Rezultatele originale prezentate in aceasti tezd au fost publicate in urmatoarele lucriri:

e T. Chirila, An extension operator associated with certain g-Loewner chains, Taiwanese J.
Math. (ISI), 17, no. 5 (2013), 1819-1837.

e T. Chirila, Analytic and geometric properties associated with some extension operators,
Complex Var. Elliptic Equ. (ISI), to appear, doi.org/10.1080/17476933.2012.746966.

o T. Chirila, Subclasses of biholomorphic mappings associated with g-Loewner
chains on the unit ball in C", Complex Var. Elliptic Equ. (ISI), to appear,
doi.org/10.1080/17476933.2013.856422.
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T. Chirila, An extension operator and Loewner chains on the Euclidean unit ball in C",
Mathematica (Cluj), 54 (77) (2012), 116-125.

T. Chirila, An extension operator and Loewner chains on some Reinhardt domains in C",
Advances in Mathematics: Scientific Journal 1 (2012), 139-145.

T. Chirila, Extension operators that preserve geometric and analytic properties of biholo-
morphic mappings, in "Topics in Mathematical Analysis and Applications", L. Toth and Th.
M. Rassias, Eds., Springer, 2014, to appear.

T. Chirila, Extreme points associated with certain extension operators, in preparation.

T. Chirila, H. Hamada, G. Kohr, Extreme points and support points for mappings with g-
parametric representation in C", submitted.

Rezultatele originale prezentate in aceastd tezd au fost comunicate la urmétoarele conferinte
internationale:

26.08-30.08.2013, 9th International Symposium on Geometric Function Theory and Appli-
cations (GFTA 2013), Isik University, Istanbul, Turkey; comunicarea: Geometric properties
of certain extension operators.

27.06-30.06.2013, Joint International Meeting of the AMS and the Romanian Mathema-
tical Society, Alba Iulia, Romania; comunicarea: A subclass of biholomorphic mappings
generated by g-Loewner chains.

27.08-31.08.2012, International Symposium on Geometric Function Theory and Applica-
tions (GFTA 2012), Ohrid, R. Macedonia; comunicarea: Geometric properties associated
with generalized Roper-Suffridge extension operators.

26.06-30.06.2012, International Conference on Complex Analysis and Related Topics, the
13th Romanian-Finnish Seminar, Ploiesti, Romania; comunicarea: Extension operators and
g-Loewner chains.

9.02-12.02.2012, 9th Joint Conference on Mathematics and Computer Science, Si6fok,
Hungary; comunicarea: An extension operator and Loewner chains on the Euclidean unit
ball in C".

4.09-8.09.2011, International Symposium on Geometric Function Theory and Applications
(GFTA 2011), Cluj-Napoca, Romania; comunicarea: Extension operators that preserve ge-
ometric properties on the unit ball in C™.
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Cuvinte cheie

Aplicatie biolomorfa, aplicatie convexd, aplicatie g-aproape stelatd de ordinul «, aplicatie g-
spiralatd de tipul «, aplicatie g-stelatd, aplicatie spiralata, aplicatie stelatd, ecuatia diferentiald Lo-
ewner, g-lant Loewner, g-reprezentare parametricd, lantf Loewner, operator de extensie, operatorul
de extensie Roper-Suffridge, punct extrem, punct suport, reprezentare parametricd, subordonare.
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Capitolul 1

Functii univalente in planul complex

In acest capitol prezentim rezultate generale privind functiile univalente de o variabild com-
plexa. Aceste rezultate vor fi utile in urmatoarele capitole ale tezei. Ne vom referi la notiunea de
subordonare si vom aminti rezultate principale privind familia Carathéodory a functiilor olomorfe
cu partea reald pozitiva pe discul unitate. Vom prezenta diferite proprietati clasice ale functiilor
univalente de o variabild complexd. De asemenea, vom reaminti notiunea de aplicatie conforma,
si vom prezenta teorema lui Riemann, care aratd echivalenta conforma a domeniilor simplu co-
nexe din C. Aceasta teorema reprezinta unul din cele mai importante rezultate din teoria functiilor
univalente de o variabild complexa, care nu are loc in C", n > 2.

Vom considera clasa S a functiilor univalente pe discul unitate U, normate prin conditiile
f(0) = 0si f/(0) = 1, oricare ar fi f € S, si vom prezenta rezultate principale privind aceastd
clasd. Vom considera de asemenea subclase speciale de functii univalente pe U, cum ar fi functiile
stelate, convexe, spiralate, si aproape convexe. Aceste subclase de functii univalente au caracte-
rizdri geometrice si analitice. Ne vom referi de asemenea la diferite raze de univalentd asociate
clasei S si diferitelor subclase ale acesteia.

Vom prezenta rezultate generale din teoria lanturilor Loewner 1n planul complex. Aceasta te-
orie reprezintd una din cele mai importante directii in studiul functiilor univalente. Vom reaminti
rezultate clasice privind lanturile Loewner si ecuatia diferentiald Loewner. Diferite aplicatii ale
teoriei lanturilor Loewner vor fi de asemenea considerate.

Sursele bibliografice principale folosite in pregétirea acestui capitol sunt [20], [26], [37], [44],
[57], [66], [68], [81], [93].

1.1 Rezultate generale privind functiile olomorfe

Incepem aceastd sectiune prin a aminti notatii si rezultate preliminare ce vor fi folosite pe
parcursul acestei teze. Pentru mai multe detalii, a se vedea [57], [66], [68], [99], [105], sursele
bibliografice principale folosite In pregatirea acestei sectiuni.
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Fie C planul complex, C* = C \ {0}, si fie Coc = C U {00} planul complex extins. Fie
U(zo;r) ={2€C:|z—2| <7}

discul de centru 2y € C sirazd r. De asemenea, fie

U(zo;r7) ={2€C:|z—2| <1}
discul inchis de centru zg si razd r, si fie
OU(zp;1) ={2€C:|z—2| =1}

cercul de centru zg si razd r. Discul U(0, ) se noteaza cu U,, iar discul unitate U; se noteazi cu
U.

Fie 2 C C o multime deschisd. Notam cu H (£2) multimea functiilor olomorfe definite pe 2
cu valori in C. Functiile olomorfe pe intreg planul complex se numesc intregi.

In continuare prezentim proprietiti elementare ale functiilor olomorfe care vor fi utile in ur-
matoarele sectiuni (a se vedea de exemplu [57], [66], [68]). Urmaitorul rezultat poartd numele de
teorema aplicatiei deschise pentru functii olomorfe (a se vedea de exemplu [57], [66]).

Teorema 1.1.1 Fie Q2 C C un domeniu si fie f : Q2 — C o functie olomorfd neconstantd. Atunci
f(82) este un domeniu in C.

Un alt rezultat important in teoria functiilor olomorfe este dat de teorema maximului modulului
(a se vedea de exemplu [57], [66], [68]).

Teorema 1.1.2 Fie Q un domeniu in C si fie f : Q0 — C o functie olomorfd. Dacd existd zy € €}
astfel incat

£ (20)| = max{|f(2)] : z € 2},

atunci f este constantd pe §Q.

O aplicatie importantd a teoremei maximului modulului este datd de lema lui Schwarz (a se
vedea de exemplu [57], [66], [68]).

Corolarul 1.1.3 (lema lui Schwarz) Dacd f este o functie olomorfi pe U astfel incdt f(0) = 0
si|f(z)| <1, ze€U, atunci |f(z)| < |z|, z € U, si | f(0)| < 1. Dacd existid zy € U \ {0} astfel
incat | f(z0)| = |z0|, sau daca | f'(0)| = 1, atunci existid ¢ € C astfel incat |c| = 1 si f(z) = cz,
zeU.

In continuare reamintim notiunile de familie local uniform mirginiti si familie normald, si
prezentam legdtura dintre aceste doud notiuni In cazul familiilor de functii olomorfe (a se vedea
de exemplu [57], [66]).
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Definitia 1.1.4 Fie Q2 o multime deschisd din C. De asemenea, fie 7 C H({2). Spunem cid F este
local uniform mdrginitd daca pentru orice K C § existd o constantd M = M (K) > 0 astfel incét
| fllx < M, oricare ar fi f € F,unde ||f|| x = max{|f(z)|: z € K}.

Definitia 1.1.5 Fie 2 o multime deschisa din C. De asemenea, fie ¥ C H({2). Spunem cd F
este familie normald (relativ compactd) daca orice sir { fx }reny C F contine un subsir convergent
uniform pe compacte in 2.

Urmaitorul rezultat obtinut de Montel aratd cd Definitiile 1.1.4 si 1.1.5 sunt echivalente (a se
vedea de exemplu [57], [66], [68]).

Teorema 1.1.6 (teorema lui Montel) Fie 2 C C o multime deschisd si fie F C H(Q)). Atunci F
este familie normald dacd §i numai dacd F este local uniform mdrginitd.

Rezultatul precendent poate fi generalizat In cazul mai multor variabile complexe (a se vedea
[63], [85]). Pe baza teoremei lui Montel si a binecunoscutei caracterizari a compactitdtii in spatii
metrice, urmatorul rezultat are loc (a se vedea de exemplu [66]). Acest rezultat are de asemenea
loc 1n cazul mai multor variabile complexe (a se vedea [63], [85], [98]).

Corolarul 1.1.7 Fie Q o multime deschisd din C. De asemenea, fie F C H (). Atunci F este
compactd dacd si numai dacd F este local uniform mdrginitd §i inchisd.

1.2 Subordonare. Functii olomorfe cu partea reala pozitiva

In aceastd sectiune prezentim notiunea de subordonare in planul complex, precum si pro-
prietdti importante ale functiilor olomorfe cu partea reald pozitiva pe discul unitate U. Sursele
bibliografice principale folosite pe parcursul acestei sectiuni sunt [81] si [93].

Pentru inceput reamintim definitia subordondrii (a se vedea de exemplu [80], [81]).

Definitia 1.2.1 Fie f,g € H(U). Spunem ci f este subordonatd lui g (si scriem f < g) daca
existd o functie Schwarz v (adica, v € H(U) si |v(2)| < |z, z € U) astfel incat f(z) = g(v(z)),
zeU.

Dacad g este univalentd (olomorfa si injectivd) pe U, atunci urmdtoarea caracterizare a subor-
dondrii are loc (a se vedea de exemplu [81], [93]).

Teorema 1.2.2 Fie f,g € H(U) astfel incdt g este univalentd pe U. Atunci f < g dacd §i numai
dacd f(0) = g(0) si f(U) € g(U).

Observatia 1.2.3 Urmadtorul rezultat poartd numele de principiul subordondrii (a se vedea de
exemplu [81], [93]): dacd f,g € H(U) astfel incat f(0) = ¢(0), g este univalentd pe U, si
f(U) C g(U), atunci f(U,) C g(U,), oricare ar fi r € (0,1).
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In continuare reamintim clasa Carathéodory a functiilor olomorfe cu partea reald pozitivi pe
discul unitate (a se vedea [44], [81], [93]):

P={pe HU):p(0)=1,Rep(z) >0,z € U}.

Aceastd clasd joacd un rol important Tn caracterizarea unor clase speciale de functii univalente pe
discul unitate, cum ar fi functiile stelate, convexe, spiralate, precum si in studiul lanturilor Loewner
si ecuatiei diferentiale Loewner.

Vom prezenta urmétoarea teoremd de deformare si distorsiune pentru clasa P (a se vedea de
exemplu [81], [93]).

Teorema 1.2.4 Dacd p € P, atunci urmdtoarele relatii au loc

1+ |z|
1— 2]

< Rep(z) < Ip(2)] <

,z€eU,

(i) Ip'(2)] < T’Tjﬁ < el

Aceste inegalitdfi sunt exacte, iar egalitatea are loc pentru p(z) = %fﬁj z € U, unde A € C,
Al = 1.

Incheiem aceasti sectiune cu urmitoarele delimitiri exacte ale coeficientilor clasei P, obtinute
de Carathéodory (a se vedea de exemplu [81]).

Teorema 1.2.5 Fie p € P astfel incat p(z) = 1+ > 02 pp2", z € U. Atunci |pp| < 2, n > 1.

Acest rezultat este exact §i egalitatea are loc pentru p(z) = }fiz, zeU XeC, A =1

1.3 Rezultate generale privind functiile univalente

In aceasti sectiune prezentim proprietiti clasice si binecunoscute ale functiilor univalente de
de o variabild complexd. De asemenea, reamintim notiunea de echivalentd conforma si prezentdm
teorema lui Riemann, unul din cele mai importante rezultate din teoria functiilor univalente. Pentru
mai multe detalii privind functiile univalente, a se vedea [26], [37], [44], [57], [68], [93], sursele
bibliografice principale folosite pe parcursul acestei sectiuni.

incepem prin a defini functiile univalente (a se vedea de exemplu [57], [66], [93]).

Definitia 1.3.1 Fie (2 un domeniu din C si fie f : Q — C. Functia f se numeste univalentd pe €2
daci f este olomorfi si injectiva pe €.
Notdm prin H,(£2) multimea functiilor univalente pe €2.

Urmadtorul rezultat asigurd o conditie necesard de univalentd (a se vedea de exemplu [57],
[66]). Teorema 1.3.2 nu asigurd Tnsd o conditie suficientd de univalentd.
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Teorema 1.3.2 Fie Q) un domeniu din C gi fie f € H,,(Q). Atunci f'(z) #0, z € Q.

Urmatorul rezultat, obtinut de Alexander, Noshiro, Warschawski si Wolff (a se vedea de exem-
plu [44], [81]), asigurd o conditie suficientd de univalentd pentru functiile olomorfe pe domenii
convexe din C.

Teorema 1.3.3 Fie Q C C un domeniu convex si fie f € H(Q). Dacd Re f'(z) > 0, z € Q,
atunci f este univalentd pe €.

Urmaétoarea generalizare a Teoremei 1.3.3 a fost obtinutd de Ozaki si Kaplan [59]. Acest re-
zultat joacd un rol important n definirea aproape convexitatii, dupd cum vom vedea intr-o sectiune
ulterioara.

Teorema 1.3.4 Fie 2 C C un domeniu. De asemenea, fie f,g € H(Q) astfel incat g € H, () si
g(Q) este un domeniu convex din C. Dacd

Re [;’8] >0, 2€Q,

atunci f € H,(Q).

In continuare prezentim citeva exemple importante de functii univalente (a se vedea de exem-
plu [66], [81], [93]).

z
Exemplul 1.3.5 Fie f : U — C definitd prin f(z) = a7 z € U. Atunci f este univalentd
—z

pe U si transformd discul unitate U in C \ {¢ € C : Re¢ < —1/4, Im( = 0}. Functia f
se numeste functia lui Koebe (a se vedea de exemplu [26], [44], [93]). Dupa cum vom vedea in
urmadtoarele sectiuni, aceastd functie joaca un rol important in multe rezultate extremale din teoria
functiilor univalente.

Mai mult, fie fy : U — C definita prin fy(z) = ,unde 6 € R. Observim ci fj

z
(1 — elf 2)2
este o rotatie de unghi —6 a functiei f, deoarece fy(z) = e f(e"%), 2 € U. Prin urmare fj este
univalentd pe U si transforma discul unitate U in planul complex cu o tdieturd spre oo ce porneste
din punctul (—1/4)e™% (a se vedea de exemplu [26], [44], [93]).

Urmatorul rezultat, cunoscut ca si teorema lui Hurwitz, este util in diferite aplicatii privind
functiile univalente (a se vedea de exemplu [26], [57], [66], [93]).

Teorema 1.3.6 (vezi de exemplu [57]) Fie Q un domeniu din C i fie { fi}ren un sir de functii
univalente pe () astfel incdt fi, — f uniform pe compacte in ). Atunci f este sau constantd, sau
univalentd pe Q.
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In continuare prezentdm notiunea de conform echivalenta a domeniilor din C, precum si un
rezultat fundamental privind aceastd notiune, teorema lui Riemann (a se vedea pentru detalii, [2],
[26], [57], [66], [93], [99D).

Definitia 1.3.7 Fie €2y si {22 domenii din C si fie f : ;1 — (5. Spunem ca f este aplicatie
conformd dacd f este univalentd pe Qy si f(€;) = Q. In acest caz, domeniile ; si Qs se
numesc conform echivalente (a se vedea de exemplu [2], [57]).

Un rezultat fundamental in teoria functiilor univalente este dat de teorema lui Riemann. Pentru
mai multe detalii si aplicatii, a se vedea [2], [86], [99], [105].

Teorema 1.3.8 (vezi de exemplu [44], [57]) Fie Q2 un domeniu simplu conex din C astfel incat
Q # C. Atunci Q) §i discul unitate U sunt conform echivalente. Mai mult, dacd zy € § este un
punct dat, atunci existd o unicd aplicatie conformd f a lui Q@ pe U astfel incdt f(zy) = 0 i
f/(ZO) > 0.

Urmatoarea proprietate privind conform echivalenta domeniilor simplu conexe din C este o
consecintd a Teoremei 1.3.8 (a se vedea de exemplu [57], [66]).

Corolarul 1.3.9 Orice doud domenii simplu conexe din C si diferite de C sunt conform echiva-
lente.

1.4 Familii de functii univalente normate pe discul unitate

In aceastd sectiune ne referim la diferite subclase de functii univalente pe discul unitate. Vom
prezenta clasa S a functiilor univalente normate pe U, clasa S* a functiilor stelate In raport cu
originea si normate, clasa K a functiilor convexe normate. Ne vom referi la clasa functiilor aproape
convexe, clasa functiilor stelate si convexe de ordinul «, clasa functiilor spiralate de tipul -y si clasa
functiilor aproape stelate de ordinul . Vom vedea ca majoritatea acestor subclase ale lui S au
caracterizdri analitice si geometrice.

Sursele bibliografice principale folosite pe parcursul acestei sectiuni sunt [26], [44], [81], [93].

14.1 Clasa S

In continuare considerdm clasa S a functiilor univalente normate pe discul unitate. Alegerea
discului unitate este justificatd de teorema lui Riemann. Asadar, studiul functiilor univalente pe
domenii simplu conexe din C poate fi redus la discul unitate.

Definitia 1.4.1 ([26], [93]) Fie S clasa functiilor univalente f pe discul unitate U, normate prin
conditiile f(0) = 0si f/(0) = 1. Asadar,

S={feH,(U): f(0)=f(0)—1=0}
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Orice functie f € S are dezvoltarea 1n serie de puteri
o0
fiz)=z+ Zakzk, zeU.
k=2

In continuare reamintim proprietiti clasice ale functiilor din clasa S.
Teorema 1.4.2 prezintd estimarea exactd a coeficientului al doilea al functiilor din clasa S.
Acest rezultat a fost obtinut de L. Bieberbach [6].

oo
Teorema 1.4.2 Dacd f(z) = z+z apz® € S, atunci |ay| < 2. Egalitatea |as| = 2 are loc dacd

k=2
si numai dacd f este o rotatie a functiei lui Koebe.

Pornind de la inegalitatea |as| < 2 pentru functiile din clasa S, Bieberbach [6] a formulat in
1916 urmdtoarea conjecturd, care a fost demonstratd de L. de Branges 1n 1985 [7]:

Conjectura 1.4.1 (conjectura lui Bieberbach) Dacd f € S are dezvoltarea in serie de puteri
o

f(z) =2+ Zakzk, atunci |a| < k, k > 2. Egalitatea |ay| = k, k > 2, are loc dacd i numai
k=2
dacd f este o rotatie a functiei lui Koebe.

O aplicatie a Teoremei 1.4.2 este data de feorema de acoperire a lui Koebe-Bieberbach pentru
clasa S (a se vedea de exemplu [26], [93]).

Teorema 1.4.3 Fie f € S. Atunci f(U) 2 Uy 4.

In continuare prezentim teorema de deformare si distorsiune pentru clasa S (a se vedea de
exemplu [26], [37, I p. 65], [93]). Acest rezultat reprezintd o altd aplicatie a Teoremei 1.4.2.

Teorema 1.4.4 ([6]) Dacd f € S, atunci urmdtoarele inegalitdfi exacte au loc:

Nl 2|
(i) e 1f(2)] < a2 2 €Y
L L= , 1+ ||
L=z |2f(R)] _ 1A
iii , z €U
T = ey | = T

Egalitatea in fiecare din relatiile de mai sus are loc dacd §i numai dacd f este o rotatie a functiei
lui Koebe.
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Folosind Teorema 1.4.4 si Corolarul 1.3.6, precum si caracterizarea submultimilor compacte
ale lui H(U), obtinem faptul ca S este compacta (a se vedea de exemplu [81]).

Corolarul 1.4.5 S este o submultime compactd a lui H(U).

Observam cd relatia (i) a Teoremei 1.4.4 asigurd o conditie necesard, dar nu si suficientd de
univalentd. Conditii necesare si suficiente de univalenta pot fi gésite in [28], [62] , [70] (a se vedea
de asemenea [44] si citdrile aferente).

1.4.2 Clasa S(M)
1.4.3 Functii stelate

In continuare considerdm clasa S* a functiilor stelate normate pe discul unitate. Vom prezenta
de asemenea clasa functiilor stelate de ordinul «.. Diverse proprietdti privind functiile stelate pot fi
gdsite in [26], [37], [44], [81], [93].

Definitia 1.4.6 ([81]) Fie f € H(U) astfel incat f(0) = 0. Functia f se numeste stelatd dacd f
este univalentd pe U si f(U) este un domeniu stelat in raport cu originea.

In continuare prezentdm caracterizarea analitica a stelaritdtii (a se vedea de exemplu [26], [44],
[81], [93]).

Teorema 1.4.7 ([26], [93]) Fie f € H(U) astfel incar f(0) = 0. Atunci f este stelatd dacd §i

numai dacd f'(0) # 0 si
Re [ZJJ:(S)] >0, zeU.

Fie S* clasa functiilor stelate normate pe U.

Observatia 1.4.8 Teorema de deformare si distorsiune pentru clasa S (Teorema 1.4.4) are de ase-
menea loc pentru clasa S* (a se vedea de exemplu [78], [81]). Mai mult, conjectura lui Bieberbach
are de asemenea loc pentru clasa S* (a se vedea de exemplu [78], [81]).

Functii stelate de ordinul o

In continuare prezentim clasa S} a functiilor stelate de ordinul «. Pentru mai multe detalii si
aplicatii, a se vedea [37], [100].

Definitia 1.4.9 ([100]) Fie « € [0, 1). Clasa functiilor stelate de ordinul « este definitd prin

S = {f e H(U): £(0) =0, f(0) = 1,Re [ZJ{(S)} >a,z€ U}.
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Observam cd S}, C S*, o € [0, 1), 51 S5 = S™.
Are loc urmitoarea legdturd intre clasele S}, si S* (a se vedea de exemplu [81]).

Teorema 1.4.10 Fie o € [0,1). Functia f € S}, dacd si numai dacd g € S*, unde g(z) =

L o

11—«
] . Alegem ramura functiei putere astfel incat [ =1.
z z

z=0

Din Teorema 1.4.10 obtinem teorema de deformare pentru clasa S, « € [0, 1) (a se vedea de
exemplu [37, I p. 140], [44], [81]).

Teorema 1.4.11 Dacd f € S}, a € [0,1), atunci

2]

—(1 — \z|)2(1_0‘)’ ze U

(1—1—\,’;[)‘2(1—0‘) <[f(2)] <

Aceste inegalitdti sunt exacte.

1.4.4 Functii convexe si aproape convexe

In aceastd sectiune considerim clasa K a functiilor convexe normate pe discul unitate. In a
doua parte a acestei sectiuni, vom prezenta de asemenea clasa functiilor convexe de ordinul «,
respectiv clasa functiilor aproape convexe.

Alte detalii privind functiile convexe si aproape convexe pe discul unitate pot fi gisite in [26],
[37], [44], [81], [93].

Functii convexe

Definitia 1.4.12 ([81]) Fie f : U — C o functie olomorfa. Functia f se numeste convexd daca f
este univalentd pe U si f(U) este un domeniu convex.

In continuare prezentim caracterizarea analitici a convexititii pe discul unitate (a se vedea de
exemplu [26], [81], [93]).

Teorema 1.4.13 ([26], [93]) Dacd f € H(U), atunci f este convexd dacd si numai dacd f(0) #
0 si

2f"(2)
f'(2)

Notiam cu K clasa functiilor convexe normate pe U. Asadar, K C S* C S.
Vom prezenta teorema de deformare si distorsiune pentru clasa K (a se vedea de exemplu [78],

[811).

(1.4.1) Re [1 + ] >0, zeU.

Teorema 1.4.14 Dacd f € K, atunci urmdtoarele relatii au loc



10 1. Functii univalente in planul complex

2|

> EU;
1—|z :

<|f(2)] <

1 1

5 < f(2)] <

)

2,ZGU.

(1= 12])

z
Aceste inegalitdfi sunt exacte si egalitatea are loc intr-un punct diferit de 0 pentru f(z) = 1w
— Az

AeC, [N =1

Pe baza Teoremelor 1.4.7 si 1.4.13, obtinem teorema de dualitate a lui Alexander, care aratd
legdtura dintre clasele S* si K (a se vedea de exemplu [81]). Observam ca acest rezultat nu poate
fi generalizat in cazul aplicatiilor convexe normate pe bila unitate Euclidiana B” in C™ (a se vedea
[110]; a se vedea de asemenea, de exemplu [44] si [101]).

Teorema 1.4.15 Fie f € H(U) astfel incat f(0) = 0. Atunci functia f este convexd pe U dacd si
numai dacd functia F(z) = zf'(2) este stelatd pe U.

In continuare considerdm estimari exacte privind coeficientii clasei K.

Teorema 1.4.16 ([78]) Fie f(z) = z + > oo, an2", astfel incat f apartine clasei K. Atunci
lan| < 1, n > 2. Aceste estimdri sunt exacte §i egalitatea |a,| = 1, n > 2, are loc dacd si numai
z

1—X2

dacd f(z) = AeC, [N =1

Urmatorul rezultat aratd legdtura dintre clasele K si S7,,. Acest rezultat a fost obtinut de A.
Marx si E. Strohhécker (a se vedea de exemplu [44], [81]).

Teorema 1.4.17 Dacd f € K, atunci f € S} /2 Acest rezultat este exact.

O generalizare a rezultatului precedent la mai multe dimensiuni a fost obtinuta in [22] si [64].

Functii convexe de ordinul o
In continuare prezentim notiunea de convexitate de ordinul o [100].

Definitia 1.4.18 ([100]) Fie f : U — C o functie olomorfd. Spunem ca f este convexd de ordinul
a € [0,1) dacd f'(0) # 0si

2f"(2)
f'(z)
Notam cu K () clasa functiilor convexe de ordinul « si normate pe U. Evident, K («) C K,
pentru o € [0, 1), si K(0) = K.
Urmaitoarea generalizare a Teoremei 1.4.17 a fost obtinutd de Jack (a se vedea de exemplu
[44]). Acest rezultat nu este exact. Pentru un rezultat exact, a se vedea de exemplu [80]. O genera-
lizare a acestui rezultat la C™ a fost obtinuta in [22] si [64].

Re[l—l— }>a,zeU.
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Teorema 1.4.19 Dacd f € K(a), a € [0,1), atunci f € Sj, unde

— —1)2
(1.4.2) 5—ﬂW)=2a 1+VEM1)+8'

Urmitoarea legéturd dintre clasele K (), a € [0,1), si S* este utild in aplicatii (a se vedea de
exemplu [44], [81]).

Teorema 1.4.20 f € K(«) dacd si numai dacd g € S*, unde g(z) = z(f’(z))ﬁ, zeU.

1
Alegem ramura functiei putere astfel incat (f'(z))T-o|,—0 = 1.

Functii aproape convexe

In continuare prezentim o alti subclasi importantd de functii univalente pe discul unitate U,
clasa functiilor aproape convexe. Mai multe detalii privind aproape convexitatea pot fi gésite in
[26], [44], [81], [93].

Urmatoarea definitie a fost considerata de Kaplan [59].

Definitia 1.4.21 Functia f € H(U) se numeste aproape convexd daci existd o functie g convexa

pe U astfel Incit
/!
Re [f/(z)] >0, zeU.
9'(2)

Observam cd orice functie aproape convexa este univalentd pe U, pe baza Teoremei 1.3.4.
Notam cu C clasa functiilor aproape convexe normate pe U. Urmitoarea relatie de incluziune
are loc:

KcS*cCccs.

Vom prezenta o caracterizare geometricd importantd a functiilor aproape convexe, obtinutd de
Kaplan [59] (a se vedea de asemenea [26], [93]).

Teorema 1.4.22 ([59]) Fie f : U — C o functie local univalentd normatd. Atunci f este aproape
convexd dacd si numai dacd

2 Zﬂ@q o ir
/7-1 Re [14— 702) dr > —m, z =re'"",

oricare ar fir € (0,1) si oricare ar fi 71, T2 € R astfel incat 0 < 175 — 11 < 27,

Coeficientii functiilor aproape convexe normate satisfac aceleasi estimdri ca si cele din con-
jectura lui Bieberbach (a se vedea de exemplu [44], [81]).
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1.4.5 Functii spiralate

Notiunea de spiralitate a fost definiti de L. Spagek [107] in 1932, si reprezinti o generalizare
a notiunii de stelaritate. Pentru mai multe detalii privind functiile spiralate, a se vedea de exemplu
[26], [44], [81], [93].

Pentru inceput, amintim notiunea de spiralitate de tipul v ([107]; a se vedea de asemenea [26],
[37, I p. 148], [81]).

Definitia 1.4.23 ([107]) O v-spirald logaritmicd (sau y-spirald), v € (—m/2,7/2), este o curba
in planul complex datd de
w(t) _ woe—(cos'y—isinw)t’ t eR,

unde wy € C*.
Un domeniu 2 C C care contine originea se numeste spiralat de tipul vy, v € (—7/2,7/2),

daci oricare ar fi wo € 2\ {0}, arcul de ~-spirald ce uneste punctul wy cu originea este inclus in
Q.

Definitia 1.4.24 ([107])

(i) Fie f € H(U) astfel incat f(0) = 0si fiey € (—n/2,7/2). Functia f se numeste spiralatd
de tipul y pe discul unitate U daca f este univalentd pe U si f(U) este un domeniu spiralat
de tipul ~.

(ii) Fie f € H(U) astfel incat f(0) = 0. Functia f se numeste spiralatd dacid existd v €
(—m/2,7/2) astfel incat f este spiralatd de tipul 7.

Se observa cd functiile spiralate de tipul O sunt stelate. Notdm cu 5’1 clasa functiilor spiralate
de tipul 7y si normate pe discul unitate, v € (—7 /2, 7/2). Prin urmare, S, C S.

In continuare prezentdm caracterizarea analiticd a functiilor spiralate ([107]; a se vedea de
asemenea [44], [81], [93]).

Teorema 1.4.25 ([107]) Fie f € H(U) astfel incat f(0) =0, f'(0) # 0, sifiey € (—7/2,7/2).

Atunci f este spiralatd de tipul v dacd si numai dacd

Re [e”z}féi;)} >0, z€U.

Urmatoarea teorema de dualitate intre clasele S™ si 5’7 furnizeaza exemple de functii spiralate
pe discul unitate (a se vedea de exemplu [44], [81]).

Teorema 1.4.26 Fie v € (—7/2,7/2) sifie 6 = e~ cos~. Atunci f € 5‘7 dacd §i numai dacd
1)
existd g € S* astfel incdt f(z) = z [g(z)] , 2 € U. Alegem ramura functiei putere astfel incdt
z

]

=1.
z=0
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1.4.6 Raze de univalenta asociate subclaselor lui S

In continuare consideram raze de univalenti asociate clasei S si unor subclase ale acesteia.
Pentru inceput, amintim conceptul de razd pentru o anumitd proprietate Tntr-o anumitd multime (a
se vedea de exemplu [37, II p. 84]; a se vedea de asemenea, de exemplu [44], [81]).

Definitia 1.4.27 Fiind date F o mulfime nevida a lui .S si proprietatea P pe care functiile din F o
satisfac sau nu in discul U,, raza proprietitii P in multimea F se noteazé cu Rp(F) si este cel mai
mare R astfel incat orice functie din F are proprietatea P pe fiecare disc U,, oricare ar fi » < R.

Notdm cu Rg-(F) raza de stelaritate a lui F, R (F) raza de convexitate, Rgx (F) raza de
stelaritate de ordinul o §i R 3, (F) raza de spiralitate de tipul -y a lui F.
Raza de convexitate a clasei S a fost obtinutd de Nevanlinna (a se vedea de exemplu [37]).

Teorema 1.4.28 Ry (S) =2 — /3.

Mai mult, R (S*) = 2 — /3 (a se vedea de exemplu [37, II p. 86]).
Raza de stelaritate a clasei S a fost obtinutd de Grunsky (a se vedea de exemplu [37]).
T e/2-1

Teorema 1.4.29 Rg-(S) = tanh 1o ~ 0.66.

1.5 Teoria lanturilor Loewner in planul complex

In aceasti sectiune considerdm rezultate clasice din teoria lanturilor Loewner si ecuatiei di-
ferentiale Loewner pe discul unitate in C. Vom prezenta de asemenea diferite aplicatii ale teoriei
lanturilor Loewner la studiul functiilor univalente, cum ar fi criterii de univalentd si caracteriza-
rea analiticd a unor subclase importante ale lui S folosind lanturi Loewner. Generalizarea acestor
rezultate in cazul mai multor variabile complexe va fi discutatd in urmédtorul capitol. Rezultatele
prezentate 1n aceasta sectiune vor fi utile Tn demonstrarea rezultatelor principale ale acestei teze.

Sursele bibliografice principale folosite n aceastd sectiune sunt [20], [26], [44], [81], [93],
[103].

1.5.1 Rezultate generale privind lanturile Loewner

Incepem aceasti sectiune prin a defini lanturile univalente de subordonare (a se vedea [93]; a
se vedea de asemenea [44], [81]).

Definitia 1.5.1 ([93]) Functia f : U x [0,00) — C se numeste lanf Loewner (lant univalent
normat de subordonare) dacd f (-, t) este univalentd pe U, f(0,t) = 0, f'(0,¢) = €, pentru t > 0,
sif(-,8) < f(-,t),pentru0 < s <t < oo.

Aici £/(0,) = 9L(0,1).

Conditia de subordonare de mai sus este echivalenta cu faptul cd existd o unica functie Schwarz
univalentd v = v(z, s, t), numita functia de tranzitie asociata lui f(z,t), astfel incat

f(zvs):f(v(zvs»t)vt)a ZGU, t>s2>0.
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Observam cd dacd f(z,t) este lant Loewner, atunci f(-,0) € S. Urmatoarea teorema arata
ci orice functie din clasa S se scufunda intr-un lant Loewner. Acest rezultat a fost obtinut de
Pommerenke [93].

Teorema 1.5.2 Oricare ar fi f € S, existd un lant Loewner f(z,t) astfel incat f(z) = f(z,0),
zeU.

De acum 1nainte, daca f este o functie olomorfa in raport cu z € U, si e de asemenea o functie
de aAlté variabild reald, notdm cu f’(z, -) derivata lui f in raport cu z. Asadar f'(z,-) = %(z, ).

In continuare reamintim rezultate principale privind ecuatia diferentiala Loewner pe discul
unitate. Urmédtoarea teoremd obtinutd de Pommerenke [93] aratd ca solutia problemei cu valori
initiale (1.5.1) genereaza un lant Loewner (a se vedea de asemenea, de exemplu [44], [81], [103]).

Teorema 1.5.3 ([93]) Fie p = p(z,t) : U x [0,00) — C o functie care verificd urmdtoarele
conditii:

(i) p(-,t) € P, oricare ar fit > 0;

(1) p(z,-) este o functie mdsurabild pe [0, 00), oricare ar fi z € U.

Atunci oricare ar fi z € U §i s > 0, problema cu valori initiale

0
(1.5.1) (91: = —ovp(v,t), ae. t > s, v(z,s,8) = z,
are o unicd solutie v(t) = v(z,s,t) = €'z + .... Mai mult, pentru s > 0 si 2 € U fixafi,

v(z, 8, -) este Lipschitz continud pe [s,0) local uniform in raport cu z. De asemenea, v(-,s,t)
este functie Schwarz univalentd pentru t € [s,00). In plus, oricare ar fi s > 0, limita

(1.5.2) f(z,5) = lim e'v(z,s,t)

t—o0
existd uniform pe orice compact din U, si f(z,s) este un lant Loewner, care verificd ecuatia
diferentiald
of /
E(Z’t) =zp(z,t)f'(z,t), ae. t>0,
oricare ar fi z € U.
Urmaitoarea teorema a fost obtinutd de Pommerenke (a se vedea [93]). Teorema 1.5.4 asigurd
o conditie necesara si suficientd pentru ca o functie f(z,t) sa fie lant Loewner. Acest rezultat

este foarte util in aplicatii si aratd ca lanturile Loewner sunt strins legate de ecuatia diferentiald
Loewner. Pentru mai multe detalii, a se vedea [44], [93] (a se vedea de asemenea [103]).

Teorema 1.5.4 ([93]) Functia f : U x [0,00) — C astfel incat f(0,t) =0, f'(0,t) =et, t >0,

este lant Loewner dacd si numai dacd urmdtoarele relatii au loc:

(i) Existar € (0,1) si o constantd M > 0 astfel incat f(-,t) este olomorfd pe U,, oricare ar fi
t >0, f(z,-) este local absolut continud pe [0, c0) local uniform in raport cu z € U,, si

If(z,t)| < Met, z€ U, t >0.
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(ii) Existd o functie p(z,t) astfel incat p(-,t) € P, oricare ar fit > 0, p(z, -) este mdsurabild pe
[0, 00), oricare ar fi z € U, si aproape pentru toti t > 0,

%(z,t} =2f'(z,)p(z,t), z € U,.

1.5.2 Lanturi Loewner si functii univalente pe discul unitate

In aceasta sectiune prezentdm caracterizarea unor subclase de functii univalente folosind lan-
turi Loewner (a se vedea de exemplu [44]). Vom prezenta de asemenea anumite criterii de univa-
lenta pe discul unitate, care au fost obtinute prin metoda lanfurilor Loewner.

Lanturi Loewner si subclase de functii univalente

Urmatoarea teorema prezintd caracterizarea stelaritdtii folosind lanturi Loewner (a se vedea
[93]).

Teorema 1.5.5 Fie f o functie olomorfd normatd pe U. Atunci f este stelatd dacd §i numai dacd
f(z,t)=¢€'f(z), z€U, t>0
este lant Loewner.

O generalizare a Teoremei 1.5.5 este prezentatd in urmatorul rezultat, care reprezintd caracte-
rizarea spiralitdtii de tipul y folosind lanturi Loewner (a se vedea [93]).

Teorema 1.5.6 Fie f o functie olomorfd normatd pe U i fie v € (—m/2,7/2). De asemenea, fie
a = tan~y. Atunci f este spiralatd de tipul v dacd si numai dacd

flz,t) = et p(9 ) 2 e U, >0
este lant Loewner.

Urmadtoarea teorema prezintd caracterizarea convexitdtii folosind lanturi Loewner.

Teorema 1.5.7 ([44], [93]) Fie f o functie olomorfd normatd pe U. Atunci f € K dacd §i numai
dacd

flz,t) = f(z)+ (&' = V)zf'(2), z€ U, t >0

este lant Loewner.
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Lanturi Loewner si criterii de univalenta pe discul unitate

Incheiem aceasti sectiune cu citeva aplicatii ale teoriei lanturilor Loewner la criterii de uni-
valentd pe discul unitate. Generalizarea acestor rezultate la mai multe variabile complexe va fi
discutatd in capitolul urmator. Urmdtorul rezultat a fost obtinut de Becker [5].

Teorema 1.5.8 Fie f : U — C o functie olomorfd normatd. Dacd

2 //(Z)

(1.5.3) (1—1z[?) 70

<1, zeU,

atunci f este univalentd pe U.

Urmatorul criteriu de univalenta a fost obtinut de Ahlfors si Becker (a se vedea [5]; a se vedea
de asemenea, de exemplu [44]).

Teorema 1.5.9 Fie f : U — C o functie olomorfd normatd. De asemenea, fie ¢ € C astfel incdt
le] <1, ¢ # —1. Dacd

2f"(2)
f'(2)

(112 +e2?| <1z €U
atunci f este univalentd pe U.

Observatia 1.5.10 Dacd alegem ¢ = 01n Teorema 1.5.9, obtinem conditia suficientd de univalenta
datorata lui Becker [5], data in Teorema 1.5.8.



Capitolul 2

Aplicatii biolomorfe de mai multe
variabile complexe

In acest capitol prezentim proprietiti clasice ale functiilor olomorfe si aplicatiilor olomorfe
in C™. Vom aminti un rezultat binecunoscut in teoria aplicatiilor olomorfe de mai multe variabile
complexe, care aratd cd bila unitate Euclidiana si polidiscul unitate in C" nu sunt biolomorfic echi-
valente pentru n > 2. Asadar teorema lui Riemann nu are loc in cazul mai multor variabile com-
plexe. Vom aminti rezultate clasice privind aplicatiile olomorfe in C”, ce vor fi utile In urmétoarele
sectiuni ale tezei. Vom prezenta rezultate elementare privind notiunea de subordonare, precum si
generalizarea la mai multe dimensiuni a clasei Carathéodory a functiilor cu partea reald pozitivad
pe discul unitate. Vom considera teoreme de deformare si distorsiune, precum si estimari ale co-
eficientilor pentru aceasta clasd, rezultate obtinute de Graham, Hamada si Kohr [38], Pfaltzgraff
[88], si Poreda [94]. Unul din cele mai importante rezultate in aceasta directie este compactitatea
familiei Carathéodory M. Acest rezultat a fost obtinut de Graham, Hamada si Kohr [38] 1n 2002,
si a influentat numeroase rezultate din teoria lanturilor Loewner de mai multe variabile complexe
(a se vedea [44]).

Vom studia de asemenea diferite subclase de aplicatii biolomorfe pe bila unitate Euclidiana
si polidiscul unitate in C™, cum ar fi aplicatiile stelate, convexe, spiralate, aproape stelate, si vom
prezenta proprietdti analitice §i geometrice ale acestora.

Vom aminti notiunea de lant Loewner si aplicatie de tranzitie asociatd acestuia n cazul mai
multor variabile complexe. Pe de altd parte, vom prezenta generalizarea ecuatiei diferentiale Lo-
ewner la mai multe variabile complexe, si legitura acesteia cu lanfurile Loewner. De fapt, ca si
in cazul unei variabile complexe, toate lanturile Loewner sunt determinate de ecuatia diferentiald
Loewner. Existd insd numeroase diferente Intre teoria lanturilor Loewner de una, respectiv mai
multe variabile complexe (a se vedea [44, Capitolul 8]). Vom prezenta aplicatii ale teoriei lanturi-
lor Loewner in caracterizarea anumitor subclase de aplicatii biolomorfe. Vom aminti de asemenea
criterii de univalenta pe bila unitate in C”, obtinute folosind teoria lanturilor Loewner in C™. Vom
considera clasa aplicatiilor care admit reprezentare parametricd pe bila unitate Euclidiand B™ in
C™. Aceasti clasd este analoaga clasei S la mai multe variabile complexe. Numeroase detalii si

17
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aplicatii ale teoriei lanturilor Loewner de mai multe variabile complexe pot fi gasite In principa-
lele lucréri ale lui Pfaltzgraff ([88] si [89]) si Poreda [96], precum si in monografiile lui Graham
si Kohr [44], si Curt [23].

2.1 Rezultate preliminare

Aceastd sectiune prezinta proprietdti elementare ale aplicatiilor olomorfe in cazul mai multor
variabile complexe. Rezultatele prezentate in aceastd sectiune sunt clasice si pot fi gasite in [63],
[69], [98], sursele bibliografice principale folosite in pregitirea acestei sectiuni. Aceste rezultate
vor fi utile in urmédtoarele capitole ale tezei.

2.1.1 Functii olomorfe in C"

Incepem aceasti sectiune prin a aminti rezultate binecunoscute privind functiile olomorfe de
mai multe variabile complexe.

Fie C™ spatiul de n variabile complexe z = (21, . .., z,) cu produsul scalar Euclidian (z, w) =
S, 2;W; si norma Euclideani ||z|| = (z,2)'/2. Fie a € C" i fie r > 0. Fie

j=1
B"(a,r) ={2€C": ||z —al <r}

bila deschisi de centru a si razi 7. Inchiderea lui B"(a, ) se noteazi cu B (a, r), iar frontiera se
noteazd cu 0B"(a,r). Vom nota B]' in loc de B"(0,r). Bila unitate deschisd B} se noteazd cu
B" si se numegte bila unitate Euclidiana in C™.
Polidiscul deschis P"(a, R) de centrua = (ay, ..., a,) € C" simultirazd R = (r1,...,7y,) €
R’} este definit prin
P*(a,R) =U(a1,r) x - x U(an,ry).

Daci ry = ... = r, = r, notdm acest polidisc prin P"(a,r). Polidiscul unitate P"(0,1) se
noteazd cu P". Evident, P" este bila unitate in C" in raport cu norma supremum, |[z|s =
maxj<;j<n ’Zj , a§adar

P ={z€C":||z]los < 1}.

Amintim cd Q C C" este un domeniu Reinhardt dacd, oricare ar fi (21,...,2,) € Qsi6; € R,
j=1,...,n,avem (¢!121,...,e"% z,) € Q (a se vedea de exemplu [44]).

Fie o submultime deschisi a lui C™. In continuare prezentim definitia functiilor olomorfe
pe €2 (a se vedea de exemplu [44], [69], [85]).

Definitia 2.1.1 Fie f : 2 — C o functie. Spunem ci f este olomorfd dacd f este continua pe {2 si
olomorf in fiecare variabila separat, adica, oricare ar fi w = (w1,...,w,) € Qsij=1,...,n,
functia de o variabild complexa

f(w17 s, W1, W41,y - - - ,U)n)
este olomorfd pe multimea deschisa

{C S C:(wl,...,wj,l,g,wj+1,...,wn) GQ}
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Hartogs a ardtat cd conditia de continuitate din Definitia 2.1.1 poate fi omisd, asadar orice
functie olomorfd in fiecare variabild seprarat (functie partial olomorfd) este olomorfd (a se vedea
de exemplu [10], [69]). Notdm cu H (£2, C) multimea functiilor olomorfe de la o multime deschisa
Q2 C C" 1a C. Functiile olomorfe pe intreg spatiul C™ se numesc intregi.

In continuare prezentim proprietiti clasice ale functiilor olomorfe ce vor fi utile in urmitoarele
sectiuni.

Urmatorul rezultat poartd numele de teorema aplicatiei deschise, si arata ca orice functie olo-
morfd neconstantd este deschisa (a se vedea de exemplu [63], [85]).

Teorema 2.1.2 Fie f : QO — C o functie olomorfd neconstantd, unde <) este un domeniu (multime
deschisd si conexd) in C". Atunci f(2) este un domeniu in C.

Observam ci rezultatul precedent nu are loc in cazul aplicatiilor olomorfe f : Q C C" — C™,
unde m > 1 (a se vedea de exemplu [98]). O generalizare a acestui rezultat are Tnsd loc 1n cazul
aplicatiilor local biolomorfe de la domenii in C" la C” (a se vedea [63]).

Teorema 2.1.3 este analoaga teoremei lui Montel in cazul mai multor variabile complexe (a se
vedea de exemplu [63], [85], [98]).

Teorema 2.1.3 (teorema lui Montel) Fie @ C C" o mulfime deschisd si fie F C H(Q,C).
Atunci F este familie normald dacd si numai dacd F este local uniform mdrginitd.

Ca si in cazul unei variabile complexe, are loc urmatoarea caracterizare a submulfimilor com-
pacte in H (2, C), unde 2 C C™ este o multime deschisi (a se vedea de exemplu [63], [85], [98]).
Acest rezultat va fi util in urmatoarele sectiuni.

Corolarul 2.1.4 Fie Q o multime deschisd in C" si fie F C H(Q2,C). Atunci F este compactd
dacd si numai dacd F este local uniform mdrginitd §i inchisd.

2.1.2 Aplicatii olomorfe in C"

In continuare prezentim cazul aplicatiilor olomorfe de la submultimi deschise ale lui C" la
C™,unde m > 1.

Pentru inceput, amintim notiunea de aplicatie olomorfa de la 0 multime deschisa in C™ la C™
(a se vedea de exemplu [44], [63], [69]).

Definitia 2.1.5 Fie (2 o submultime deschisa a lui C" si fie f : 2 — C™ o aplicatie, unde m > 1.
Spunem ca f este olomorfd daci fiecare componenti fi a lui f este o functie olomorfa de la 2 la
C,pentruk =1,...,m.

Notim cu H (€2) multimea aplicatiilor olomorfe de la 2 la C™.

Vom prezenta rezultate clasice din teoria aplicatiilor olomorfe din C". Urmétorul rezultat re-
prezintd o generalizare a principiului maximului modulului la aplicatii olomorfe (a se vedea de
exemplu [63], [85]). Considerdm spatiul C™ in raport cu o norma arbitrard || - ||.
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Teorema 2.1.6 Fie €2 un domeniu in C" gi fie f : Q0 — C™ o aplicatie olomorfd. Dacd existd
zo € Q astfel incat

1f (z0) [l = max{[| f(2)]| : 2 € 2},

atunci || f(2)|| este constant pe ).

O consecintd a Teoremei 2.1.6 este datd de urméitoarea generalizare a lemei lui Schwarz la
aplicatii olomorfe definite pe bila unitate in C" in raport cu o normé arbitrard (a se vedea de
exemplu [63], [85]).

Corolarul 2.1.7 (lema lui Schwarz) Dacd f : B™ C C" — C™ este o aplicatie olomorfi astfel
incat f(0) = 0si ||f(2)|| < 1, 2 € B™, atunci || f(2)| < ||z|, 2 € B™, si |Df(0)| < 1. Mai
mult, dacd existd zg € B™ \ {0} astfel incat || f(20)|| = ||z0l|, atunci || f({z0)| = ||¢20
ar fi ¢ € C astfel incat || < 1/||zo]|-

, oricare

In continuare prezentim notiunile de biolomorfie si univalenti in cazul mai multor variabile
complexe (a se vedea de exemplu [44], [63], [69], [85]). De asemenea, vom prezenta exemple de
aplicatii biolomorfe pe bila unitate B™ in C".

Definitia 2.1.8 Fie (2 C C" un domeniu si fie f : 2 — C™.

(1) Aplicatia f se numeste aplicatie biolomorfi daca f este o aplicatie olomorfa de la €2 la un
domeniu ' C C™si f are o inversi f~! care este olomorfi pe . In acest caz, domeniile
si Q' se numesc biolomorfic echivalente.

(ii) Spunem ci f este aplicatie univalentd dacé f este olomorfi si injectivi pe 2.

Ca si 1n cazul unei variabile complexe, notiunile de biolomorfie si univalentd sunt echivalente
(a se vedea de exemplu [85], [98]). Teorema 2.1.9 nu are 1nsa loc in cazul spatiilor Banach com-
plexe infinit dimensionale (a se vedea [110]).

Teorema 2.1.9 ([85], [98]) Fie Q C C™ un domeniu i fie f : Q@ — C" o aplicatie. Atunci f este
univalentd pe Q) dacd si numai dacd f este biolomorfd de la Q2 la f(Q).

Urmaétorul rezultat obtinut de Poincaré [92] arati cd, in cazul mai multor variabile complexe,
bila unitate Euclidiana si polidiscul unitate nu sunt biolomorfic echivalente, chiar daca sunt ome-
omorfe (a se vedea de exemplu [85], [98]). Asadar, teorema lui Riemann nu are loc In cazul mai
multor variabile complexe (a se vedea [98]).

Teorema 2.1.10 Bila unitate Euclidiand B" §i polidiscul unitate P™ nu sunt biolomorfic echiva-
lente pentru n > 2.

In continuare prezentim definitia aplicatiilor local biolomorfe (a se vedea de exemplu [44],
[63], [85]).



2.2. Subordonare. Clasa Carathéodory in C" 21

Definitia 2.1.11 Fie {2 un domeniu in C” si fie f : 2 — C” o aplicatie olomorfa. Spunem ca f
este local biolomorfd pe ) dacd oricare ar fi z € (), existd o vecinitate deschisa si conexda V' C ()
a lui z astfel incat restrictia f|y : V' — f(V') este biolomorfa.

Observatia 2.1.12 Se stie cd, dacd Q C C™ este un domeniu si f € H (), atunci f este local
biolomorfi pe §2 daci si numai daci J¢(z) # 0, z € , unde J¢(z) = det D f(z).

Fie L(C™,C™) spatiul operatorilor liniari de la C" la C™ cu norma operatoriala
[A]l = sup{[|A(2)[] = [|2]] = 1},

si fie I, identitatea lui L(C™, C™). Dacd Q2 C C™ este o multime deschisa care contine originea, si
daci f € H(Q), atunci f este normatd dacd f(0) = 0si Df(0) = I,,.

Notim cu S(€) multimea aplicatiilor biolomorfe normate pe un domeniu Q C C™. in parti-
cular, notdm cu S(B™) multimea aplicatiilor biolomorfe normate pe bila unitate Euclidiana B™ in
C™. Se observi ci, dacd n = 1, atunci S(B') = S este multimea functiilor univalente normate pe
discul unitate U.

Notim de asemenea cu £S5, (€2) multimea aplicatiilor local biolomorfe normate pe un domeniu
Q C C". In particular, notim cu £S,,(B™) multimea aplicatiilor local biolomorfe normate pe bila
unitate Euclidiand B™ in C”. In cazul unei variabile complexe, notim £S1(B') = LS.

2.2 Subordonare. Clasa Carathéodory in C"

In continuare prezentim notiunea de subordonare in cazul mai multor variabile complexe,
precum gi generalizarea clasei Carathéodory P la C™.

Sursele bibliografice principale folosite pe parcursul acestei sectiuni sunt [44], [38] si [88].

Pentru inceput, amintim definitia subordondrii (a se vedea de exemplu [44]).

Definitia 2.2.1 Fie f,g € H(B"). Spunem cé f este subordonatd lui g (si notam f < g) daca
existd o aplicatie Schwarz v (adicd, v € H(B") si ||v(2)|| < ||z]|, z € B™) astfel incat f(z) =
g(v(z)), z € B".

Casiin cazul n = 1, dacd g este biolomorfd pe B", urmatoarea caracterizare a subordonarii
are loc (a se vedea de exemplu [44]).

Teorema 2.2.2 Fie f,g € H(B"™) astfel incdt g este biolomorfd pe B". Atunci f < g dacd si
numai dacd f(0) = g(0) si f(B"™) C g(B").

Urmatoarea clasd de aplicatii olomorfe normate pe B™ joacd rolul clasei Carathéodory in C™
(a se vedea [49], [88], [110]; a se vedea de asemenea, de exemplu [44], [63]):

M ={he€ H(B"):h(0)=0,Dh(0) = I,,Re (h(2),z) > 0,z € B"\ {0}}.
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In cazul n = 1, h € M daci si numai daci p € P, unde h(¢) = ¢p(¢), pentru ¢ € U. Clasa
M joacd un rol important 1n studiul lanfurilor Loewner si ecuatiei diferentiale Loewner in cazul
mai multor variabile complexe, precum si in caracterizarea anumitor clase de aplicatii biolomorfe
pe bila unitate Euclidianda B™ in C" (pentru detalii, a se vedea [44]).

Urmatoarea teorema a fost obtinutd de Pfaltzgraff [88] (a se vedea de asemenea [49], In cazul
spatiilor Banach complexe).

Teorema 2.2.3 Dacd h : B" — C" este o aplicatie din clasa M, atunci

T+
=

1—
(2.2.1) IEl =1l Re (h(z2),z) < ||2|? € B™.

L+ lzf]
Aceste estimdri sunt exacte.
Urmatorul rezultat are loc pentru aplicatii din clasa M. Marginea inferioara din (2.2.2) este
o consecint directa a relatiei (2.2.1) din Teorema 2.2.3. Marginea superioara din (2.2.2) este mai
tare decat marginea superioard din (2.2.1), si a fost obtinutd de Graham, Hamada si Kohr [38].
Teorema 2.2.4 Dacd h : B™ — C" apartine clasei M, atunci
1—7r 4r
< |k <
e SIS g

Teorema 2.2.4 si faptul cd clasa M este inchisa ne conduc la urmitoarea concluzie. Acest
rezultat a fost obtinut de Graham, Hamada si Kohr [38] (a se vedea de asemenea [55]).

(2.2.2) llz|| =r < 1.

Corolarul 2.2.5 ([38], [55]) Clasa M este compactd in H(B™).

2.3 Subclase de aplicatii biolomorfe pe 5"

In aceastd sectiune prezentim anumite subclase de aplicatii biolomorfe pe bila unitate in C”.
Ne vom referi la clasa aplicatiilor stelate, convexe, aproape stelate si spiralate normate. Vom con-
sidera de asemenea anumite subclase ale lui S(B"), cum ar fi: clasa aplicatiilor stelate de ordinul
«a, clasa aplicatiilor e-stelate, si clasa aplicatiilor aproape stelate de ordinul . Vom vedea ca ma-
joritatea acestor subclase ale lui S(B™) au caracterizdri analitice si geometrice.

Sursele bibliografice principale folosite pe parcursul acestei sectiuni sunt [44], [63], [110] (a
se vedea de asemenea [32]).

Aceastd sectiune nu contine rezultate originale, insd Definitia a fost introdusa de Chirila [12].

2.3.1 Aplicatii stelate

In continuare discutim cazul aplicatiilor stelate pe bila unitate in C”. Urmitoarele rezultate
sunt generaliziri la mai multe dimensiuni ale proprietitilor functiilor stelate pe discul unitate.
Considerdm C" in raport cu produsul scalar Euclidian (-, -) si norma Euclidiani ||z|| = (z, 2)/2,
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z € C". Cu toate acestea, urmatoarele rezultate rdman adevérate In raport cu o norma arbitrara in
C™ (a se vedea de exemplu [32], [44]).

Pentru inceput prezentdm definitia stelaritdtii pe bila unitate Euclidiand B™ (a se vedea de
exemplu [44], [63]).

Definitia 2.3.1 Fie f : B™ — C" o aplicatie olomorfa. Spunem céd f este stelatd dacd f este
biolomorfd pe B", f(0) = 0si f(B") este un domeniu stelat in raport cu originea.

Urmatoarea caracterizare analiticd a stelaritétii pe bila unitate Euclidiand B"™ a fost obtinuta de
Matsuno [79]. Suffridge a generalizat acest rezultat in cazul polidiscului unitate in C™ (a se vedea
[108]). Gurganus [49] si Suffridge [109] au generalizat acest rezultat pe bila unitate a unui spatiu
Banach complex.

Teorema 2.3.2 ([79], [109]) Fie f : B™ — C" o aplicatie local biolomorfd astfel incdt f(0) = 0.
Atunci f este stelatd dacd si numai dacd

(2.3.1) Re ([Df(2)] 7' f(2),2) > 0, z € B"\ {0}.

Notdm cu S*(B™) clasa aplicatiilor stelate normate pe B™. Dacd n = 1, aceasta clasd revine
la clasa S* a functiilor stelate normate pe discul unitate U.

In continuare prezentim teorema de deformare pentru aplicatiile din clasa S *(B™), rezultat
obtinut de Kubicka si Poreda [71], si Barnard, FitzGerald si Gong [4].

Teorema 2.3.3 ([4], [71]) Daca f : B™ — C" este o aplicatie stelatd normatd, atunci

2] E
e = = G 2 < 2

Acest rezultat este exact. Mai mult, f(B™) D B?/ﬁl'

Aplicatii stelate de ordinul o

In continuare prezentim notiunea de stelaritate de ordinul « pe bila unitate Euclidiani B™ in
C", introdusa de Curt [22] si Kohr [64].

Definitia 2.3.4 Fie f : B™ — C" o aplicatie local biolomorfa normati si fie € [0, 1). Aplicatia
f se numeste stelatd de ordinul o daca

[l
([Df(2)]71f(2), 2)
Notim cu S} (B™) multimea aplicatiilor stelate de ordinul @ pe B".

Vom prezenta teorema de deformare pentru aplicatiile stelate de ordinul o € [0, 1) pe B" (a
se vedea [22], [38]).

Re

>a, z € B"\ {0}.
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Teorema 2.3.5 Fie f € S} (B"), a € [0, 1). Atunci

&l
(1= [lz[})>( =)

&l
MH;W < |[f2) <

Aceste estimdri sunt exacte.

z € B™.

Aplicatii aproape stelate de ordinul o

In continuare prezentim clasa aplicatiilor aproape stelate de ordinul « pe bila unitate Eucli-
diana in C" (a se vedea [114]).

Definitia 2.3.6 Fie 0 < o < 1. O aplicatie local biolomorfa normata f : B” — C" se numeste
aproape stelatd de ordinul o daca

Re ([Df(2)] 7 f(2),2) > alz|?, = € B"\ {0}.

O notiune strans legatd de aproape stelaritatea de ordinul « este cea de aproape stelaritate de
ordinul « si tipul 7, unde o« € [0,1) siy € [0, 1). Aceastd notiune a fost introdusa de Chirild [12].

Definitia 2.3.7 Fie o € [0,1) si v € [0,1). O aplicatie f € LS, (B"™) este aproape stelatd de
ordinul « si tipul ~y daca

(2.3.2) Re ! >, z € B"\ {0}.

e (D)7 f(2),2) — 125

Observatia 2.3.8 (vezi de exemplu [11]) Se observi cd, daca f verificid (2.3.2), atunci f este de
asemenea aproape stelatd de ordinul «v. Prin urmare f € S(B") (a se vedea [114]). De fapt, f este
de asemenea stelatd pe B™.

2.3.2 Aplicatii convexe si aproape stelate

In cele ce urmeazi, prezentim cazul aplicatiilor convexe pe bila unitate Euclidiani si pe poli-
discul unitate in C".

In partea a doua a acestei sectiuni, vom prezenta clasa aplicatiilor aproape stelate pe bila unitate
Euclidiand B™ in C", precum si clasa aplicatiilor e-stelate.

Sursele bibliografice principale folosite pe parcursul acestei sectiuni sunt [32], [44], [63] (a se
vedea de asemenea [33], [110]).

Pentru inceput, prezentam definitia aplicatiilor convexe pe bila unitate B™ in C™ in raport cu
o norma arbitrard || - || (a se vedea de exemplu [44], [63]).

Definitia 2.3.9 O aplicatie olomorfd f : B"™ — C" se numeste convexd daca f este biolomorfa si
f(B™) este un domeniu convex.

Notidm cu K (B™) multimea aplicatiilor convexe normate pe bila unitate B". Dacd n = 1,
K (B"™) revine la clasa K a functiilor convexe normate pe discul unitate U.
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Aplicatii convexe pe polidiscul unitate P" in C"

Urmatoarea caracterizare a convexitdtii pe polidiscul unitate P" in C" a fost obtinutd de Su-
ffridge [108]. In acest rezultat, consideram C™ in raport cu norma supremum || - ||c-

Teorema 2.3.10 Fie f : P" — C" o aplicatie local biolomorfd normatd. Atunci f este convexd
dacd §i numai dacd existd f; € K, j = 1,...,n, astfel incdt

F2) = (i(20)se s ulz))s 2 = (21, 20) € P

In continuare prezentim teorema de deformare pentru aplicatii din clasa K (P™) [74] (conform
[44)).

Teorema 2.3.11 ([74]) Daca f : P"* — C" este o aplicatie din K (P"), atunci

2]l
- ”z”oo’

[EIS

—_— z € P".
14 [|2]|oo

< @ loo < 1

Aceste estimdri sunt exacte.

Aplicatii convexe pe bila unitate Euclidiana B” in C”

Urmaétoarea teoremd prezintd caracterizarea analiticd a convexitdtii pe bila unitate Euclidiana
B™in C". Acest rezultat a fost obtinut de Kikuchi [60], si Gong, Wang si Yu [36].

Teorema 2.3.12 ([36], [60]) Dacd f : B™ — C" este o aplicatie local biolomorfd, atunci f este
convexd dacd si numai dacd

(2.3.3) 1 —Re([Df(2)] 'D?f(2)(u,u), z) > 0,
oricare ar fi z € B" si u € C" astfel incat ||u|| = 1 si Re (z,u) = 0.
In continuare prezentim exemple de aplicatii convexe (a se vedea de exemplu [44], [63]).

Exemplul 2.3.13 (i) Aplicatia f : P* — C™ data de

f(z):( S n >,z:(21,...,zn)€P”,

1—2"" 71—z,

este convexd pe polidiscul unitate in C™. Pe de alta parte, restrictia acestei aplicatii la bila
unitate Euclidiana B™ in C" nu este convexad, pentru n > 2 (a se vedea [36]; a se vedea de
asemenea [32]).

(ii) Aplicatia f : B™ — C" datd de

1= (

este convexa pe bila unitate Euclidiand B™ in C" (a se vedea [101] si [102]).

Z1 Zn

= e B"
1_2:17 7].—21)72: (Z17 7Zn) 5
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Vom prezenta teorema de deformare pentru aplicatii din K (B"™), unde B"™ este bila unitate
Euclidiana in C™. Acest rezultat a fost obtinut de Suffridge [111], FitzGerald si Thomas [31], Liu
[74].

Teorema 2.3.14 Dacd f : B™ — C" este o aplicatie din K (B™), atunci

&l
el

z € B™.

——— < |If ()| <
Aceste estimdri sunt exacte.

In cazul unei variabile complexe, teorema lui Marx si Strohhiicker aratii ¢ii o functie convexi
normati este stelatd de ordinul 1/2 (a se vedea Teorema 1.4.17). Acest rezultat a fost generalizat
la mai multe variabile complexe de Curt [22] si Kohr [64].

Teorema 2.3.15 Dacd f € K(B"), atunci f € S} /2(3"). Acest rezultat este exact.

Aplicatii aproape stelate

In continuare considerim notiunea de aproape stelaritate pe bila unitate Euclidiani B™ in
C™. Extinderea la mai multe dimensiuni a clasei functiilor aproape convexe a fost considerata de
Pfaltzgraff si Suffridge [90].

Definitia 2.3.16 ([90]) O aplicatie olomorfd normatd f : B™ — C" se numeste aproape stelatd
daci existd h € M si o aplicatie g € S*(B™) astfel incat

(2.3.4) Df(z)h(z) = g(2), z € B".

Se observa cd orice aplicatie f € S*(B™) este de asemenea aproape stelata (in raport cu ea insési).
Daca n = 1, Definitia 2.3.16 revine la definitia functiilor aproape convexe pe discul unitate U
(Definitia 1.4.21), folosind teorema lui Alexander.

Aplicatii c-stelate

In continuare prezentim notiunea de ¢-stelaritate introdusi de Gong si Liu [34]. Aceasti no-
tiune interpoleaza intre stelaritate si convexitate, dacd e este cuprins Intre O si 1. Notiunea de
e-stelaritate va fi utild Tn urmétorul capitol.

Definitia 2.3.17 ([34]) Fie 2 un domeniu in C" care contine originea si fie f : & — C" o
aplicatie biolomorfa astfel incat f(0) = 0. Spunem ca f este e-stelatd, 0 < ¢ < 1, dacd f(€2) este
stelatd in raport cu fiecare punct din ¢ f(£2), adica

(I =N f(z)+Aef(w) € f(Q2), A€ [0,1], z,w € Q.

Daca € = 0, obtinem familia aplicatiilor stelate pe €2, iar dacd € = 1 obtinem familia aplicati-
ilor convexe pe (2.
Diverse rezultate privind aplicatiile e-stelate pot fi gdsite n [34], [35].
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2.3.3 Aplicatii spiralate

In continuare prezentim clasa aplicatiilor spiralate in cazul mai multor variabile complexe.
Notiunea de spiralitate Tn raport cu un operator liniar normal ale cérui valori proprii au partea reald
pozitivd a fost introdusd de Gurganus [49]. Suffridge [110] a generalizat notiunea de spiralitate la
spatii Banach complexe.

Definitia 2.3.18 ([110]; vezi de exemplu [44]) Fie A € L(C", C") astfel incat m(A) > 0, unde
m(A) = min{Re (A(2), z) : ||z|| = 1}.

O aplicatie biolomorfi normati f : B™ — C" este spiralatd relativ la A daci e *Af(B") C
f(B") oricare ar fi t > 0, unde

eftA — i (_l)ktkAk

k!
k=0

Urmatorul rezultat a fost obtinut de Suffridge [110] si reprezinta o generalizare la mai multe
dimensiuni a Teoremei 1.4.25. Cazul in care A este operator normal a fost considerat de Gurganus
[49].

Teorema 2.3.19 ([110], [49]) Fie f : B™ — C™ o aplicatie local biolomorfd normatd si fie
A e L(C",C") astfel incdat m(A) > 0. Atunci f este spiralatd relativ la A dacd si numai dacd

(2.3.5) Re([Df(2)]*Af(2),z) >0, ze B™\{0}.

Observatia 2.3.20 Daci A = e *“[,, a € (—7/2,7/2), obtinem clasa aplicatiilor spiralate de
tipul o, studiatd de Hamada si Kohr [54]. In acest caz conditia (2.3.5) devine

(2.3.6) Re[e “([Df(2)] ' f(2),2)] >0, =ze B"\{0}.

Aceastd clasa are un comportament similar clasei functiilor spiralate de tipul a pe discul uni-
tate U.

O notiune strans legata de spiralitatea de tipul « este cea de spiralitate de tipul « si ordinul ~,
unde o € (—7/2,7/2) siy € [0,1). Aceastd notiune a fost studiatd de Liu si Liu [77], si Chirild
[11] (conform [54]).

Definitia 2.3.21 ([77]; conform [11]) Fie f € LS, (B"), « € (—7/2,7/2)siy € [0, 1). Spunem
ci f este spiralata de tipul « si ordinul ~y daci

1
(1 —itana) 2o ([Df(2)]"Lf(2), 2) + itan

II=

(2.3.7) Re >, z € B"\ {0}.

Observatia 2.3.22 (vezi de exemplu [11]) Din (2.3.7) deducem ca daci f este spiralatd de tipul
«a si ordinul v, atunci f este de asemenea spiralatd de tipul «. Prin urmare f € S(B") (a se vedea
[54]). De fapt, f admite reprezentare parametricd, dupd cum vom vedea in urmitoarea sectiune
(conform [38]).
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2.4 Teoria lanturilor Loewner de mai multe variabile complexe

In aceasti sectiune vom prezenta rezultate clasice din teoria lanturilor Loewner in C™ si vom
considera diverse aplicatii, cum ar fi criterii de univalenta si caracterizarea analiticd a anumitor
subclase ale lui S(B™) folosind lanturi Loewner. De asemenea, vom prezenta clasa SS(B") a
aplicatiilor care admit g-reprezentare parametrica pe bila unitate B, unde g este o functie univa-
lentd pe discul unitate U care verificd anumite conditii naturale.

Sursele bibliografice principale folosite pe parcursul acestei sectiuni sunt [44], [23], [38] si
[47] (a se vedea de asemenea [88] si [96]).

2.4.1 Rezultate generale privind lanturile Loewner in C"

Vom prezenta rezultate clasice privind lanturile Loewner si ecuatia diferentiald Loewner de
mai multe variabile complexe.

Pentru inceput, prezentdm definitia lanturilor Loewner de mai multe variabile complexe (a se
vedea de exemplu [23], [44], [88], [96]).

Definitia 2.4.1 ([88], [44]) O aplicatie f : B™ x [0,00) — C™ se numeste lanf Loewner (lant
univalent normat de subordonare) daca f(-,t) este biolomorfd pe B", f(0,t) = 0, Df(0,t) =
e'l,,pentrut > 0,si f(-,5) < f(-,t),oricarear fi 0 < s <t < oo.

Conditia de subordonare precedentd este echivalentd cu faptul cd existd o unicd aplicatie
Schwarz biolomorfd v = v(z, s,t), numitd aplicatia de tranzitie asociatd lui f(z,t), astfel in-
cat (a se vedea [88], [44])

f(z,8) = f(v(z,s,t),t), z€ B", t > s> 0.

In continuare prezentim rezultate clasice privind ecuatia diferentiali Loewner in cazul mai
multor variabile complexe. Urmadtorul rezultat a fost obtinut de Pfaltzgraff [88, Teorema 2.1]. Po-
reda [96] a studiat problema cu valori initiale (2.4.1) pe bila unitate a unui spatiu Banach complex.

Teorema 2.4.2 ([88]) Fie h : B" x [0,00) — C" o aplicatie care verificd urmdtoarele conditii:
(i) h(-,t) € M, pentrut > 0;
(if) h(z,-) este mdsurabild pe [0,00), pentru z € B".

Atunci oricare ar fi s > 0 §i z € B", problema cu valori initiale

0
(2.4.1) 8—1; = —h(v,t), a.e. t > s, v(s) = z,
are o unicd solutie local absolut continud v(t) = v(z,s,t) = etz + .... Mai mult, pentru s si

t fixati, 0 < s <t < 00, vs4(2) = v(2, s, 1) este o aplicatie Schwarz univalentd, si pentru s > 0
fixat §i z € B", este o functie Lipschitz de t > s local uniform in raport cu z.
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De acum inainte, dacd f = f(z,-) este o aplicatie olomorfa in raport cu z € B", si depinde
de asemenea de o altd variabild reald, vom scrie D f(z, -) pentru diferentiala lui f in variabila z.

Urmatorul rezultat aratad ca dacd v(t) = v(z,s,t) este unica solutie a problemei cu valori
initiale (2.4.1), atunci tlg(r)lo e'v(z, s, t) existd si di nastere unui lanf Loewner (conform [96]; a se

vedea de asemenea, de exemplu [44]).

Teorema 2.4.3 (conform [96]; vezi de exemplu [44]) Fie h : B™ x [0,00) — C™ o aplicatie
care verificd conditiile (i)-(ii) din Teorema 2.4.2. Fie v(t) = v(z, s, t) solutia problemei cu valori
initiale (2.4.1). Atunci oricare ar fi s > 0, limita

(2.4.2) lim e'v(z,s,t) = f(z,8), s >0,
t—o00

existd local uniform pe B™. Mai mult, f(-,s) este univalentd pe B™ §i f(z,s) = f(v(z,s,t),1),
oricarearfiz € B™ 5i 0 < s <t < oco. Atunci f(z,t) este un lant Loewner care are proprietatea
ci {e ' f(-,t) }i>0 este o familie normald pe B™. Mai mult, f(z,) este o functie local Lipschitz
pe [0, 00) local uniform in raport cu z € B", si aproape pentru toti t > 0 urmdtoarea relatie are

loc
of
ot
Urmaitoarea teoremd obtinutd de Pfaltzgraff [88] reprezintd un rezultat important in teoria lan-
turilor Loewner de mai multe variabile complexe, si generalizeazd Teorema 1.5.4. Poreda a obtinut
un rezultat analog in cazul spatiilor Banach complexe (a se vedea de exemplu [96]). Vom folosi
acest rezultat in diverse aplicatii ale teoriei lanturilor Loewner Tn urmatoarele capitole.

(z,t) = Df(z,t)h(z,t), Vz € B".

Teorema 2.4.4 ([88]) Fie h = h(z,t) : B" x [0,00) — C™ o aplicatie care verificd conditiile
(i)-(ii) din Teorema 2.4.2.

Fie f = f(z,t) : B™ x [0,00) — C" o aplicatie astfel incdt f(-,t) € H(B"), f(0,t) = 0,
Df(0,t) = e'I,, pentrut > 0, si f(z,-) este local absolut continud pe [0, 00) local uniform in
raport cu z € B". Presupunem cd

of
at
Mai mult, presupunem cd existd un gir crescdtor {tm, }men astfel incdt t,, > 0, t,, — 00 §i
%Enoo e '™ f(2,tm) = F(2) local uniform pe B". Atunci f(z,t) este un lant Loewner si

(2.4.3) (z,t) = Df(z,t)h(z,t), a.e.t >0,V z € B".

. t -
tli}goe U(Z,S,t) - f(Z, S)

local uniform pe B™, oricare ar fi s > 0, unde v(t) = v(z, s,t) este solutia problemei cu valori
inifiale (2.4.1), oricare ar fi z € B".

In cazul mai multor variabile complexe, Graham, Kohr si Kohr [47] (a se vedea de asemenea
[44]) au demonstrat cd dacd f(z, t) este un lant Loewner pe B™, atunci f(z, -) este local Lipschitz
pe [0, o) local uniform in raport cu z € B™. De asemenea, Graham, Hamada si Kohr [38], Curt si
Kohr [24] au demonstrat ci orice lanf Loewner pe bila unitate Euclidiana B™ in C" verificd ecuatia
diferentiala Loewner (2.4.4).
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Teorema 2.4.5 ([47], [24]) Fie f(z,t) : B™ x [0,00) — C™ un lant Loewner. Atunci existd o
aplicatie h = h(z,t) : B" x [0,00) — C" astfel incdt h(-,t) € M oricare arfit > 0, h(z,-) este
mdsurabild pe [0, 00) oricare ar fi z € B™ si urmdtoarea relatie are loc

of

(2.4.4) o

(z,t) = Df(z,t)h(z,t), a.e.t > 0, Vz € B".

2.4.2 Lanturi Loewner si aplicatii biolomorfe pe bila unitate B"

In continuare prezentim caracterizarea anumitor subclase de aplicatii biolomorfe pe bila uni-
tate Euclidiand B™ in C" folosind lanturi Loewner.
Lanturi Loewner si subclase de aplicatii biolomorfe

Caracterizarea aplicatiilor stelate folosind lanturi Loewner a fost obtinutd de Pfaltzgraff si
Suffridge [90].

Teorema 2.4.6 Fie f : B — C" o aplicatie local biolomorfd normatd. Atunci f este stelatd
dacd si numai dacd f(z,t) = e' f(z) este lant Loewner.

Urmatoarea teoremd obtinutd de Hamada si Kohr [54] generalizeaza Teorema 1.5.6 la n-
dimensiuni, si aratd cd aplicatiile spiralate de tipul « pot fi caracterizate folosind lanturi Loewner.

Teorema 2.4.7 Fie f : B™ — C" o aplicatie local biolomorfd normatd si fie « € R, || < 7/2.
Atunci f este aplicafie spiralatd de tipul o dacd si numai dacd f(z,t) = et f(eit2), 2 € B,
t > 0, este lant Loewner, unde a = tan a.

Urmatorul rezultat prezinta caracterizarea aplicatiilor aproape stelate de ordinul « folosind
lanturi Loewner. Acest rezultat a fost obtinut de Xu si Liu [114] in cazul spatiilor Banach com-
plexe.

Teorema 2.4.8 Fie f o aplicatie local biolomorfd normatd pe B"™ si fie o € [0,1). Atunci f este
aproape stelatd de ordinul o dacd si numai dacd f(z,t) = eﬁtf(eﬁtz), z € B" t>0, este
lant Loewner.

Lanturi Loewner si criterii de univalenta pe B"

In continuare prezentdm aplicatii ale teoriei lanturilor Loewner la criterii de univalenti in cazul
mai multor variabile complexe. Urmdtorul rezultat reprezinta generalizarea la n-dimensiuni a cri-
teriului lui Becker (a se vedea Teorema 1.5.8). Aceastd generalizare a fost obtinutd de Pfaltzgraff
in 1974 [88].

Teorema 2.4.9 Fie f : B" — C" o aplicatie local biolomorfd normatd care verificd
A= 2I)Df() ' D?*f(2)(z ) <1, z € B,

Atunci f este univalentd pe B".
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Pentru alte criterii de univalenta pe bila unitate, obtinute prin metoda lanturilor Loewner, a se
vedea [21], [25].

2.4.3 Reprezentare parametrica pe B"

In continuare prezentim clasa aplicatiilor care admit reprezentare parametrici pe bila unitate
Euclidiand B™ in C".

Pentru inceput prezentim definitia reprezentdrii parametrice (a se vedea [38], [47]; conform
[94], [95D.

Definitia 2.4.10 O aplicatie normatd f € H(B") admite reprezentare parametricd daci existi
un lang Loewner f(z,t) astfel incat {e ' f(z,t)}+>0 este familie normald pe B™ (familie local
uniform maérginitd) si f = f(-,0).

Notim cu S°(B™) multimea aplicatiilor care admit reprezentare parametrica.

Dacan =1, SO(U) = 5 [93] (a se vedea Teorema 1.5.2). Pe de alté parte, dacd n > 2, atunci
S9(B™) este o submultime proprie a lui S(B™) (a se vedea [38]; conform [94], [95]). Observim cd
submultimi importante ale lui S(B™), cum ar fi $*(B") si S, (B"), sunt de asemenea submultimi
ale lui S°(B"™) (a se vedea [38]).

Vom prezenta urmitorul rezultat de deformare pentru aplicatii din S°(B™). Acest rezultat a
fost obtinut de Poreda [94] pe polidiscul unitate in C", si de Graham, Hamada si Kohr [38] pe bila
unitate in C™ in raport cu o norma arbitrara.

Teorema 2.4.11 ([38], [94]) Dacd f € S°(B™), atunci

I I o
@t a2 < W@l = g =€ 5%

Aceste estimdri sunt exacte. Prin urmare f(B™) D By

Observam cd aplicatiile din S(B"™), n > 2, nu satisfac in mod necesar rezultatul precedent (a
se vedea de exemplu [44]). Prin urmare clasa S(B") este mai largd decat clasa S°(B"™), pentru
n > 2. Mai mult, clasa SO(B") este compacta, rezultat obginut de Graham, Kohr si Kohr [47].

Corolarul 2.4.12 S°(B") este o multime compactd in topologia lui H(B™).

Aplicatii care admit g-reprezentare parametrica pe B"

Este natural sa introducem notiunea de g-reprezentare parametricd. Vom incepe cu urmatoarea
conditie (a se vedea [38]).

Definitia 2.4.13 Fie g € H(U) o functie univalentd astfel incat g(0) = 1, g({) = ¢(¢), pentru
¢ € U (adicd, g are coeficienti reali), Re g({) > 0 pe U, si presupunem cé g verifici urmitoarele
conditii pentru 7 € (0, 1):

(2.4.5) {minm:r Re g(C) = min{g(r), g(—T‘)}
max|¢|r Re g(¢) = max{g(r), (=)}
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Vom defini clasa M4, unde g verificd conditiile Definitiei 2.4.13. Aceastd clasi a fost introdusa
de Graham, Hamada si Kohr [38].

Definitia 2.4.14 Clasa M, este datd de
M, = {h . B" — C": h e H(B"), h(0) = 0, Dh(0) = <h( T ||2> g(U), z € B"}.

Observﬁm cﬁ (h(z), W} are valoarea 1 (la limitd) dacd z = 0. Se observd cd M, C M, si dacd
g9(¢) = 1+<’ atunci My = M. Observam ci M, # (), deoarece idgn € M,.

In continuare prezentim definitia g-lanturilor Loewner. Aceasti nopune a fost introdusa de
Graham, Hamada si Kohr [38] (compari cu [47] si [94], pentru g(¢) = 1 +<, ¢cel).
Definitia 2.4.15 Spunem ci o aplicatie f = f(z,t) : B™ x [0,00) — C" este g-lant Loewner
dacd f(z,t) este lant Loewner astfel incat {e ! f(-,¢)};>0 este familie normald pe B" (familie
local uniform mérginitd) si aplicatia h = h(z,t) obtinutd din ecuatia diferentiald Loewner

of

(2.4.6) e

—(z,t) = Df(z,t)h(z,t), ae. t>0, VzeB",
verificd conditia h(-,t) € M, aproape pentru toti ¢ > 0.

Vom prezenta definitia g—reprezentaru parametrlce introdusa de Graham, Hamada si Kohr [38]
(compari cu [47] si [94], pentru g(¢) = 1 +<, cel).
Definitia 2.4.16 O aplicatie normata f € H(B™) are g-reprezentare parametricd daci existd un
g-lant Loewner f(z,t) astfel incat f = f(-,0).

Notédm cu S 0(B”) multimea aplicatiilor care admit g-reprezentare parametrica.

Daci g(¢) = 1+<, ¢ € U, mulfimea SJ(B™) revine la multimea S°(B") a aplicatiilor care
admit reprezentare parametrica obisnuitd (a se vedea [38]).

Graham, Hamada si Kohr [38] au demonstrat ci K (B") C Sg(B"), unde g(¢) = 1 — C.
Aceastd incluziune reprezintd una din motivatiile pentru studiul g-reprezentdrii parametrice si g-
lanturilor Loewner 1n cazul mai multor variabile complexe.

Observam cd teorema de deformare pentru clasa SE(B") a fost obtinutd de Graham, Hamada
si Kohr [38], si implica faptul ca SS(B") este local uniform marginitd (a se vedea de asemenea
[44]).



Capitolul 3

Operatori de extensie care pastreaza
proprietati analitice si geometrice

In acest capitol consideram diferiti operatori de extensie care extind o functie univalenti f pe
discul unitate U la o aplicatie univalentd F' de la bila unitate Euclidiand B" in C™ la C", cu pro-
prietatea ca f(z1) = F'(z1,0). Acest subiect a inceput cu operatorul de extensie Roper-Suffridge
[101], introdus 1n 1995, care are proprietatea cd dacd f este o functie convexa pe U, atunci F
este o aplicatie convexd pe B"™. Alte proprietdti geometrice (stelaritate, spiralitate, stelaritate de
un anumit ordin, etc.) sunt pastrate de cétre acest operator si diferite generalizdri ale acestuia.
Graham si Kohr [43] au aratat ca operatorul de extensie Roper-Suffridge pastreaza notiunile de
stelaritate si aplicatie Bloch, iar Graham, Kohr si Kohr [46] au aritat cd acesta pastreazd notiunile
de reprezentare parametrica si spiralitate de tipul 9.

In prima parte a acestui capitol prezentim operatorul de extensie Roper-Suffridge, precum si
diferite generalizari ale acestuia. Vom prezenta principalele lor proprietdti analitice si geometrice,
precum si legdtura cu teoria lanturilor Loewner. Vom discuta de asemenea cazul operatorului de
extensie Pfaltzgraff-Suffridge [91], care extinde o aplicatie local biolomorfd f € H(B") la o
aplicatie local biolomorfd F' € H(B"1).

In partea a doua a acestui capitol prezentim rezultate originale referitoare la diferite generali-
zari ale operatorului de extensie Roper-Suffridge. Vom demonstra ca acesti operatori pastreaza no-
tiunea de g-lant Loewner, unde g(¢) = (1—¢)/(14+(1—27)¢), [¢| < 1si7y € (0,1). In consecinti,
operatorii de extensie considerati pastreaza diferite proprietati analitice si geometrice, cum ar fi g-
reprezentarea parametricd, stelaritatea de ordinul ~y, spiralitatea de tipul § si ordinul -y, aproape
stelaritatea de ordinul ¢ si tipul . Vom generaliza operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge si
vom demonstra cd acest operator de extensie generalizat pastreaza notiunile de reprezentare para-
metrici, stelaritate, spiralitate de tipul J, aproape stelaritate de ordinul . Vom considera péstrarea
e-stelaritdfii prin acest operator $i vom obtine un rezultat partial referitor la pastrarea convexi-
tdtii. Vom studia de asemenea rezultate de conservare a subordondrii prin operatorii de extensie
mentionati anterior si vom considera raze de subordonare asociate acestora.

Sursele bibliografice principale folosite pe parcursul acestui capitol sunt [34], [35], [38], [42],
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[43], [44], [45], [46], [48], [56], [67], [75], [77], [82], [91], [101], [102].
Rezultatele originale prezentate in acest capitol au fost obtinute Tn [11], [12], [14], [15], [16].

3.1 Rezultate generale privind operatori de extensie

3.1.1 Operatorul de extensie Roper-Suffridge

Pentrun > 2, fie Z = (29,...,2,) € C" ! astfel incat z = (21, 2) € C™.

Operatorul Roper-Suffridge extinde o functie local univalenta pe discul unitate U la o aplicatie
local biolomorfd pe bila unitate Euclidiand B™ in C™. Acest operator a fost introdus de Roper si
Suffridge in 1995 [101] pentru a construi aplicatii convexe pe bila unitate Euclidiana B™ in C",
pornind de la o functie convexa pe discul unitate. Daca f1, ..., f, sunt functii convexe pe discul
unitate U, atunci F'(z) = (f1(21),. .-, fu(zn)), 2 = (21,...,2n) € B™, nu este in mod necesar o
aplicatie convexa pe bila unitate Euclidiand B™ in C" (a se vedea Exemplul 2.3.13 (i)).

Operatorul Roper-Suffridge ®,, : LS — LS, (B") este definit astfel [101]

G.1.1) n(f)(2) = (f(21), 2V ['(z1)), 2 = (21,%) € B".
Ramura functiei putere se alege astfel incat \/ f/(z1) ‘21:0 =1

Roper si Suffridge [101] au demonstrat urmétorul rezultat:

Teorema 3.1.1 Dacd f este o functie convexd pe discul unitate U, atunci F = ®,(f) este o
aplicatie convexd pe bila unitate Euclideand B™ in C". Prin urmare ®,,(K) C K(B").

O demonstratie diferita a Teoremei 3.1.1 a fost datd de Graham si Kohr in 2000 (a se vedea
[43]). Graham si Kohr [43] au demonstrat de asemenea urmatorul rezultat, care arati cd operatorul
Roper-Suffridge pastreaza notiunea de stelaritate.

Teorema 3.1.2 Daca f € S*, atunci F = ®,,(f) € S*(B™). Prin urmare ®,(S*) C S*(B").

Hamada, Kohr si Kohr [56] au demonstrat ca operatorul ®,, pastreaza notiunea de stelaritate
de ordinul 1/2. Aceastd proprietate este legatd de convexitate, deoarece K (B") C S} /Q(B") (ase
vedea Teorema 2.3.15).

Teorema 3.1.3 Dacd f € 57y, atunci F' = o,(f) € SI/Q(B”). Prin urmare @n(Sf/z) -
ST /Q(B").

Graham, Kohr si Kohr [46] au ardtat cd operatorul Roper-Suffridge pastreaza notiunea de
spiralitate de tipul ¢ € (—m/2,7/2).

Teorema 3.1.4 Dacd f € S5, 6 € (—m/2,7/2), atunci F = ®,(f) € Ss(B™). Prin urmare
®,,(S5) C Ss(B™).
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In continuare prezentim legitura dintre operatorul Roper-Suffridge si teoria lanturilor Loew-
ner. Graham, Kohr si Kohr (a se vedea [46]; a se vedea de asemenea [44]) au obtinut urmatorul
rezultat, care arata ca operatorul ®,, pastreaza notiunea de reprezentare parametrica.

Teorema 3.1.5 Dacd f € S si F = ®,(f), atunci F € S°(B™). Prin urmare ®,,(S) C S°(B").

Graham, Kohr si Kohr (a se vedea [46]; a se vedea de asemenea [42]) au obtinut urmatorul
rezultat, care determind raza de stelaritate asociata lui ®,,(.5).

Teorema 3.1.6 Rg- (P, (S)) = tanh(w/4).

Raza de convexitate asociatd lui @,,(S) si ®,,(5*) a fost obtinutd de Graham, Kohr si Kohr (a
se vedea [46]; a se vedea de asemenea [42]).

Teorema 3.1.7 Ry (®,(9)) = Rx(®,(5*)) =2 — V3.

3.1.2 Generalizari ale operatorului Roper-Suffridge

In aceasti sectiune prezentim alti operatori de extensie care au proprietiti similare cu cele
ale operatorului Roper-Suffridge. Pentru diferite generalizdri ale operatorului Roper-Suffridge, a
se vedea [34], [35], [42], [43], [44], [45], [46], [67], [76], [82]. Alti operatori de extensie care
pastreaza proprietdti analitice si geometrice ale aplicatiilor biolomorfe in C” si spatii Banach
complexe au fost obtinuti de Elin [30] (folosind teoria semigrupurilor), si Hamada si Kohr [39]
(folosind lanturi univalente de subordonare).

Graham, Kohr gi Kohr [46] au considerat urmétorul operator

(3.1.2) Dpo(f)(z) = F(2) = (f(21),2(f (21))"), 2 = (21, 2) € B",

unde v € [0,1/2], si f este o functie local univalentd pe U, normati prin f(0) = f/(0) — 1 = 0.
Alegem ramura functiei putere astfel tncat (f/(z1))?|.,—0 = 1. Dacd o = 1/2, acest operator se
reduce la operatorul de extensie Roper-Suffridge.

Graham, Kohr si Kohr [46] au obtinut diferite rezultate privind operatorul ®, o, « € [0,1/2].

Teorema 3.1.8 ([46]) Fie f € LS, a € [0,1/2].

(i) Daca f € S, atunci @, o(f) se scufundd intr-un lant Loewner §i mai mult ®, (f) €
SO(B™). Prin urmare ®,, ,(S) C S°(B™).

(if) Dacd f € S*, atunci @, o(f) € S*(B™). Prin urmare ®,, ,(S*) C S*(B").

(iii) Dacd f € S5, 8 € (—m/2,7/2), atunci ®,, o(f) € Ss(B"). Prin urmare ®, (Ss) C
Ss(B™).

Graham, Kohr si Kohr [46] au demonstrat ca operatorul ®,, , pdstreazd convexitatea doar dacd
a = 1/2, adica doar in cazul operatorului de extensie Roper-Suffridge.
Graham, Kohr si Kohr [46] au obtinut raza de stelaritate pentru ®,, ,(5).



36 3. Operatori de extensie care pastreaza proprietdti analitice si geometrice

Teorema 3.1.9 Rg+ (P, o(S)) = tanh(n/4), oricare ar fi o € [0,1/2].
Graham, Hamada, Kohr si Suffridge [42] au considerat operatorul ®,, ., 5 definit astfel

flz)

21

013 uealn@ = (160 (L) @) o= n e

unde o > 0, 3 > 0, si f este o functie local univalenti pe U, normati prin f(0) = f/(0) — 1 =0,
si astfel incat f(z;1) # 0 pentru z; € U\{0}. Ramurile functiilor putere sunt alese astfel incat

flz1)\*
Z1
Se observa cd operatorul ®,, o 1 /o revine la operatorul de extensie Roper-Suffridge.

Graham, Hamada, Kohr si Suffridge [42] au obtinut diferite rezultate privind operatorul ®,, ,, 3,
unde o € [0,1], 8 € [0,1/2],sia+ 8 < 1.

=18 (f'(21)°lsy=0 = 1.

21=0

Teorema 3.1.10 ([42]) Fie f € LS, « € [0,1], € [0,1/2], a+ 8 < 1.

(i) Daca f € S, atunci @y, o g(f) se scufundd intr-un lant Loewner si mai mult ®,, o 5(f) €
SO(B™). Prin urmare ®,, o 5(S) C SO(B").

(if) Dacd f € S*, atunci @, o g(f) € S*(B™). Prin urmare ®, o 3(S*) C S*(B").

Graham, Hamada, Kohr si Suffridge [42] au arétat ca ®,, o, 3(K) C K(B") doar daci («, ) =
(0,1/2), adica doar in cazul operatorului de extensie Roper-Suffridge.

Raza de stelaritate pentru ®,, , 3(.S) a fost obtinutd de Graham, Hamada, Kohr si Suffridge
[42].

Teorema 3.1.11 Rg-(®,, o 3(S)) = tanh(w/4), pentru oo € [0,1], € [0,1/2], astfel incat
a+p <1

Urmatorul operator de extensie a fost introdus de Muir [82], cu scopul de a obtine exemple de
puncte extreme ale lui K (B™), pornind de la puncte extreme ale lui K (a se vedea [84]).

Definitia 3.1.12 ([82]) Fie @ : C*~! — C un polinom omogen de gradul 2. Operatorul de exten-
sie Muir ®,, ¢ : LS — LS, (B") este definit astfel

Cnq(f)(2) = (f(21) + QA (1), 2V f'(21)), 2 = (21,2) € B".
Alegem ramura functiei putere astfel incat / f/(z1)|., =0 = 1.

Daca Q = 0, operatorul de extensie Muir revine la operatorul Roper-Suffridge.
Muir [82] a demonstrat urmdtorul rezultat. Relatia (ii) a fost de asemenea obtinutd de Kohr
[67].
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Teorema 3.1.13 ([82]) (i) @, (K) C K(B") dacd si numai dacd ||Q|| < 1/2.
(i) @y, (S*) C S*(B™) dacd si numai dacd ||Q|| < 1/4.
Kohr [67] a demonstrat urmatorul rezultat:
Teorema 3.1.14 @, (S) C S°(B") dacd si numai dacd |Q|| < 1/4.

Operatori de extensie care pastreaza diferite proprietdti geometrice (de exemplu, stelaritate
si convexitate) pe anumite domenii Reinhardt in C™ au fost considerati de Gong si Liu (a se
vedea [34], [35]), Liu si Liu [76]. Mai multe detalii legate de generalizari ale operatorului Roper-
Suffridge pot fi gésite 1n [44, Capitolul 11] si [45] (a se vedea de asemenea, [30], [39], [73], [76],
[82], etc.)

3.1.3 Operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge

O alta generalizare a operatorului de extensie Roper-Suffridge a fost considerata de Pfaltzgraff
si Suffridge [91] In 1999. Acest operator extinde o aplicatie local biolomorfa pe bila unitate Eu-
clidiani B™ in C" la o aplicatie local biolomorfi pe bila unitate Euclidiani B"*! in C"*1.

Pentrun > 1, fie 2’ = (21,...,2,) € C"si 2 = (2, 2,41) € C"HL.

Operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge ¥,, : £S,(B") — L£S,+1(B"!) este definit
astfel (a se vedea [91])

(3.14) Ua(£)(2) = F(2) = (F), 2a[Tp()]7T), 2 = (2, 2001) € BT,

unde Jp(2') = detDf(2'), 2/ € B". Alegem ramura functiei putere astfel incat
r(N) |,y = 1. Atunci F = U, (f) € L£S,11(B") daci f € £8,(B"). Mai mult,
dacd f € S(B™) atunci F' € S(B™*1). Observiim ci dacd n = 1, atunci ¥, revine la operatorul
de extensie Roper-Suffridge ®,.

Pfaltzgraff si Suffridge [91] au propus urmatoarea conjecturd referitoare la pastrarea convexi-
tdtii prin operatorul W,,.

Conjectura 3.1.1 Dacd f € K(B") atunci V,,(f) € K(B"+1).
Operatorul ¥,, a fost de asemenea studiat de Graham, Kohr si Pfaltzgraff [48]. Ei au obtinut

un rezultat partial al Conjecturii 3.1.1 (a se vedea [48]).
Pentru a € (0, 1], fie

2n_
Qo = {2 = (¢, 2z041) € C"H 1 [z P < @b (1|17}

Atunci €2, C Bl $i, = B"*!. Graham, Kohr si Pfaltzgraff [48] au demonstrat urmétorul
rezultat referitor la pastrarea convexitatii prin operatorul W,,.
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Teorema 3.1.15 Fie f € K(B"), a1,a2 > 0 astfel incat a1 + ag < 1 i fie ' = V,,(f). Atunci
(1 - /\)F(Z) + )‘F(w) S F(Qaﬁ-az,n)’ S Qlll,”’ w e Qamm A€ [Ov 1]'

Graham, Kohr si Pfaltzgraff [48] au demonstrat urmdtoarele rezultate, care aratd ca operatorul
de extensie Pfaltzgraff-Suffridge pastreaz notiunile de reprezentare parametrica si stelaritate.

Teorema 3.1.16 (i) Dacd f € S°(B"), atunci F = V,(f) € S°(B"*). Prin urmare,
U, (S°(B™)) € S9(B™ ).

(ii) Dacd f € S*(B"), atunci F = W, (f) € S*(B""1). Prin urmare, ¥, (S*(B")) C
S*(Bn+1).

Hamada, Kohr si Kohr [56] au obtinut o generalizare a operatorului de extensie Pfaltzgraft-
Suffridge pe anumite domenii Reinhardt in C”.

Notiunile de operator de extensie continuu ® : LS — LS,,(B") si operator de extensie care
pastreaza lanturi Loewner au fost introduse recent de Muir [83]. Generalizarea acestor notiuni
pentru operatori continui ® : £S,(B") — L£S,+1(B""1) a fost recent considerati de Graham,
Hamada, Kohr si Kohr [41].

Definitia 3.1.17 ([41]) Aplicatia ® : £S,,(B") — LS, 1(B""!) se numeste operator de exten-
sie dacd ® este continua gi

d(f)(2',0) = (f(2),0), VfeLS,(B"), 2 e€B"

Daca ® este un operator de extensie, spunem cd ® pdstreazd lanturi Loewner (conform [83],
pentru n = 1) dacd, pentru orice lanf Loewner f = f(2/,t) : B™ x [0,00) — C", aplicatia
F = F(z,t) : B x [0,00) — C"*! dati de

(3.1.5) F(,t) =e'®(e tf(-, 1), t>0,
este lan Loewner pe B"™! x [0, 00).

Observam ca toti operatorii de extensie considerati in aceastd sectiune reprezintd exemple
concrete de operatori de extensie care pastreaza lanturi Loewner.

3.2 g-lanturi Loewner asociate unor operatori de extensie generali-
zati Roper-Suffridge

In aceasti sectiune consideram operatorii de extensie ®,, o, P, o 5 $1 Py,  care extind o functie
local univalentd f pe discul unitate U la o aplicatie local biolomorfi F' € H(B™), unde B"
este bila unitate Euclidiand in C". Folosind metoda lanturilor Loewner, demonstrim ca dacd f

se scufundd intr-un g-lant Loewner pe discul unitate, unde g(¢) = ﬁ pentru (| < 1 si
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€ (0,1), atunci F' = ®,, o(f) se scufundi intr-un g-lan{ Loewner pe B", unde o € [0, 5]. In
particular, dacd f este stelatd de ordinul « pe U (respectiv f este spiralatd de tipul § si ordinul
vpeU,unde 6 € (—m/2,7/2)), atunci F' = ®,, (f) este stelatd de ordinul v pe B™ (respectiv
F = &, ,(f) este spiralatd de tipul ¢ si ordinul v pe B™). De asemenea, dacd f este aproape
stelatd de ordinul ¢ si tipul v pe U, unde 6 € [0,1), atunci F' = ®,, o(f) este aproape stelatd de
ordinul ¢ si tipul v pe B". Vom aplica idei similare in cazul operatorului de extensie Muir ®,, ¢,
unde @ este un polinom omogen de gradul 2 pe C*~! astfel incat ||Q|| < M, v € (0,1),si
in cazul operatorului de extensie ®,, , 3.

Pe parcursul acestei sectiuni considerdm g-lanturi Loewner cu g € H (U) data de

1-¢

9(¢) = m,

<1,
unde v € (0,1). Atunci g transformi discul unitate U in discul deschis de centru 1/(27) si razi
1/(2). Prin urmare, in acest caz clasa M, este datd de (a se vedea Definitia 2.4.14)

1 1

™) = = ——{(h(2),2) — — S z "
Mg:{hEH(B ) : h(0) = 0, Dh(0) = I, HZH2<h( ), 2) > < 5 € B \{0}}

Aceastd sectiune se bazeaza pe rezultatele originale obtinute in [11] si [12].

3.2.1 Operatorul ¢, , si g-lanturi Loewner

Rezultatul principal al acestei sectiuni este dat de Teorema 3.2.1 obtinutd de Chirild [12].
Acest rezultat aratd cd operatorul ®,, ., dat de (3.1.2) pastreaza notiunea de g-lan{ Loewner pentru
g(¢) = ﬁ ¢| < 1,unde v € (0,1). In cazul in care v = 0, a se vedea [46] (a se vedea de
asemeneca Teorema 3.1.8).

Teorema 3.2.1 ([12]) Presupunem cd f € S se scufundd intr-un g-lant Loewner, unde g(() =

W’ ¢l <1, v€(0,1). Atunci F = @, o(f) se scufundd intr-un g-lant Loewner pe B",

pentru o € [0,1/2].

Pe baza Teoremei 3.2.1, Chirila [12] a obtinut urmatoarele cazuri particulare.

Corolarul 3.2.2 ([12]) Dacd f : U — C are g-reprezentare parametricd i « € [0,1/2], atunci
F =®,4(f) € S)(B"), unde g(¢) = m, CeU sive(0,1)

Urmatorul rezultat a fost obtinut de Hamada, Kohr si Kohr [56], in cazul « = v = 1/2, si de
Liu [75], in cazul v € (0,1) si o € [0,1/2]. Chirild [12] a dat o demonstratie diferitd a acestui
rezultat folosind g-lanturi Loewner.

Corolarul 3.2.3 Dacd f € S5, v € (0,1) si « € [0,1/2], atunci F = ®,,4(f) € S5(B"). In
particular, operatorul de extensie Roper-Suffridge pdstreazd notiunea de stelaritate de ordinul .
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Urmaitoarea observatie rezultd din Corolarul 3.2.3 (a se vedea [12]).

Observatia 3.2.4 Deoarece K C S} /2 (a se vedea Teorema 1.4.17), pe baza Corolarului 3.2.3
rezultd cd $n, o (K) C S} )5(B") pentru a € [0, 3. Pe de altd parte, ®,, o(K) ¢ K(B") pentru
a # 1/2 (a se vedea [46]).

Urmaitorul rezultat a fost obtinut de Liu si Liu [77] (a se vedea de asemenea [75]). Chirila [12]
a obtinut acest rezultat folosind metoda g-lanturilor Loewner.

Corolarul 3.2.5 Fie a € [0,1/2], 6 € (—7/2,7/2) si v € (0,1). De asemenea, fie f : U — C o
functie spiralatd de tipul 0 si ordinul y pe U, si fie F' = ®,, o(f). Atunci F este spiralatd de tipul
0 §i ordinul v pe B™.

Xu si Liu [114] au demonstrat cd anumifi operatori de extensie pastreazd notiunea de aproape
stelaritate de ordinul §. Chirila [12] a demonstrat urmétorul rezultat de conservare a aproape ste-
laritdtii de ordinul 0 si tipul v In cazul operatorului ®,, .

Corolarul 3.2.6 ([12]) Fie a € [0,1/2], 6 € [0,1) si vy € (0,1). De asemenea, fie f : U — C o
functie aproape stelatd de ordinul § si tipul ~y. Atunci F' = ®,, ( f) este aproape stelatd de ordinul
4 si tipul v pe B™.

3.2.2 Operatorul de extensie Muir si g-lanturi Loewner

Chirild [12] a demonstrat cd operatorul de extensie Muir ®,, ¢ dat de Definifia 3.1.12 pdstreazd
notiunea de g-lant Loewner, unde g({) = m, pentru ¢ € U,siy € (0,1).Incazuly = 0,a
se vedea [67] (a se vedea Teorema 3.1.14). Teorema 3.2.7 reprezintd rezultatul principal al acestei

sectiuni.

Teorema 3.2.7 ([12]) Fie Q : C*1 — C un polinom omogen de gradul 2 astfel incat ||Q|| <

%ﬂ, unde v € (0,1). Presupunem cd f € S se scufundd intr-un g-lant Loewner. Atunci
F = &, q(f) se scufundd intr-un g-lant Loewner pe B™, unde g(() = 1-5—(117270 ¢l <1

Pe baza rezultatului precedent, Chirild [12] a obtinut c¢a operatorul ®,, o pastreazd notiunile
de g-reprezentare parametricd si stelaritate de ordinul v, pentru g(¢) = 1=¢ ICl < 1,v €

71+<1 )¢’
(0,1, si Q| < ==,

Corolarul 3.2.8 ([12]) Fiey € (0,1) sifie Q : C*~* — C un polinom omogen de gradul 2 astfel
incat |Q| < %1_1' Dacd f : U — C are g-reprezentare parametricd, atunci F' = @, o(f) €
SO(B™), unde 9(¢) = (<1

1+(1 27 I

Urmaétorul rezultat a fost obtinut de Wang si Liu [113]. Chirild [12] a obtinut acest rezultat
folosind metoda g-lanturilor Loewner.
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Corolarul 3.2.9 Fie v € (0,1) si fie Q : C"~' — C un polinom omogen de gradul 2 astfel incat
Q| < %;Y_ll. Dacd f € S, atunci F' = &, (f) € S5(B").

Observatia 3.2.10 Fie f(z1,t) un lant Loewner astfel incat f(-,¢) este o functie convexa pe U
pentru ¢t > 0. Atunci urmdtoarea relatie are loc (a se vedea de exemplu [44], [81] si [93]):
L=z f(z1,t)

3.2.1 : — <1, <1, t>0.
62D 2 e &

Folosind Observatia 3.2.10, Chirila [12] a obtinut urmatoarea Tmbundtdtire a Teoremei 3.2.7
in cazul g-lanturilor Loewner f(z1,t) astfel incét f(-,¢) este convexd pe U pentru ¢t > 0, unde
g(¢) = m, I¢| < 1,7~ € (0,1) (conform [67] si [82]).

Propozitia 3.2.11 ([12]) Fie Q : C*~! — C un polinom omogen de gradul 2 astfel incat ||Q|| <
1—[2y—1]
i
astfel incat f(-,t) este convexd pe U pentru t > 0, unde g(¢) =

, unde v € (0,1). Presupunem cd f € S se scufundd intr-un g lan} Loewner f(z1,t)
¢| < 1. Amunci

1+(1 27)( ’
F = &, o(f) se scufundd intr-un g-lant Loewner pe B™ pentru t > 0.

Observatia 3.2.12 Fie f € K (7). Atunci f € S, unde § = f (y) este data de (1.4.2). Deoarece
B(v) € (v,1), rezultd c& f € S, prin urmare f(21,t) = e’ f(21) este un g-lant Loewner pe U,

unde ¢(¢) = —f—(llié’y{’ || < 1. Se observa ci f(-,t) este convexa pentru ¢ > 0, deoarece f este

convexa pe U.

Pe baza Propozitiei 3.2.11 si Observatiei 3.2.12, Chirild [12] a obtinut urmaétoarele cazuri
particulare (conform [67], [82]).

Corolarul 3.2.13 ([12]) Fie Q : C*! — C un polinom omogen de gradul 2 astfel incat || Q|| <

%’4_1', unde v € (0,1). Dacd f € K(v), atunci F = ®, o(f) se scufundd intr-un g-lant
Loewner pe B", unde g(¢) = 1+(11727C’ ¢l <L

Corolarul 3.2.14 ([12]) Fie Q : C*~! — C un polinom omogen de gradul 2 astfel incat ||Q|| <
%, sifie f € K. Atunci F' = ®,, o(f) se scufundd intr-un g-lant Loewner pe B"™, unde g(() =

Folosind corolariile precedente, Chirila [12] a ardtat cd urmatoarea observatie are loc.

Observatia 3.2.15 (i) Dacd f € K(v), atunci &, o(f) € S;(B"), unde v € (0,1) si Q :

1-|2y

C"~! — C este un polinom omogen de gradul 2 astfel incat ||Q|| < T_H (conform

[82]).

(ii) Dacd f € K, atunci @, o(f) € 51/2(3"), unde @ : C"~! — C este un polinom omogen
de gradul 2 astfel incat ||Q]| < 1/2 (conform [82]).

Chirild [12] a aritat cd marginea ||Q|| <  este exactd pentru Corolarul 3.2.14 (conform [82]).
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3.2.3 Operatorul @, , g si g-lanturi Loewner

Rezultatul principal al acestei sectiuni este dat de Teorema 3.2.16 obtinutd de Chirild [11].
Acest rezultat aratd ca operatorul ®,, , 3 dat de (3.1.3) pastreazd nofiunea de g-lanf Loewner pentru
g(¢) = ﬁ, |¢| < 1, unde v € (0,1). Acest rezultat a fost obtinut de Graham, Hamada,
Kohr si Suffridge [42], in cazul v = 0 (a se vedea Teorema 3.1.10). In cazul @ = 0 siy € (0,1),
Teorema 3.2.16 a fost obtinutd de Chirild [12] (a se vedea Teorema 3.2.1).

Teorema 3.2.16 ([11]) Presupunem cd f € S se scufundd intr-un g-lant Loewner, unde g(¢) =
71+(11:C27)C’ I¢| < 1, iy € (0,1). Aunci F' = @y, o, g(f) se scufundd intr-un g-lant Loewner pe
B", pentru o € [0,1], B €[0,1/2], a + 3 < 1.

Pe baza Teoremei 3.2.16, Chirila [11] a obtinut urmétoarele cazuri particulare. Corolarul 3.2.17
a fost obtinut de Graham, Hamada, Kohr si Suffridge [42], in cazul v = 0. De asemenea, Corolarul
3.2.17 a fost obtinut de Chirild [12], in cazul o = 0 (a se vedea Corolarul 3.2.2).

Corolarul 3.2.17 ([111) Dacd f : U — C are g-reprezentare parametricd si o« € [0,1], § €
0,1/2], a + 3 < 1, atunci F = @y, 45(f) € Sy(B"), unde g(¢) = ﬁ, ¢eUsyi
v € (0,1).

Urmiatorul rezultat a fost obtinut de Hamada, Kohr gi Kohr [56], in cazul « = 0, § =y = 1/2,
si de Liu [75], in cazul v € (0,1) si o« € [0,1], B € [0,1/2], & + 8 < 1. Dacid v = 0, urmitorul
rezultat a fost obtinut de Graham, Hamada, Kohr si Suffridge [42]. Chirild [11] a demonstrat acest
rezultat folosind metoda g-lanturilor Loewner.

Corolarul 3.2.18 Dacd f € Sy sia € [0,1], 8 €[0,1/2], a+ B <1, atunci F' = &, , 5(f) €
S,’;(B"), unde v € (0, 1). In particular, operatorul de extensie Roper-Suffridge pdstreazd notiunea
de stelaritate de ordinul ~.

Urmaitoarea observatie se obtine din Corolarul 3.2.18 (a se vedea [11]).

Observatia 3.2.19 Deoarece K C S /2 (a se vedea Teorema 1.4.17), pe baza Corolarului 3.2.18
rezultd cd ®,, , g(K) C S;‘/Q(B”) pentru v € [0,1], 5 € [0,1/2], « + 8 < 1. Pe de alti parte,
®,,.0,3(K) € K(B™) pentru (o, 8) # (0,1/2) (a se vedea [42]).

Urmatorul rezultat a fost obtinut de Liu si Liu [77] (a se vedea de asemenea [75]). Chirila [11]
a obtinut o demonstratie diferitad folosind metoda g-lanturilor Loewner.

Corolarul 3.2.20 Fie o € [0,1], B € [0,1/2, a+ 8 < 1,6 € (—7/2,7/2) siy € (0,1). De
asemenea, fie f : U — C o functie spiralatd de tipul 0 si ordinul v pe U, si fie F' = ®,, o g(f).
Atunci F este spiralatd de tipul § si ordinul - pe B"™.

Chirild (conform [12]) a obtinut urmétorul rezultat de conservare a aproape stelaritatii de or-
dinul 0 i tipul ~y prin operatorul ®,, ., 3. Corolarul 3.2.21 a fost obtinut de Chirild [12], in cazul
« = 0 (a se vedea Corolarul 3.2.6).
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Corolarul 3.2.21 Fie v € [0,1], B € [0,1/2], a+ 8 < 1,0 € [0,1) si v € (0,1). De asemenea,
fie f : U — C o functie aproape stelatd de ordinul § si tipul . Atunci F' = ®,, o g( f) este aproape
stelatd de ordinul § si tipul v pe B™.

3.3 Rezultate de subordonare asociate operatorului @, , 5

In aceastd sectiune prezentim céteva rezultate de subordonare asociate operatorului ®,, , 5.
Chirila [11] a obtinut un rezultat de pastrare a subordondrii prin operatorul ®,, , 3. Mai precis,
urmatoarea teorema are loc (a se vedea [56], in cazul « = 0si § = 1/2):

Teorema 3.3.1 ([11]) Fie f,g : U — C doud functii local univalente astfel incat f(0) = g(0) =
0, f(0) = a si ¢(0) = b, unde 0 < a < b. Presupunem cd f(z1) # 0 si g(z1) # 0 pentru
0<|z1] <1 Dacda >0, 5 €[0,1/2]si f < g, atunci @, o 5(f) < Pp.a,8(g). Alegem ramura
functiei putere astfel incat

PPl =, [TE0]7)
21=0

16/ ()P0 = b, [9(11)} e
z1=0

Chirild [11] a obtinut anumite consecinte ale rezultatului anterior. Aceste rezultate au fost
obtinute in [56], pentru « = 0§i 8 = 1/2.

Corolarul 3.3.2 ([11]) Fie f € LS si M > 1 astfel incat |f(z1)| < M, z1 € U. Presupunem cd
f(z1) #0,0 < |z1| < 1. Atunci || @y o 58(f)(2)|| < M, z € B", unde o € [0,1], 8 € [0,1/2],
a+ 8 <1

Corolarul 3.3.3 ([11]) Fie f € LS si M > 1 astfel incdt |f(z1)| < M, z1 € U. Presupunem
cd f(z1) # 0 pentru 0 < |21| < 1. Atunci @, 4 5(f) € SY(B?), unde o € [0,1], B € [0,1/2],
a+B<1,sir=1/(M+vVM?-1).

Corolarul 3.3.4 ([11]) Fie f : U — C o functie local univalentd pe U astfel incat f(0) = 0
si f'(0) = a, unde a € (0,1]. Presupunem cd f(z1) # 0 pentru 0 < |z1| < 1. De asemenea,
fie g € S si presupunem cd f < g. Atunci | @0 5(f)(2)|| < I2Il/(1 = ||z]))% 2 € B, unde
aecl0,1],8€(0,1/2, a+ 5 <1

Corolarul 3.3.5 ([11]) Fie f o functie local univalentd pe discul unitate U cu f(0) = 0si f'(0) =
a € (0,1]. Presupunem cd f(z1) # 0 pentru 0 < |z1| < 1. De asemenea, fie g € S%, v € (0,1), si
presupunem cd f < g. Atunci |®, 0 5(f)(2)|| < ||2]l/(1 = ||2])2077), 2 € B™, unde o € [0,1],
Bel0,1/2, a+B< 1.

Pe baza Corolarului 3.3.5, Chirild [11] a obtinut urmédtoarea consecinta.
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Corolarul 3.3.6 ([11]) Fie f o functie local univalentd pe discul unitate U cu f(0) = 0si f'(0) =
a € (0, 1]. Presupunem cd f(z1) # 0 pentru 0 < |z1| < 1. De asemenea, fie g € K §i presupunem
ca f < g. Atunci || @y, o s(f)(2)|| < ||2l/(1 = ||2]|), 2 € B™, unde o € [0,1], 5 € [0,1/2],
a+pB<1L

In continuare prezentim o altd consecinti a Teoremei 3.3.1, obtinutd de Chirild [11]. Acest
rezultat a fost obtinut de Hamada, Kohr gi Kohr [56] pentru o« = 0si § = 1/2.

Corolarul 3.3.7 ([11]) Fie F' = @, 4 3(f) si G = ®, o 3(9), unde f este o functie local univa-
lentd pe discul unitate astfel incat f(0) = 0, f/(0) = a € (0,1], f(z1) # 0 pentru 0 < |z1] < 1,
g € K, a >0, 8 € [0,1/2]. Presupunem ci DF(z)(z) < DG(2)(z), z € B". Atunci
F(z) < G(z), z € B".

3.4 Raze de univalenta si operatorul @, , 5

In continuare considerdm anumite raze de univalentd asociate operatorului ®,, , 5. Aceste re-
zultate au fost obtinute de Chirila [11].

Graham, Kohr si Kohr [46] au obtinut raza de stelaritate si raza de convexitate asociate ope-
ratorului ®,,(5) (a se vedea Teoremele 3.1.6 si 3.1.7). De asemenea, Graham, Hamada, Kohr si
Suffridge [42] au obtinut raza de stelaritate asociatd operatorului ®,, o 3(.5) (a se vedea Teorema
3.1.11). In aceasti sectiune, vom considera alte raze de univalenti ale unor subclase ale lui S(B")
asociate operatorului ®,, . 3.

Chirild [11] a obtinut urmatorul rezultat referitor la raza de spiralitate de tipul § pentru clasa

By o (S).
Teorema 3.4.1 ([11]) Rg_ (®p,0,5(S)) = tanh [g . @}, pentru o € [0,1], B € [0,1/2], astfel
incaita+  <1gid € (—m/2,7/2).

Observatia 3.4.2 Dacidalegemd = 0, v € [0, 1], 8 € [0, 1/2] astfel incat a+ S < 1, din Teorema
3.4.1 obtinem cd Rg+ (P, o, 3(S5)) = tanh(m/4). Acest rezultat a fost obtinut de Graham, Hamada,
Kohr si Suffridge [42].

Chirild [11] a demonstrat urmatorul rezultat referitor la raza de stelaritate de ordinul ~y pentru
clasa ®,, , g(5).

Teorema 3.4.3 ([111) Rs: (®n,a,5(S5)) = r, unde r este unica solufie a ecuafiei

<1_T Ccos T
cosr — v =0,
1+r>

pentruy € (0,1/e), unde v = x(r), 0 < x < 7 este unic determinat de ecuatia

1
sin:z:ln( —1—7”) —x=0
1—r

sir = ,pentru~y € [1/e, 1).

1=
1+~
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Folosind faptul cd RK(ST/2) = /23 — 3 (a se vedea de exemplu [37, I p. 87]), precum si
faptul ca operatorul Roper-Suffridge pastreazd convexitatea (a se vedea Teorema 3.1.1), deducem
urmatorul rezultat obtinut de Chirild [11].

Teorema 3.4.4 ([11]) Ry (P, ( ik/2)) =23 -3.

Similar, folosind rezultate privind raze de univalentd prezentate in [37, Capitolul 13] si faptul
cd operatorul ®,, , 3 padstreazd notiunea de stelaritate (a se vedea Teorema 3.1.10), stelaritate de
ordinul v € (0, 1) (a se vedea Corolarul 3.2.18) si spiralitate de tipul § € (—7/2,7/2) (a se vedea

de exemplu [75]), Chirild [11] a obtinut urmétoarele rezultate.

Teorema 3.4.5 ([11]) Dacd o € [0,1], B € [0,1/2] astfel incdt o + B < 1, atunci urmdtoarele
relatii au loc:

(1 =2y)cosd)z® —2(1 =)z +cosd =0, § € (—7/2,7/2), v € (0,1).
(i) Rsx(Pn,a,p(K)) = sin(yr/2), v € (0,1).
(111) Rg (Pp,a,p(K)) =cosd, 0<46 <1

(iv) Rs+(Pp.ap(S5)) = 1/(cosd + |sind

), 0 € (—7/2,m/2).

3.5 O generalizare a operatorului de extensie Pfaltzgraff-Suffridge

In aceastd sectiune considerdm operatorul de extensie ¥,, , o > 0, care extinde o aplicatie lo-
cal biolomorfi f € H(B™)la o aplicatie local biolomorfd F € H(B"*").n cazul o = n%rl, acest
operatorul revine la operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge (3.1.4). Folosind metoda lanturilor
Loewner, ardtim cd dacd f € S°(B"), atunci ¥, o(f) € S°(B"*!), pentru o € [0,1/(n + 1)].
In particular, daci f € S*(B"), atunci ¥,, o(f) € S*(B"*1), si dacd f este spiralati de tipul
§ € (—m/2,m/2) pe B™, atunci V,, ,(f) este spiralatd de tipul § pe B"*1. Vom arita de asemenea
cd dacd f este aproape stelatd de ordinul § € [0,1) pe B™, atunci ¥, (f) este aproape stelatd de
ordinul § pe B"!. Vom arita ci daci f € K(B")si1/(n+ 1) < a < 1/n, atunci imaginea lui
F =, o(f) contine invelitoarea convexd a imaginii unui domeniu Reinhardt continut in Bntt
O generalizare a acestui rezultat in cazul aplicatiilor e-stelate va fi de asemenea consideratd. Vom
obtine de asemenea un rezultat de pastrare a subordondrii prin operatorul mentionat anterior.

Aceastd sectiune contine rezultate originale obtinute in [14], [15]. O parte a rezultatelor din
aceastd sectiune sunt generalizari ale unor rezultate obtinute de Graham, Kohr si Pfaltzgraff (a se

1

vedea [48]), in cazul o = i
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3.5.1 Lanturi Loewner si operatorul ¥, ,

Vom incepe prin a introduce operatorul ¥,, . Acest operator a fost considerat de Chirila [14].
Pentrun > 1, fie 2/ = (21,...,2,) € C"si 2 = (2, z,41) € C"TL.

Definitia 3.5.1 Fie o > 0. Operatorul de extensie ¥,, o : LS, (B") — LS,1(B"1) este definit
astfel [14]

(3.5.1) Upolf)(2) = F(2) = ( (), an[Jf(z’)]a), 2= (2, 2ns1) € B

Alegem ramura functiei putere astfel incat [J;(z)]%| ,_, = 1. Atunci F' = W, 4(f) €
LS,1+1(B"1), dacd f € LS,,(B"). De asemenea, daci f € S(B") atunci F' € S(B"t1).

Dacd o = 1/(n + 1), operatorul W, ;(,,41) revine la operatorul de extensie Pfaltzgraff-
Suffridge U,, dat de (3.1.4) [91]. Daci n = 1 si @« = 1/2, atunci \11171/2 revine la operatorul
de extensie Roper-Suffridge @5 (a se vedea [101]). Observam ca operatorul ¥y ,, o € [0, %], a
fost considerat de Graham, Kohr si Kohr [46].

Rezultatul principal al acestei sectiuni este dat de Teorema 3.5.2 obtinutd de Chirild [14]. Acest
rezultat aratd cd operatorul W,, , pastreazd notiunea de lant Loewner. in cazul a = a se vedea
[48] (a se vedea Teorema 3.1.16).

_1
n+1°

Teorema 3.5.2 ([14]) Presupunem cd f € S(B™) se scufundd intr-un lant Loewner f(Z',t).

Atunci F =V, (f) se scufundd intr-un lant Loewner F'(z,t), pentru o € [O, n%_l}
Pe baza Teoremei 3.5.2, obfinem cd operatorul ¥,, , pdstreaza nofiunile de reprezentare para-
metrici, stelaritate, spiralitate de tipul d, si aproape stelaritate de ordinul 6. Aceste rezultate au fost

obtinute de Chirild [14]. Corolariile 3.5.3 si 3.5.4 au fost obtinute de Graham, Kohr si Pfaltzgraff

N 1
[48] In cazul o = e

Corolarul 3.5.3 ([14]) Presupunem cd f € S°(B"). Atunci F = U,, ,(f) € S°(B"*1), pentru
a € [0, n%rl}

Corolarul 3.5.4 ([14]) Presupunem cd f € S*(B"). Atunci F = W,, (f) € S*(B"*1), pentru
a € [0, %H}

Corolarul 3.5.5 ([14]) Presupunem ci f € Ss(B"), unde § € (—7/2,7/2). Atunci F =
U, ol f) € S5(B™HY), pentru o € [0, n%rl]

Urmadtorul rezultat obginut de Chirild [14] aratd ca operatorul V¥, , pdstreazd notiunea de
aproape stelaritate de ordinul 0 € [0, 1) (compara cu [114]).

Corolarul 3.5.6 ([14]) Presupunem cd f este o aplicatie aproape stelatd de ordinul § pe B",
unde § € [0,1). Atunci F = W, ,(f) este o aplicatie aproape stelatd de ordinul § pe B"*1, unde

a € [O, n%rl}



3.5. O generalizare a operatorului de extensie Pfaltzgraff-Suffridge 47

3.5.2 c-stelaritate si operatorul ¥, ,

In continuare discutim cazul aplicatiilor e-stelate asociate operatorului ¥, o, pentru a €

1 1
n+l'n|"

Pentru a € (0, 1], fie
Q= {2= (2, 2n41) € C"H 2 o P < @ (1— ||]2) D)

Atunci Qg0 € B" L Pentrua = 15ia = n%rl obtinemcd Q, 1 = B"L
7 n+1
Urmadtoarea teorema a fost obtinutd de Chirild [14]. Dacd € = 1, aceasta reprezinta un rezultat
partial de pdstrare a convexitdtii prin operatorul V¥, . Teorema 3.5.7 a fost obtinutd in [48], n

cazul o = n%rl si e = 1 (compard cu [35]).

Teorema 3.5.7 ([14]) Fie ¢ € [0,1] si fie f : B" — C" o aplicatie e-stelatd normatd. De ase-

menea, fie ' = U, .(f), pentru o € n%_l,% , §i fie a1,a9 > 0 astfel incdt a1 + a2 < 1.

Atunci
(1=XNF(2) + AeF(w) € F(Qay4asma) 2 € Qarnar WE Qagna, AE[0,1].

Luind ¢ = 1 1n Teorema 3.5.7, Chirild [14] a obtinut urmatorul rezultat partial referitor la
pdstrarea convexitdfii prin operatorul ¥,, . Dacd o = a se vedea [48] (a se vedea Teorema
3.1.15).

_1
n+1°

Corolarul 3.5.8 ([14]) Dacd f € K(B") si F = W, (f), atunci (1 — \)F(z) + A\F(w) €
F(Qu+asma) 2 € Qayna W E Qagmar A€ [0,1], unde ay,a2 >0, a3 +ag < 1.

Luand o = n%rl in Teorema 3.5.7, Chirild [14] a obtinut urmétorul rezultat referitor la pastra-

rea e-stelaritdtii prin operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge ¥,, (conform [48], pentru € = 1;
compara cu [35]).

Corolarul 3.5.9 ([14]) Fie ¢ € [0,1] si fie f : B™ — C" o aplicatie e-stelatd normatd. De
asemenea, fie F' = W, (f) si fie a1, a2 > 0 astfel incdt a1 + as < 1. Atunci

(1 - )\)F(Z) + )\z’;‘F('LU) < F<Qa1+a2,n,1/(n+1))a
oricare ar fi z € Qg n1/(n+1) W € Lagn1/(nt1) $i A € [0, 1].

Alegand a; = ag = % in Corolarul 3.5.9 si folosind faptul c& 2y, 1/(n41) = B"t!, deducem
urmadtorul rezultat obtinut de Chirild [14]. In cazul £ = 1, a se vedea [48].

Corolarul 3.5.10 ([14]) Dacd f este o aplicatie e-stelatd normatd pe B™, ¢ € [0,1], i F =
U, (f), atunci

(1 =NF(2) + AeF(w) € F(B"™), z,w € Qi/2.n,1/(mt1), A € [0, 1].

Observatia 3.5.11 Operatorul ¥,, , a fost generalizat pe anumite domenii Reinhardt in C™ de
catre Chirila [15], si proprietiti similare celor de mai sus au fost obtinute.
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3.5.3 Subordonare si operatorul ¥, ,

In continuare obtinem un rezultat de pistrare a subordonirii prin operatorul V. $1 prezentdm
cateva cazuri particulare ale acestuia. Teorema 3.5.12 a fost obtinutd de Chirild [17] (a se vedea
[56] pentru v = 1/(n + 1)).

Teorema 3.5.12 ([17]) Fie f,g : B" — C" doud aplicatii local biolomorfe astfel incat f(0) =
g(0) =0, Df(0) = al,, Dg(0) = bl,, unde 0 < a < b. Dacid o € [0,1/(n+1)] si f < g, atunci
Uy o(f) < Un.a(g). Alegem ramurile functiilor putere astfel incdt

[(Jp(2)]% =0 = a™ si [Jg(2")]*| =0 = b

Urmaitoarele consecinte ale Teoremei 3.5.12 au fost obtinute de Chirild [17]. Aceste rezultate
au fost obtinute in [56] pentru « = 1/(n + 1).

Corolarul 3.5.13 ([17]) Fie f € LS, (B™) si M > 1 astfel incat || f(2')|| < M, 2z’ € B™. Atunci
[Wna(f)(2)|| < M, z€ B"™ pentru v € [0,1/(n+ 1)]. Mai mult, V,, o(f) este biolomorfi pe

bila Bg“, unde p=1/(mM™) sim = n%in](Z _ 7«2)/(7«(1 _ 7"2)).
rel0,1

Corolarul 3.5.14 ([17]) Fie f : B™ — C" o aplicatie local biolomorfd pe B™ astfel incdt f(0) =
| <

0si Df(0) = al,, a € (0,1]. Fieg € SO(B”) si presupunem cd f < g. Atunci |V, o(f)(2)]
lzll/(1 = ||z])? 2z € B"*L, pentru a € [0,1/(n + 1)].



Capitolul 4

Subclase de aplicatii biolomorfe
asociate g-lanturilor Loewner

In acest capitol folosim metoda lanturilor Loewner pentru a genera anumite subclase de apli-
cafii biolomorfe normate pe bila unitate Euclidiand B™ in C", care au caracterizéri geometrice
interesante. Vom prezenta clasa aplicatiilor g-stelate, g-spiralate de tipul « € (—7/2,7/2), si g-
aproape stelate de ordinul « € [0,1) pe B™. Vom prezenta exemple pentru aceste clase si vom
obtine caracterizarea acestora folosind g-lanfuri Loewner. Vom folosi aceste rezultate pentru a de-
monstra cd, in anumite ipoteze, aplicatia F' : B" — C" datd de F'(z) = P(z)z este g-stelatd,
g-spiralatd de tipul o € (—m/2,7/2) si g-aproape stelatd de ordinul o € [0,1) pe B", unde
P : B™ — C este o functie olomorfa astfel incat P(0) = 1. Mai general, vom considera conditii
astfel incat F' sa admitd g-reprezentare parametrica pe B". Diferite aplicatii ale acestor rezul-
tate vor fi obtinute. Astfel putem obtine exemple concrete de aplicatii care admit g-reprezentare
parametrici pe bila unitate Euclidianda B™ in C”.

Acest capitol contine rezultate originale obtinute 1n [13].

4.1 g-stelaritate, g-spiralitate si g-aproape stelaritate pe B"

In aceasti sectiune prezentim definitia aplicatiilor g-stelate, g-spiralate de tipul « si g-aproape
stelate de ordinul «, precum si caracterizarea acestora folosind g-lanturi Loewner. Prezentdm de
asemenea exemple pentru aceste subclase de aplicatii biolomorfe. Rezultatele prezentate n aceasta
sectiune au fost obtinute de Chirild [13].

4.1.1 Definitii si exemple

Incepem prin a prezenta clasa aplicatiilor g-stelate pe B", unde ¢ verifici conditiile Definitiei
2.4.13. Aceastd notiune a fost introdusa de Graham, Hamada si Kohr [38] si de Hamada si Honda
[52]. Aceastd notiune a fost de asemenea studiatd de Xu si Liu In cazul spatiilor Banach complexe
[115].

49
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Definitia 4.1.1 O aplicatie local biolomorfa normata f : B — C" se numeste g-stelatd pe B"
dacd

@.1.1) —z([Df(2)] 7 f(2), 2) € g(U), z € B*\ {0}.

1
1212

Notdm clasa aplicatiilor g-stelate pe B™ prin S;(B”). Dacd n = 1, notdm aceastd clasa prin
Sg.Dacd g(¢) = (1 — ()/(1 + (), aceastd clasd revine la clasa aplicatiilor stelate pe B".
Prezentdm acum céteva exemple particulare ale clasei S (B") (conform [52]).

Observatia 4.1.2 Daci g(¢) = ﬁ, || < 1sivy € (0,1), atunci g transforma discul
unitate U 1n discul deschis de centru 1/(2) si razd 1/(27). Atunci clasa Sj; (B") revine la clasa
aplicatiilor stelate de ordinul v pe B™.

Observatia 4.1.3 Daci g(¢) = (1 — a)%é +a,|¢| <1si0 < a < 1,relatia (4.1.1) poate fi
rescrisa astfel
Re ([Df(2)]7'f(2),2) > allz|]?, z € B"\ {0}.

Asadar clasa Sy (B™) revine la clasa aplicatiilor aproape stelate de ordinul « pe B™.

Fie

an(©) =1+ 2 (10 T2

Alegem ramura radicalului astfel incat \/C|c—1 = 1 si ramura logaritmului astfel incat log 1 =

2
) ,0<p <1

0.

Definitia 4.1.4 ([53]) O aplicatie local biolomorfd f € H(B™) se numeste parabolic stelatd de

ordinul p dacd .
Wde(Z)]_lf(Z),Z) €g(U), z € B"\ {0},

unde g = i
dp
Hamada, Honda si Kohr [53] au demonstrat cd g(U) este stelatd in raport cu 1.
Pentru diferite rezultate referitoare la aplicatiile g-stelate, cum ar fi teoreme de deformare si
acoperire si estimdri ale coeficientilor, a se vedea [38], [52], [115].
In continuare definim clasa aplicatiilor g-spiralate de tipul o € (—7/2,7/2) pe B", unde g
verificd conditiile Definitiei 2.4.13. Aceastd notiune a fost introdusd de Chirild [13].

Definitia 4.1.5 ([13]) O aplicatie local biolomorfa normata f : B™ — C" se numeste g-spiralatd
de tipul o € (—m/2,7/2) dacd

—i

4.1.2) e, €
COS (¥ COS ¥

QDﬂ@TV@%@#>GMU%zeﬂﬂ{%-
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Dacid g(¢) = (1 — ¢)/(1 + (), aceasta clasd revine la clasa aplicatiilor spiralate de tipul o pe
B"™, si dacd g(¢) = ﬁ, IC| < 1,y € (0,1), obtinem clasa aplicatiilor spiralate de tipul
« si ordinul v pe B™. Daca o = 0, clasa aplicatiilor g-spiralate de tipul O pe B revine la clasa
aplicatiilor g-stelate pe B™.

Daca f este g-spiralatad de tipul «, atunci f este de asemenea spiralatd de tipul «, deci f este
biolomorfa pe B™. Pe de altd parte, motivatia introducerii clasei aplicatiilor g-spiralate de tipul o
este datd de Corolarul 4.2.13.

In continuare prezentim clasa aplicatiilor g-aproape stelate de ordinul o € [0,1) pe B™, unde

g verificd conditiile Definitiei 2.4.13. Aceastd clasa a fost introdusa de Chirila [13].

Definitia 4.1.6 ([13]) O aplicatie local biolomorfd normata f : B — C" se numeste g-aproape
stelatd de ordinul o € [0, 1) dacd

1 z o
4.1.3 —([D “11(2), — —— € g(U), ze B™\ {0}.
@1y (DI ) - s €9, 2 B (0)
Dacd ¢(¢) = (1 — ¢)/(1 + (), aceastd clasd revine la clasa aplicatiilor aproape stelate de
ordinul o pe B", si dacd g(¢) = ﬁ, IC| < 1, € (0,1), obtinem clasa aplicatiilor aproape

stelate de ordinul « si tipul v pe B™. Dacd o = 0, clasa aplicatiilor g-aproape stelate de ordinul 0
pe B™ revine la clasa aplicatiilor g-stelate pe B".

Daca f este g-aproape stelata de ordinul «, atunci f este de asemenea aproape stelatd de
ordinul a, si deci f este biolomorfd pe B™. Motivatia introducerii clasei aplicatiilor g-aproape
stelate de ordinul . pe B" este data de Corolarul 4.2.15.

In continuare prezentim exemple de aplicatii g-stelate, g-spiralate de tipul o si g-aproape
stelate de ordinul « pe discul unitate U si pe bila unitate Euclidiand B™ in C™ (conform [52]).

Prezentam acum un exemplu de functie g-stelatd pe discul unitate U (a se vedea [52]).

Exemplul 4.1.7 Fie g : U — C o functie univalenti care verifica conditiile Definitiei 2.4.13. De
asemenea, fie b € S} definitd prin b(0) = 0, ¥'(0) = 1 si

¢ 1
b g0 I
Atunci
<r1 dx
“4.1.4) b(¢) = Cexp/0 [g(x) — 1} 0 I¢| < 1.

Functia b data de relatia (4.1.4) este g-stelatd pe U, prin urmare b are g-reprezentare parametrica
pe U (a se vedea Teorema 4.1.11).

In continuare prezentim exemple de aplicatii g-stelate pe bila unitate Euclidiani B™ in C"
(conform [52]).

Exemplul 4.1.8 Presupunem cd g verifica conditiile Definitiei 2.4.13.
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(i) Presupunem cd g este convexd. Dacd fi,..., f, € Sj, atunci f € S;(B"), unde f(z) =
(f1(z1), -y fu(zn))s 2= (21,-..,2n) € B". Maimult, f € SS(B").
f(z21)

(ii) Dacd f € S7, atunci aplicatia F'(z) =
Prin urmare F' € Sj)(B").

z,z2=(z1,...,2n) € B", este g-stelati pe B".
<1

In continuare prezentim exemple de aplicatii g-spiralate de tipul « pe bila unitate Euclidiand
B"inC", a € (—m/2,7/2). Aceste exemple au fost obtinute de Chirild [13] (conform [52]).

Exemplul 4.1.9 Presupunem cd g verifica conditiile Definitiei 2.4.13.

(i) Presupunem ci g este convexa. Daca fi,..., f, sunt g-spiralate de tipul o pe U, a €
(—m/2,7/2), atunci f(z) = (fi(21),-.., fn(zn)) este g-spiralatd de tipul o pe B". Mai
mult, f € Sp(B™).

f(z1)

<1
z=(z1,...,2n) € B", este g-spiralata de tipul o pe B". Prin urmare F' € SS(B”).

(ii) Dacd f este g-spiralata de tipul o € (—m/2,7/2) pe U , atunci aplicatia F'(z) = z,

In continuare prezentim exemple de aplicatii g-aproape stelate de ordinul a € [0,1) pe bila
unitate Euclidiand B™ in C". Aceste exemple au fost obtinute de Chirilad [13] (conform [52]).

Exemplul 4.1.10 Presupunem ca g verifica conditiile Definitiei 2.4.13.

(i) Presupunem cd g(U) este stelatd in raport cu 1. Dacd f; este g-aproape stelatd de ordinul «
pe U, a € [0,1), atunci f(2) = (f1(21), 22, ..., 2n) este g-aproape stelatd de ordinul « pe
B™. Mai mult, f € S(B").

(ii) Presupunem ci g este convexd. Daca fi, ..., f,, sunt g-aproape stelate de ordinul « pe U,
a € [0,1), atunci f(2) = (fi(z1),. .., fn(2n)) este g-aproape stelatd de ordinul o pe B"™.
Mai mult, f € S)(B").

(iii) Dacid f este g-aproape stelatd de ordinul « € [0,1) pe U , atunci aplicatia F'(z) = (1) z,
21

z = (21,...,2n) € B", este g-aproape stelata de ordinul o pe B". Prin urmare F' € SS(B”).

4.1.2 Caracterizari folosind g-lanturi Loewner

In aceastd sectiune obtinem caracterizarea aplicatiilor g-stelate, g-spiralate de tipul o, si g-
aproape stelate de ordinul «, prin intermediul g-lanturilor Loewner.

Incepem prin a prezenta caracterizarea aplicatiilor g-stelate folosind g-lanturi Loewner, unde ¢
verificd conditiile Definitiei 2.4.13. Acest rezultat a fost obtinut de Chirild [13]. Dacd ¢g({) = %
|| < 1, obtinem caracterizarea obignuiti a stelaritdtii folosind lanturi Loewner (a se vedea [90]; a
se vedea de asemenea Teorema 2.4.6).
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Teorema 4.1.11 ([13]) O aplicatie local biolomorfd normatd f : B™ — C" este g-stelatd dacd §i
numai dacd f(z,t) = et f(2) este g-lant Loewner, unde g verifici conditiile Definitiei 2.4.13.

Caracterizarea aplicatiilor g-spiralate de tipul o € (—m/2,7/2) pe B™ folosind g-lanturi Lo-
ewner a fost obtinutd de Chirila [13], unde g verifica conditiile Definitiei 2.4.13 (compara cu [54]).
_ 1=¢

In cazul ¢(¢) = 5 in Teorema 4.1.12, obtinem caracterizarea obisnuita a spiralitdtii de tipul o

folosind lanturi Loewner (a se vedea Teorema 2.4.7).

Teorema 4.1.12 ([13]) O aplicatie local biolomorfd normatd f : B"™ — C" este g-spiralatd de
tipul o € (—7/2,7/2) dacd si numai dacd f(z,t) = e 719t f (79 2) este g-lant Loewner, unde
a = tan « §i g verificd conditiile Definitiei 2.4.13.

Chirild [13] a obtinut de asemenea caracterizarea aplicatiilor g-aproape stelate de ordinul o €
[0,1) folosind g-lanturi Loewner, unde g verificd conditiile Definitiei 2.4.13. Dacé considerdm
g9(¢) = % in Teorema 4.1.13, obtinem caracterizarea aplicatiilor aproape stelate de ordinul o

folosind lanturi Loewner (a se vedea [114]; a se vedea de asemenea Teorema 2.4.8).

Teorema 4.1.13 ([13]) O aplicatie local biolomorfd normata f : B™ — C" este g-aproape ste-
1 e

latd de ordinul o € [0,1) dacd si numai dacd f(z,t) = eT=a'f(ea-1'2) este g-lant Loewner,

unde g verificd conditiile Definitiei 2.4.13.

4.2 O subclasa de aplicatii biolomorfe pe B" generata de g-lanturi
Loewner

In continuare, folosind caracterizirile obtinute in sectiunea precedentd, vom arita ci, in
anumite ipoteze, aplicatia F'(z) = P(z)z, z € B", este g-stelatd, g-spiralata de tipul o €
(—m/2,7/2) si g-aproape stelatd de ordinul o € [0,1) pe B™, unde P : B" — C este o functie
olomorfi astfel incat P(0) = 1. Mai general, consideram conditii astfel incit F' are g-reprezentare
parametricd pe B", unde g verifica conditiile Definitiei 2.4.13. Diferite aplicatii ale acestor rezul-
tate vor fi obtinute.

Aceastd sectiune se bazeaza pe rezultatele originale obtinute Tn [13].

Teorema 4.2.1 obtinuti de Chirild [13] reprezinti rezultatul principal al acestei sectiuni. in
aceastd teoremd consideram conditii astfel incit o aplicatie F' : B™ — C" datd de F'(z) = P(z)z
apartine lui SS(B"), unde P € H(B",C) astfel incat P(0) = 1. Diferite cazuri particulare si
aplicatii ale Teoremei 4.2.1 vor fi de asemenea obtinute.

Teorema 4.2.1 ([13]) Fie P : B"™ — C o functie olomorfd pe B™ astfel incdat P(0) = 1 si fie
F(z) = P(2)z, z € B". Fie F(2,t) = P(z,t)z, z € B",t > 0, unde P(z,t) : B" x[0,00) — C
verificd urmdtoarele conditii:

(i) P(-,t) € H(B",C), P(0,t) = ¢!, t > 0, P(-,0) = P, P(z,t) £ 0,z € B", t > 0, si

DP(z,t)(z)
1+ ——F— = #0,pentruz € B"5it > 0;
P(z,t)
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(13) P(z,-) este local Lipschitz continud pe [0, 00) local uniform in raport cu z € B".
(iii) {e7tP(-,t)}i>0 este o familie normald pe B™.
Dacd g verificd conditiile Definitiei 2.4.13 §i
oP

42.1) oY

P(z,t) <1 - Di(a%(z)>

atunci F(z,t) este un g-lanf Loewner. Mai mult, F € SJ(B™).

€gU), aet>0,Vze B",

Se observd usor cd reciproca Teoremei 4.2.1 are loc (a se vedea [13]).

Propozitia 4.2.2 Fie P : B"™ — C o functie olomorfd pe B™ astfel incdt P(0) = 1 i fie F(z) =
P(2)z, z € B™. Fie F(z,t) = P(z,t)z, z € B", t > 0, unde P(z,t) : B" x [0,00) — C verificd
conditiile (i) — (iii) ale Teoremei 4.2.1. Dacd g verificd conditiile Definitiei 2.4.13 si F'(z,t) este
un g-lant Loewner, atunci relatia (4.2.1) are loc.

Pe baza Teoremei 4.2.1, Chirila [13] a obtinut urmatoarele cazuri particulare.

Corolarul 4.2.3 a fost obtinut de Pfaltzgraff si Suffridge [91] in cazul g({) = %g, si de
Graham, Hamada si Kohr [38], in cazul in care g : U — C verifica conditiile Definitiei 2.4.13.
Corolarul 4.2.3 a fost de asemenea obtinut de Chirila [13].

Corolarul 4.2.3 Fie g : U — C o functie univalentd care verificd conditiile Definitiei 2.4.13. De
asemenea, fie F(z) = P(z)z, z € B™, unde P : B"™ — C este o functie olomorfi astfel incat
P(0) = 1. Dacd 1 + DFI;((ZZ))(Z) € é(U), 2z € B™, atunci F(z,t) = ¢'P(2)z, z € B", t > 0, este
g-lant Loewner. Mai mult, F' € S;(B").

Daci considerdm g(¢) = ﬁ, I¢| < 1,7 € [0,1), in Corolarul 4.2.3, obtinem urmatoa-

rea consecintd, pe baza Observatiei 4.1.2 (a se vedea [13]).

Corolarul 4.2.4 Fie F(z) = P(z)z, z € B"™ unde P : B"™ — C este o functie olomorfd astfel
incat P(0) = 1. Dacd
DP(z)(z)

Re [1 + P(2)

] >, z€ B",
atunci F este stelatd de ordinul v pe B™, unde v € [0, 1).
Observatia 4.2.5 In aceleasi ipoteze ca si ale Corolarului 4.2.3, considerdnd valoarea lui ¢ ca si

in Observatia 4.1.3 si Definitia 4.1.4, obtinem cd F' este aproape stelatd de ordinul « € [0, 1),
respectiv parabolic stelatd de ordinul p € [0,1) pe B (a se vedea [13]).
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In continuare prezentim aplicagii ale Corolarului 4.2.3. Pentru aceasta, avem nevoie de urma-
torul rezultat. in cazul g(¢) = m, Propozitia 4.2.6 a fost obtinutd de Pfaltzgraff si Suffridge [91],
iar in cazul 1n care g verificd conditiile Definitiei 2.4.13, acest rezultat a fost obtinut de Graham,
Hamada si Kohr [38]. Xu si Liu [115] au obtinut o generalizare a Propozitiei 4.2.6 1n cazul spatiilor

Banach complexe.

Propozitia 4.2.6 Fie g : U — C o functie univalentd care verificd conditiile Definitiei 2.4.13,
astfel incat 1/ g este convexd pe U. Fie f; € Sy, j = 1,2,...,n. Dacd \j > 0 si 2?21 Aj =1,
atunci

(4.2.2) F(z) =z f[ (M) : ,z€B"

=N A
apartine lui S;(B").

Daci considerdm g(¢) = W, || < 1,v € [0,1) in Propozitia 4.2.6, obtinem urmatoa-
rea consecintd. Acest rezultat a fost obtinut de Xu si Liu [115] in cazul spatiilor Banach complexe

(a se vedea de asemenea [13]).

Corolarul 4.2.7 Dacd f; € Sy, j € {1,...,n}, y €[0,1) si \; > 0, >°%_; \j = 1, atunci
n
I <fﬂ 2 )
j=1
este stelatd de ordinul v pe B". Mai mult,
1—-(1-2 1+(1-2

(1 +[|z]))2rt=nHt = (1 = [lz[)2rt=+17

Aceastd estimare este exactd.

In continuare formulim urmétoarea conjecturd (a se vedea [13]).
Conjectura. Dacd f € S3(B"), v € [0, 1), atunci relatia (4.2.3) are loc.

Din Corolarul 4.2.7 obtinem urmdtoarea consecintd (conform [91], [115, Teorema 5]; a se
vedea de asemenea [13]).

Corolarul 4.2.8 Dacd f; € K, j € {1,...,n} si F este datd de (4.2.2), atunci F' € ST/Q(B”) §i

1

1
424 SR S P [P ——
@24 @ et = FENS e

z € B™.

Acest rezultat este exact.



56 4. Subclase de aplicatii biolomorfe asociate g-lanturilor Loewner

Observatia 4.2.9 Corolarul 4.2.8 nu are loc pentru familia K (B") (a se vedea de exemplu [44]).
De fapt, nu se cunosc estimiri exacte pentru |Jp(z)|, F' € K(B"™). Discutii generale despre Jp,
unde F' € K(B"™), pot fi gasite in [32] si [44].

Observatia 4.2.10 Folosind Propozitia 4.2.6, Observatia 4.1.3 si Definitia 4.1.4, obtinem ca apli-
catia F' datd de (4.2.2) péstreaza notiunile de aproape stelaritate de ordinul « € [0, 1), respectiv
parabolic stelaritate de ordinul p € [0,1) pe B" (a se vedea [13]).

In continuare prezentim o alti aplicatie a Corolarului 4.2.3. Urmitorul rezultat a fost conside-
rat de Chirila [13].

Corolarul 4.2.11 Fie g : U — C o functie univalentd care verificd conditiile Definitiei 2.4.13 §i

presupunem cd 1/g este convexd pe U. Fie p;(C) o functie olomorfid normatd pe U astfel incdt

¢ (€) , . . :
1+ p}J(C) =< %(C), pentru € U, j =1,2,...,n. Dacd \j > 0 gi Z;-lzl Aj =1, atunci

n
4.2.5) H p] 2;)) X, ze B"
7=1

este o aplicatie din S;(B").

Daci alegem g(¢) = m [0,1) in Corolarul 4.2.11, deducem urmatoarea

consecintd obtinutd de Chirild [13].

Corolarul 4.2.12 Dacd fj € K(v), j € {1,...,n},y € [0,1) 5i \; > 0, 377 \; = 1, atunci

=T

j=1
este stelatd de ordinul v pe B™.

Pe baza Teoremei 4.2.1, obtinem urmatoarea consecinta privind aplicatiile g-spiralate de tipul
a pe B™. Urmaitorul corolar a fost obtinut de Chirila [13].

Corolarul 4.2.13 ([13]) Fie g : U — C o functie univalentd care verificd conditiile Definitiei
2.4.13. De asemenea, fie F'(z ) = P( )2, 2 € B", unde P : B" — C este o functie olomorfi

+i DP(z)(z)
astfel incat P(0) = 1 i 1 + ﬁ # 0, z € B™. Dacd HZDP% € g(U), z € B", atunci
F(z,t) = ! P(e2)z, 2 € B", t > 0, este g-lant Loewner, unde a = tan a §i o € (—m/2,7/2).
Mai mult, F este g-spiralatd de tipul o pe B™.

Considerand g(¢) =
urmatoarea consecinta.

1+(11727(’ I¢| < 1,~ € [0,1) in Corolarul 4.2.13, Chirila [13] a obtinut
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Corolarul 4.2.14 Fie F( ) P(z)z, z € B", unde P : B"™ — C este o functie olomorfi astfel
incat P(0) = 1§i 1+ PZ 2) £ 0, z € B". Dacd

1+DP(Z)()
Re % >, z€DB",
1+1ia PC)

atunci F este spiralatd de tipul « §i ordinul v pe B"™, unde a = tana, o € (—7/2,7/2) i
v €[0,1).

Pe baza Teoremei 4.2.1, Chirild [13] a obtinut urmitoarea consecintd privind aplicatiile g-
aproape stelate de ordinul a pe B".

Corolarul 4.2.15 ([13]) Fie g : U — C o functie univalentd, care verificd conditiile Definitiei
2.4.13. De asemenea, fie F'(z ) = P(z)z 2z € B", unde P : B™ — C este o functie olomorfd

14— DP()(2)
astfel incat P(0) = 1 i1+ 2 ) £ 0, 2 € B" Daci 11‘,31,37;8 € g(U), z € B",

P(z)

a € 0,1), atunci F(z,t) = etP(eﬁtz)z, z € B", t > 0, este g-lant Loewner. Mai mult, F este

g-aproape stelatd de ordinul o pe B™.
Daci considerém. g9(¢) = ﬁ

toarea consecintd obtinutd de Chirila [13].

¢| < 1,v € [0,1) in Corolarul 4.2.15, deducem urma-

Corolarul 4.2.16 Fie F'(z) = P(z)z, z € B", unde P : B" — C este o functie olomorfd astfel
incat P(0) = 1si 1+ DP(Z)(Z) # 0, z € B". Dacd

DP(z)(z
a DP(2)(z
1 a—1 P((z))( )

Re >, z€B",

atunci F este aproape stelatd de ordinul « §i tipul -y pe B", unde y € [0,1) si « € [0, 1).
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Capitolul 5

Puncte extreme si puncte suport
asociate familiei S})(B")

In acest capitol considerim puncte extreme si puncte suport asociate familiei compacte
Sg(B”), unde g : U — C este o functie univalentd care verificd anumite conditii naturale. Di-
ferite consecinte si aplicatii vor fi de asemenea prezentate. Vom discuta de asemenea cazul punc-
telor extreme si punctelor suport asociate operatorilor de extensie care pastreaza lanturi Loewner.
Contributii recente 1n aceasta directie au fost obtinute in [18], [41], [83], [84], [106].

In cazul unei variabile complexe, Pell [87] si Kirwan [61] au demonstrat cd daca f este un
punct extrem (respectiv, f este un punct suport) al familiei S a functiilor univalente normate pe
discul unitate U, si dacd f(z,t) este un lant Loewner astfel inct f = f(-,0), atunci e f(-, t) este
un punct extrem pentru .S (respectiv, e ' f(-, t) este un punct suport pentru S), oricare ar fi ¢ > 0.

O foarte buna discutie privind probleme extremale asociate diferitelor subclase compacte de
functii unvalente pe discul unitate U pot fi gdsite Tn [S0], [97], [104].

O generalizare a rezultatelor lui Pell si Kirwan la mai multe variabile complexe a fost obtinuta
de Graham, Kohr si Pfaltzgraff [48], in cazul familiei compacte ®,,(S), unde ®,, este operatorul de
extensie Roper-Suffridge. Graham, Hamada, Kohr si Kohr [41] si Schleissinger [106] au obtinut
generalizdri ale rezultatelor precedente 1n cazul aplicatiilor care admit reprezentare parametricd
pe B™. Muir si Suffridge [84] au considerat diferite caracterizdri ale punctelor extreme pentru
aplicatii convexe pe B". Pe de altd parte, Muir [83] a considerat puncte extreme si puncte suport
pentru subclase compacte asociate unei familii generale de operatori de extensie.

in acest capitol considerdm versiunea n-dimensionald a rezultatelor lui Pell [87] si Kirwan
[61] in cazul familiei SO(B™).

Acest capitol contine rezultate originale obtinute 1n [18] i [17].
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5.1 Rezultate preliminare

Incepem aceastd sectiune prin a reaminti notiunile de puncte extreme si puncte suport pentru
submultimi compacte ale lui H(B™), unde B" este bila unitate Euclidiand in C".

Definitia 5.1.1 (vezi de exemplu [50]) Fie F o submultime a lui H(B").

(i) Un punct f € F se numeste punct extrem al lui F dacd f = tg+(1—t)h, oricarearfit € (0, 1),
g, h € F, implica faptul cd f = g = h. Cu alte cuvinte, f € F este un punct extrem al lui F daca
f nu poate fi scris ca si 0 combinatie convexd proprie a doud puncte din F.

(i1) Un punct g € F se numeste punct suport al lui F daca existd o functionald liniara si continud
L : H(B™) — C astfel incit Re L|z nu este constanti si Re L(g) = maxpecr Re L(h).

Notdm prin ex F si supp F submultimile lui F formate din puncte extreme ale lui F, respectiv
puncte suport ale lui F.

Observatia 5.1.2 Pell [87] si Kirwan [61] au demonstrat cd daca f este un punct extrem al lui
S (respectiv, f este un punct suport al lui S) si dacd f(z,t) este un lant Loewner astfel incat
f = f(-,0), atunci et f(-, ) este un punct extrem al lui S (respectiv, e~ *f(-,¢) este un punct
suport al lui S), oricare ar fi ¢t > 0.

Graham, Kohr si Pfaltzgraff [48] au studiat puncte extreme si puncte suport pentru familii de
aplicatii univalente pe B" construite folosind operatorul de extensie Roper-Suffridge.

Graham, Hamada, Kohr si Kohr [41] au demonstrat urmétorul rezultat privind puncte extreme
pentru familia compacti S°(B"™). In cazul unei variabile complexe, urmitorul rezultat a fost obti-
nut de Pell [87] si Kirwan [61], deoarece S°(B!) = S.

Teorema 5.1.3 Fie f € exS%(B") si f(z,t) un lant Loewner astfel incat f = f(-,0) si
{e7tf(-,t) }i>0 este o familie normald pe B™. Atunci e ' f(-,t) € ex S°(B™), pentrut > 0.

Graham, Hamada, Kohr si Kohr [41] au obtinut urmatorul rezultat privind puncte suport pentru
familia SO(B”). In cazul unei variabile complexe, a se vedea [61] si [87]. Schleissinger [106] a
demonstrat ca Teorema 5.1.4 are loc oricare ar fi ¢t > 0.

Teorema 5.1.4 Fie f € supp SY(B") si fie f(z,t) un lant Loewner astfel incdat f = f(-,0)
si {e7tf(-,t)}i>0 este o familie normald pe B™. Atunci existd to > 0 astfel incat et f(-,t) €
supp S°(B"), pentru 0 < t < to.

Graham, Hamada, Kohr si Kohr [41] au demonstrat rezultate similare pentru aplicatii din
SO(B™) care sunt mirginite in normd de o constanti fixi. Ei au considerat de asemenea puncte
extreme si puncte suport pentru aplicatii biolomorfe pe B™ generate folosind operatori de extensie
care pistreazd lanturi Loewner. Pe de altd parte, Muir [83] a considerat puncte extreme si puncte
suport pentru familii compacte generate de o clasd generald de operatori de extensie.
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In acest capitol obtinem diferite rezultate privind puncte extreme si puncte suport pentru fami-
lia SQ(B"), unde g verificd conditiile Definitiei 2.4.13. Observim cd S)(B") este o submultime
compactd a lui H(B"), deoarece SS(B”) este o familie local uniform marginitd (a se vedea [38,

Corolarul 2.3]). De asemenea, S9(B™) C SO(B™), deoarece SS(B") C S%(B™) i S°(B") este o
submultime compacti, si deci inchisé a lui S(B™) (a se vedea [47]).

Diferite aplicatii si consecinte vor fi obtinute. Vom considera de asemenea puncte extreme si
puncte suport asociate operatorilor de extensie care pistreazi lanturi Loewner. In particular, vom
considera puncte extreme si puncte suport pentru familia compactd W,,(S9(B™)), unde ¥,, este
operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge dat de (3.1.4).

Acest capitol contine rezultate originale obtinute de Chirild, Hamada si Kohr [18] si Chirila
[17].

5.2 Puncte extreme asociate familiei S)(5")

In continuare considerdm puncte extreme asociate familiei compacte Sg(B”). Pentru inceput,
prezentdm urmditorul rezultat (conform [41], pentru g(¢) = (1 — ¢)/(1 + ¢), |[¢] < 1). Acest
rezultat a fost obtinut de Chirild, Hamada si Kohr [18].

Lema 5.2.1 ([18]) Fie g : U — C o functie univalentd, care verifica conditiile Definitiei 2.4.13.
Fie f € Sg(B”) si fie f(z,t) un g-lant Loewner astfel incat f = f(-,0). De asemenea, fie
vst(2) = v(z,s,t) aplicatia de tranzitie asociatd lui f(z,t) si fie v(z) = v(z,t) = vo(2),
pentru z € B" sit > 0. Dacd r € SJ(B"™), aunci e'r(v(-,t)) € S9(B"™), pentrut > 0.

In continuare prezentim urmitorul rezultat privind puncte extreme pentru familia compacti
SQ(B™). Dacd g(¢) = };Jrg, |¢| < 1, acest rezultat a fost obtinut de Graham, Hamada, Kohr
si Kohr [41, Teorema 2.1] (conform [61] si [87], in cazul n = 1). Teorema 5.2.2 a fost recent
obtinutd de Chirild, Hamada si Kohr [18].

Teorema 5.2.2 ([18]) Fie g : U — C o functie univalentd, care verificd conditiile Definitiei
2.4.13. Fie f € ex SY(B™). Atunci existd un lany Loewner f(z,t) astfel incat {e™" f(-,)}s>q este

o familie local uniform mdrginitd, f = f(-,0), sie”" f(-,t) € ex SY(B"), pentrut > 0.

Incheiem aceastd sectiune cu urmatorul rezultat, care reprezintd generalizarea [41, Propozitia
2.2] in cazul aplicatiilor cu g-reprezentare parametricd pe B".

Propozitia 5.2.3 ([18]) Fie g : U — C o functie univalentd, care verificd conditiile Defini-
tiei 2.4.13. De asemenea, fie [ € SJ(B™). Atunci existd un lant Loewner f(z,t) astfel incat
{e " f(-,t)}iz0 este o familie local uniform mdrginitd, f = f(-,0), e 'f(-,t) € SY(B") si
e'v(-,t) € SY(B") \ ex SY(B"), pentrut > 0, unde v, 1(z) = v(z, s, t) este aplicatia de tranzitie
asociatd lui f(z,t) sivy(2) = v(2,t) = v(2,0,t), pentru z € B"™ si t > 0. In particular, aplicatia
identicd id gn nu este punct extrem al lui S9(B™).
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5.3 Puncte suport asociate familiei S))(3B")

In aceastd sectiune considerim puncte suport asociate familiei compacte Sg(B”), unde g :
U — C este o functie univalentd pe discul unitate U care verifica conditiile Definitiei 2.4.13.

Pentru inceput, vom prezenta urmadtorul rezultat privind puncte suport asociate familiei
S(g)(B”). Acest rezultat a fost obtinut de Graham, Hamada, Kohr si Kohr [41, Teorema 2.5], in

cazul g(¢) = 1 +C’ IC| < 1 (conform [48, Teorema 3.3]). Schlelssmger [106] a demonstrat ci

urmdtorul rezultat are loc pentru orice ¢ € [0, 00), in cazul g(¢) = 1 +C’ || < 1. Teorema 5.3.1 a
fost obtinutd de Chirila, Hamada si Kohr [18], si reprezinta o generalizare la mai multe variabile a

unui rezultat obtinut de Pell [87] si Kirwan [61].

Teorema 5.3.1 ([18]) Fie g : U — C o functie univalentd care verificd conditiile Definitiei 2.4.13.
De asemenea, fie f € supp SQ(B™). Atunci existd un lant Loewner f(z,t) sito > 0 astfel incat
{e7tf(-, ) }+>0 este o familie local uniform mdrginitd, f = f(-,0), si e ' f(-,t) € supp So(B™),
pentru 0 <t < tg.

Observatia 5.3.2 intr-o lucrare viitoare [18], vom demonstra ci aplicatia e'v(-, t) nu este un punct
suport al familiei SO(B™), pentru t > 0. Asadar concluzia Teoremei 5.3.1 va fi e~ f(-,1) €

supp Sy (B™), pentru t > 0.

Prezentdm de asemenea o generalizare la cazul n-dimensional a unui principiu extremal ob-
tinut de Kirwan si Schober [62] (a se vedea de asemenea [104]). in cazul ¢(¢) = 1 +<, I<| < 1,
acest rezultat a fost obtinut de Graham, Hamada, Kohr si Kohr [41].

Teorema 5.3.3 ([18]) Fie g : U — C o functie univalentd, care verificd conditiile Definitiei
2.4.13. Fie A : SQ(B™) — R o functionald reald continud. Presupunem cd f € S3(B") rea-

lizeazd maximul pentru \ peste multimea S3(B™). Atunci existd un lant Loewner f(z,t) astfel
incat {e7t f(-,t) }+>0 este o familie local uniform mdrginitd, f = f(-,0), sie ' f(-,t) € S9(B™)
realizeazd maximul pentru functionala asociatd A 5’8 (B™) — R definitd prin

(5.3.1) M(r) = Aelrow), reSYBr), t>0.
Aici vy = vo ¢t §i Vst = (-, 8,t) reprezintd aplicatia de tranzitie asociatd lui f(z,1).

Urmaitorul rezultat de compactitate de interes independent a fost util in demonstratia Corola-
rului 5.3.5 (a se vedea [18]).

Lema 5.3.4 ([18]) Fie g : U — C o functie univalentd, care verifica conditiile Definitiei 2.4.13.
Atunci familia S;(B™) este compactd.

Dacd f € S (B™) realizeaza maximul pentru o functionald reald continud \ peste multimea

Sg(B”), atunci obtinem urmédtoarea consecintd a Teoremei 5.3.3.
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Corolarul 5.3.5 ([18]) Fie g : U — C o functie univalentd care verificd conditiile Definitiei
2.4.13. Fie A : S)(B™) — R o functionald reald continud. Dacd f € S;(B"™) realizeazd maximul

pentru \ peste multimea Sg (B™), atunci f realizeazd maximul pentru functionala asociatd A datd
de (5.3.1), si \(f) = \e(f), pentrut > 0.

5.4 Puncte extreme si puncte suport asociate operatorilor de extensie

In aceastd sectiune continudm cercetirile din [41] si [48], si ariitim cid daci g : U — C
este o functie univalentd, care verificd conditiile Definitiei 2.4.13, si daci ® : LS, (B") —
LS,+1(B™1) este un operator de extensie care pistreazi lanturi Loewner (a se vedea Defini-
tia 3.1.17), atunci putem considera familia compactd ®(S9(B™)). Vom considera puncte extreme

si puncte suport asociate acestei familii. In particular, vom considera puncte extreme si puncte
suport asociate familiei compacte W, (S9(B™)), unde W,, este operatorul de extensie Pfaltzgraff-
Suffridge dat de (3.1.4).

Graham, Hamada, Kohr si Kohr [41] (conform Muir [83]) au demonstrat urmétorul rezultat,
prin care obtinem exemple concrete de puncte extreme si puncte suport asociate familiei compacte
d(S9(B™)).

Lema 5.4.1 Dacd ® : LS, (B") — LS, 1(B"*1) este un operator de extensie si F C LS, (B")
este o multime compactd nevidd, atunci ®(ex F) C ex ®(F) si @(supp F) C supp ®(F).

Pe baza Lemei 5.4.1, obtinem cad (a se vedea [18]; conform [83] si [41])

(5.4.1) D(ex SY(B™)) C ex ®(SI(B™)) si ®(supp SY(B™)) C supp ®(SI(B")).

Urmatorul rezultat obtinut de Chirild, Hamada si Kohr [18] este o consecintd directd a relatiei
(5.4.1) si Teoremei 5.2.2. In cazul g(¢) = %g, || < 1, acest rezultat a fost obtinut de Graham,
Kohr si Pfaltzgraft [48].

Lema 5.4.2 ([18]) Fie g : U — C o functie univalentd care verificd conditiile Definitiei 2.4.13.
De asemenea, fie ® : LS, (B™) — LS, 11(B""1) un operator de extensie care pdstreazd lanturi
Loewner. Fie f € exS)(B"™). De asemenea, fie f(2',t) un lant Loewner care verificd conditiile

Teoremei 5.2.2, si fie F(z,t) lanpul Loewner dat de (3.1.5). Atunci e 'F(-,t) € ex ®(S9(B")),
pentrut > 0.

In continuare, prezentdm urmatoarea generalizare a [48, Teorema 3.1] in cazul punctelor ex-
treme asociate familiei compacte W,,(S9(B")), unde W,, este operatorul de extensie Pfaltzgraff-
Suffridge dat de (3.1.4). Urmitoarea teoremd a fost obtinutd de Chirild, Hamada si Kohr [18].
Dacin = 1sig(¢) = %g, || < 1, acest rezultat a fost obtinut de Graham, Kohr si Pfaltzgraff
[48].

Teorema 5.4.3 ([18]) Fie g : U — C o functie univalentd care verificd conditiile Definitiei 2.4.13.

Fie f € S)(B") si fie ' = W,,(f). Presupunem cd I € ex W, (S)(B")). Atunci existd un lanf
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Loewner F(z,t) : B""1x[0,00) — C" astfel incat F = F(-,0), {e F(-,t) }+>0 este o familie
normald pe B"1, si e tF(-,t) € ex U, (S9(B™)), pentrut > 0.

Observam cd Teorema 5.4.3 poate fi generalizata in cazul operatorului de extensie ¥, , dat de
(3.5.1). Mai mult, un rezultat similar are loc pentru operatorul de extensie ®,, , g dat de (3.1.3) (a
se vedea [17]).

In cazul punctelor suport asociate familiei Sg(B"), are loc urmadtorul rezultat analog Lemei
5.4.2 (a se vedea [18]).

Lema 5.4.4 ([18]) Fie g : U — C o functie univalentd care verificd conditiile Definitiei 2.4.13.
De asemenea, fie ® : LS, (B") — LS,1+1(B" ") un operator de extensie care pdstreazd lanturi
Loewner. Fie f € supp SO(B"). De asemenea, fie f(2',t) un lant Loewner care verificd conditiile
Teoremei 5.3.1, si fie F(z,t) lantul Loewner dat de (3.1.5). Atunci existd to > 0 astfel incdt
e 'F(-,t) € supp ®(S9(B")), pentru 0 < t < t.

In continuare discutim cazul punctelor suport asociate familiei compacte U, (S2(B™)) (ase
vedea [18]). Dacin = 1i g(¢) = 1—;%, |¢| < 1, acest rezultat a fost obtinut de Graham, Kohr si

Pfaltzgraff [48]. Observdm cé dacd g(¢) = %—;g si operatorul W, se inlocuieste cu operatorul de
extensie Roper-Suffridge ®,,, atunci Teorema 5.4.5 are loc oricare ar fi ¢t € [0, 00), pe baza unui

rezultat obtinut de Schleissinger [106].

Teorema 5.4.5 ([18]) Fie g : U — C o functie univalentd care verificd conditiile Definitiei 2.4.13.
Fie f € SY(B") si fie F = W,,(f). Presupunem cd F € supp V,,(S9(B™)). Atunci existd un lang
Loewner F(z,t) : B! x [0,00) — C"*L 5itg > 0 astfel incat F = F(-,0), {e'F(-,t) }i>0
este o familie normald pe B", si e 'F(-,t) € supp U, (SY(B™)), pentru 0 < t < to.

Observatia 5.4.6 Ar fi interesant de vazut daca rezultatele continute in Teorema 5.4.5 rdaman ade-
vdrate, oricare ar fi t > 0. Acesta reprezintd un punct de plecare pentru cercetari ulterioare.

Observatia 5.4.7 Ar fi interesant de studiat puncte extreme si puncte suport pentru aplicatii mar-
ginite din familia Sg(B"), unde g : U — C este o functie univalentd, care verificd conditiile
Definitiei 2.4.13. Acesta reprezintd un alt punct de plecare pentru cercetiri ulterioare. Rezultate
recente in aceastd directie au fost obtinute in [41], pentru g({) = %g, || < 1 (asevedea[104] si
[97] In cazul n = 1).
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