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2.1.1 Funcţii olomorfe în Cn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.1.2 Aplicaţii olomorfe în Cn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.2 Subordonare. Clasa Carathéodory în Cn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Introducere

În această teză de doctorat prezentăm rezultate generale şi originale din teoria geometrică a
funcţiilor de una, respectiv mai multe variabile complexe. Una din cele mai importante direcţii
din teoria geometrică a funcţiilor de o variabilă complexă este teoria funcţiilor univalente. Bieber-
bach (1916) [6] a demonstrat estimarea exactă a coeficientului al doilea pentru clasa S a funcţiilor
univalente normate pe discul unitate U , şi a formulat celebra conjectură privind estimarea coefi-
cienţilor funcţiilor din clasa S. Conjectura lui Bieberbach a fost demonstrată de L. de Branges [7]
în 1985.

Menţionăm aici rezultatele importante obţinute de şcoala matematică românească de funcţii
univalente, începând cu G. Călugăreanu [8]. El a obţinut primele condiţii necesare şi suficiente
de univalenţă pentru funcţii olomorfe de o variabilă complexă. Pe de altă parte, S.S. Miller şi
P.T. Mocanu [80] au obţinut rezultate fundamentale privind subordonările diferenţiale în planul
complex, cu diverse aplicaţii la studiul funcţiilor univalente.

Un rezultat fundamental în teoria funcţiilor univalente de o variabilă complexă este teorema
lui Riemann, care asigură conform echivalenţa domeniilor simplu conexe din C (a se vedea de
exemplu [44], [57]). Pe de altă parte, acest rezultat nu are loc în Cn, n ≥ 2 (a se vedea de exemplu
[44]). Acest lucru arată o diferenţă esenţială între teoria geometrică a funcţiilor de una, respectiv
mai multe variabile complexe.

Una din cele mai importante metode în studiul funcţiilor univalente este teoria lanţurilor Lo-
ewner. Se ştie că lanţurile Loewner sunt determinate de ecuaţia diferenţială Loewner. Amintim aici
că ecuaţia diferenţială Loewner a jucat un rol important în demonstraţia conjecturii lui Bieberbach,
obţinută de L. de Branges [7] (pentru detalii, a se vedea de asemenea [58]). Teoria lanţurilor Lo-
ewner a fost de asemenea utilă în demonstrarea unor rezultate privind funcţiile univalente, cum ar
fi raza de stelaritate pentru clasa S, caracterizarea analitică a stelarităţii, spiralităţii, convexităţii şi
aproape convexităţii prin intermediul lanţurilor Loewner, precum şi criterii de univalenţă pe discul
unitate U . Pommerenke [93] a demonstrat că orice funcţie din clasa S se scufundă într-un lanţ Lo-
ewner. De asemenea, orice funcţie f ∈ S admite reprezentare parametrică pe U (a se vedea [93]).
Pe de altă parte, aceste rezultate nu au loc în cazul mai multor variabile complexe. Aşadar, există
diferenţe esenţiale între teoria lanţurilor Loewner de una, respectiv mai multe variabile complexe
(a se vedea de exemplu [44, Capitolul 8]).

Există un număr de monografii care tratează diverse aspecte ale teoriei funcţiilor univalente
de o variabilă complexă, inclusiv lanţuri Loewner şi ecuaţia diferenţială Loewner. Menţionăm aici
monografiile lui Duren [26], Pommerenke [93], Hayman [58], Graham şi Kohr [44], Mocanu, Bu-
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iv Introducere

lboacă şi Sălăgean [81]. Menţionăm de asemenea cărţile lui Conway [20], Rosenblum şi Rovnyak
[103], care conţin rezultate clasice privind funcţii univalente şi lanţuri Loewner în planul complex.

Studiul clasei S(Bn) a aplicaţiilor biolomorfe normate f pe bila unitate Euclidiană Bn în Cn,
n ≥ 2, a fost considerat de Cartan [9] în 1933. El a demonstrat că S(Bn) nu e local uniform
mărginită, aşadar nu e compactă, şi nu există teoreme de deformare şi distorsiune pentru întreaga
clasă S(Bn) (a se vedea [9], [29], [44]). Aşadar există o diferenţă fundamentală între teoria func-
ţiilor univalente pe U şi teoria aplicaţiilor univalente pe bila unitate în Cn, pentru n ≥ 2 (pentru
detalii, a se vedea [44, Capitolul 6]). Mai mult, teorema lui Riemann nu are loc în cazul mai multor
variabile complexe. Poincaré [92] a demonstrat că bila unitate Euclidiană şi polidiscul unitate în
Cn nu sunt biolomorfic echivalente pentru n ≥ 2, deşi sunt omeomorfe.

Cartan [9] a furnizat exemple care arată că conjectura lui Bieberbach nu are loc pentru întreaga
clasă S(Bn), pentru n ≥ 2. Pe de altă parte, Cartan [9] a conjecturat că există estimări inferioare
şi superioare ale lui |detDf(z)|, pentru f ∈ S(Bn), care depind doar de z ∈ Bn (a se vedea [9]).
Duren şi Rudin [29] au demonstrat că această conjectură nu are loc pentru n ≥ 2.

Mai mult, Cartan [9] a recomandat studiul aplicaţiilor stelate şi convexe la mai multe dimen-
siuni. Primele lucrări privind stelaritatea în cazul mai multor variabile complexe se datorează lui
Matsuno (1955) [79] pe bila unitate Euclidiană, şi Suffridge [108] (1970) pe polidiscul unitate.
Suffridge [109] şi Gurganus [49] au obţinut generalizarea caracterizării stelarităţii pe discul uni-
tate la bila unitate a unui spaţiu Banach complex. Alte condiţii necesare şi suficiente de stelaritate
pe domenii pseudoconvexe echilibrate mărginite în Cn au fost obţinute de Kikuchi [60], Gong (a
se vedea [32] şi citările aferente), Liu [74].

Contribuţii ulterioare au fost aduse de Kubicka şi Poreda [71], Barnard, FitzGerald şi Gong
[4], care au obţinut un rezultat de deformare exact pentru aplicaţiile stelate normate pe bila unitate
în Cn. Alte contribuţii privind estimări ale coeficienţilor şi rezultate de distorsiune pentru aplicaţii
stelate normate pe bila unitate în Cn pot fi găsite în [44] şi în citările aferente.

Condiţii necesare şi suficiente de convexitate au fost obţinute de Suffridge (1970) [108] pe
polidiscul unitate în Cn, apoi de Kikuchi [60], Gong, Wang şi Yu [36] pe bila unitate Euclidiană
în Cn. Contribuţii ulterioare privind rezultate de deformare pentru aplicaţii convexe normate pe
Bn au fost obţinute de Suffridge [111], FitzGerald şi Thomas [31], şi Liu [74]. Pe de altă parte,
estimări exacte ale coeficienţilor aplicaţiilor convexe normate pe bila unitate în Cn au fost obţinute
de FitzGerald şi Gong [31], Kohr [65] (a se vedea de asemenea [32] şi [44] şi citările aferente).
Rezultate de distorsiune privind estimarea lui ‖Df(z)‖, pentru f ∈ K(Bn) (clasa aplicaţiilor
convexe normate pe bila unitate Euclidiană Bn) au fost obţinute de Liczberski şi Starkov [72] (a
se vedea de asemenea [32] şi citările aferente).

Diverse aspecte privind stelaritatea, convexitatea, spiralitatea în Cn pot fi găsite în [32], [36],
[38], [44], [60], [88], [96], [101], [102], [110].

Numeroase rezultate din teoria lanţurilor Loewner au fost generalizate la mai multe dimen-
siuni. Acest subiect a fost iniţiat de Pfaltzgraff ([88], [89]), care a obţinut generalizări pe bila
unitate Euclidiană Bn în Cn a rezultatelor de univalenţă şi extensii cvasiconforme obţinute de Be-
cker [5] în cazul unei variabile complexe. Poreda ([94], [95]) a obţinut aplicaţii ale reprezentării
parametrice la teoreme de deformare şi estimări ale coeficienţilor pe polidiscul unitate în Cn. El
a obţinut de asemenea anumite generalizări pe bila unitate a unui spaţiu Banach complex (a se
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vedea [96]). Existenţa şi regularitatea teoriei lanţurilor Loewner de mai multe variabile complexe,
incluzând aspecte geometrice şi analitice, au fost considerate de Duren, Graham, Hamada şi Kohr
[27], Graham, Hamada, Kohr [38], Graham, Hamada, Kohr, Kohr [40], Graham, Kohr şi Kohr
[46], Hamada [51], Curt şi Kohr [24], Poreda ([94], [95]; a se vedea de asemenea [96]), Arosio
[3], Voda [112]. Condiţii suficiente de univalenţă pe bila unitate în Cn au fost obţinute de Curt
şi Pascu [25] (a se vedea de asemenea [23]; a se vedea de exemplu [44, Capitolul 8] şi citările
aferente), Cristea [21], etc. Diverse aplicaţii privind reprezentarea parametrică pe bila unitate în
Cn, incluzând teoreme de deformare, estimări ale coeficienţilor, rezultate de incluziune, au fost
obţinute în [19], [38], [48], [83], [114], etc.

Pe de altă parte, există multe diferenţe între teoria lanţurilor Loewner de una, respectiv mai
multe variabile complexe (a se vedea [44, Capitolul 8]). De exemplu, Graham, Hamada şi Kohr
[38] (a se vedea de asemenea Poreda [94]) au demonstrat că, în cazul mai multor variabile com-
plexe, există aplicaţii biolomorfe normate f pe bila unitate Bn în Cn care nu se pot scufunda
în lanţuri Loewner f(z, t) astfel încât f = f(·, 0) şi {e−tf(·, t)}t≥0 este familie local uniform
mărginită. De asemenea, există aplicaţii f ∈ S(Bn) care nu admit reprezentare parametrică pe
Bn, n ≥ 2. Pe de altă parte, în cazul unei variabile complexe, ecuaţia diferenţială Loewner are
o unică soluţie univalentă normată (a se vedea [93]). Rezultatul precedent nu are însă loc la mai
multe dimensiuni (a se vedea [38]). Studiul formei soluţiilor ecuaţiei diferenţiale Loewner de mai
multe variabile complexe a fost considerat de Duren, Graham, Hamada şi Kohr [27] (a se vedea
de asemenea [3], [51], [112]).

Compactitatea familiei CarathéodoryM a influenţat multe rezultate din teoria lanţurilor Lo-
ewner de mai multe variabile complexe (a se vedea [44]). Acest rezultat a fost obţinut de Graham,
Hamada şi Kohr [38] în 2002 (a se vedea de asemenea [55]). Numeroase detalii şi aplicaţii ale te-
oriei lanţurilor Loewner în cazul mai multor variabile complexe pot fi găsite în lucrările [1], [27],
[38], [40], [88], [89], [96] (a se vedea de asemenea [44, Capitolul 8] şi [23]).

Această teză este structurată pe 5 capitole.

• Capitolul 1 prezintă rezultate generale privind funcţiile univalente de o variabilă complexă.
Aceste rezultate vor fi utile în următoarele capitole ale tezei. Toate rezultatele sunt prezen-
tate fără demonstraţie. Secţiunea 1.1 conţine noţiuni şi rezultate preliminare privind funcţiile
olomorfe, ce vor fi folosite pe parcursul tezei. Secţiunea 1.2 prezintă noţiunea de subordo-
nare în planul complex, precum şi proprietăţi importante ale funcţiilor olomorfe cu partea
reală pozitivă pe discul unitate U . Secţiunea 1.3 prezintă proprietăţi clasice ale funcţiilor
univalente de o variabilă complexă. Vom aminti noţiunea de echivalenţă conformă, precum
şi teorema lui Riemann, unul din cele mai importante rezultate din teoria funcţiilor univa-
lente.

În Secţiunea 1.4 ne vom referi la diverse subclase de funcţii univalente pe discul unitate.
Vom prezenta clasa S a funcţiilor univalente normate pe U , clasa S∗ a funcţiilor stelate
în raport cu originea şi normate, clasa K a funcţiilor convexe normate. Ne vom referi de
asemenea la clasa funcţiilor aproape convexe, clasa funcţiilor stelate şi convexe de ordinul
α, clasa funcţiilor spiralate de tipul γ şi clasa funcţiilor aproape stelate de ordinul α. Vom
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considera estimări ale coeficienţilor, teoreme de deformare, distorsiune şi acoperire pentru
aceste clase. În Secţiunea 1.5 considerăm rezultate clasice din teoria lanţurilor Loewner şi
ecuaţiei diferenţiale Loewner pe discul unitate în C. Vom prezenta de asemenea aplicaţii
ale teoriei lanţurilor Loewner la studiul funcţiilor univalente, cum ar fi criterii de univalenţă
şi caracterizarea analitică a unor subclase importante ale lui S prin intermediul lanţurilor
Loewner. Rezultatele prezentate în această secţiune vor fi utile în demonstrarea rezultatelor
principale ale tezei.

• Capitolul 2 prezintă proprietăţi elementare ale funcţiilor olomorfe şi ale aplicaţiilor olo-
morfe în Cn. Aceste rezultate vor fi utile în următoarele capitole ale tezei şi sunt prezentate
fără demonstraţie. Secţiunea 2.1 consideră proprietăţi elementare ale aplicaţiilor olomorfe
în cazul mai multor variabile complexe. Secţiunea 2.2 prezintă noţiunea de subordonare
pentru mai multe variabile complexe, precum şi generalizarea clasei Carathéodory P la Cn,
notată cuM. Vom considera teoreme de deformare şi estimări ale coeficienţilor pentru clasa
M, precum şi exemple de aplicaţii din clasaM. Vom prezenta de asemenea rezultatul de
compactitate privind clasaM.

Secţiunea 2.3 consideră subclase de aplicaţii biolomorfe pe bila unitate în Cn. Ne vom
referi la clasa aplicaţiilor stelate, convexe, aproape stelate şi spiralate normate. Vom prezenta
caracterizări analitice, teoreme de deformare şi estimări ale coeficienţilor, şi vom da exemple
de aplicaţii din aceste clase. Ne vom referi de asemenea la anumite subclase ale lui S(Bn),
cum ar fi: clasa aplicaţiilor stelate de ordinul α, clasa aplicaţiilor ε-stelate, clasa aplicaţiilor
aproape stelate de ordinul α. Vom vedea că majoritatea acestor subclase ale lui S(Bn) au
caracterizări analitice şi geometrice. Această secţiune nu conţine rezultate originale, însă
Definiţia 2.3.7 a fost introdusă de Chirilă [12].

În Secţiunea 2.4 considerăm generalizarea ecuaţiei diferenţiale Loewner la mai multe di-
mensiuni. Vom prezenta rezultate clasice din teoria lanţurilor Loewner în Cn şi vom consi-
dera diverse aplicaţii, cum ar fi criterii de univalenţă şi caracterizarea analitică a anumitor
subclase ale lui S(Bn) prin intermediul lanţurilor Loewner. Vom prezenta de asemenea
clasa S0

g (Bn) a aplicaţiilor care admit g-reprezentare parametrică pe bila unitate Bn, unde
g este o funcţie univalentă pe discul unitate U care verifică anumite condiţii naturale. Vom
considera teoreme de deformare şi estimări ale coeficienţilor pentru aplicaţii din S0

g (Bn),
şi vom prezenta anumite cazuri particulare. Vom vedea că toate lanţurile Loewner pe bila
unitate Bn în Cn sunt determinate de ecuaţia diferenţială Loewner (a se vedea de exemplu
[76]). De asemenea, vom vedea că orice lanţ Loewner f(z, t) astfel încât {e−tf(·, t)}t≥0
este familie normală este generat de aplicaţia sa de tranziţie (a se vedea [41]).

Studiul operatorilor de extensie care extind o funcţie univalentă f pe discul unitate U la o
aplicaţie univalentă F de la bila unitate Euclidiană Bn în Cn la Cn, cu proprietatea că f(z1) =
F (z1, 0), a început cu operatorul de extensie Roper-Suffridge [101]. Acest operator a fost introdus
în 1995 cu scopul de a construi aplicaţii convexe pe bila unitate Euclidiană Bn în Cn, pornind de
la o funcţie convexă pe discul unitate. Dacă f1, . . . , fn sunt funcţii convexe pe discul unitate U ,
atunci F (z) = (f1(z1), . . . , fn(zn)), z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn, nu este în mod necesar o aplicaţie
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convexă pe bila unitate Euclidiană Bn în Cn, n ≥ 2. Păstrarea convexităţii prin operatorul Roper-
Suffridge a fost de asemenea demonstrată în [43], folosind metode diferite.

Alte proprietăţi geometrice (stelaritate, spiralitate, stelaritate de un anumit ordin, etc.) sunt
păstrate de către acest operator şi diferite generalizări ale acestuia. Graham şi Kohr [43] au arătat
că operatorul de extensie Roper-Suffridge păstrează noţiunile de stelaritate şi aplicaţie Bloch, iar
Graham, Kohr şi Kohr [46] au arătat că acesta păstrează noţiunile de reprezentare parametrică.

Diferiţi operatori de extensie care au proprietăţi similare cu cele ale operatorului Roper-
Suffridge au fost studiaţi de Pfaltzgraff şi Suffridge [91], Graham, Hamada, Kohr şi Suffridge
[42] (a se vedea de asemenea [46]), Muir ([82], [83]), Gong şi Liu ([34], [35]), Liu şi Liu [77], Xu
şi Liu [114], etc.

Alţi operatori de extensie care păstrează proprietăţi analitice şi geometrice ale aplicaţiilor bio-
lomorfe pe bila unitate în Cn şi spaţii Banach complexe au fost obţinuţi de Elin [30] (a se vedea de
asemenea [39]). Mai multe detalii privind generalizarea operatorului de extensie Roper-Suffridge
pot fi găsite în [44, Capitolul 11] şi [45] (a se vedea de asemenea, [30], [39], [73], [76], [82], etc.).

O altă generalizare a operatorului de extensie Roper-Suffridge a fost considerată de Pfaltzgraff
şi Suffridge [91] în 1999. Acest operator extinde o aplicaţie local biolomorfă pe bila unitate Eucli-
dianăBn în Cn la o aplicaţie local biolomorfă pe bila unitate EuclidianăBn+1 în Cn+1. Operatorul
de extensie Pfaltzgraff-Suffridge a fost studiat de Graham, Kohr şi Pfaltzgraff [48], care au obţinut
un rezultat parţial privind păstrarea convexităţii prin acest operator. Ei au demonstrat de asemenea
că operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge păstrează noţiunile de reprezentare parametrică şi
stelaritate.

• Capitolul 3 consideră operatori de extensie care păstrează anumite proprietăţi analitice şi
geometrice. Acest subiect a început cu operatorul Roper-Suffridge [101], introdus în 1995,
pentru a construi aplicaţii convexe pe bila unitate Euclidiană Bn în Cn, pornind de la o
funcţie convexă pe discul unitate. Acest capitol se bazează pe rezultatele originale obţinute
în [11], [12], [14], [15], [16], [17].

Secţiunea 3.1 prezintă operatorul de extensie Roper-Suffridge, precum şi câteva generalizări
ale acestuia. Vom considera proprietăţile analitice şi geometrice ale acestor operatori şi vom
prezenta legătura cu teoria lanţurilor Loewner. Vom discuta de asemenea cazul operatorului
de extensie Pfaltzgraff-Suffridge [91] care extinde o aplicaţie local biolomorfă f ∈ H(Bn)
la o aplicaţie local biolomorfă F ∈ H(Bn+1).

Secţiunea 3.2 prezintă rezultate originale privind anumite generalizări ale operatorului de
extensie Roper-Suffridge. Vom demonstra că aceşti operatori păstrează noţiunea de g-lanţ
Loewner, unde g(ζ) = 1−ζ

1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1 şi γ ∈ (0, 1). În consecinţă, operatorii de extensie
consideraţi păstrează diferite proprietăţi analitice şi geometrice, cum ar fi g-reprezentarea
parametrică, stelaritatea de ordinul γ, spiralitatea de tipul δ şi ordinul γ, aproape stelaritatea
de ordinul δ şi tipul γ. Această secţiune se bazează pe rezultatele originale obţinute în [11]
şi [12]. Rezultatele principale prezentate în această secţiune sunt Teoremele 3.2.1, 3.2.7,
3.2.16, Propoziţia 3.2.11, Corolariile 3.2.2, 3.2.3, 3.2.5, 3.2.6, 3.2.8, 3.2.9, 3.2.13, 3.2.14,
3.2.17, 3.2.18, 3.2.20, 3.2.21.
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Secţiunea 3.3 prezintă rezultate de subordonare asociate unui operator de extensie genera-
lizat Roper-Suffridge. Această secţiune conţine rezultate originale obţinute în [11]. Rezul-
tatele principale prezentate în această secţiune sunt Teorema 3.3.1, Corolariile 3.3.2, 3.3.3,
3.3.4, 3.3.5, 3.3.6, 3.3.7.

Secţiunea 3.4 consideră raze de univalenţă asociate unui operator de extensie generalizat
Roper-Suffridge. Această secţiune conţine rezultate originale obţinute în [11]. Rezultatele
principale sunt date de Teoremele 3.4.1, 3.4.3, 3.4.4, 3.4.5.

În Secţiunea 3.5 generalizăm operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge şi arătăm că acest
operator generalizat păstrează noţiunile de reprezentare parametrică, stelaritate, spiralitate
de tipul δ, aproape stelaritate de ordinul δ. Vom considera păstrarea ε-stelarităţii prin acest
operator şi vom obţine un rezultat parţial referitor la păstrarea convexităţii. Vom obţine de
asemenea un rezultat de păstrare a subordonării prin operatorul de extensie menţionat ante-
rior şi vom considera cazuri particulare ale acestui rezultat. Această secţiune conţine rezul-
tate originale obţinute în [14], [15], [17]. Rezultatele principale prezentate în această sec-
ţiune sunt Teoremele 3.5.2, 3.5.7, 3.5.12, Corolariile 3.5.3, 3.5.4, 3.5.5, 3.5.6, 3.5.8, 3.5.9,
3.5.10, 3.5.13, 3.5.14.

• Capitolul 4 consideră studiul anumitor subclase de aplicaţii biolomorfe normate pe bila
unitate Euclidiană Bn în Cn, generate folosind metoda lanţurilor Loewner. Teoria lanţurilor
Loewner reprezintă o metodă importantă în studiul diverselor probleme privind univalenţa în
una şi mai multe variabile complexe. De exemplu, proprietăţi geometrice, cum ar fi stelarita-
tea, spiralitatea de tipul α, aproape stelaritatea de ordinul α, au caracterizări prin intermediul
lanţurilor Loewner. Într-adevăr, dacă f este o aplicaţie olomorfă normată pe bila unitateBn,
atunci f este stelată (f este biolomorfă şi f(Bn) este un domeniu stelat în raport cu origi-
nea) dacă şi numai dacă f(z, t) = etf(z) este lanţ Loewner. Acest rezultat a fost obţinut de
Pfaltzgraff şi Suffridge [90]. De asemenea, dacă f este o aplicaţie olomorfă normată pe Bn,
atunci f este spiralată de tipul α ∈ (−π

2 ,
π
2 ), dacă şi numai dacă f(z, t) = e(1−ia)tf(eiatz)

este lanţ Loewner, unde a = tanα. Acest rezultat a fost obţinut de Hamada şi Kohr [54].
Xu şi Liu [114] au obţinut caracterizarea aproape stelarităţii de ordinul α prin intermediul
lanţurilor Loewner, şi au demonstrat că această noţiune este păstrată de anumiţi operatori de
extensie, cum ar fi operatorul de extensie Roper-Suffridge.

Pfaltzgraff şi Suffridge [91] au demonstrat că dacă P : Bn → C este o funcţie olomorfă
astfel încât P (0) = 1 şi dacă F (z) = P (z)z, z ∈ Bn, atunci F este stelată dacă şi numai
dacă

Re

[
1 +

DP (z)(z)

P (z)

]
> 0, z ∈ Bn.

Acest rezultat a fost generalizat în [38] (compară cu [115] în cazul spaţiilor Banach com-
plexe) pentru g-stelaritate, o noţiune strâns legată de stelaritate, care va fi menţionată în
Secţiunea 4.1.

În acest capitol obţinem caracterizări similare pentru subclase ale aplicaţiilor stelate nor-
mate, spiralate de tipul α, aproape stelate de ordinul α, prin intermediul g-lanţurilor Lo-
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ewner, unde g : U → C este o funcţie univalentă care verifică anumite condiţii naturale.
Diverse exemple şi aplicaţii vor fi de asemenea obţinute. Rezultate privind teoreme de de-
formare, distorsiune şi estimări ale coeficienţilor pentru aplicaţiile g-stelate pe bila unitate
în Cn au fost obţinute în [52], [53], [115].

Acest capitol conţine rezultate originale obţinute în [13].

Secţiunea 4.1 prezintă clasa aplicaţiilor g-stelate, g-spiralate de tipul α ∈ (−π/2, π/2), şi
g-aproape stelate de ordinul α ∈ [0, 1) pe Bn. Vom considera exemple din aceste clase şi
vom obţine caracterizarea acestora prin intermediul g-lanţurilor Loewner.

În Secţiunea 4.2 vom folosi aceste rezultate pentru a demonstra că, în anumite ipoteze,
aplicaţia F : Bn → Cn dată de F (z) = P (z)z este g-stelată, g-spiralată de tipul
α ∈ (−π/2, π/2) şi g-aproape stelată de ordinul α ∈ [0, 1) pe Bn, unde P : Bn → C este
o funcţie olomorfă astfel încât P (0) = 1. Mai general, considerăm condiţii astfel încât F
admite g-reprezentare parametrică peBn. Diverse aplicaţii ale acestor rezultate vor fi de ase-
menea obţinute. În acest fel obţinem exemple concrete de aplicaţii care admit g-reprezentare
parametrică pe bila unitate Euclidiană Bn în Cn. Definiţiile şi rezultatele principale prezen-
tate în acest capitol sunt Definiţiile 4.1.5, 4.1.6, Teoremele 4.1.11, 4.1.12, 4.1.13, 4.2.1,
Corolariile 4.2.3, 4.2.4, 4.2.11, 4.2.12, 4.2.13, 4.2.14, 4.2.15, 4.2.16.

Probleme extremale în cazul unei variabile complexe au fost intensiv studiate. O foarte bună
discuţie privind probleme extremale asociate diferitelor subclase compacte de funcţii univalente
pe discul unitate U pot fi găsite în monografiile lui Hallenbeck şi MacGregor [50] şi în teza de
doctorat a lui Roth [104] (a se vedea de asemenea [97]).

Se ştie că dacă f este un punct extrem pentru familia compactă S a funcţiilor univalente nor-
mate pe U , sau dacă f este un punct suport pentru S, atunci f transformă discul unitate U în
complementul unui arc continuu ce tinde la ∞. Aşadar, f nu poate fi o aplicaţie mărginită (a se
vedea de exemplu [26], [50] şi [93]). Pe de altă parte, Pell [87] şi Kirwan [61] au demonstrat că
dacă f este un punct extrem (respectiv, f este un punct suport) al familiei S a funcţiilor univalente
normate pe discul unitate U , şi dacă f(z, t) este un lanţ Loewner astfel încât f = f(·, 0), atunci
e−tf(·, t) este un punct extrem al lui S (respectiv, e−tf(·, t) este un punct suport al lui S), oricare
ar fi t ≥ 0.

O generalizare a rezultatelor lui Pell şi Kirwan la mai multe variabile complexe a fost obţinută
de Graham, Kohr şi Pfaltzgraff [48], în cazul familiei compacte Φn(S), unde Φn este operatorul
de extensie Roper-Suffridge [101]. Graham, Hamada, Kohr şi Kohr [41] şi Schleissinger [106] au
obţinut generalizări ale rezultatelor de mai sus în cazul aplicaţiilor care admit reprezentare para-
metrică pe Bn. Într-adevăr, autorii din [41] au demonstrat că dacă f este un punct extrem pentru
familia compactă S0(Bn) a aplicaţiilor biolomorfe normate care admit reprezentare parametrică
pe Bn, şi dacă f(z, t) este un lanţ Loewner astfel încât f = f(·, 0) şi {e−tf(·, t)}t≥0 este fami-
lie normală pe Bn, atunci e−tf(·, t) este un punct extrem al familiei S0(Bn), pentru t ≥ 0. De
asemenea, Graham, Hamada, Kohr şi Kohr [41] au demonstrat că dacă f este un punct suport al
lui S0(Bn) şi f(z, t) este un lanţ Loewner astfel încât f = f(·, 0) şi {e−tf(·, t)}t≥0 este familie
normală peBn, atunci există t0 > 0 astfel încât e−tf(·, t) este un punct suport al familiei S0(Bn),
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pentru 0 ≤ t < t0. Schleissinger [106] a demonstrat recent că acest rezultat are loc, oricare ar fi
t ∈ [0,∞).

Muir şi Suffridge [84] au considerat diferite caracterizări ale punctelor extreme pentru aplicaţii
convexe pe Bn. Pe de altă parte, Muir [83] a considerat puncte extreme şi puncte suport pentru
submulţimi compacte asociate unei familii generale de operatori de extensie. Recent, Voda [112]
a studiat puncte extreme asociate familiei CarathéodoryM şi a găsit diferenţe între structura lui
M în cazul unei, respectiv mai multor variabile complexe.

• Capitolul 5 consideră puncte extreme şi puncte suport asociate familiei compacte S0
g (Bn),

unde g : U → C este o funcţie univalentă care verifică anumite condiţii naturale. Diferite
aplicaţii şi consecinţe vor fi obţinute. Vom considera de asemenea puncte extreme şi puncte
suport asociate operatorilor de extensie care păstrează lanţuri Loewner. În particular, vom
considera puncte extreme şi puncte suport asociate familiei compacte Ψn(S0

g (Bn)), unde
Ψn este operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge [91]. Acest capitol conţine rezultate
originale obţinute de Chirilă, Hamada şi Kohr [18] şi Chirilă [17]. Acestea generalizează
rezultatele lui Pell [87] şi Kirwan [61] în cazul mai multor variabile complexe şi continuă
cercetarea obţinută în [41], [48], [106].

În Secţiunea 5.1 amintim noţiunile de puncte extreme şi puncte suport pentru submulţimi
compacte ale luiH(Bn), undeBn este bila unitate Euclidiană în Cn. În Secţiunea 5.2 consi-
derăm puncte extreme asociate familiei compacte S0

g (Bn). Rezultatele principale prezentate
în această secţiune sunt Lema 5.2.1, Teorema 5.2.2, Propoziţia 5.2.3.

În Secţiunea 5.3 considerăm puncte suport asociate familiei compacte S0
g (Bn). Vom obţine

de asemenea o generalizare la n-dimensiuni a unui principiu extremal obţinut de Kirwan
şi Schober [62] (a se vedea de asemenea [104]). Rezultatele principale din această secţiune
sunt Teoremele 5.3.1, 5.3.3, Lema 5.3.4, Corolarul 5.3.5.

În Secţiunea 5.4 considerăm puncte extreme şi puncte suport asociate familiei compacte
Φ(S0

g (Bn)), unde Φ : LSn(Bn) → LSn+1(B
n+1) este un operator de extensie care păs-

trează lanţuri Loewner. În particular, considerăm puncte extreme şi puncte suport asociate
familiei compacte Ψn(S0

g (Bn)), unde Ψn este operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge.
Rezultatele principale prezentate în această secţiune sunt Lemele 5.4.2, 5.4.4, Teoremele
5.4.3, 5.4.5.

Rezultatele originale prezentate în această teză au fost publicate în următoarele lucrări:

• T. Chirilă, An extension operator associated with certain g-Loewner chains, Taiwanese J.
Math. (ISI), 17, no. 5 (2013), 1819–1837.

• T. Chirilă, Analytic and geometric properties associated with some extension operators,
Complex Var. Elliptic Equ. (ISI), to appear, doi.org/10.1080/17476933.2012.746966.

• T. Chirilă, Subclasses of biholomorphic mappings associated with g-Loewner
chains on the unit ball in Cn, Complex Var. Elliptic Equ. (ISI), to appear,
doi.org/10.1080/17476933.2013.856422.
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• T. Chirilă, An extension operator and Loewner chains on the Euclidean unit ball in Cn,
Mathematica (Cluj), 54 (77) (2012), 116–125.

• T. Chirilă, An extension operator and Loewner chains on some Reinhardt domains in Cn,
Advances in Mathematics: Scientific Journal 1 (2012), 139–145.

• T. Chirilă, Extension operators that preserve geometric and analytic properties of biholo-
morphic mappings, in "Topics in Mathematical Analysis and Applications", L. Toth and Th.
M. Rassias, Eds., Springer, 2014, to appear.

• T. Chirilă, Extreme points associated with certain extension operators, in preparation.

• T. Chirilă, H. Hamada, G. Kohr, Extreme points and support points for mappings with g-
parametric representation in Cn, submitted.

Rezultatele originale prezentate în această teză au fost comunicate la următoarele conferinţe
internaţionale:

• 26.08–30.08.2013, 9th International Symposium on Geometric Function Theory and Appli-
cations (GFTA 2013), Işik University, Istanbul, Turkey; comunicarea: Geometric properties
of certain extension operators.

• 27.06–30.06.2013, Joint International Meeting of the AMS and the Romanian Mathema-
tical Society, Alba Iulia, Romania; comunicarea: A subclass of biholomorphic mappings
generated by g-Loewner chains.

• 27.08–31.08.2012, International Symposium on Geometric Function Theory and Applica-
tions (GFTA 2012), Ohrid, R. Macedonia; comunicarea: Geometric properties associated
with generalized Roper-Suffridge extension operators.

• 26.06–30.06.2012, International Conference on Complex Analysis and Related Topics, the
13th Romanian-Finnish Seminar, Ploieşti, Romania; comunicarea: Extension operators and
g-Loewner chains.

• 9.02–12.02.2012, 9th Joint Conference on Mathematics and Computer Science, Siófok,
Hungary; comunicarea: An extension operator and Loewner chains on the Euclidean unit
ball in Cn.

• 4.09–8.09.2011, International Symposium on Geometric Function Theory and Applications
(GFTA 2011), Cluj-Napoca, Romania; comunicarea: Extension operators that preserve ge-
ometric properties on the unit ball in Cn.
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Cuvinte cheie

Aplicaţie biolomorfă, aplicaţie convexă, aplicaţie g-aproape stelată de ordinul α, aplicaţie g-
spiralată de tipul α, aplicaţie g-stelată, aplicaţie spiralată, aplicaţie stelată, ecuaţia diferenţială Lo-
ewner, g-lanţ Loewner, g-reprezentare parametrică, lanţ Loewner, operator de extensie, operatorul
de extensie Roper-Suffridge, punct extrem, punct suport, reprezentare parametrică, subordonare.
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Doresc să îi mulţumesc Prof. dr. Hidetaka Hamada (Universitatea Kyushu Sangyo) pentru
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Capitolul 1

Funcţii univalente în planul complex

În acest capitol prezentăm rezultate generale privind funcţiile univalente de o variabilă com-
plexă. Aceste rezultate vor fi utile în următoarele capitole ale tezei. Ne vom referi la noţiunea de
subordonare şi vom aminti rezultate principale privind familia Carathéodory a funcţiilor olomorfe
cu partea reală pozitivă pe discul unitate. Vom prezenta diferite proprietăţi clasice ale funcţiilor
univalente de o variabilă complexă. De asemenea, vom reaminti noţiunea de aplicaţie conformă,
şi vom prezenta teorema lui Riemann, care arată echivalenţa conformă a domeniilor simplu co-
nexe din C. Această teoremă reprezintă unul din cele mai importante rezultate din teoria funcţiilor
univalente de o variabilă complexă, care nu are loc în Cn, n ≥ 2.

Vom considera clasa S a funcţiilor univalente pe discul unitate U , normate prin condiţiile
f(0) = 0 şi f ′(0) = 1, oricare ar fi f ∈ S, şi vom prezenta rezultate principale privind această
clasă. Vom considera de asemenea subclase speciale de funcţii univalente pe U , cum ar fi funcţiile
stelate, convexe, spiralate, şi aproape convexe. Aceste subclase de funcţii univalente au caracte-
rizări geometrice şi analitice. Ne vom referi de asemenea la diferite raze de univalenţă asociate
clasei S şi diferitelor subclase ale acesteia.

Vom prezenta rezultate generale din teoria lanţurilor Loewner în planul complex. Această te-
orie reprezintă una din cele mai importante direcţii în studiul funcţiilor univalente. Vom reaminti
rezultate clasice privind lanţurile Loewner şi ecuaţia diferenţială Loewner. Diferite aplicaţii ale
teoriei lanţurilor Loewner vor fi de asemenea considerate.

Sursele bibliografice principale folosite în pregătirea acestui capitol sunt [20], [26], [37], [44],
[57], [66], [68], [81], [93].

1.1 Rezultate generale privind funcţiile olomorfe

Începem această secţiune prin a aminti notaţii şi rezultate preliminare ce vor fi folosite pe
parcursul acestei teze. Pentru mai multe detalii, a se vedea [57], [66], [68], [99], [105], sursele
bibliografice principale folosite în pregătirea acestei secţiuni.

1



2 1. Funcţii univalente în planul complex

Fie C planul complex, C∗ = C \ {0}, şi fie C∞ = C ∪ {∞} planul complex extins. Fie

U(z0; r) = {z ∈ C : |z − z0| < r}

discul de centru z0 ∈ C şi rază r. De asemenea, fie

U(z0; r) = {z ∈ C : |z − z0| ≤ r}

discul închis de centru z0 şi rază r, şi fie

∂U(z0; r) = {z ∈ C : |z − z0| = r}

cercul de centru z0 şi rază r. Discul U(0, r) se notează cu Ur, iar discul unitate U1 se notează cu
U .

Fie Ω ⊆ C o mulţime deschisă. Notăm cu H(Ω) mulţimea funcţiilor olomorfe definite pe Ω
cu valori în C. Funcţiile olomorfe pe întreg planul complex se numesc întregi.

În continuare prezentăm proprietăţi elementare ale funcţiilor olomorfe care vor fi utile în ur-
mătoarele secţiuni (a se vedea de exemplu [57], [66], [68]). Următorul rezultat poartă numele de
teorema aplicaţiei deschise pentru funcţii olomorfe (a se vedea de exemplu [57], [66]).

Teorema 1.1.1 Fie Ω ⊆ C un domeniu şi fie f : Ω → C o funcţie olomorfă neconstantă. Atunci
f(Ω) este un domeniu în C.

Un alt rezultat important în teoria funcţiilor olomorfe este dat de teorema maximului modulului
(a se vedea de exemplu [57], [66], [68]).

Teorema 1.1.2 Fie Ω un domeniu în C şi fie f : Ω → C o funcţie olomorfă. Dacă există z0 ∈ Ω
astfel încât

|f(z0)| = max{|f(z)| : z ∈ Ω},

atunci f este constantă pe Ω.

O aplicaţie importantă a teoremei maximului modulului este dată de lema lui Schwarz (a se
vedea de exemplu [57], [66], [68]).

Corolarul 1.1.3 (lema lui Schwarz) Dacă f este o funcţie olomorfă pe U astfel încât f(0) = 0
şi |f(z)| < 1, z ∈ U , atunci |f(z)| ≤ |z|, z ∈ U , şi |f ′(0)| ≤ 1. Dacă există z0 ∈ U \ {0} astfel
încât |f(z0)| = |z0|, sau dacă |f ′(0)| = 1, atunci există c ∈ C astfel încât |c| = 1 şi f(z) = cz,
z ∈ U .

În continuare reamintim noţiunile de familie local uniform mărginită şi familie normală, şi
prezentăm legătura dintre aceste două noţiuni în cazul familiilor de funcţii olomorfe (a se vedea
de exemplu [57], [66]).



1.2. Subordonare. Funcţii olomorfe cu partea reală pozitivă 3

Definiţia 1.1.4 Fie Ω o mulţime deschisă din C. De asemenea, fie F ⊆ H(Ω). Spunem că F este
local uniform mărginită dacă pentru orice K ⊂ Ω există o constantă M = M(K) > 0 astfel încât
‖f‖K ≤M , oricare ar fi f ∈ F , unde ‖f‖K = max{|f(z)| : z ∈ K}.

Definiţia 1.1.5 Fie Ω o mulţime deschisă din C. De asemenea, fie F ⊆ H(Ω). Spunem că F
este familie normală (relativ compactă) dacă orice şir {fk}k∈N ⊆ F conţine un subşir convergent
uniform pe compacte în Ω.

Următorul rezultat obţinut de Montel arată că Definiţiile 1.1.4 şi 1.1.5 sunt echivalente (a se
vedea de exemplu [57], [66], [68]).

Teorema 1.1.6 (teorema lui Montel) Fie Ω ⊆ C o mulţime deschisă şi fie F ⊆ H(Ω). Atunci F
este familie normală dacă şi numai dacă F este local uniform mărginită.

Rezultatul precendent poate fi generalizat în cazul mai multor variabile complexe (a se vedea
[63], [85]). Pe baza teoremei lui Montel şi a binecunoscutei caracterizări a compactităţii în spaţii
metrice, următorul rezultat are loc (a se vedea de exemplu [66]). Acest rezultat are de asemenea
loc în cazul mai multor variabile complexe (a se vedea [63], [85], [98]).

Corolarul 1.1.7 Fie Ω o mulţime deschisă din C. De asemenea, fie F ⊆ H(Ω). Atunci F este
compactă dacă şi numai dacă F este local uniform mărginită şi închisă.

1.2 Subordonare. Funcţii olomorfe cu partea reală pozitivă

În această secţiune prezentăm noţiunea de subordonare în planul complex, precum şi pro-
prietăţi importante ale funcţiilor olomorfe cu partea reală pozitivă pe discul unitate U . Sursele
bibliografice principale folosite pe parcursul acestei secţiuni sunt [81] şi [93].

Pentru început reamintim definiţia subordonării (a se vedea de exemplu [80], [81]).

Definiţia 1.2.1 Fie f, g ∈ H(U). Spunem că f este subordonată lui g (şi scriem f ≺ g) dacă
există o funcţie Schwarz v (adică, v ∈ H(U) şi |v(z)| ≤ |z|, z ∈ U ) astfel încât f(z) = g(v(z)),
z ∈ U .

Dacă g este univalentă (olomorfă şi injectivă) pe U , atunci următoarea caracterizare a subor-
donării are loc (a se vedea de exemplu [81], [93]).

Teorema 1.2.2 Fie f, g ∈ H(U) astfel încât g este univalentă pe U . Atunci f ≺ g dacă şi numai
dacă f(0) = g(0) şi f(U) ⊆ g(U).

Observaţia 1.2.3 Următorul rezultat poartă numele de principiul subordonării (a se vedea de
exemplu [81], [93]): dacă f, g ∈ H(U) astfel încât f(0) = g(0), g este univalentă pe U , şi
f(U) ⊆ g(U), atunci f(Ur) ⊆ g(Ur), oricare ar fi r ∈ (0, 1).
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În continuare reamintim clasa Carathéodory a funcţiilor olomorfe cu partea reală pozitivă pe
discul unitate (a se vedea [44], [81], [93]):

P = {p ∈ H(U) : p(0) = 1,Re p(z) > 0, z ∈ U}.

Această clasă joacă un rol important în caracterizarea unor clase speciale de funcţii univalente pe
discul unitate, cum ar fi funcţiile stelate, convexe, spiralate, precum şi în studiul lanţurilor Loewner
şi ecuaţiei diferenţiale Loewner.

Vom prezenta următoarea teoremă de deformare şi distorsiune pentru clasa P (a se vedea de
exemplu [81], [93]).

Teorema 1.2.4 Dacă p ∈ P , atunci următoarele relaţii au loc

(i)
1− |z|
1 + |z|

≤ Re p(z) ≤ |p(z)| ≤
1 + |z|
1− |z|

, z ∈ U,

(ii) |p′(z)| ≤
2Re p(z)

1− |z|2
≤

2

(1− |z|)2
, z ∈ U .

Aceste inegalităţi sunt exacte, iar egalitatea are loc pentru p(z) = 1+λz
1−λz , z ∈ U , unde λ ∈ C,

|λ| = 1.

Încheiem această secţiune cu următoarele delimitări exacte ale coeficienţilor clasei P , obţinute
de Carathéodory (a se vedea de exemplu [81]).

Teorema 1.2.5 Fie p ∈ P astfel încât p(z) = 1 +
∑∞

n=1 pnz
n, z ∈ U . Atunci |pn| ≤ 2, n ≥ 1.

Acest rezultat este exact şi egalitatea are loc pentru p(z) = 1+λz
1−λz , z ∈ U , λ ∈ C, |λ| = 1.

1.3 Rezultate generale privind funcţiile univalente

În această secţiune prezentăm proprietăţi clasice şi binecunoscute ale funcţiilor univalente de
de o variabilă complexă. De asemenea, reamintim noţiunea de echivalenţă conformă şi prezentăm
teorema lui Riemann, unul din cele mai importante rezultate din teoria funcţiilor univalente. Pentru
mai multe detalii privind funcţiile univalente, a se vedea [26], [37], [44], [57], [68], [93], sursele
bibliografice principale folosite pe parcursul acestei secţiuni.

Începem prin a defini funcţiile univalente (a se vedea de exemplu [57], [66], [93]).

Definiţia 1.3.1 Fie Ω un domeniu din C şi fie f : Ω → C. Funcţia f se numeşte univalentă pe Ω
dacă f este olomorfă şi injectivă pe Ω.
Notăm prin Hu(Ω) mulţimea funcţiilor univalente pe Ω.

Următorul rezultat asigură o condiţie necesară de univalenţă (a se vedea de exemplu [57],
[66]). Teorema 1.3.2 nu asigură însă o condiţie suficientă de univalenţă.
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Teorema 1.3.2 Fie Ω un domeniu din C şi fie f ∈ Hu(Ω). Atunci f ′(z) 6= 0, z ∈ Ω.

Următorul rezultat, obţinut de Alexander, Noshiro, Warschawski şi Wolff (a se vedea de exem-
plu [44], [81]), asigură o condiţie suficientă de univalenţă pentru funcţiile olomorfe pe domenii
convexe din C.

Teorema 1.3.3 Fie Ω ⊆ C un domeniu convex şi fie f ∈ H(Ω). Dacă Re f ′(z) > 0, z ∈ Ω,
atunci f este univalentă pe Ω.

Următoarea generalizare a Teoremei 1.3.3 a fost obţinută de Ozaki şi Kaplan [59]. Acest re-
zultat joacă un rol important în definirea aproape convexităţii, după cum vom vedea într-o secţiune
ulterioară.

Teorema 1.3.4 Fie Ω ⊆ C un domeniu. De asemenea, fie f, g ∈ H(Ω) astfel încât g ∈ Hu(Ω) şi
g(Ω) este un domeniu convex din C. Dacă

Re

[
f ′(z)

g′(z)

]
> 0, z ∈ Ω,

atunci f ∈ Hu(Ω).

În continuare prezentăm câteva exemple importante de funcţii univalente (a se vedea de exem-
plu [66], [81], [93]).

Exemplul 1.3.5 Fie f : U → C definită prin f(z) =
z

(1− z)2
, z ∈ U . Atunci f este univalentă

pe U şi transformă discul unitate U în C \ {ζ ∈ C : Re ζ ≤ −1/4, Im ζ = 0}. Funcţia f
se numeşte funcţia lui Koebe (a se vedea de exemplu [26], [44], [93]). După cum vom vedea în
următoarele secţiuni, această funcţie joacă un rol important în multe rezultate extremale din teoria
funcţiilor univalente.

Mai mult, fie fθ : U → C definită prin fθ(z) =
z

(1− eiθz)2
, unde θ ∈ R. Observăm că fθ

este o rotaţie de unghi−θ a funcţiei f , deoarece fθ(z) = e−iθf(eiθz), z ∈ U . Prin urmare fθ este
univalentă pe U şi transformă discul unitate U în planul complex cu o tăietură spre∞ ce porneşte
din punctul (−1/4)e−iθ (a se vedea de exemplu [26], [44], [93]).

Următorul rezultat, cunoscut ca şi teorema lui Hurwitz, este util în diferite aplicaţii privind
funcţiile univalente (a se vedea de exemplu [26], [57], [66], [93]).

Teorema 1.3.6 (vezi de exemplu [57]) Fie Ω un domeniu din C şi fie {fk}k∈N un şir de funcţii
univalente pe Ω astfel încât fk → f uniform pe compacte în Ω. Atunci f este sau constantă, sau
univalentă pe Ω.
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În continuare prezentăm noţiunea de conform echivalenţă a domeniilor din C, precum şi un
rezultat fundamental privind această noţiune, teorema lui Riemann (a se vedea pentru detalii, [2],
[26], [57], [66], [93], [99]).

Definiţia 1.3.7 Fie Ω1 şi Ω2 domenii din C şi fie f : Ω1 → Ω2. Spunem că f este aplicaţie
conformă dacă f este univalentă pe Ω1 şi f(Ω1) = Ω2. În acest caz, domeniile Ω1 şi Ω2 se
numesc conform echivalente (a se vedea de exemplu [2], [57]).

Un rezultat fundamental în teoria funcţiilor univalente este dat de teorema lui Riemann. Pentru
mai multe detalii şi aplicaţii, a se vedea [2], [86], [99], [105].

Teorema 1.3.8 (vezi de exemplu [44], [57]) Fie Ω un domeniu simplu conex din C astfel încât
Ω 6= C. Atunci Ω şi discul unitate U sunt conform echivalente. Mai mult, dacă z0 ∈ Ω este un
punct dat, atunci există o unică aplicaţie conformă f a lui Ω pe U astfel încât f(z0) = 0 şi
f ′(z0) > 0.

Următoarea proprietate privind conform echivalenţa domeniilor simplu conexe din C este o
consecinţă a Teoremei 1.3.8 (a se vedea de exemplu [57], [66]).

Corolarul 1.3.9 Orice două domenii simplu conexe din C şi diferite de C sunt conform echiva-
lente.

1.4 Familii de funcţii univalente normate pe discul unitate

În această secţiune ne referim la diferite subclase de funcţii univalente pe discul unitate. Vom
prezenta clasa S a funcţiilor univalente normate pe U , clasa S∗ a funcţiilor stelate în raport cu
originea şi normate, clasaK a funcţiilor convexe normate. Ne vom referi la clasa funcţiilor aproape
convexe, clasa funcţiilor stelate şi convexe de ordinul α, clasa funcţiilor spiralate de tipul γ şi clasa
funcţiilor aproape stelate de ordinul α. Vom vedea că majoritatea acestor subclase ale lui S au
caracterizări analitice şi geometrice.

Sursele bibliografice principale folosite pe parcursul acestei secţiuni sunt [26], [44], [81], [93].

1.4.1 Clasa S

În continuare considerăm clasa S a funcţiilor univalente normate pe discul unitate. Alegerea
discului unitate este justificată de teorema lui Riemann. Aşadar, studiul funcţiilor univalente pe
domenii simplu conexe din C poate fi redus la discul unitate.

Definiţia 1.4.1 ([26], [93]) Fie S clasa funcţiilor univalente f pe discul unitate U , normate prin
condiţiile f(0) = 0 şi f ′(0) = 1. Aşadar,

S = {f ∈ Hu(U) : f(0) = f ′(0)− 1 = 0}.
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Orice funcţie f ∈ S are dezvoltarea în serie de puteri

f(z) = z +
∞∑
k=2

akz
k, z ∈ U.

În continuare reamintim proprietăţi clasice ale funcţiilor din clasa S.
Teorema 1.4.2 prezintă estimarea exactă a coeficientului al doilea al funcţiilor din clasa S.

Acest rezultat a fost obţinut de L. Bieberbach [6].

Teorema 1.4.2 Dacă f(z) = z+

∞∑
k=2

akz
k ∈ S, atunci |a2| ≤ 2. Egalitatea |a2| = 2 are loc dacă

şi numai dacă f este o rotaţie a funcţiei lui Koebe.

Pornind de la inegalitatea |a2| ≤ 2 pentru funcţiile din clasa S, Bieberbach [6] a formulat în
1916 următoarea conjectură, care a fost demonstrată de L. de Branges în 1985 [7]:

Conjectura 1.4.1 (conjectura lui Bieberbach) Dacă f ∈ S are dezvoltarea în serie de puteri

f(z) = z +
∞∑
k=2

akz
k, atunci |ak| ≤ k, k ≥ 2. Egalitatea |ak| = k, k ≥ 2, are loc dacă şi numai

dacă f este o rotaţie a funcţiei lui Koebe.

O aplicaţie a Teoremei 1.4.2 este dată de teorema de acoperire a lui Koebe-Bieberbach pentru
clasa S (a se vedea de exemplu [26], [93]).

Teorema 1.4.3 Fie f ∈ S. Atunci f(U) ⊇ U1/4.

În continuare prezentăm teorema de deformare şi distorsiune pentru clasa S (a se vedea de
exemplu [26], [37, I p. 65], [93]). Acest rezultat reprezintă o altă aplicaţie a Teoremei 1.4.2.

Teorema 1.4.4 ([6]) Dacă f ∈ S, atunci următoarele inegalităţi exacte au loc:

(i)
|z|

(1 + |z|)2
≤ |f(z)| ≤

|z|
(1− |z|)2

, z ∈ U,

(ii)
1− |z|

(1 + |z|)3
≤ |f ′(z)| ≤

1 + |z|
(1− |z|)3

, z ∈ U,

(iii)
1− |z|
1 + |z|

≤

∣∣∣∣∣zf ′(z)f(z)

∣∣∣∣∣ ≤ 1 + |z|
1− |z|

, z ∈ U.

Egalitatea în fiecare din relaţiile de mai sus are loc dacă şi numai dacă f este o rotaţie a funcţiei
lui Koebe.
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Folosind Teorema 1.4.4 şi Corolarul 1.3.6, precum şi caracterizarea submulţimilor compacte
ale lui H(U), obţinem faptul că S este compactă (a se vedea de exemplu [81]).

Corolarul 1.4.5 S este o submulţime compactă a lui H(U).

Observăm că relaţia (i) a Teoremei 1.4.4 asigură o condiţie necesară, dar nu şi suficientă de
univalenţă. Condiţii necesare şi suficiente de univalenţă pot fi găsite în [28], [62] , [70] (a se vedea
de asemenea [44] şi citările aferente).

1.4.2 Clasa S(M)

1.4.3 Funcţii stelate

În continuare considerăm clasa S∗ a funcţiilor stelate normate pe discul unitate. Vom prezenta
de asemenea clasa funcţiilor stelate de ordinul α. Diverse proprietăţi privind funcţiile stelate pot fi
găsite în [26], [37], [44], [81], [93].

Definiţia 1.4.6 ([81]) Fie f ∈ H(U) astfel încât f(0) = 0. Funcţia f se numeşte stelată dacă f
este univalentă pe U şi f(U) este un domeniu stelat în raport cu originea.

În continuare prezentăm caracterizarea analitică a stelarităţii (a se vedea de exemplu [26], [44],
[81], [93]).

Teorema 1.4.7 ([26], [93]) Fie f ∈ H(U) astfel încât f(0) = 0. Atunci f este stelată dacă şi
numai dacă f ′(0) 6= 0 şi

Re

[
zf ′(z)

f(z)

]
> 0, z ∈ U.

Fie S∗ clasa funcţiilor stelate normate pe U .

Observaţia 1.4.8 Teorema de deformare şi distorsiune pentru clasa S (Teorema 1.4.4) are de ase-
menea loc pentru clasa S∗ (a se vedea de exemplu [78], [81]). Mai mult, conjectura lui Bieberbach
are de asemenea loc pentru clasa S∗ (a se vedea de exemplu [78], [81]).

Funcţii stelate de ordinul α

În continuare prezentăm clasa S∗α a funcţiilor stelate de ordinul α. Pentru mai multe detalii şi
aplicaţii, a se vedea [37], [100].

Definiţia 1.4.9 ([100]) Fie α ∈ [0, 1). Clasa funcţiilor stelate de ordinul α este definită prin

S∗α =

{
f ∈ H(U) : f(0) = 0, f ′(0) = 1,Re

[
zf ′(z)

f(z)

]
> α, z ∈ U

}
.
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Observăm că S∗α ⊆ S∗, α ∈ [0, 1), şi S∗0 = S∗.
Are loc următoarea legătură între clasele S∗α şi S∗ (a se vedea de exemplu [81]).

Teorema 1.4.10 Fie α ∈ [0, 1). Funcţia f ∈ S∗α dacă şi numai dacă g ∈ S∗, unde g(z) =

z

[
f(z)

z

] 1
1−α

. Alegem ramura funcţiei putere astfel încât
[
f(z)

z

] 1
1−α

∣∣∣∣
z=0

= 1.

Din Teorema 1.4.10 obţinem teorema de deformare pentru clasa S∗α, α ∈ [0, 1) (a se vedea de
exemplu [37, I p. 140], [44], [81]).

Teorema 1.4.11 Dacă f ∈ S∗α, α ∈ [0, 1), atunci

|z|
(1 + |z|)2(1−α)

≤ |f(z)| ≤ |z|
(1− |z|)2(1−α)

, z ∈ U.

Aceste inegalităţi sunt exacte.

1.4.4 Funcţii convexe şi aproape convexe

În această secţiune considerăm clasa K a funcţiilor convexe normate pe discul unitate. În a
doua parte a acestei secţiuni, vom prezenta de asemenea clasa funcţiilor convexe de ordinul α,
respectiv clasa funcţiilor aproape convexe.

Alte detalii privind funcţiile convexe şi aproape convexe pe discul unitate pot fi găsite în [26],
[37], [44], [81], [93].

Funcţii convexe

Definiţia 1.4.12 ([81]) Fie f : U → C o funcţie olomorfă. Funcţia f se numeşte convexă dacă f
este univalentă pe U şi f(U) este un domeniu convex.

În continuare prezentăm caracterizarea analitică a convexităţii pe discul unitate (a se vedea de
exemplu [26], [81], [93]).

Teorema 1.4.13 ([26], [93]) Dacă f ∈ H(U), atunci f este convexă dacă şi numai dacă f ′(0) 6=
0 şi

(1.4.1) Re

[
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

]
> 0, z ∈ U.

Notăm cu K clasa funcţiilor convexe normate pe U . Aşadar, K ⊂ S∗ ⊂ S.
Vom prezenta teorema de deformare şi distorsiune pentru clasaK (a se vedea de exemplu [78],

[81]).

Teorema 1.4.14 Dacă f ∈ K, atunci următoarele relaţii au loc
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(i)
|z|

1 + |z|
≤ |f(z)| ≤

|z|
1− |z|

, z ∈ U ,

(ii)
1

(1 + |z|)2
≤ |f ′(z)| ≤

1

(1− |z|)2
, z ∈ U .

Aceste inegalităţi sunt exacte şi egalitatea are loc într-un punct diferit de 0 pentru f(z) =
z

1− λz
,

λ ∈ C, |λ| = 1.

Pe baza Teoremelor 1.4.7 şi 1.4.13, obţinem teorema de dualitate a lui Alexander, care arată
legătura dintre clasele S∗ şi K (a se vedea de exemplu [81]). Observăm că acest rezultat nu poate
fi generalizat în cazul aplicaţiilor convexe normate pe bila unitate EuclidianăBn în Cn (a se vedea
[110]; a se vedea de asemenea, de exemplu [44] şi [101]).

Teorema 1.4.15 Fie f ∈ H(U) astfel încât f(0) = 0. Atunci funcţia f este convexă pe U dacă şi
numai dacă funcţia F (z) = zf ′(z) este stelată pe U .

În continuare considerăm estimări exacte privind coeficienţii clasei K.

Teorema 1.4.16 ([78]) Fie f(z) = z +
∑∞

n=2 anz
n, astfel încât f aparţine clasei K. Atunci

|an| ≤ 1, n ≥ 2. Aceste estimări sunt exacte şi egalitatea |an| = 1, n ≥ 2, are loc dacă şi numai

dacă f(z) =
z

1− λz
, λ ∈ C, |λ| = 1.

Următorul rezultat arată legătura dintre clasele K şi S∗1/2. Acest rezultat a fost obţinut de A.
Marx şi E. Strohhäcker (a se vedea de exemplu [44], [81]).

Teorema 1.4.17 Dacă f ∈ K, atunci f ∈ S∗1/2. Acest rezultat este exact.

O generalizare a rezultatului precedent la mai multe dimensiuni a fost obţinută în [22] şi [64].

Funcţii convexe de ordinul α

În continuare prezentăm noţiunea de convexitate de ordinul α [100].

Definiţia 1.4.18 ([100]) Fie f : U → C o funcţie olomorfă. Spunem că f este convexă de ordinul
α ∈ [0, 1) dacă f ′(0) 6= 0 şi

Re

[
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

]
> α, z ∈ U.

Notăm cu K(α) clasa funcţiilor convexe de ordinul α şi normate pe U . Evident, K(α) ⊆ K,
pentru α ∈ [0, 1), şi K(0) = K.

Următoarea generalizare a Teoremei 1.4.17 a fost obţinută de Jack (a se vedea de exemplu
[44]). Acest rezultat nu este exact. Pentru un rezultat exact, a se vedea de exemplu [80]. O genera-
lizare a acestui rezultat la Cn a fost obţinută în [22] şi [64].
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Teorema 1.4.19 Dacă f ∈ K(α), α ∈ [0, 1), atunci f ∈ S∗β , unde

(1.4.2) β = β(α) =
2α− 1 +

√
(2α− 1)2 + 8

4
.

Următoarea legătură dintre clasele K(α), α ∈ [0, 1), şi S∗ este utilă în aplicaţii (a se vedea de
exemplu [44], [81]).

Teorema 1.4.20 f ∈ K(α) dacă şi numai dacă g ∈ S∗, unde g(z) = z(f ′(z))
1

1−α , z ∈ U .
Alegem ramura funcţiei putere astfel încât (f ′(z))

1
1−α |z=0 = 1.

Funcţii aproape convexe

În continuare prezentăm o altă subclasă importantă de funcţii univalente pe discul unitate U ,
clasa funcţiilor aproape convexe. Mai multe detalii privind aproape convexitatea pot fi găsite în
[26], [44], [81], [93].

Următoarea definiţie a fost considerată de Kaplan [59].

Definiţia 1.4.21 Funcţia f ∈ H(U) se numeşte aproape convexă dacă există o funcţie g convexă
pe U astfel încât

Re

[
f ′(z)

g′(z)

]
> 0, z ∈ U.

Observăm că orice funcţie aproape convexă este univalentă pe U , pe baza Teoremei 1.3.4.
Notăm cu C clasa funcţiilor aproape convexe normate pe U . Următoarea relaţie de incluziune

are loc:
K ⊂ S∗ ⊂ C ⊂ S.

Vom prezenta o caracterizare geometrică importantă a funcţiilor aproape convexe, obţinută de
Kaplan [59] (a se vedea de asemenea [26], [93]).

Teorema 1.4.22 ([59]) Fie f : U → C o funcţie local univalentă normată. Atunci f este aproape
convexă dacă şi numai dacă∫ τ2

τ1

Re

[
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

]
dτ > −π, z = reiτ ,

oricare ar fi r ∈ (0, 1) şi oricare ar fi τ1, τ2 ∈ R astfel încât 0 ≤ τ2 − τ1 ≤ 2π.

Coeficienţii funcţiilor aproape convexe normate satisfac aceleaşi estimări ca şi cele din con-
jectura lui Bieberbach (a se vedea de exemplu [44], [81]).
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1.4.5 Funcţii spiralate

Noţiunea de spiralitate a fost definită de L. Špaček [107] în 1932, şi reprezintă o generalizare
a noţiunii de stelaritate. Pentru mai multe detalii privind funcţiile spiralate, a se vedea de exemplu
[26], [44], [81], [93].

Pentru început, amintim noţiunea de spiralitate de tipul γ ([107]; a se vedea de asemenea [26],
[37, I p. 148], [81]).

Definiţia 1.4.23 ([107]) O γ-spirală logaritmică (sau γ-spirală), γ ∈ (−π/2, π/2), este o curbă
în planul complex dată de

w(t) = w0e
−(cos γ−i sin γ)t, t ∈ R,

unde w0 ∈ C∗.
Un domeniu Ω ⊂ C care conţine originea se numeşte spiralat de tipul γ, γ ∈ (−π/2, π/2),

dacă oricare ar fi w0 ∈ Ω \ {0}, arcul de γ-spirală ce uneşte punctul w0 cu originea este inclus în
Ω.

Definiţia 1.4.24 ([107])

(i) Fie f ∈ H(U) astfel încât f(0) = 0 şi fie γ ∈ (−π/2, π/2). Funcţia f se numeşte spiralată
de tipul γ pe discul unitate U dacă f este univalentă pe U şi f(U) este un domeniu spiralat
de tipul γ.

(ii) Fie f ∈ H(U) astfel încât f(0) = 0. Funcţia f se numeşte spiralată dacă există γ ∈
(−π/2, π/2) astfel încât f este spiralată de tipul γ.

Se observă că funcţiile spiralate de tipul 0 sunt stelate. Notăm cu Ŝγ clasa funcţiilor spiralate
de tipul γ şi normate pe discul unitate, γ ∈ (−π/2, π/2). Prin urmare, Ŝγ ⊂ S.

În continuare prezentăm caracterizarea analitică a funcţiilor spiralate ([107]; a se vedea de
asemenea [44], [81], [93]).

Teorema 1.4.25 ([107]) Fie f ∈ H(U) astfel încât f(0) = 0, f ′(0) 6= 0, şi fie γ ∈ (−π/2, π/2).
Atunci f este spiralată de tipul γ dacă şi numai dacă

Re

[
eiγ

zf ′(z)

f(z)

]
> 0, z ∈ U.

Următoarea teoremă de dualitate între clasele S∗ şi Ŝγ furnizează exemple de funcţii spiralate
pe discul unitate (a se vedea de exemplu [44], [81]).

Teorema 1.4.26 Fie γ ∈ (−π/2, π/2) şi fie δ = e−iγ cos γ. Atunci f ∈ Ŝγ dacă şi numai dacă

există g ∈ S∗ astfel încât f(z) = z

[
g(z)

z

]δ
, z ∈ U. Alegem ramura funcţiei putere astfel încât[

g(z)

z

]δ ∣∣∣∣
z=0

= 1.
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1.4.6 Raze de univalenţă asociate subclaselor lui S

În continuare considerăm raze de univalenţă asociate clasei S şi unor subclase ale acesteia.
Pentru început, amintim conceptul de rază pentru o anumită proprietate într-o anumită mulţime (a
se vedea de exemplu [37, II p. 84]; a se vedea de asemenea, de exemplu [44], [81]).

Definiţia 1.4.27 Fiind date F o mulţime nevidă a lui S şi proprietatea P pe care funcţiile din F o
satisfac sau nu în discul Ur, raza proprietăţii P în mulţimea F se notează cuRP(F) şi este cel mai
mare R astfel încât orice funcţie din F are proprietatea P pe fiecare disc Ur, oricare ar fi r < R.

Notăm cu RS∗(F) raza de stelaritate a lui F , RK(F) raza de convexitate, RS∗α(F) raza de
stelaritate de ordinul α şi RŜγ (F) raza de spiralitate de tipul γ a lui F .

Raza de convexitate a clasei S a fost obţinută de Nevanlinna (a se vedea de exemplu [37]).

Teorema 1.4.28 RK(S) = 2−
√

3.

Mai mult, RK(S∗) = 2−
√

3 (a se vedea de exemplu [37, II p. 86]).
Raza de stelaritate a clasei S a fost obţinută de Grunsky (a se vedea de exemplu [37]).

Teorema 1.4.29 RS∗(S) = tanh
π

4
=
eπ/2 − 1

eπ/2 + 1
≈ 0.66.

1.5 Teoria lanţurilor Loewner în planul complex

În această secţiune considerăm rezultate clasice din teoria lanţurilor Loewner şi ecuaţiei di-
ferenţiale Loewner pe discul unitate în C. Vom prezenta de asemenea diferite aplicaţii ale teoriei
lanţurilor Loewner la studiul funcţiilor univalente, cum ar fi criterii de univalenţă şi caracteriza-
rea analitică a unor subclase importante ale lui S folosind lanţuri Loewner. Generalizarea acestor
rezultate în cazul mai multor variabile complexe va fi discutată în următorul capitol. Rezultatele
prezentate în această secţiune vor fi utile în demonstrarea rezultatelor principale ale acestei teze.

Sursele bibliografice principale folosite în această secţiune sunt [20], [26], [44], [81], [93],
[103].

1.5.1 Rezultate generale privind lanţurile Loewner

Începem această secţiune prin a defini lanţurile univalente de subordonare (a se vedea [93]; a
se vedea de asemenea [44], [81]).

Definiţia 1.5.1 ([93]) Funcţia f : U × [0,∞) → C se numeşte lanţ Loewner (lanţ univalent
normat de subordonare) dacă f(·, t) este univalentă pe U , f(0, t) = 0, f ′(0, t) = et, pentru t ≥ 0,
şi f(·, s) ≺ f(·, t), pentru 0 ≤ s ≤ t <∞.

Aici f ′(0, t) = ∂f
∂z (0, t).

Condiţia de subordonare de mai sus este echivalentă cu faptul că există o unică funcţie Schwarz
univalentă v = v(z, s, t), numită funcţia de tranziţie asociată lui f(z, t), astfel încât

f(z, s) = f(v(z, s, t), t), z ∈ U, t ≥ s ≥ 0.
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Observăm că dacă f(z, t) este lanţ Loewner, atunci f(·, 0) ∈ S. Următoarea teoremă arată
că orice funcţie din clasa S se scufundă într-un lanţ Loewner. Acest rezultat a fost obţinut de
Pommerenke [93].

Teorema 1.5.2 Oricare ar fi f ∈ S, există un lanţ Loewner f(z, t) astfel încât f(z) = f(z, 0),
z ∈ U .

De acum înainte, dacă f este o funcţie olomorfă în raport cu z ∈ U , şi e de asemenea o funcţie
de altă variabilă reală, notăm cu f ′(z, ·) derivata lui f în raport cu z. Aşadar f ′(z, ·) = ∂f

∂z (z, ·).
În continuare reamintim rezultate principale privind ecuaţia diferenţială Loewner pe discul

unitate. Următoarea teoremă obţinută de Pommerenke [93] arată că soluţia problemei cu valori
iniţiale (1.5.1) generează un lanţ Loewner (a se vedea de asemenea, de exemplu [44], [81], [103]).

Teorema 1.5.3 ([93]) Fie p = p(z, t) : U × [0,∞) → C o funcţie care verifică următoarele
condiţii:

(i) p(·, t) ∈ P , oricare ar fi t ≥ 0;
(ii) p(z, ·) este o funcţie măsurabilă pe [0,∞), oricare ar fi z ∈ U .
Atunci oricare ar fi z ∈ U şi s ≥ 0, problema cu valori iniţiale

(1.5.1)
∂v

∂t
= −vp(v, t), a.e. t ≥ s, v(z, s, s) = z,

are o unică soluţie v(t) = v(z, s, t) = es−tz + . . .. Mai mult, pentru s ≥ 0 şi z ∈ U fixaţi,
v(z, s, ·) este Lipschitz continuă pe [s,∞) local uniform în raport cu z. De asemenea, v(·, s, t)
este funcţie Schwarz univalentă pentru t ∈ [s,∞). În plus, oricare ar fi s ≥ 0, limita

(1.5.2) f(z, s) = lim
t→∞

etv(z, s, t)

există uniform pe orice compact din U , şi f(z, s) este un lanţ Loewner, care verifică ecuaţia
diferenţială

∂f

∂t
(z, t) = zp(z, t)f ′(z, t), a.e. t ≥ 0,

oricare ar fi z ∈ U .

Următoarea teoremă a fost obţinută de Pommerenke (a se vedea [93]). Teorema 1.5.4 asigură
o condiţie necesară şi suficientă pentru ca o funcţie f(z, t) să fie lanţ Loewner. Acest rezultat
este foarte util în aplicaţii şi arată că lanţurile Loewner sunt strâns legate de ecuaţia diferenţială
Loewner. Pentru mai multe detalii, a se vedea [44], [93] (a se vedea de asemenea [103]).

Teorema 1.5.4 ([93]) Funcţia f : U × [0,∞)→ C astfel încât f(0, t) = 0, f ′(0, t) = et, t ≥ 0,
este lanţ Loewner dacă şi numai dacă următoarele relaţii au loc:

(i) Există r ∈ (0, 1) şi o constantă M > 0 astfel încât f(·, t) este olomorfă pe Ur, oricare ar fi
t ≥ 0, f(z, ·) este local absolut continuă pe [0,∞) local uniform în raport cu z ∈ Ur, şi

|f(z, t)| ≤Met, z ∈ Ur, t ≥ 0.
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(ii) Există o funcţie p(z, t) astfel încât p(·, t) ∈ P , oricare ar fi t ≥ 0, p(z, ·) este măsurabilă pe
[0,∞), oricare ar fi z ∈ U , şi aproape pentru toţi t ≥ 0,

∂f

∂t
(z, t) = zf ′(z, t)p(z, t), z ∈ Ur.

1.5.2 Lanţuri Loewner şi funcţii univalente pe discul unitate

În această secţiune prezentăm caracterizarea unor subclase de funcţii univalente folosind lan-
ţuri Loewner (a se vedea de exemplu [44]). Vom prezenta de asemenea anumite criterii de univa-
lenţă pe discul unitate, care au fost obţinute prin metoda lanţurilor Loewner.

Lanţuri Loewner şi subclase de funcţii univalente

Următoarea teoremă prezintă caracterizarea stelarităţii folosind lanţuri Loewner (a se vedea
[93]).

Teorema 1.5.5 Fie f o funcţie olomorfă normată pe U . Atunci f este stelată dacă şi numai dacă

f(z, t) = etf(z), z ∈ U, t ≥ 0

este lanţ Loewner.

O generalizare a Teoremei 1.5.5 este prezentată în următorul rezultat, care reprezintă caracte-
rizarea spiralităţii de tipul γ folosind lanţuri Loewner (a se vedea [93]).

Teorema 1.5.6 Fie f o funcţie olomorfă normată pe U şi fie γ ∈ (−π/2, π/2). De asemenea, fie
a = tan γ. Atunci f este spiralată de tipul γ dacă şi numai dacă

f(z, t) = e(1−ia)tf(eiatz), z ∈ U, t ≥ 0

este lanţ Loewner.

Următoarea teoremă prezintă caracterizarea convexităţii folosind lanţuri Loewner.

Teorema 1.5.7 ([44], [93]) Fie f o funcţie olomorfă normată pe U . Atunci f ∈ K dacă şi numai
dacă

f(z, t) = f(z) + (et − 1)zf ′(z), z ∈ U, t ≥ 0

este lanţ Loewner.
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Lanţuri Loewner şi criterii de univalenţă pe discul unitate

Încheiem această secţiune cu câteva aplicaţii ale teoriei lanţurilor Loewner la criterii de uni-
valenţă pe discul unitate. Generalizarea acestor rezultate la mai multe variabile complexe va fi
discutată în capitolul următor. Următorul rezultat a fost obţinut de Becker [5].

Teorema 1.5.8 Fie f : U → C o funcţie olomorfă normată. Dacă

(1.5.3) (1− |z|2)
∣∣∣∣zf ′′(z)f ′(z)

∣∣∣∣ ≤ 1, z ∈ U,

atunci f este univalentă pe U .

Următorul criteriu de univalenţă a fost obţinut de Ahlfors şi Becker (a se vedea [5]; a se vedea
de asemenea, de exemplu [44]).

Teorema 1.5.9 Fie f : U → C o funcţie olomorfă normată. De asemenea, fie c ∈ C astfel încât
|c| ≤ 1, c 6= −1. Dacă ∣∣∣∣(1− |z|2)zf ′′(z)f ′(z)

+ c|z|2
∣∣∣∣ ≤ 1, z ∈ U,

atunci f este univalentă pe U .

Observaţia 1.5.10 Dacă alegem c = 0 în Teorema 1.5.9, obţinem condiţia suficientă de univalenţă
datorată lui Becker [5], dată în Teorema 1.5.8.



Capitolul 2

Aplicaţii biolomorfe de mai multe
variabile complexe

În acest capitol prezentăm proprietăţi clasice ale funcţiilor olomorfe şi aplicaţiilor olomorfe
în Cn. Vom aminti un rezultat binecunoscut în teoria aplicaţiilor olomorfe de mai multe variabile
complexe, care arată că bila unitate Euclidiană şi polidiscul unitate în Cn nu sunt biolomorfic echi-
valente pentru n ≥ 2. Aşadar teorema lui Riemann nu are loc în cazul mai multor variabile com-
plexe. Vom aminti rezultate clasice privind aplicaţiile olomorfe în Cn, ce vor fi utile în următoarele
secţiuni ale tezei. Vom prezenta rezultate elementare privind noţiunea de subordonare, precum şi
generalizarea la mai multe dimensiuni a clasei Carathéodory a funcţiilor cu partea reală pozitivă
pe discul unitate. Vom considera teoreme de deformare şi distorsiune, precum şi estimări ale co-
eficienţilor pentru această clasă, rezultate obţinute de Graham, Hamada şi Kohr [38], Pfaltzgraff
[88], şi Poreda [94]. Unul din cele mai importante rezultate în această direcţie este compactitatea
familiei CarathéodoryM. Acest rezultat a fost obţinut de Graham, Hamada şi Kohr [38] în 2002,
şi a influenţat numeroase rezultate din teoria lanţurilor Loewner de mai multe variabile complexe
(a se vedea [44]).

Vom studia de asemenea diferite subclase de aplicaţii biolomorfe pe bila unitate Euclidiană
şi polidiscul unitate în Cn, cum ar fi aplicaţiile stelate, convexe, spiralate, aproape stelate, şi vom
prezenta proprietăţi analitice şi geometrice ale acestora.

Vom aminti noţiunea de lanţ Loewner şi aplicaţie de tranziţie asociată acestuia în cazul mai
multor variabile complexe. Pe de altă parte, vom prezenta generalizarea ecuaţiei diferenţiale Lo-
ewner la mai multe variabile complexe, şi legătura acesteia cu lanţurile Loewner. De fapt, ca şi
în cazul unei variabile complexe, toate lanţurile Loewner sunt determinate de ecuaţia diferenţială
Loewner. Există însă numeroase diferenţe între teoria lanţurilor Loewner de una, respectiv mai
multe variabile complexe (a se vedea [44, Capitolul 8]). Vom prezenta aplicaţii ale teoriei lanţuri-
lor Loewner în caracterizarea anumitor subclase de aplicaţii biolomorfe. Vom aminti de asemenea
criterii de univalenţă pe bila unitate în Cn, obţinute folosind teoria lanţurilor Loewner în Cn. Vom
considera clasa aplicaţiilor care admit reprezentare parametrică pe bila unitate Euclidiană Bn în
Cn. Această clasă este analoaga clasei S la mai multe variabile complexe. Numeroase detalii şi

17
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aplicaţii ale teoriei lanţurilor Loewner de mai multe variabile complexe pot fi găsite în principa-
lele lucrări ale lui Pfaltzgraff ([88] şi [89]) şi Poreda [96], precum şi în monografiile lui Graham
şi Kohr [44], şi Curt [23].

2.1 Rezultate preliminare

Această secţiune prezintă proprietăţi elementare ale aplicaţiilor olomorfe în cazul mai multor
variabile complexe. Rezultatele prezentate în această secţiune sunt clasice şi pot fi găsite în [63],
[69], [98], sursele bibliografice principale folosite în pregătirea acestei secţiuni. Aceste rezultate
vor fi utile în următoarele capitole ale tezei.

2.1.1 Funcţii olomorfe în Cn

Începem această secţiune prin a aminti rezultate binecunoscute privind funcţiile olomorfe de
mai multe variabile complexe.

Fie Cn spaţiul de n variabile complexe z = (z1, . . . , zn) cu produsul scalar Euclidian 〈z, w〉 =∑n
j=1 zjwj şi norma Euclideană ‖z‖ = 〈z, z〉1/2. Fie a ∈ Cn şi fie r > 0. Fie

Bn(a, r) = {z ∈ Cn : ‖z − a‖ < r}

bila deschisă de centru a şi rază r. Închiderea lui Bn(a, r) se notează cu Bn
(a, r), iar frontiera se

notează cu ∂Bn(a, r). Vom nota Bn
r în loc de Bn(0, r). Bila unitate deschisă Bn

1 se notează cu
Bn şi se numeşte bila unitate Euclidiană în Cn.

Polidiscul deschis Pn(a,R) de centru a = (a1, . . . , an) ∈ Cn şi multirazăR = (r1, . . . , rn) ∈
Rn+ este definit prin

Pn(a,R) = U(a1, r1)× · · · × U(an, rn).

Dacă r1 = . . . = rn = r, notăm acest polidisc prin Pn(a, r). Polidiscul unitate Pn(0, 1) se
notează cu Pn. Evident, Pn este bila unitate în Cn în raport cu norma supremum, ‖z‖∞ =
max1≤j≤n |zj |, aşadar

Pn = {z ∈ Cn : ‖z‖∞ < 1}.
Amintim că Ω ⊆ Cn este un domeniu Reinhardt dacă, oricare ar fi (z1, . . . , zn) ∈ Ω şi θj ∈ R,

j = 1, . . . , n, avem (eiθ1z1, . . . , e
iθnzn) ∈ Ω (a se vedea de exemplu [44]).

Fie Ω o submulţime deschisă a lui Cn. În continuare prezentăm definiţia funcţiilor olomorfe
pe Ω (a se vedea de exemplu [44], [69], [85]).

Definiţia 2.1.1 Fie f : Ω→ C o funcţie. Spunem că f este olomorfă dacă f este continuă pe Ω şi
olomorfă în fiecare variabilă separat, adică, oricare ar fi w = (w1, . . . , wn) ∈ Ω şi j = 1, . . . , n,
funcţia de o variabilă complexă

f(w1, . . . , wj−1, ·, wj+1, . . . , wn)

este olomorfă pe mulţimea deschisă

{ζ ∈ C : (w1, . . . , wj−1, ζ, wj+1, . . . , wn) ∈ Ω}.
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Hartogs a arătat că condiţia de continuitate din Definiţia 2.1.1 poate fi omisă, aşadar orice
funcţie olomorfă în fiecare variabilă seprarat (funcţie parţial olomorfă) este olomorfă (a se vedea
de exemplu [10], [69]). Notăm cu H(Ω,C) mulţimea funcţiilor olomorfe de la o mulţime deschisă
Ω ⊆ Cn la C. Funcţiile olomorfe pe întreg spaţiul Cn se numesc întregi.

În continuare prezentăm proprietăţi clasice ale funcţiilor olomorfe ce vor fi utile în următoarele
secţiuni.

Următorul rezultat poartă numele de teorema aplicaţiei deschise, şi arată că orice funcţie olo-
morfă neconstantă este deschisă (a se vedea de exemplu [63], [85]).

Teorema 2.1.2 Fie f : Ω→ C o funcţie olomorfă neconstantă, unde Ω este un domeniu (mulţime
deschisă şi conexă) în Cn. Atunci f(Ω) este un domeniu în C.

Observăm că rezultatul precedent nu are loc în cazul aplicaţiilor olomorfe f : Ω ⊆ Cn → Cm,
unde m > 1 (a se vedea de exemplu [98]). O generalizare a acestui rezultat are însă loc în cazul
aplicaţiilor local biolomorfe de la domenii în Cn la Cn (a se vedea [63]).

Teorema 2.1.3 este analoaga teoremei lui Montel în cazul mai multor variabile complexe (a se
vedea de exemplu [63], [85], [98]).

Teorema 2.1.3 (teorema lui Montel) Fie Ω ⊆ Cn o mulţime deschisă şi fie F ⊆ H(Ω,C).
Atunci F este familie normală dacă şi numai dacă F este local uniform mărginită.

Ca şi în cazul unei variabile complexe, are loc următoarea caracterizare a submulţimilor com-
pacte în H(Ω,C), unde Ω ⊂ Cn este o mulţime deschisă (a se vedea de exemplu [63], [85], [98]).
Acest rezultat va fi util în următoarele secţiuni.

Corolarul 2.1.4 Fie Ω o mulţime deschisă în Cn şi fie F ⊆ H(Ω,C). Atunci F este compactă
dacă şi numai dacă F este local uniform mărginită şi închisă.

2.1.2 Aplicaţii olomorfe în Cn

În continuare prezentăm cazul aplicaţiilor olomorfe de la submulţimi deschise ale lui Cn la
Cm, unde m > 1.

Pentru început, amintim noţiunea de aplicaţie olomorfă de la o mulţime deschisă în Cn la Cm
(a se vedea de exemplu [44], [63], [69]).

Definiţia 2.1.5 Fie Ω o submulţime deschisă a lui Cn şi fie f : Ω→ Cm o aplicaţie, unde m > 1.
Spunem că f este olomorfă dacă fiecare componentă fk a lui f este o funcţie olomorfă de la Ω la
C, pentru k = 1, . . . ,m.

Notăm cu H(Ω) mulţimea aplicaţiilor olomorfe de la Ω la Cn.

Vom prezenta rezultate clasice din teoria aplicaţiilor olomorfe din Cn. Următorul rezultat re-
prezintă o generalizare a principiului maximului modulului la aplicaţii olomorfe (a se vedea de
exemplu [63], [85]). Considerăm spaţiul Cn în raport cu o normă arbitrară ‖ · ‖.



20 2. Aplicaţii biolomorfe de mai multe variabile complexe

Teorema 2.1.6 Fie Ω un domeniu în Cn şi fie f : Ω → Cm o aplicaţie olomorfă. Dacă există
z0 ∈ Ω astfel încât

‖f(z0)‖ = max{‖f(z)‖ : z ∈ Ω},

atunci ‖f(z)‖ este constant pe Ω.

O consecinţă a Teoremei 2.1.6 este dată de următoarea generalizare a lemei lui Schwarz la
aplicaţii olomorfe definite pe bila unitate în Cn în raport cu o normă arbitrară (a se vedea de
exemplu [63], [85]).

Corolarul 2.1.7 (lema lui Schwarz) Dacă f : Bn ⊂ Cn → Cm este o aplicaţie olomorfă astfel
încât f(0) = 0 şi ‖f(z)‖ < 1, z ∈ Bn, atunci ‖f(z)‖ ≤ ‖z‖, z ∈ Bn, şi ‖Df(0)‖ ≤ 1. Mai
mult, dacă există z0 ∈ Bn \ {0} astfel încât ‖f(z0)‖ = ‖z0‖, atunci ‖f(ζz0)‖ = ‖ζz0‖, oricare
ar fi ζ ∈ C astfel încât |ζ| < 1/‖z0‖.

În continuare prezentăm noţiunile de biolomorfie şi univalenţă în cazul mai multor variabile
complexe (a se vedea de exemplu [44], [63], [69], [85]). De asemenea, vom prezenta exemple de
aplicaţii biolomorfe pe bila unitate Bn în Cn.

Definiţia 2.1.8 Fie Ω ⊆ Cn un domeniu şi fie f : Ω→ Cn.

(i) Aplicaţia f se numeşte aplicaţie biolomorfă dacă f este o aplicaţie olomorfă de la Ω la un
domeniu Ω′ ⊆ Cn şi f are o inversă f−1 care este olomorfă pe Ω′. În acest caz, domeniile Ω
şi Ω′ se numesc biolomorfic echivalente.

(ii) Spunem că f este aplicaţie univalentă dacă f este olomorfă şi injectivă pe Ω.

Ca şi în cazul unei variabile complexe, noţiunile de biolomorfie şi univalenţă sunt echivalente
(a se vedea de exemplu [85], [98]). Teorema 2.1.9 nu are însă loc în cazul spaţiilor Banach com-
plexe infinit dimensionale (a se vedea [110]).

Teorema 2.1.9 ([85], [98]) Fie Ω ⊆ Cn un domeniu şi fie f : Ω → Cn o aplicaţie. Atunci f este
univalentă pe Ω dacă şi numai dacă f este biolomorfă de la Ω la f(Ω).

Următorul rezultat obţinut de Poincaré [92] arată că, în cazul mai multor variabile complexe,
bila unitate Euclidiană şi polidiscul unitate nu sunt biolomorfic echivalente, chiar dacă sunt ome-
omorfe (a se vedea de exemplu [85], [98]). Aşadar, teorema lui Riemann nu are loc în cazul mai
multor variabile complexe (a se vedea [98]).

Teorema 2.1.10 Bila unitate Euclidiană Bn şi polidiscul unitate Pn nu sunt biolomorfic echiva-
lente pentru n ≥ 2.

În continuare prezentăm definiţia aplicaţiilor local biolomorfe (a se vedea de exemplu [44],
[63], [85]).



2.2. Subordonare. Clasa Carathéodory în Cn 21

Definiţia 2.1.11 Fie Ω un domeniu în Cn şi fie f : Ω → Cn o aplicaţie olomorfă. Spunem că f
este local biolomorfă pe Ω dacă oricare ar fi z ∈ Ω, există o vecinătate deschisă şi conexă V ⊂ Ω
a lui z astfel încât restricţia f |V : V → f(V ) este biolomorfă.

Observaţia 2.1.12 Se ştie că, dacă Ω ⊆ Cn este un domeniu şi f ∈ H(Ω), atunci f este local
biolomorfă pe Ω dacă şi numai dacă Jf (z) 6= 0, z ∈ Ω, unde Jf (z) = detDf(z).

Fie L(Cn,Cm) spaţiul operatorilor liniari de la Cn la Cm cu norma operatorială

‖A‖ = sup{‖A(z)‖ : ‖z‖ = 1},

şi fie In identitatea lui L(Cn,Cn). Dacă Ω ⊆ Cn este o mulţime deschisă care conţine originea, şi
dacă f ∈ H(Ω), atunci f este normată dacă f(0) = 0 şi Df(0) = In.

Notăm cu S(Ω) mulţimea aplicaţiilor biolomorfe normate pe un domeniu Ω ⊂ Cn. În parti-
cular, notăm cu S(Bn) mulţimea aplicaţiilor biolomorfe normate pe bila unitate Euclidiană Bn în
Cn. Se observă că, dacă n = 1, atunci S(B1) = S este mulţimea funcţiilor univalente normate pe
discul unitate U .

Notăm de asemenea cuLSn(Ω) mulţimea aplicaţiilor local biolomorfe normate pe un domeniu
Ω ⊆ Cn. În particular, notăm cu LSn(Bn) mulţimea aplicaţiilor local biolomorfe normate pe bila
unitate Euclidiană Bn în Cn. În cazul unei variabile complexe, notăm LS1(B1) = LS.

2.2 Subordonare. Clasa Carathéodory în Cn

În continuare prezentăm noţiunea de subordonare în cazul mai multor variabile complexe,
precum şi generalizarea clasei Carathéodory P la Cn.

Sursele bibliografice principale folosite pe parcursul acestei secţiuni sunt [44], [38] şi [88].
Pentru început, amintim definiţia subordonării (a se vedea de exemplu [44]).

Definiţia 2.2.1 Fie f, g ∈ H(Bn). Spunem că f este subordonată lui g (şi notăm f ≺ g) dacă
există o aplicaţie Schwarz v (adică, v ∈ H(Bn) şi ‖v(z)‖ ≤ ‖z‖, z ∈ Bn) astfel încât f(z) =
g(v(z)), z ∈ Bn.

Ca şi în cazul n = 1, dacă g este biolomorfă pe Bn, următoarea caracterizare a subordonării
are loc (a se vedea de exemplu [44]).

Teorema 2.2.2 Fie f, g ∈ H(Bn) astfel încât g este biolomorfă pe Bn. Atunci f ≺ g dacă şi
numai dacă f(0) = g(0) şi f(Bn) ⊆ g(Bn).

Următoarea clasă de aplicaţii olomorfe normate pe Bn joacă rolul clasei Carathéodory în Cn
(a se vedea [49], [88], [110]; a se vedea de asemenea, de exemplu [44], [63]):

M = {h ∈ H(Bn) : h(0) = 0, Dh(0) = In,Re 〈h(z), z〉 > 0, z ∈ Bn \ {0}}.
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În cazul n = 1, h ∈ M dacă şi numai dacă p ∈ P , unde h(ζ) = ζp(ζ), pentru ζ ∈ U . Clasa
M joacă un rol important în studiul lanţurilor Loewner şi ecuaţiei diferenţiale Loewner în cazul
mai multor variabile complexe, precum şi în caracterizarea anumitor clase de aplicaţii biolomorfe
pe bila unitate Euclidiană Bn în Cn (pentru detalii, a se vedea [44]).

Următoarea teoremă a fost obţinută de Pfaltzgraff [88] (a se vedea de asemenea [49], în cazul
spaţiilor Banach complexe).

Teorema 2.2.3 Dacă h : Bn → Cn este o aplicaţie din clasaM, atunci

(2.2.1) ‖z‖2 1− ‖z‖
1 + ‖z‖

≤ Re 〈h(z), z〉 ≤ ‖z‖2 1 + ‖z‖
1− ‖z‖

, z ∈ Bn.

Aceste estimări sunt exacte.

Următorul rezultat are loc pentru aplicaţii din clasa M. Marginea inferioară din (2.2.2) este
o consecinţă directă a relaţiei (2.2.1) din Teorema 2.2.3. Marginea superioară din (2.2.2) este mai
tare decât marginea superioară din (2.2.1), şi a fost obţinută de Graham, Hamada şi Kohr [38].

Teorema 2.2.4 Dacă h : Bn → Cn aparţine claseiM, atunci

(2.2.2) r
1− r
1 + r

≤ ‖h(z)‖ ≤ 4r

(1− r)2
, ‖z‖ = r < 1.

Teorema 2.2.4 şi faptul că clasa M este închisă ne conduc la următoarea concluzie. Acest
rezultat a fost obţinut de Graham, Hamada şi Kohr [38] (a se vedea de asemenea [55]).

Corolarul 2.2.5 ([38], [55]) ClasaM este compactă în H(Bn).

2.3 Subclase de aplicaţii biolomorfe pe Bn

În această secţiune prezentăm anumite subclase de aplicaţii biolomorfe pe bila unitate în Cn.
Ne vom referi la clasa aplicaţiilor stelate, convexe, aproape stelate şi spiralate normate. Vom con-
sidera de asemenea anumite subclase ale lui S(Bn), cum ar fi: clasa aplicaţiilor stelate de ordinul
α, clasa aplicaţiilor ε-stelate, şi clasa aplicaţiilor aproape stelate de ordinul α. Vom vedea că ma-
joritatea acestor subclase ale lui S(Bn) au caracterizări analitice şi geometrice.

Sursele bibliografice principale folosite pe parcursul acestei secţiuni sunt [44], [63], [110] (a
se vedea de asemenea [32]).

Această secţiune nu conţine rezultate originale, însă Definiţia a fost introdusă de Chirilă [12].

2.3.1 Aplicaţii stelate

În continuare discutăm cazul aplicaţiilor stelate pe bila unitate în Cn. Următoarele rezultate
sunt generalizări la mai multe dimensiuni ale proprietăţilor funcţiilor stelate pe discul unitate.
Considerăm Cn în raport cu produsul scalar Euclidian 〈·, ·〉 şi norma Euclidiană ‖z‖ = 〈z, z〉1/2,
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z ∈ Cn. Cu toate acestea, următoarele rezultate rămân adevărate în raport cu o normă arbitrară în
Cn (a se vedea de exemplu [32], [44]).

Pentru început prezentăm definiţia stelarităţii pe bila unitate Euclidiană Bn (a se vedea de
exemplu [44], [63]).

Definiţia 2.3.1 Fie f : Bn → Cn o aplicaţie olomorfă. Spunem că f este stelată dacă f este
biolomorfă pe Bn, f(0) = 0 şi f(Bn) este un domeniu stelat în raport cu originea.

Următoarea caracterizare analitică a stelarităţii pe bila unitate EuclidianăBn a fost obţinută de
Matsuno [79]. Suffridge a generalizat acest rezultat în cazul polidiscului unitate în Cn (a se vedea
[108]). Gurganus [49] şi Suffridge [109] au generalizat acest rezultat pe bila unitate a unui spaţiu
Banach complex.

Teorema 2.3.2 ([79], [109]) Fie f : Bn → Cn o aplicaţie local biolomorfă astfel încât f(0) = 0.
Atunci f este stelată dacă şi numai dacă

(2.3.1) Re 〈[Df(z)]−1f(z), z〉 > 0, z ∈ Bn \ {0}.

Notăm cu S∗(Bn) clasa aplicaţiilor stelate normate pe Bn. Dacă n = 1, această clasă revine
la clasa S∗ a funcţiilor stelate normate pe discul unitate U .

În continuare prezentăm teorema de deformare pentru aplicaţiile din clasa S∗(Bn), rezultat
obţinut de Kubicka şi Poreda [71], şi Barnard, FitzGerald şi Gong [4].

Teorema 2.3.3 ([4], [71]) Dacă f : Bn → Cn este o aplicaţie stelată normată, atunci

‖z‖
(1 + ‖z‖)2

≤ ‖f(z)‖ ≤ ‖z‖
(1− ‖z‖)2

, z ∈ Bn.

Acest rezultat este exact. Mai mult, f(Bn) ⊇ Bn
1/4.

Aplicaţii stelate de ordinul α

În continuare prezentăm noţiunea de stelaritate de ordinul α pe bila unitate Euclidiană Bn în
Cn, introdusă de Curt [22] şi Kohr [64].

Definiţia 2.3.4 Fie f : Bn → Cn o aplicaţie local biolomorfă normată şi fie α ∈ [0, 1). Aplicaţia
f se numeşte stelată de ordinul α dacă

Re

[
‖z‖2

〈[Df(z)]−1f(z), z〉

]
> α, z ∈ Bn \ {0}.

Notăm cu S∗α(Bn) mulţimea aplicaţiilor stelate de ordinul α pe Bn.
Vom prezenta teorema de deformare pentru aplicaţiile stelate de ordinul α ∈ [0, 1) pe Bn (a

se vedea [22], [38]).
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Teorema 2.3.5 Fie f ∈ S∗α(Bn), α ∈ [0, 1). Atunci

‖z‖
(1 + ‖z‖)2(1−α)

≤ ‖f(z)‖ ≤ ‖z‖
(1− ‖z‖)2(1−α)

, z ∈ Bn.

Aceste estimări sunt exacte.

Aplicaţii aproape stelate de ordinul α

În continuare prezentăm clasa aplicaţiilor aproape stelate de ordinul α pe bila unitate Eucli-
diană în Cn (a se vedea [114]).

Definiţia 2.3.6 Fie 0 ≤ α < 1. O aplicaţie local biolomorfă normată f : Bn → Cn se numeşte
aproape stelată de ordinul α dacă

Re 〈[Df(z)]−1f(z), z〉 > α‖z‖2, z ∈ Bn \ {0}.

O noţiune strâns legată de aproape stelaritatea de ordinul α este cea de aproape stelaritate de
ordinul α şi tipul γ, unde α ∈ [0, 1) şi γ ∈ [0, 1). Această noţiune a fost introdusă de Chirilă [12].

Definiţia 2.3.7 Fie α ∈ [0, 1) şi γ ∈ [0, 1). O aplicaţie f ∈ LSn(Bn) este aproape stelată de
ordinul α şi tipul γ dacă

(2.3.2) Re

[
1

1
(1−α)‖z‖2 〈[Df(z)]−1f(z), z〉 − α

1−α

]
> γ, z ∈ Bn \ {0}.

Observaţia 2.3.8 (vezi de exemplu [11]) Se observă că, dacă f verifică (2.3.2), atunci f este de
asemenea aproape stelată de ordinul α. Prin urmare f ∈ S(Bn) (a se vedea [114]). De fapt, f este
de asemenea stelată pe Bn.

2.3.2 Aplicaţii convexe şi aproape stelate

În cele ce urmează, prezentăm cazul aplicaţiilor convexe pe bila unitate Euclidiană şi pe poli-
discul unitate în Cn.

În partea a doua a acestei secţiuni, vom prezenta clasa aplicaţiilor aproape stelate pe bila unitate
Euclidiană Bn în Cn, precum şi clasa aplicaţiilor ε-stelate.

Sursele bibliografice principale folosite pe parcursul acestei secţiuni sunt [32], [44], [63] (a se
vedea de asemenea [33], [110]).

Pentru început, prezentăm definiţia aplicaţiilor convexe pe bila unitate Bn în Cn în raport cu
o normă arbitrară ‖ · ‖ (a se vedea de exemplu [44], [63]).

Definiţia 2.3.9 O aplicaţie olomorfă f : Bn → Cn se numeşte convexă dacă f este biolomorfă şi
f(Bn) este un domeniu convex.

Notăm cu K(Bn) mulţimea aplicaţiilor convexe normate pe bila unitate Bn. Dacă n = 1,
K(Bn) revine la clasa K a funcţiilor convexe normate pe discul unitate U .
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Aplicaţii convexe pe polidiscul unitate P n în Cn

Următoarea caracterizare a convexităţii pe polidiscul unitate Pn în Cn a fost obţinută de Su-
ffridge [108]. În acest rezultat, considerăm Cn în raport cu norma supremum ‖ · ‖∞.

Teorema 2.3.10 Fie f : Pn → Cn o aplicaţie local biolomorfă normată. Atunci f este convexă
dacă şi numai dacă există fj ∈ K, j = 1, . . . , n, astfel încât

f(z) = (f1(z1), . . . , fn(zn)), z = (z1, . . . , zn) ∈ Pn.

În continuare prezentăm teorema de deformare pentru aplicaţii din clasaK(Pn) [74] (conform
[44]).

Teorema 2.3.11 ([74]) Dacă f : Pn → Cn este o aplicaţie din K(Pn), atunci

‖z‖∞
1 + ‖z‖∞

≤ ‖f(z)‖∞ ≤
‖z‖∞

1− ‖z‖∞
, z ∈ Pn.

Aceste estimări sunt exacte.

Aplicaţii convexe pe bila unitate Euclidiană Bn în Cn

Următoarea teoremă prezintă caracterizarea analitică a convexităţii pe bila unitate Euclidiană
Bn în Cn. Acest rezultat a fost obţinut de Kikuchi [60], şi Gong, Wang şi Yu [36].

Teorema 2.3.12 ([36], [60]) Dacă f : Bn → Cn este o aplicaţie local biolomorfă, atunci f este
convexă dacă şi numai dacă

(2.3.3) 1− Re 〈[Df(z)]−1D2f(z)(u, u), z〉 > 0,

oricare ar fi z ∈ Bn şi u ∈ Cn astfel încât ‖u‖ = 1 şi Re 〈z, u〉 = 0.

În continuare prezentăm exemple de aplicaţii convexe (a se vedea de exemplu [44], [63]).

Exemplul 2.3.13 (i) Aplicaţia f : Pn → Cn dată de

f(z) =

(
z1

1− z1
, . . . ,

zn
1− zn

)
, z = (z1, . . . , zn) ∈ Pn,

este convexă pe polidiscul unitate în Cn. Pe de altă parte, restricţia acestei aplicaţii la bila
unitate Euclidiană Bn în Cn nu este convexă, pentru n ≥ 2 (a se vedea [36]; a se vedea de
asemenea [32]).

(ii) Aplicaţia f : Bn → Cn dată de

f(z) =

(
z1

1− z1
, . . . ,

zn
1− z1

)
, z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn,

este convexă pe bila unitate Euclidiană Bn în Cn (a se vedea [101] şi [102]).
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Vom prezenta teorema de deformare pentru aplicaţii din K(Bn), unde Bn este bila unitate
Euclidiană în Cn. Acest rezultat a fost obţinut de Suffridge [111], FitzGerald şi Thomas [31], Liu
[74].

Teorema 2.3.14 Dacă f : Bn → Cn este o aplicaţie din K(Bn), atunci

‖z‖
1 + ‖z‖

≤ ‖f(z)‖ ≤ ‖z‖
1− ‖z‖

, z ∈ Bn.

Aceste estimări sunt exacte.

În cazul unei variabile complexe, teorema lui Marx şi Strohhäcker arată că o funcţie convexă
normată este stelată de ordinul 1/2 (a se vedea Teorema 1.4.17). Acest rezultat a fost generalizat
la mai multe variabile complexe de Curt [22] şi Kohr [64].

Teorema 2.3.15 Dacă f ∈ K(Bn), atunci f ∈ S∗1/2(B
n). Acest rezultat este exact.

Aplicaţii aproape stelate

În continuare considerăm noţiunea de aproape stelaritate pe bila unitate Euclidiană Bn în
Cn. Extinderea la mai multe dimensiuni a clasei funcţiilor aproape convexe a fost considerată de
Pfaltzgraff şi Suffridge [90].

Definiţia 2.3.16 ([90]) O aplicaţie olomorfă normată f : Bn → Cn se numeşte aproape stelată
dacă există h ∈M şi o aplicaţie g ∈ S∗(Bn) astfel încât

(2.3.4) Df(z)h(z) = g(z), z ∈ Bn.

Se observă că orice aplicaţie f ∈ S∗(Bn) este de asemenea aproape stelată (în raport cu ea însăşi).
Dacă n = 1, Definiţia 2.3.16 revine la definiţia funcţiilor aproape convexe pe discul unitate U

(Definiţia 1.4.21), folosind teorema lui Alexander.

Aplicaţii ε-stelate

În continuare prezentăm noţiunea de ε-stelaritate introdusă de Gong şi Liu [34]. Această no-
ţiune interpolează între stelaritate şi convexitate, dacă ε este cuprins între 0 şi 1. Noţiunea de
ε-stelaritate va fi utilă în următorul capitol.

Definiţia 2.3.17 ([34]) Fie Ω un domeniu în Cn care conţine originea şi fie f : Ω → Cn o
aplicaţie biolomorfă astfel încât f(0) = 0. Spunem că f este ε-stelată, 0 ≤ ε ≤ 1, dacă f(Ω) este
stelată în raport cu fiecare punct din εf(Ω), adică

(1− λ)f(z) + λεf(w) ∈ f(Ω), λ ∈ [0, 1], z, w ∈ Ω.

Dacă ε = 0, obţinem familia aplicaţiilor stelate pe Ω, iar dacă ε = 1 obţinem familia aplicaţi-
ilor convexe pe Ω.

Diverse rezultate privind aplicaţiile ε-stelate pot fi găsite în [34], [35].
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2.3.3 Aplicaţii spiralate

În continuare prezentăm clasa aplicaţiilor spiralate în cazul mai multor variabile complexe.
Noţiunea de spiralitate în raport cu un operator liniar normal ale cărui valori proprii au partea reală
pozitivă a fost introdusă de Gurganus [49]. Suffridge [110] a generalizat noţiunea de spiralitate la
spaţii Banach complexe.

Definiţia 2.3.18 ([110]; vezi de exemplu [44]) Fie A ∈ L(Cn,Cn) astfel încât m(A) > 0, unde

m(A) = min{Re 〈A(z), z〉 : ‖z‖ = 1}.

O aplicaţie biolomorfă normată f : Bn → Cn este spiralată relativ la A dacă e−tAf(Bn) ⊆
f(Bn) oricare ar fi t ≥ 0, unde

e−tA =

∞∑
k=0

(−1)k

k!
tkAk.

Următorul rezultat a fost obţinut de Suffridge [110] şi reprezintă o generalizare la mai multe
dimensiuni a Teoremei 1.4.25. Cazul în care A este operator normal a fost considerat de Gurganus
[49].

Teorema 2.3.19 ([110], [49]) Fie f : Bn → Cn o aplicaţie local biolomorfă normată şi fie
A ∈ L(Cn,Cn) astfel încât m(A) > 0. Atunci f este spiralată relativ la A dacă şi numai dacă

(2.3.5) Re 〈[Df(z)]−1Af(z), z〉 > 0, z ∈ Bn \ {0}.

Observaţia 2.3.20 Dacă A = e−iαIn, α ∈ (−π/2, π/2), obţinem clasa aplicaţiilor spiralate de
tipul α, studiată de Hamada şi Kohr [54]. În acest caz condiţia (2.3.5) devine

(2.3.6) Re [e−iα〈[Df(z)]−1f(z), z〉] > 0, z ∈ Bn \ {0}.

Această clasă are un comportament similar clasei funcţiilor spiralate de tipul α pe discul uni-
tate U .

O noţiune strâns legată de spiralitatea de tipul α este cea de spiralitate de tipul α şi ordinul γ,
unde α ∈ (−π/2, π/2) şi γ ∈ [0, 1). Această noţiune a fost studiată de Liu şi Liu [77], şi Chirilă
[11] (conform [54]).

Definiţia 2.3.21 ([77]; conform [11]) Fie f ∈ LSn(Bn), α ∈ (−π/2, π/2) şi γ ∈ [0, 1). Spunem
că f este spiralată de tipul α şi ordinul γ dacă

(2.3.7) Re

[
1

(1− i tanα) 1
‖z‖2 〈[Df(z)]−1f(z), z〉+ i tanα

]
> γ, z ∈ Bn \ {0}.

Observaţia 2.3.22 (vezi de exemplu [11]) Din (2.3.7) deducem că dacă f este spiralată de tipul
α şi ordinul γ, atunci f este de asemenea spiralată de tipul α. Prin urmare f ∈ S(Bn) (a se vedea
[54]). De fapt, f admite reprezentare parametrică, după cum vom vedea în următoarea secţiune
(conform [38]).
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2.4 Teoria lanţurilor Loewner de mai multe variabile complexe

În această secţiune vom prezenta rezultate clasice din teoria lanţurilor Loewner în Cn şi vom
considera diverse aplicaţii, cum ar fi criterii de univalenţă şi caracterizarea analitică a anumitor
subclase ale lui S(Bn) folosind lanţuri Loewner. De asemenea, vom prezenta clasa S0

g (Bn) a
aplicaţiilor care admit g-reprezentare parametrică pe bila unitate Bn, unde g este o funcţie univa-
lentă pe discul unitate U care verifică anumite condiţii naturale.

Sursele bibliografice principale folosite pe parcursul acestei secţiuni sunt [44], [23], [38] şi
[47] (a se vedea de asemenea [88] şi [96]).

2.4.1 Rezultate generale privind lanţurile Loewner în Cn

Vom prezenta rezultate clasice privind lanţurile Loewner şi ecuaţia diferenţială Loewner de
mai multe variabile complexe.

Pentru început, prezentăm definiţia lanţurilor Loewner de mai multe variabile complexe (a se
vedea de exemplu [23], [44], [88], [96]).

Definiţia 2.4.1 ([88], [44]) O aplicaţie f : Bn × [0,∞) → Cn se numeşte lanţ Loewner (lanţ
univalent normat de subordonare) dacă f(·, t) este biolomorfă pe Bn, f(0, t) = 0, Df(0, t) =
etIn, pentru t ≥ 0, şi f(·, s) ≺ f(·, t), oricare ar fi 0 ≤ s ≤ t <∞.

Condiţia de subordonare precedentă este echivalentă cu faptul că există o unică aplicaţie
Schwarz biolomorfă v = v(z, s, t), numită aplicaţia de tranziţie asociată lui f(z, t), astfel în-
cât (a se vedea [88], [44])

f(z, s) = f(v(z, s, t), t), z ∈ Bn, t ≥ s ≥ 0.

În continuare prezentăm rezultate clasice privind ecuaţia diferenţială Loewner în cazul mai
multor variabile complexe. Următorul rezultat a fost obţinut de Pfaltzgraff [88, Teorema 2.1]. Po-
reda [96] a studiat problema cu valori iniţiale (2.4.1) pe bila unitate a unui spaţiu Banach complex.

Teorema 2.4.2 ([88]) Fie h : Bn × [0,∞)→ Cn o aplicaţie care verifică următoarele condiţii:

(i) h(·, t) ∈M, pentru t ≥ 0;

(ii) h(z, ·) este măsurabilă pe [0,∞), pentru z ∈ Bn.

Atunci oricare ar fi s ≥ 0 şi z ∈ Bn, problema cu valori iniţiale

(2.4.1)
∂v

∂t
= −h(v, t), a.e. t ≥ s, v(s) = z,

are o unică soluţie local absolut continuă v(t) = v(z, s, t) = es−tz + . . . . Mai mult, pentru s şi
t fixaţi, 0 ≤ s ≤ t < ∞, vs,t(z) = v(z, s, t) este o aplicaţie Schwarz univalentă, şi pentru s ≥ 0
fixat şi z ∈ Bn, este o funcţie Lipschitz de t ≥ s local uniform în raport cu z.
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De acum înainte, dacă f = f(z, ·) este o aplicaţie olomorfă în raport cu z ∈ Bn, şi depinde
de asemenea de o altă variabilă reală, vom scrie Df(z, ·) pentru diferenţiala lui f în variabila z.

Următorul rezultat arată că dacă v(t) = v(z, s, t) este unica soluţie a problemei cu valori
iniţiale (2.4.1), atunci lim

t→∞
etv(z, s, t) există şi dă naştere unui lanţ Loewner (conform [96]; a se

vedea de asemenea, de exemplu [44]).

Teorema 2.4.3 (conform [96]; vezi de exemplu [44]) Fie h : Bn × [0,∞) → Cn o aplicaţie
care verifică condiţiile (i)-(ii) din Teorema 2.4.2. Fie v(t) = v(z, s, t) soluţia problemei cu valori
iniţiale (2.4.1). Atunci oricare ar fi s ≥ 0, limita

(2.4.2) lim
t→∞

etv(z, s, t) = f(z, s), s ≥ 0,

există local uniform pe Bn. Mai mult, f(·, s) este univalentă pe Bn şi f(z, s) = f(v(z, s, t), t),
oricare ar fi z ∈ Bn şi 0 ≤ s ≤ t <∞. Atunci f(z, t) este un lanţ Loewner care are proprietatea
că {e−tf(·, t)}t≥0 este o familie normală pe Bn. Mai mult, f(z, ·) este o funcţie local Lipschitz
pe [0,∞) local uniform în raport cu z ∈ Bn, şi aproape pentru toţi t ≥ 0 următoarea relaţie are
loc

∂f

∂t
(z, t) = Df(z, t)h(z, t), ∀z ∈ Bn.

Următoarea teoremă obţinută de Pfaltzgraff [88] reprezintă un rezultat important în teoria lan-
ţurilor Loewner de mai multe variabile complexe, şi generalizează Teorema 1.5.4. Poreda a obţinut
un rezultat analog în cazul spaţiilor Banach complexe (a se vedea de exemplu [96]). Vom folosi
acest rezultat în diverse aplicaţii ale teoriei lanţurilor Loewner în următoarele capitole.

Teorema 2.4.4 ([88]) Fie h = h(z, t) : Bn × [0,∞) → Cn o aplicaţie care verifică condiţiile
(i)-(ii) din Teorema 2.4.2.

Fie f = f(z, t) : Bn × [0,∞) → Cn o aplicaţie astfel încât f(·, t) ∈ H(Bn), f(0, t) = 0,
Df(0, t) = etIn, pentru t ≥ 0, şi f(z, ·) este local absolut continuă pe [0,∞) local uniform în
raport cu z ∈ Bn. Presupunem că

(2.4.3)
∂f

∂t
(z, t) = Df(z, t)h(z, t), a.e. t ≥ 0, ∀ z ∈ Bn.

Mai mult, presupunem că există un şir crescător {tm}m∈N astfel încât tm > 0, tm → ∞ şi
lim
m→∞

e−tmf(z, tm) = F (z) local uniform pe Bn. Atunci f(z, t) este un lanţ Loewner şi

lim
t→∞

etv(z, s, t) = f(z, s)

local uniform pe Bn, oricare ar fi s ≥ 0, unde v(t) = v(z, s, t) este soluţia problemei cu valori
iniţiale (2.4.1), oricare ar fi z ∈ Bn.

În cazul mai multor variabile complexe, Graham, Kohr şi Kohr [47] (a se vedea de asemenea
[44]) au demonstrat că dacă f(z, t) este un lanţ Loewner pe Bn, atunci f(z, ·) este local Lipschitz
pe [0,∞) local uniform în raport cu z ∈ Bn. De asemenea, Graham, Hamada şi Kohr [38], Curt şi
Kohr [24] au demonstrat că orice lanţ Loewner pe bila unitate EuclidianăBn în Cn verifică ecuaţia
diferenţială Loewner (2.4.4).
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Teorema 2.4.5 ([47], [24]) Fie f(z, t) : Bn × [0,∞) → Cn un lanţ Loewner. Atunci există o
aplicaţie h = h(z, t) : Bn× [0,∞)→ Cn astfel încât h(·, t) ∈M oricare ar fi t ≥ 0, h(z, ·) este
măsurabilă pe [0,∞) oricare ar fi z ∈ Bn şi următoarea relaţie are loc

(2.4.4)
∂f

∂t
(z, t) = Df(z, t)h(z, t), a.e. t ≥ 0, ∀z ∈ Bn.

2.4.2 Lanţuri Loewner şi aplicaţii biolomorfe pe bila unitate Bn

În continuare prezentăm caracterizarea anumitor subclase de aplicaţii biolomorfe pe bila uni-
tate Euclidiană Bn în Cn folosind lanţuri Loewner.

Lanţuri Loewner şi subclase de aplicaţii biolomorfe

Caracterizarea aplicaţiilor stelate folosind lanţuri Loewner a fost obţinută de Pfaltzgraff şi
Suffridge [90].

Teorema 2.4.6 Fie f : Bn → Cn o aplicaţie local biolomorfă normată. Atunci f este stelată
dacă şi numai dacă f(z, t) = etf(z) este lanţ Loewner.

Următoarea teoremă obţinută de Hamada şi Kohr [54] generalizează Teorema 1.5.6 la n-
dimensiuni, şi arată că aplicaţiile spiralate de tipul α pot fi caracterizate folosind lanţuri Loewner.

Teorema 2.4.7 Fie f : Bn → Cn o aplicaţie local biolomorfă normată şi fie α ∈ R, |α| < π/2.
Atunci f este aplicaţie spiralată de tipul α dacă şi numai dacă f(z, t) = e(1−ia)tf(eiatz), z ∈ Bn,
t ≥ 0, este lanţ Loewner, unde a = tanα.

Următorul rezultat prezintă caracterizarea aplicaţiilor aproape stelate de ordinul α folosind
lanţuri Loewner. Acest rezultat a fost obţinut de Xu şi Liu [114] în cazul spaţiilor Banach com-
plexe.

Teorema 2.4.8 Fie f o aplicaţie local biolomorfă normată pe Bn şi fie α ∈ [0, 1). Atunci f este
aproape stelată de ordinul α dacă şi numai dacă f(z, t) = e

1
1−α tf(e

α
α−1

tz), z ∈ Bn, t ≥ 0, este
lanţ Loewner.

Lanţuri Loewner şi criterii de univalenţă pe Bn

În continuare prezentăm aplicaţii ale teoriei lanţurilor Loewner la criterii de univalenţă în cazul
mai multor variabile complexe. Următorul rezultat reprezintă generalizarea la n-dimensiuni a cri-
teriului lui Becker (a se vedea Teorema 1.5.8). Această generalizare a fost obţinută de Pfaltzgraff
în 1974 [88].

Teorema 2.4.9 Fie f : Bn → Cn o aplicaţie local biolomorfă normată care verifică

(1− ‖z‖2)‖[Df(z)]−1D2f(z)(z, ·)‖ ≤ 1, z ∈ Bn.

Atunci f este univalentă pe Bn.
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Pentru alte criterii de univalenţă pe bila unitate, obţinute prin metoda lanţurilor Loewner, a se
vedea [21], [25].

2.4.3 Reprezentare parametrică pe Bn

În continuare prezentăm clasa aplicaţiilor care admit reprezentare parametrică pe bila unitate
Euclidiană Bn în Cn.

Pentru început prezentăm definiţia reprezentării parametrice (a se vedea [38], [47]; conform
[94], [95]).

Definiţia 2.4.10 O aplicaţie normată f ∈ H(Bn) admite reprezentare parametrică dacă există
un lanţ Loewner f(z, t) astfel încât {e−tf(z, t)}t≥0 este familie normală pe Bn (familie local
uniform mărginită) şi f = f(·, 0).

Notăm cu S0(Bn) mulţimea aplicaţiilor care admit reprezentare parametrică.
Dacă n = 1, S0(U) = S [93] (a se vedea Teorema 1.5.2). Pe de altă parte, dacă n ≥ 2, atunci

S0(Bn) este o submulţime proprie a lui S(Bn) (a se vedea [38]; conform [94], [95]). Observăm că
submulţimi importante ale lui S(Bn), cum ar fi S∗(Bn) şi Ŝα(Bn), sunt de asemenea submulţimi
ale lui S0(Bn) (a se vedea [38]).

Vom prezenta următorul rezultat de deformare pentru aplicaţii din S0(Bn). Acest rezultat a
fost obţinut de Poreda [94] pe polidiscul unitate în Cn, şi de Graham, Hamada şi Kohr [38] pe bila
unitate în Cn în raport cu o normă arbitrară.

Teorema 2.4.11 ([38], [94]) Dacă f ∈ S0(Bn), atunci

‖z‖
(1 + ‖z‖)2

≤ ‖f(z)‖ ≤ ‖z‖
(1− ‖z‖)2

, z ∈ Bn.

Aceste estimări sunt exacte. Prin urmare f(Bn) ⊇ Bn
1/4.

Observăm că aplicaţiile din S(Bn), n ≥ 2, nu satisfac în mod necesar rezultatul precedent (a
se vedea de exemplu [44]). Prin urmare clasa S(Bn) este mai largă decât clasa S0(Bn), pentru
n ≥ 2. Mai mult, clasa S0(Bn) este compactă, rezultat obţinut de Graham, Kohr şi Kohr [47].

Corolarul 2.4.12 S0(Bn) este o mulţime compactă în topologia lui H(Bn).

Aplicaţii care admit g-reprezentare parametrică pe Bn

Este natural să introducem noţiunea de g-reprezentare parametrică. Vom începe cu următoarea
condiţie (a se vedea [38]).

Definiţia 2.4.13 Fie g ∈ H(U) o funcţie univalentă astfel încât g(0) = 1, g(ζ) = g(ζ), pentru
ζ ∈ U (adică, g are coeficienţi reali), Re g(ζ) > 0 pe U , şi presupunem că g verifică următoarele
condiţii pentru r ∈ (0, 1):

(2.4.5)

{
min|ζ|=r Re g(ζ) = min{g(r), g(−r)}
max|ζ|=r Re g(ζ) = max{g(r), g(−r)}
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Vom defini clasaMg, unde g verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13. Această clasă a fost introdusă
de Graham, Hamada şi Kohr [38].

Definiţia 2.4.14 ClasaMg este dată de

Mg =
{
h : Bn → Cn : h ∈ H(Bn), h(0) = 0, Dh(0) = In,

〈
h(z),

z

‖z‖2
〉
∈ g(U), z ∈ Bn

}
.

Observăm că 〈h(z), z
‖z‖2 〉 are valoarea 1 (la limită) dacă z = 0. Se observă căMg ⊆M, şi dacă

g(ζ) ≡ 1−ζ
1+ζ , atunciMg ≡M. Observăm căMg 6= ∅, deoarece idBn ∈Mg.

În continuare prezentăm definiţia g-lanţurilor Loewner. Această noţiune a fost introdusă de
Graham, Hamada şi Kohr [38] (compară cu [47] şi [94], pentru g(ζ) = 1−ζ

1+ζ , ζ ∈ U ).

Definiţia 2.4.15 Spunem că o aplicaţie f = f(z, t) : Bn × [0,∞) → Cn este g-lanţ Loewner
dacă f(z, t) este lanţ Loewner astfel încât {e−tf(·, t)}t≥0 este familie normală pe Bn (familie
local uniform mărginită) şi aplicaţia h = h(z, t) obţinută din ecuaţia diferenţială Loewner

(2.4.6)
∂f

∂t
(z, t) = Df(z, t)h(z, t), a.e. t ≥ 0, ∀ z ∈ Bn,

verifică condiţia h(·, t) ∈Mg, aproape pentru toţi t ≥ 0.

Vom prezenta definiţia g-reprezentării parametrice, introdusă de Graham, Hamada şi Kohr [38]
(compară cu [47] şi [94], pentru g(ζ) = 1−ζ

1+ζ , ζ ∈ U ).

Definiţia 2.4.16 O aplicaţie normată f ∈ H(Bn) are g-reprezentare parametrică dacă există un
g-lanţ Loewner f(z, t) astfel încât f = f(·, 0).

Notăm cu S0
g (Bn) mulţimea aplicaţiilor care admit g-reprezentare parametrică.

Dacă g(ζ) = 1−ζ
1+ζ , ζ ∈ U , mulţimea S0

g (Bn) revine la mulţimea S0(Bn) a aplicaţiilor care
admit reprezentare parametrică obişnuită (a se vedea [38]).

Graham, Hamada şi Kohr [38] au demonstrat că K(Bn) ⊂ S0
g (Bn), unde g(ζ) ≡ 1 − ζ.

Această incluziune reprezintă una din motivaţiile pentru studiul g-reprezentării parametrice şi g-
lanţurilor Loewner în cazul mai multor variabile complexe.

Observăm că teorema de deformare pentru clasa S0
g (Bn) a fost obţinută de Graham, Hamada

şi Kohr [38], şi implică faptul că S0
g (Bn) este local uniform mărginită (a se vedea de asemenea

[44]).



Capitolul 3

Operatori de extensie care păstrează
proprietăţi analitice şi geometrice

În acest capitol considerăm diferiţi operatori de extensie care extind o funcţie univalentă f pe
discul unitate U la o aplicaţie univalentă F de la bila unitate Euclidiană Bn în Cn la Cn, cu pro-
prietatea că f(z1) = F (z1, 0). Acest subiect a început cu operatorul de extensie Roper-Suffridge
[101], introdus în 1995, care are proprietatea că dacă f este o funcţie convexă pe U , atunci F
este o aplicaţie convexă pe Bn. Alte proprietăţi geometrice (stelaritate, spiralitate, stelaritate de
un anumit ordin, etc.) sunt păstrate de către acest operator şi diferite generalizări ale acestuia.
Graham şi Kohr [43] au arătat că operatorul de extensie Roper-Suffridge păstrează noţiunile de
stelaritate şi aplicaţie Bloch, iar Graham, Kohr şi Kohr [46] au arătat că acesta păstrează noţiunile
de reprezentare parametrică şi spiralitate de tipul δ.

În prima parte a acestui capitol prezentăm operatorul de extensie Roper-Suffridge, precum şi
diferite generalizări ale acestuia. Vom prezenta principalele lor proprietăţi analitice şi geometrice,
precum şi legătura cu teoria lanţurilor Loewner. Vom discuta de asemenea cazul operatorului de
extensie Pfaltzgraff-Suffridge [91], care extinde o aplicaţie local biolomorfă f ∈ H(Bn) la o
aplicaţie local biolomorfă F ∈ H(Bn+1).

În partea a doua a acestui capitol prezentăm rezultate originale referitoare la diferite generali-
zări ale operatorului de extensie Roper-Suffridge. Vom demonstra că aceşti operatori păstrează no-
ţiunea de g-lanţ Loewner, unde g(ζ) = (1−ζ)/(1+(1−2γ)ζ), |ζ| < 1 şi γ ∈ (0, 1). În consecinţă,
operatorii de extensie consideraţi păstrează diferite proprietăţi analitice şi geometrice, cum ar fi g-
reprezentarea parametrică, stelaritatea de ordinul γ, spiralitatea de tipul δ şi ordinul γ, aproape
stelaritatea de ordinul δ şi tipul γ. Vom generaliza operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge şi
vom demonstra că acest operator de extensie generalizat păstrează noţiunile de reprezentare para-
metrică, stelaritate, spiralitate de tipul δ, aproape stelaritate de ordinul δ. Vom considera păstrarea
ε-stelarităţii prin acest operator şi vom obţine un rezultat parţial referitor la păstrarea convexi-
tăţii. Vom studia de asemenea rezultate de conservare a subordonării prin operatorii de extensie
menţionaţi anterior şi vom considera raze de subordonare asociate acestora.

Sursele bibliografice principale folosite pe parcursul acestui capitol sunt [34], [35], [38], [42],

33
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[43], [44], [45], [46], [48], [56], [67], [75], [77], [82], [91], [101], [102].
Rezultatele originale prezentate în acest capitol au fost obţinute în [11], [12], [14], [15], [16].

3.1 Rezultate generale privind operatori de extensie

3.1.1 Operatorul de extensie Roper-Suffridge

Pentru n ≥ 2, fie z̃ = (z2, . . . , zn) ∈ Cn−1 astfel încât z = (z1, z̃) ∈ Cn.
Operatorul Roper-Suffridge extinde o funcţie local univalentă pe discul unitate U la o aplicaţie

local biolomorfă pe bila unitate Euclidiană Bn în Cn. Acest operator a fost introdus de Roper şi
Suffridge în 1995 [101] pentru a construi aplicaţii convexe pe bila unitate Euclidiană Bn în Cn,
pornind de la o funcţie convexă pe discul unitate. Dacă f1, . . . , fn sunt funcţii convexe pe discul
unitate U , atunci F (z) = (f1(z1), . . . , fn(zn)), z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn, nu este în mod necesar o
aplicaţie convexă pe bila unitate Euclidiană Bn în Cn (a se vedea Exemplul 2.3.13 (i)).

Operatorul Roper-Suffridge Φn : LS → LSn(Bn) este definit astfel [101]

(3.1.1) Φn(f)(z) = (f(z1), z̃
√
f ′(z1)), z = (z1, z̃) ∈ Bn.

Ramura funcţiei putere se alege astfel încât
√
f ′(z1)

∣∣
z1=0

= 1.
Roper şi Suffridge [101] au demonstrat următorul rezultat:

Teorema 3.1.1 Dacă f este o funcţie convexă pe discul unitate U , atunci F = Φn(f) este o
aplicaţie convexă pe bila unitate Euclideană Bn în Cn. Prin urmare Φn(K) ⊆ K(Bn).

O demonstraţie diferită a Teoremei 3.1.1 a fost dată de Graham şi Kohr în 2000 (a se vedea
[43]). Graham şi Kohr [43] au demonstrat de asemenea următorul rezultat, care arată că operatorul
Roper-Suffridge păstrează noţiunea de stelaritate.

Teorema 3.1.2 Dacă f ∈ S∗, atunci F = Φn(f) ∈ S∗(Bn). Prin urmare Φn(S∗) ⊆ S∗(Bn).

Hamada, Kohr şi Kohr [56] au demonstrat că operatorul Φn păstrează noţiunea de stelaritate
de ordinul 1/2. Această proprietate este legată de convexitate, deoarece K(Bn) ⊂ S∗1/2(B

n) (a se
vedea Teorema 2.3.15).

Teorema 3.1.3 Dacă f ∈ S∗1/2, atunci F = Φn(f) ∈ S∗1/2(B
n). Prin urmare Φn(S∗1/2) ⊆

S∗1/2(B
n).

Graham, Kohr şi Kohr [46] au arătat că operatorul Roper-Suffridge păstrează noţiunea de
spiralitate de tipul δ ∈ (−π/2, π/2).

Teorema 3.1.4 Dacă f ∈ Ŝδ, δ ∈ (−π/2, π/2), atunci F = Φn(f) ∈ Ŝδ(B
n). Prin urmare

Φn(Ŝδ) ⊆ Ŝδ(Bn).
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În continuare prezentăm legătura dintre operatorul Roper-Suffridge şi teoria lanţurilor Loew-
ner. Graham, Kohr şi Kohr (a se vedea [46]; a se vedea de asemenea [44]) au obţinut următorul
rezultat, care arată că operatorul Φn păstrează noţiunea de reprezentare parametrică.

Teorema 3.1.5 Dacă f ∈ S şi F = Φn(f), atunci F ∈ S0(Bn). Prin urmare Φn(S) ⊆ S0(Bn).

Graham, Kohr şi Kohr (a se vedea [46]; a se vedea de asemenea [42]) au obţinut următorul
rezultat, care determină raza de stelaritate asociată lui Φn(S).

Teorema 3.1.6 RS∗(Φn(S)) = tanh(π/4).

Raza de convexitate asociată lui Φn(S) şi Φn(S∗) a fost obţinută de Graham, Kohr şi Kohr (a
se vedea [46]; a se vedea de asemenea [42]).

Teorema 3.1.7 RK(Φn(S)) = RK(Φn(S∗)) = 2−
√

3.

3.1.2 Generalizări ale operatorului Roper-Suffridge

În această secţiune prezentăm alţi operatori de extensie care au proprietăţi similare cu cele
ale operatorului Roper-Suffridge. Pentru diferite generalizări ale operatorului Roper-Suffridge, a
se vedea [34], [35], [42], [43], [44], [45], [46], [67], [76], [82]. Alţi operatori de extensie care
păstrează proprietăţi analitice şi geometrice ale aplicaţiilor biolomorfe în Cn şi spaţii Banach
complexe au fost obţinuţi de Elin [30] (folosind teoria semigrupurilor), şi Hamada şi Kohr [39]
(folosind lanţuri univalente de subordonare).

Graham, Kohr şi Kohr [46] au considerat următorul operator

(3.1.2) Φn,α(f)(z) = F (z) = (f(z1), z̃(f
′(z1))

α), z = (z1, z̃) ∈ Bn,

unde α ∈ [0, 1/2], şi f este o funcţie local univalentă pe U , normată prin f(0) = f ′(0) − 1 = 0.
Alegem ramura funcţiei putere astfel încât (f ′(z1))

α|z1=0 = 1. Dacă α = 1/2, acest operator se
reduce la operatorul de extensie Roper-Suffridge.

Graham, Kohr şi Kohr [46] au obţinut diferite rezultate privind operatorul Φn,α, α ∈ [0, 1/2].

Teorema 3.1.8 ([46]) Fie f ∈ LS, α ∈ [0, 1/2].

(i) Dacă f ∈ S, atunci Φn,α(f) se scufundă într-un lanţ Loewner şi mai mult Φn,α(f) ∈
S0(Bn). Prin urmare Φn,α(S) ⊆ S0(Bn).

(ii) Dacă f ∈ S∗, atunci Φn,α(f) ∈ S∗(Bn). Prin urmare Φn,α(S∗) ⊆ S∗(Bn).

(iii) Dacă f ∈ Ŝδ, δ ∈ (−π/2, π/2), atunci Φn,α(f) ∈ Ŝδ(B
n). Prin urmare Φn,α(Ŝδ) ⊆

Ŝδ(B
n).

Graham, Kohr şi Kohr [46] au demonstrat că operatorul Φn,α păstrează convexitatea doar dacă
α = 1/2, adică doar în cazul operatorului de extensie Roper-Suffridge.

Graham, Kohr şi Kohr [46] au obţinut raza de stelaritate pentru Φn,α(S).
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Teorema 3.1.9 RS∗(Φn,α(S)) = tanh(π/4), oricare ar fi α ∈ [0, 1/2].

Graham, Hamada, Kohr şi Suffridge [42] au considerat operatorul Φn,α,β definit astfel

(3.1.3) Φn,α,β(f)(z) =

(
f(z1), z̃

(
f(z1)

z1

)α
(f ′(z1))

β

)
, z = (z1, z̃) ∈ Bn,

unde α ≥ 0, β ≥ 0, şi f este o funcţie local univalentă pe U , normată prin f(0) = f ′(0)− 1 = 0,
şi astfel încât f(z1) 6= 0 pentru z1 ∈ U\{0}. Ramurile funcţiilor putere sunt alese astfel încât(

f(z1)

z1

)α ∣∣∣∣
z1=0

= 1 şi (f ′(z1))
β|z1=0 = 1.

Se observă că operatorul Φn,0,1/2 revine la operatorul de extensie Roper-Suffridge.
Graham, Hamada, Kohr şi Suffridge [42] au obţinut diferite rezultate privind operatorul Φn,α,β ,

unde α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2], şi α+ β ≤ 1.

Teorema 3.1.10 ([42]) Fie f ∈ LS, α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2], α+ β ≤ 1.

(i) Dacă f ∈ S, atunci Φn,α,β(f) se scufundă într-un lanţ Loewner şi mai mult Φn,α,β(f) ∈
S0(Bn). Prin urmare Φn,α,β(S) ⊆ S0(Bn).

(ii) Dacă f ∈ S∗, atunci Φn,α,β(f) ∈ S∗(Bn). Prin urmare Φn,α,β(S∗) ⊆ S∗(Bn).

Graham, Hamada, Kohr şi Suffridge [42] au arătat că Φn,α,β(K) ⊂ K(Bn) doar dacă (α, β) =
(0, 1/2), adică doar în cazul operatorului de extensie Roper-Suffridge.

Raza de stelaritate pentru Φn,α,β(S) a fost obţinută de Graham, Hamada, Kohr şi Suffridge
[42].

Teorema 3.1.11 RS∗(Φn,α,β(S)) = tanh(π/4), pentru α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2], astfel încât
α+ β ≤ 1.

Următorul operator de extensie a fost introdus de Muir [82], cu scopul de a obţine exemple de
puncte extreme ale lui K(Bn), pornind de la puncte extreme ale lui K (a se vedea [84]).

Definiţia 3.1.12 ([82]) Fie Q : Cn−1 → C un polinom omogen de gradul 2. Operatorul de exten-
sie Muir Φn,Q : LS → LSn(Bn) este definit astfel

Φn,Q(f)(z) = (f(z1) +Q(z̃)f ′(z1), z̃
√
f ′(z1)), z = (z1, z̃) ∈ Bn.

Alegem ramura funcţiei putere astfel încât
√
f ′(z1)|z1=0 = 1.

Dacă Q ≡ 0, operatorul de extensie Muir revine la operatorul Roper-Suffridge.
Muir [82] a demonstrat următorul rezultat. Relaţia (ii) a fost de asemenea obţinută de Kohr

[67].



3.1. Rezultate generale privind operatori de extensie 37

Teorema 3.1.13 ([82]) (i) Φn,Q(K) ⊆ K(Bn) dacă şi numai dacă ‖Q‖ ≤ 1/2.

(ii) Φn,Q(S∗) ⊆ S∗(Bn) dacă şi numai dacă ‖Q‖ ≤ 1/4.

Kohr [67] a demonstrat următorul rezultat:

Teorema 3.1.14 Φn,Q(S) ⊆ S0(Bn) dacă şi numai dacă ‖Q‖ ≤ 1/4.

Operatori de extensie care păstrează diferite proprietăţi geometrice (de exemplu, stelaritate
şi convexitate) pe anumite domenii Reinhardt în Cn au fost consideraţi de Gong şi Liu (a se
vedea [34], [35]), Liu şi Liu [76]. Mai multe detalii legate de generalizări ale operatorului Roper-
Suffridge pot fi găsite în [44, Capitolul 11] şi [45] (a se vedea de asemenea, [30], [39], [73], [76],
[82], etc.)

3.1.3 Operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge

O altă generalizare a operatorului de extensie Roper-Suffridge a fost considerată de Pfaltzgraff
şi Suffridge [91] în 1999. Acest operator extinde o aplicaţie local biolomorfă pe bila unitate Eu-
clidiană Bn în Cn la o aplicaţie local biolomorfă pe bila unitate Euclidiană Bn+1 în Cn+1.

Pentru n ≥ 1, fie z′ = (z1, . . . , zn) ∈ Cn şi z = (z′, zn+1) ∈ Cn+1.
Operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge Ψn : LSn(Bn) → LSn+1(B

n+1) este definit
astfel (a se vedea [91])

(3.1.4) Ψn(f)(z) = F (z) =
(
f(z′), zn+1[Jf (z′)]

1
n+1

)
, z = (z′, zn+1) ∈ Bn+1,

unde Jf (z′) = detDf(z′), z′ ∈ Bn. Alegem ramura funcţiei putere astfel încât

[Jf (z′)]
1

n+1
∣∣
z′=0

= 1. Atunci F = Ψn(f) ∈ LSn+1(B
n+1) dacă f ∈ LSn(Bn). Mai mult,

dacă f ∈ S(Bn) atunci F ∈ S(Bn+1). Observăm că dacă n = 1, atunci Ψ1 revine la operatorul
de extensie Roper-Suffridge Φ2.

Pfaltzgraff şi Suffridge [91] au propus următoarea conjectură referitoare la păstrarea convexi-
tăţii prin operatorul Ψn.

Conjectura 3.1.1 Dacă f ∈ K(Bn) atunci Ψn(f) ∈ K(Bn+1).

Operatorul Ψn a fost de asemenea studiat de Graham, Kohr şi Pfaltzgraff [48]. Ei au obţinut
un rezultat parţial al Conjecturii 3.1.1 (a se vedea [48]).

Pentru a ∈ (0, 1], fie

Ωa,n = {z = (z′, zn+1) ∈ Cn+1 : |zn+1|2 < a
2n
n+1 (1− ‖z′‖2)}.

Atunci Ωa,n ⊆ Bn+1 şi Ω1,n = Bn+1. Graham, Kohr şi Pfaltzgraff [48] au demonstrat următorul
rezultat referitor la păstrarea convexităţii prin operatorul Ψn.
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Teorema 3.1.15 Fie f ∈ K(Bn), a1, a2 > 0 astfel încât a1 + a2 ≤ 1 şi fie F = Ψn(f). Atunci

(1− λ)F (z) + λF (w) ∈ F (Ωa1+a2,n), z ∈ Ωa1,n, w ∈ Ωa2,n, λ ∈ [0, 1].

Graham, Kohr şi Pfaltzgraff [48] au demonstrat următoarele rezultate, care arată că operatorul
de extensie Pfaltzgraff-Suffridge păstrează noţiunile de reprezentare parametrică şi stelaritate.

Teorema 3.1.16 (i) Dacă f ∈ S0(Bn), atunci F = Ψn(f) ∈ S0(Bn+1). Prin urmare,
Ψn(S0(Bn)) ⊆ S0(Bn+1).

(ii) Dacă f ∈ S∗(Bn), atunci F = Ψn(f) ∈ S∗(Bn+1). Prin urmare, Ψn(S∗(Bn)) ⊆
S∗(Bn+1).

Hamada, Kohr şi Kohr [56] au obţinut o generalizare a operatorului de extensie Pfaltzgraff-
Suffridge pe anumite domenii Reinhardt în Cn.

Noţiunile de operator de extensie continuu Φ : LS → LSn(Bn) şi operator de extensie care
păstrează lanţuri Loewner au fost introduse recent de Muir [83]. Generalizarea acestor noţiuni
pentru operatori continui Φ : LSn(Bn) → LSn+1(B

n+1) a fost recent considerată de Graham,
Hamada, Kohr şi Kohr [41].

Definiţia 3.1.17 ([41]) Aplicaţia Φ : LSn(Bn) → LSn+1(B
n+1) se numeşte operator de exten-

sie dacă Φ este continuă şi

Φ(f)(z′, 0) = (f(z′), 0), ∀ f ∈ LSn(Bn), z′ ∈ Bn.

Dacă Φ este un operator de extensie, spunem că Φ păstrează lanţuri Loewner (conform [83],
pentru n = 1) dacă, pentru orice lanţ Loewner f = f(z′, t) : Bn × [0,∞) → Cn, aplicaţia
F = F (z, t) : Bn+1 × [0,∞)→ Cn+1 dată de

(3.1.5) F (·, t) = etΦ(e−tf(·, t)), t ≥ 0,

este lanţ Loewner pe Bn+1 × [0,∞).

Observăm că toţi operatorii de extensie consideraţi în această secţiune reprezintă exemple
concrete de operatori de extensie care păstrează lanţuri Loewner.

3.2 g-lanţuri Loewner asociate unor operatori de extensie generali-
zaţi Roper-Suffridge

În această secţiune considerăm operatorii de extensie Φn,α, Φn,α,β şi Φn,Q care extind o funcţie
local univalentă f pe discul unitate U la o aplicaţie local biolomorfă F ∈ H(Bn), unde Bn

este bila unitate Euclidiană în Cn. Folosind metoda lanţurilor Loewner, demonstrăm că dacă f
se scufundă într-un g-lanţ Loewner pe discul unitate, unde g(ζ) = 1−ζ

1+(1−2γ)ζ pentru |ζ| < 1 şi
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γ ∈ (0, 1), atunci F = Φn,α(f) se scufundă într-un g-lanţ Loewner pe Bn, unde α ∈ [0, 12 ]. În
particular, dacă f este stelată de ordinul γ pe U (respectiv f este spiralată de tipul δ şi ordinul
γ pe U , unde δ ∈ (−π/2, π/2)), atunci F = Φn,α(f) este stelată de ordinul γ pe Bn (respectiv
F = Φn,α(f) este spiralată de tipul δ şi ordinul γ pe Bn). De asemenea, dacă f este aproape
stelată de ordinul δ şi tipul γ pe U , unde δ ∈ [0, 1), atunci F = Φn,α(f) este aproape stelată de
ordinul δ şi tipul γ pe Bn. Vom aplica idei similare în cazul operatorului de extensie Muir Φn,Q,
unde Q este un polinom omogen de gradul 2 pe Cn−1 astfel încât ‖Q‖ ≤ 1−|2γ−1|

8γ , γ ∈ (0, 1), şi
în cazul operatorului de extensie Φn,α,β .

Pe parcursul acestei secţiuni considerăm g-lanţuri Loewner cu g ∈ H(U) dată de

g(ζ) =
1− ζ

1 + (1− 2γ)ζ
, |ζ| < 1,

unde γ ∈ (0, 1). Atunci g transformă discul unitate U în discul deschis de centru 1/(2γ) şi rază
1/(2γ). Prin urmare, în acest caz clasaMg este dată de (a se vedea Definiţia 2.4.14)

Mg =
{
h ∈ H(Bn) : h(0) = 0, Dh(0) = In,

∣∣∣ 1

‖z‖2
〈h(z), z〉 − 1

2γ

∣∣∣ < 1

2γ
, z ∈ Bn\{0}

}
.

Această secţiune se bazează pe rezultatele originale obţinute în [11] şi [12].

3.2.1 Operatorul Φn,α şi g-lanţuri Loewner

Rezultatul principal al acestei secţiuni este dat de Teorema 3.2.1 obţinută de Chirilă [12].
Acest rezultat arată că operatorul Φn,α dat de (3.1.2) păstrează noţiunea de g-lanţ Loewner pentru
g(ζ) = 1−ζ

1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1, unde γ ∈ (0, 1). În cazul în care γ = 0, a se vedea [46] (a se vedea de
asemenea Teorema 3.1.8).

Teorema 3.2.1 ([12]) Presupunem că f ∈ S se scufundă într-un g-lanţ Loewner, unde g(ζ) =
1−ζ

1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1, γ ∈ (0, 1). Atunci F = Φn,α(f) se scufundă într-un g-lanţ Loewner pe Bn,
pentru α ∈ [0, 1/2].

Pe baza Teoremei 3.2.1, Chirilă [12] a obţinut următoarele cazuri particulare.

Corolarul 3.2.2 ([12]) Dacă f : U → C are g-reprezentare parametrică şi α ∈ [0, 1/2], atunci
F = Φn,α(f) ∈ S0

g (Bn), unde g(ζ) = 1−ζ
1+(1−2γ)ζ , ζ ∈ U , şi γ ∈ (0, 1).

Următorul rezultat a fost obţinut de Hamada, Kohr şi Kohr [56], în cazul α = γ = 1/2, şi de
Liu [75], în cazul γ ∈ (0, 1) şi α ∈ [0, 1/2]. Chirilă [12] a dat o demonstraţie diferită a acestui
rezultat folosind g-lanţuri Loewner.

Corolarul 3.2.3 Dacă f ∈ S∗γ , γ ∈ (0, 1) şi α ∈ [0, 1/2], atunci F = Φn,α(f) ∈ S∗γ(Bn). În
particular, operatorul de extensie Roper-Suffridge păstrează noţiunea de stelaritate de ordinul γ.
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Următoarea observaţie rezultă din Corolarul 3.2.3 (a se vedea [12]).

Observaţia 3.2.4 Deoarece K ⊂ S∗1/2 (a se vedea Teorema 1.4.17), pe baza Corolarului 3.2.3
rezultă că Φn,α(K) ⊂ S∗1/2(B

n) pentru α ∈ [0, 12 ]. Pe de altă parte, Φn,α(K) * K(Bn) pentru
α 6= 1/2 (a se vedea [46]).

Următorul rezultat a fost obţinut de Liu şi Liu [77] (a se vedea de asemenea [75]). Chirilă [12]
a obţinut acest rezultat folosind metoda g-lanţurilor Loewner.

Corolarul 3.2.5 Fie α ∈ [0, 1/2], δ ∈ (−π/2, π/2) şi γ ∈ (0, 1). De asemenea, fie f : U → C o
funcţie spiralată de tipul δ şi ordinul γ pe U , şi fie F = Φn,α(f). Atunci F este spiralată de tipul
δ şi ordinul γ pe Bn.

Xu şi Liu [114] au demonstrat că anumiţi operatori de extensie păstrează noţiunea de aproape
stelaritate de ordinul δ. Chirilă [12] a demonstrat următorul rezultat de conservare a aproape ste-
larităţii de ordinul δ şi tipul γ în cazul operatorului Φn,α.

Corolarul 3.2.6 ([12]) Fie α ∈ [0, 1/2], δ ∈ [0, 1) şi γ ∈ (0, 1). De asemenea, fie f : U → C o
funcţie aproape stelată de ordinul δ şi tipul γ. Atunci F = Φn,α(f) este aproape stelată de ordinul
δ şi tipul γ pe Bn.

3.2.2 Operatorul de extensie Muir şi g-lanţuri Loewner

Chirilă [12] a demonstrat că operatorul de extensie Muir Φn,Q dat de Definiţia 3.1.12 păstrează
noţiunea de g-lanţ Loewner, unde g(ζ) = 1−ζ

1+(1−2γ)ζ , pentru ζ ∈ U , şi γ ∈ (0, 1). În cazul γ = 0, a
se vedea [67] (a se vedea Teorema 3.1.14). Teorema 3.2.7 reprezintă rezultatul principal al acestei
secţiuni.

Teorema 3.2.7 ([12]) Fie Q : Cn−1 → C un polinom omogen de gradul 2 astfel încât ‖Q‖ ≤
1−|2γ−1|

8γ , unde γ ∈ (0, 1). Presupunem că f ∈ S se scufundă într-un g-lanţ Loewner. Atunci

F = Φn,Q(f) se scufundă într-un g-lanţ Loewner pe Bn, unde g(ζ) = 1−ζ
1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1.

Pe baza rezultatului precedent, Chirilă [12] a obţinut că operatorul Φn,Q păstrează noţiunile
de g-reprezentare parametrică şi stelaritate de ordinul γ, pentru g(ζ) = 1−ζ

1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1, γ ∈
(0, 1), şi ‖Q‖ ≤ 1−|2γ−1|

8γ .

Corolarul 3.2.8 ([12]) Fie γ ∈ (0, 1) şi fie Q : Cn−1 → C un polinom omogen de gradul 2 astfel
încât ‖Q‖ ≤ 1−|2γ−1|

8γ . Dacă f : U → C are g-reprezentare parametrică, atunci F = Φn,Q(f) ∈
S0
g (Bn), unde g(ζ) = 1−ζ

1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1.

Următorul rezultat a fost obţinut de Wang şi Liu [113]. Chirilă [12] a obţinut acest rezultat
folosind metoda g-lanţurilor Loewner.
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Corolarul 3.2.9 Fie γ ∈ (0, 1) şi fie Q : Cn−1 → C un polinom omogen de gradul 2 astfel încât
‖Q‖ ≤ 1−|2γ−1|

8γ . Dacă f ∈ S∗γ , atunci F = Φn,Q(f) ∈ S∗γ(Bn).

Observaţia 3.2.10 Fie f(z1, t) un lanţ Loewner astfel încât f(·, t) este o funcţie convexă pe U
pentru t ≥ 0. Atunci următoarea relaţie are loc (a se vedea de exemplu [44], [81] şi [93]):

(3.2.1)
∣∣∣∣1− |z1|22

· f
′′(z1, t)

f ′(z1, t)
− z1

∣∣∣∣ ≤ 1, |z1| < 1, t ≥ 0.

Folosind Observaţia 3.2.10, Chirilă [12] a obţinut următoarea îmbunătăţire a Teoremei 3.2.7
în cazul g-lanţurilor Loewner f(z1, t) astfel încât f(·, t) este convexă pe U pentru t ≥ 0, unde
g(ζ) = 1−ζ

1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1, γ ∈ (0, 1) (conform [67] şi [82]).

Propoziţia 3.2.11 ([12]) Fie Q : Cn−1 → C un polinom omogen de gradul 2 astfel încât ‖Q‖ ≤
1−|2γ−1|

4γ , unde γ ∈ (0, 1). Presupunem că f ∈ S se scufundă într-un g-lanţ Loewner f(z1, t)

astfel încât f(·, t) este convexă pe U pentru t ≥ 0, unde g(ζ) = 1−ζ
1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1. Atunci

F = Φn,Q(f) se scufundă într-un g-lanţ Loewner pe Bn pentru t ≥ 0.

Observaţia 3.2.12 Fie f ∈ K(γ). Atunci f ∈ S∗β , unde β = β(γ) este dată de (1.4.2). Deoarece
β(γ) ∈ (γ, 1), rezultă că f ∈ S∗γ , prin urmare f(z1, t) = etf(z1) este un g-lanţ Loewner pe U ,
unde g(ζ) = 1−ζ

1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1. Se observă că f(·, t) este convexă pentru t ≥ 0, deoarece f este
convexă pe U .

Pe baza Propoziţiei 3.2.11 şi Observaţiei 3.2.12, Chirilă [12] a obţinut următoarele cazuri
particulare (conform [67], [82]).

Corolarul 3.2.13 ([12]) Fie Q : Cn−1 → C un polinom omogen de gradul 2 astfel încât ‖Q‖ ≤
1−|2γ−1|

4γ , unde γ ∈ (0, 1). Dacă f ∈ K(γ), atunci F = Φn,Q(f) se scufundă într-un g-lanţ

Loewner pe Bn, unde g(ζ) = 1−ζ
1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1.

Corolarul 3.2.14 ([12]) Fie Q : Cn−1 → C un polinom omogen de gradul 2 astfel încât ‖Q‖ ≤
1
2 , şi fie f ∈ K. Atunci F = Φn,Q(f) se scufundă într-un g-lanţ Loewner pe Bn, unde g(ζ) =
1− ζ, |ζ| < 1.

Folosind corolariile precedente, Chirilă [12] a arătat că următoarea observaţie are loc.

Observaţia 3.2.15 (i) Dacă f ∈ K(γ), atunci Φn,Q(f) ∈ S∗γ(Bn), unde γ ∈ (0, 1) şi Q :

Cn−1 → C este un polinom omogen de gradul 2 astfel încât ‖Q‖ ≤ 1−|2γ−1|
4γ (conform

[82]).

(ii) Dacă f ∈ K, atunci Φn,Q(f) ∈ S∗1/2(B
n), unde Q : Cn−1 → C este un polinom omogen

de gradul 2 astfel încât ‖Q‖ ≤ 1/2 (conform [82]).

Chirilă [12] a arătat că marginea ‖Q‖ ≤ 1
2 este exactă pentru Corolarul 3.2.14 (conform [82]).
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3.2.3 Operatorul Φn,α,β şi g-lanţuri Loewner

Rezultatul principal al acestei secţiuni este dat de Teorema 3.2.16 obţinută de Chirilă [11].
Acest rezultat arată că operatorul Φn,α,β dat de (3.1.3) păstrează noţiunea de g-lanţ Loewner pentru
g(ζ) = 1−ζ

1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1, unde γ ∈ (0, 1). Acest rezultat a fost obţinut de Graham, Hamada,

Kohr şi Suffridge [42], în cazul γ = 0 (a se vedea Teorema 3.1.10). În cazul α = 0 şi γ ∈ (0, 1),
Teorema 3.2.16 a fost obţinută de Chirilă [12] (a se vedea Teorema 3.2.1).

Teorema 3.2.16 ([11]) Presupunem că f ∈ S se scufundă într-un g-lanţ Loewner, unde g(ζ) =
1−ζ

1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1, şi γ ∈ (0, 1). Atunci F = Φn,α,β(f) se scufundă într-un g-lanţ Loewner pe
Bn, pentru α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2], α+ β ≤ 1.

Pe baza Teoremei 3.2.16, Chirilă [11] a obţinut următoarele cazuri particulare. Corolarul 3.2.17
a fost obţinut de Graham, Hamada, Kohr şi Suffridge [42], în cazul γ = 0. De asemenea, Corolarul
3.2.17 a fost obţinut de Chirilă [12], în cazul α = 0 (a se vedea Corolarul 3.2.2).

Corolarul 3.2.17 ([11]) Dacă f : U → C are g-reprezentare parametrică şi α ∈ [0, 1], β ∈
[0, 1/2], α + β ≤ 1, atunci F = Φn,α,β(f) ∈ S0

g (Bn), unde g(ζ) = 1−ζ
1+(1−2γ)ζ , ζ ∈ U , şi

γ ∈ (0, 1).

Următorul rezultat a fost obţinut de Hamada, Kohr şi Kohr [56], în cazul α = 0, β = γ = 1/2,
şi de Liu [75], în cazul γ ∈ (0, 1) şi α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2], α + β ≤ 1. Dacă γ = 0, următorul
rezultat a fost obţinut de Graham, Hamada, Kohr şi Suffridge [42]. Chirilă [11] a demonstrat acest
rezultat folosind metoda g-lanţurilor Loewner.

Corolarul 3.2.18 Dacă f ∈ S∗γ şi α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2], α + β ≤ 1, atunci F = Φn,α,β(f) ∈
S∗γ(Bn), unde γ ∈ (0, 1). În particular, operatorul de extensie Roper-Suffridge păstrează noţiunea
de stelaritate de ordinul γ.

Următoarea observaţie se obţine din Corolarul 3.2.18 (a se vedea [11]).

Observaţia 3.2.19 Deoarece K ⊂ S∗1/2 (a se vedea Teorema 1.4.17), pe baza Corolarului 3.2.18
rezultă că Φn,α,β(K) ⊂ S∗1/2(B

n) pentru α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2], α + β ≤ 1. Pe de altă parte,
Φn,α,β(K) * K(Bn) pentru (α, β) 6= (0, 1/2) (a se vedea [42]).

Următorul rezultat a fost obţinut de Liu şi Liu [77] (a se vedea de asemenea [75]). Chirilă [11]
a obţinut o demonstraţie diferită folosind metoda g-lanţurilor Loewner.

Corolarul 3.2.20 Fie α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2], α + β ≤ 1, δ ∈ (−π/2, π/2) şi γ ∈ (0, 1). De
asemenea, fie f : U → C o funcţie spiralată de tipul δ şi ordinul γ pe U , şi fie F = Φn,α,β(f).
Atunci F este spiralată de tipul δ şi ordinul γ pe Bn.

Chirilă (conform [12]) a obţinut următorul rezultat de conservare a aproape stelarităţii de or-
dinul δ şi tipul γ prin operatorul Φn,α,β . Corolarul 3.2.21 a fost obţinut de Chirilă [12], în cazul
α = 0 (a se vedea Corolarul 3.2.6).
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Corolarul 3.2.21 Fie α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2], α + β ≤ 1, δ ∈ [0, 1) şi γ ∈ (0, 1). De asemenea,
fie f : U → C o funcţie aproape stelată de ordinul δ şi tipul γ. Atunci F = Φn,α,β(f) este aproape
stelată de ordinul δ şi tipul γ pe Bn.

3.3 Rezultate de subordonare asociate operatorului Φn,α,β

În această secţiune prezentăm câteva rezultate de subordonare asociate operatorului Φn,α,β .
Chirilă [11] a obţinut un rezultat de păstrare a subordonării prin operatorul Φn,α,β . Mai precis,
următoarea teoremă are loc (a se vedea [56], în cazul α = 0 şi β = 1/2):

Teorema 3.3.1 ([11]) Fie f, g : U → C două funcţii local univalente astfel încât f(0) = g(0) =
0, f ′(0) = a şi g′(0) = b, unde 0 < a ≤ b. Presupunem că f(z1) 6= 0 şi g(z1) 6= 0 pentru
0 < |z1| < 1. Dacă α ≥ 0, β ∈ [0, 1/2] şi f ≺ g, atunci Φn,α,β(f) ≺ Φn,α,β(g). Alegem ramura
funcţiei putere astfel încât

[f ′(z1)]
β|z1=0 = aβ,

[
f(z1)

z1

]α ∣∣∣∣
z1=0

= aα,

[g′(z1)]
β|z1=0 = bβ,

[
g(z1)

z1

]α ∣∣∣∣
z1=0

= bα.

Chirilă [11] a obţinut anumite consecinţe ale rezultatului anterior. Aceste rezultate au fost
obţinute în [56], pentru α = 0 şi β = 1/2.

Corolarul 3.3.2 ([11]) Fie f ∈ LS şi M ≥ 1 astfel încât |f(z1)| ≤ M , z1 ∈ U . Presupunem că
f(z1) 6= 0, 0 < |z1| < 1. Atunci ‖Φn,α,β(f)(z)‖ ≤ M , z ∈ Bn, unde α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2],
α+ β ≤ 1.

Corolarul 3.3.3 ([11]) Fie f ∈ LS şi M ≥ 1 astfel încât |f(z1)| ≤ M , z1 ∈ U . Presupunem
că f(z1) 6= 0 pentru 0 < |z1| < 1. Atunci Φn,α,β(f) ∈ S0(Bn

r ), unde α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2],
α+ β ≤ 1, şi r = 1/(M +

√
M2 − 1).

Corolarul 3.3.4 ([11]) Fie f : U → C o funcţie local univalentă pe U astfel încât f(0) = 0
şi f ′(0) = a, unde a ∈ (0, 1]. Presupunem că f(z1) 6= 0 pentru 0 < |z1| < 1. De asemenea,
fie g ∈ S şi presupunem că f ≺ g. Atunci ‖Φn,α,β(f)(z)‖ ≤ ‖z‖/(1 − ‖z‖)2, z ∈ Bn, unde
α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2], α+ β ≤ 1.

Corolarul 3.3.5 ([11]) Fie f o funcţie local univalentă pe discul unitate U cu f(0) = 0 şi f ′(0) =
a ∈ (0, 1]. Presupunem că f(z1) 6= 0 pentru 0 < |z1| < 1. De asemenea, fie g ∈ S∗γ , γ ∈ (0, 1), şi
presupunem că f ≺ g. Atunci ‖Φn,α,β(f)(z)‖ ≤ ‖z‖/(1 − ‖z‖)2(1−γ), z ∈ Bn, unde α ∈ [0, 1],
β ∈ [0, 1/2], α+ β ≤ 1.

Pe baza Corolarului 3.3.5, Chirilă [11] a obţinut următoarea consecinţă.
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Corolarul 3.3.6 ([11]) Fie f o funcţie local univalentă pe discul unitate U cu f(0) = 0 şi f ′(0) =
a ∈ (0, 1]. Presupunem că f(z1) 6= 0 pentru 0 < |z1| < 1. De asemenea, fie g ∈ K şi presupunem
că f ≺ g. Atunci ‖Φn,α,β(f)(z)‖ ≤ ‖z‖/(1 − ‖z‖), z ∈ Bn, unde α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2],
α+ β ≤ 1.

În continuare prezentăm o altă consecinţă a Teoremei 3.3.1, obţinută de Chirilă [11]. Acest
rezultat a fost obţinut de Hamada, Kohr şi Kohr [56] pentru α = 0 şi β = 1/2.

Corolarul 3.3.7 ([11]) Fie F = Φn,α,β(f) şi G = Φn,α,β(g), unde f este o funcţie local univa-
lentă pe discul unitate astfel încât f(0) = 0, f ′(0) = a ∈ (0, 1], f(z1) 6= 0 pentru 0 < |z1| < 1,
g ∈ K, α ≥ 0, β ∈ [0, 1/2]. Presupunem că DF (z)(z) ≺ DG(z)(z), z ∈ Bn. Atunci
F (z) ≺ G(z), z ∈ Bn.

3.4 Raze de univalenţă şi operatorul Φn,α,β

În continuare considerăm anumite raze de univalenţă asociate operatorului Φn,α,β . Aceste re-
zultate au fost obţinute de Chirilă [11].

Graham, Kohr şi Kohr [46] au obţinut raza de stelaritate şi raza de convexitate asociate ope-
ratorului Φn(S) (a se vedea Teoremele 3.1.6 şi 3.1.7). De asemenea, Graham, Hamada, Kohr şi
Suffridge [42] au obţinut raza de stelaritate asociată operatorului Φn,α,β(S) (a se vedea Teorema
3.1.11). În această secţiune, vom considera alte raze de univalenţă ale unor subclase ale lui S(Bn)
asociate operatorului Φn,α,β .

Chirilă [11] a obţinut următorul rezultat referitor la raza de spiralitate de tipul δ pentru clasa
Φn,α,β(S).

Teorema 3.4.1 ([11]) RŜδ(Φn,α,β(S)) = tanh
[
π
4 −

|δ|
2

]
, pentru α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2], astfel

încât α+ β ≤ 1 şi δ ∈ (−π/2, π/2).

Observaţia 3.4.2 Dacă alegem δ = 0, α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2] astfel încât α+β ≤ 1, din Teorema
3.4.1 obţinem căRS∗(Φn,α,β(S)) = tanh(π/4). Acest rezultat a fost obţinut de Graham, Hamada,
Kohr şi Suffridge [42].

Chirilă [11] a demonstrat următorul rezultat referitor la raza de stelaritate de ordinul γ pentru
clasa Φn,α,β(S).

Teorema 3.4.3 ([11]) RS∗γ (Φn,α,β(S)) = r, unde r este unica soluţie a ecuaţiei(
1− r
1 + r

)cosx

cosx− γ = 0,

pentru γ ∈ (0, 1/e), unde x = x(r), 0 < x < π este unic determinat de ecuaţia

sinx ln

(
1 + r

1− r

)
− x = 0

şi r = 1−γ
1+γ , pentru γ ∈ [1/e, 1).
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Folosind faptul că RK(S∗1/2) =
√

2
√

3− 3 (a se vedea de exemplu [37, II p. 87]), precum şi
faptul că operatorul Roper-Suffridge păstrează convexitatea (a se vedea Teorema 3.1.1), deducem
următorul rezultat obţinut de Chirilă [11].

Teorema 3.4.4 ([11]) RK(Φn(S∗1/2)) =
√

2
√

3− 3.

Similar, folosind rezultate privind raze de univalenţă prezentate în [37, Capitolul 13] şi faptul
că operatorul Φn,α,β păstrează noţiunea de stelaritate (a se vedea Teorema 3.1.10), stelaritate de
ordinul γ ∈ (0, 1) (a se vedea Corolarul 3.2.18) şi spiralitate de tipul δ ∈ (−π/2, π/2) (a se vedea
de exemplu [75]), Chirilă [11] a obţinut următoarele rezultate.

Teorema 3.4.5 ([11]) Dacă α ∈ [0, 1], β ∈ [0, 1/2] astfel încât α + β ≤ 1, atunci următoarele
relaţii au loc:

(i) RŜδ(Φn,α,β(S∗γ)) este cea mai mică rădăcină pozitivă a ecuaţiei

((1− 2γ) cos δ)x2 − 2(1− γ)x+ cos δ = 0, δ ∈ (−π/2, π/2), γ ∈ (0, 1).

(ii) RS∗γ (Φn,α,β(K)) = sin(γπ/2), γ ∈ (0, 1).

(iii) RŜδ(Φn,α,β(K)) = cos δ, 0 ≤ δ < 1.

(iv) RS∗(Φn,α,β(Ŝδ)) = 1/(cos δ + | sin δ|), δ ∈ (−π/2, π/2).

3.5 O generalizare a operatorului de extensie Pfaltzgraff-Suffridge

În această secţiune considerăm operatorul de extensie Ψn,α, α ≥ 0, care extinde o aplicaţie lo-
cal biolomorfă f ∈ H(Bn) la o aplicaţie local biolomorfă F ∈ H(Bn+1). În cazul α = 1

n+1 , acest
operatorul revine la operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge (3.1.4). Folosind metoda lanţurilor
Loewner, arătăm că dacă f ∈ S0(Bn), atunci Ψn,α(f) ∈ S0(Bn+1), pentru α ∈ [0, 1/(n + 1)].
În particular, dacă f ∈ S∗(Bn), atunci Ψn,α(f) ∈ S∗(Bn+1), şi dacă f este spiralată de tipul
δ ∈ (−π/2, π/2) peBn, atunci Ψn,α(f) este spiralată de tipul δ peBn+1. Vom arăta de asemenea
că dacă f este aproape stelată de ordinul δ ∈ [0, 1) pe Bn, atunci Ψn,α(f) este aproape stelată de
ordinul δ pe Bn+1. Vom arăta că dacă f ∈ K(Bn) şi 1/(n + 1) ≤ α ≤ 1/n, atunci imaginea lui
F = Ψn,α(f) conţine învelitoarea convexă a imaginii unui domeniu Reinhardt conţinut în Bn+1.
O generalizare a acestui rezultat în cazul aplicaţiilor ε-stelate va fi de asemenea considerată. Vom
obţine de asemenea un rezultat de păstrare a subordonării prin operatorul menţionat anterior.

Această secţiune conţine rezultate originale obţinute în [14], [15]. O parte a rezultatelor din
această secţiune sunt generalizări ale unor rezultate obţinute de Graham, Kohr şi Pfaltzgraff (a se
vedea [48]), în cazul α = 1

n+1 .
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3.5.1 Lanţuri Loewner şi operatorul Ψn,α

Vom începe prin a introduce operatorul Ψn,α. Acest operator a fost considerat de Chirilă [14].
Pentru n ≥ 1, fie z′ = (z1, . . . , zn) ∈ Cn şi z = (z′, zn+1) ∈ Cn+1.

Definiţia 3.5.1 Fie α ≥ 0. Operatorul de extensie Ψn,α : LSn(Bn)→ LSn+1(B
n+1) este definit

astfel [14]

(3.5.1) Ψn,α(f)(z) = F (z) =
(
f(z′), zn+1[Jf (z′)]α

)
, z = (z′, zn+1) ∈ Bn+1.

Alegem ramura funcţiei putere astfel încât [Jf (z′)]α
∣∣
z′=0

= 1. Atunci F = Ψn,α(f) ∈
LSn+1(B

n+1), dacă f ∈ LSn(Bn). De asemenea, dacă f ∈ S(Bn) atunci F ∈ S(Bn+1).
Dacă α = 1/(n + 1), operatorul Ψn,1/(n+1) revine la operatorul de extensie Pfaltzgraff-

Suffridge Ψn dat de (3.1.4) [91]. Dacă n = 1 şi α = 1/2, atunci Ψ1,1/2 revine la operatorul
de extensie Roper-Suffridge Φ2 (a se vedea [101]). Observăm că operatorul Ψ1,α, α ∈ [0, 12 ], a
fost considerat de Graham, Kohr şi Kohr [46].

Rezultatul principal al acestei secţiuni este dat de Teorema 3.5.2 obţinută de Chirilă [14]. Acest
rezultat arată că operatorul Ψn,α păstrează noţiunea de lanţ Loewner. În cazul α = 1

n+1 , a se vedea
[48] (a se vedea Teorema 3.1.16).

Teorema 3.5.2 ([14]) Presupunem că f ∈ S(Bn) se scufundă într-un lanţ Loewner f(z′, t).
Atunci F = Ψn,α(f) se scufundă într-un lanţ Loewner F (z, t), pentru α ∈

[
0, 1

n+1

]
.

Pe baza Teoremei 3.5.2, obţinem că operatorul Ψn,α păstrează noţiunile de reprezentare para-
metrică, stelaritate, spiralitate de tipul δ, şi aproape stelaritate de ordinul δ. Aceste rezultate au fost
obţinute de Chirilă [14]. Corolariile 3.5.3 şi 3.5.4 au fost obţinute de Graham, Kohr şi Pfaltzgraff
[48] în cazul α = 1

n+1 .

Corolarul 3.5.3 ([14]) Presupunem că f ∈ S0(Bn). Atunci F = Ψn,α(f) ∈ S0(Bn+1), pentru

α ∈
[
0, 1

n+1

]
.

Corolarul 3.5.4 ([14]) Presupunem că f ∈ S∗(Bn). Atunci F = Ψn,α(f) ∈ S∗(Bn+1), pentru

α ∈
[
0, 1

n+1

]
.

Corolarul 3.5.5 ([14]) Presupunem că f ∈ Ŝδ(B
n), unde δ ∈ (−π/2, π/2). Atunci F =

Ψn,α(f) ∈ Ŝδ(Bn+1), pentru α ∈
[
0, 1

n+1

]
.

Următorul rezultat obţinut de Chirilă [14] arată că operatorul Ψn,α păstrează noţiunea de
aproape stelaritate de ordinul δ ∈ [0, 1) (compară cu [114]).

Corolarul 3.5.6 ([14]) Presupunem că f este o aplicaţie aproape stelată de ordinul δ pe Bn,
unde δ ∈ [0, 1). Atunci F = Ψn,α(f) este o aplicaţie aproape stelată de ordinul δ pe Bn+1, unde

α ∈
[
0, 1

n+1

]
.
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3.5.2 ε-stelaritate şi operatorul Ψn,α

În continuare discutăm cazul aplicaţiilor ε-stelate asociate operatorului Ψn,α, pentru α ∈[
1

n+1 ,
1
n

]
.

Pentru a ∈ (0, 1], fie

Ωa,n,α = {z = (z′, zn+1) ∈ Cn+1 : |zn+1|2 < a2nα(1− ‖z′‖2)(n+1)α}.

Atunci Ωa,n,α ⊆ Bn+1. Pentru a = 1 şi α = 1
n+1 , obţinem că Ω1,n, 1

n+1
= Bn+1.

Următoarea teoremă a fost obţinută de Chirilă [14]. Dacă ε = 1, aceasta reprezintă un rezultat
parţial de păstrare a convexităţii prin operatorul Ψn,α. Teorema 3.5.7 a fost obţinută în [48], în
cazul α = 1

n+1 şi ε = 1 (compară cu [35]).

Teorema 3.5.7 ([14]) Fie ε ∈ [0, 1] şi fie f : Bn → Cn o aplicaţie ε-stelată normată. De ase-
menea, fie F = Ψn,α(f), pentru α ∈

[
1

n+1 ,
1
n

]
, şi fie a1, a2 > 0 astfel încât a1 + a2 ≤ 1.

Atunci

(1− λ)F (z) + λεF (w) ∈ F (Ωa1+a2,n,α), z ∈ Ωa1,n,α, w ∈ Ωa2,n,α, λ ∈ [0, 1].

Luând ε = 1 în Teorema 3.5.7, Chirilă [14] a obţinut următorul rezultat parţial referitor la
păstrarea convexităţii prin operatorul Ψn,α. Dacă α = 1

n+1 , a se vedea [48] (a se vedea Teorema
3.1.15).

Corolarul 3.5.8 ([14]) Dacă f ∈ K(Bn) şi F = Ψn,α(f), atunci (1 − λ)F (z) + λF (w) ∈
F (Ωa1+a2,n,α), z ∈ Ωa1,n,α, w ∈ Ωa2,n,α, λ ∈ [0, 1], unde a1, a2 > 0, a1 + a2 ≤ 1.

Luând α = 1
n+1 în Teorema 3.5.7, Chirilă [14] a obţinut următorul rezultat referitor la păstra-

rea ε-stelarităţii prin operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge Ψn (conform [48], pentru ε = 1;
compară cu [35]).

Corolarul 3.5.9 ([14]) Fie ε ∈ [0, 1] şi fie f : Bn → Cn o aplicaţie ε-stelată normată. De
asemenea, fie F = Ψn(f) şi fie a1, a2 > 0 astfel încât a1 + a2 ≤ 1. Atunci

(1− λ)F (z) + λεF (w) ∈ F (Ωa1+a2,n,1/(n+1)),

oricare ar fi z ∈ Ωa1,n,1/(n+1), w ∈ Ωa2,n,1/(n+1) şi λ ∈ [0, 1].

Alegând a1 = a2 = 1
2 în Corolarul 3.5.9 şi folosind faptul că Ω1,n,1/(n+1) = Bn+1, deducem

următorul rezultat obţinut de Chirilă [14]. În cazul ε = 1, a se vedea [48].

Corolarul 3.5.10 ([14]) Dacă f este o aplicaţie ε-stelată normată pe Bn, ε ∈ [0, 1], şi F =
Ψn(f), atunci

(1− λ)F (z) + λεF (w) ∈ F (Bn+1), z, w ∈ Ω1/2,n,1/(n+1), λ ∈ [0, 1].

Observaţia 3.5.11 Operatorul Ψn,α a fost generalizat pe anumite domenii Reinhardt în Cn de
către Chirilă [15], şi proprietăţi similare celor de mai sus au fost obţinute.
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3.5.3 Subordonare şi operatorul Ψn,α

În continuare obţinem un rezultat de păstrare a subordonării prin operatorul Ψn,α, şi prezentăm
câteva cazuri particulare ale acestuia. Teorema 3.5.12 a fost obţinută de Chirilă [17] (a se vedea
[56] pentru α = 1/(n+ 1)).

Teorema 3.5.12 ([17]) Fie f, g : Bn → Cn două aplicaţii local biolomorfe astfel încât f(0) =
g(0) = 0, Df(0) = aIn, Dg(0) = bIn, unde 0 < a ≤ b. Dacă α ∈ [0, 1/(n+1)] şi f ≺ g, atunci
Ψn,α(f) ≺ Ψn,α(g). Alegem ramurile funcţiilor putere astfel încât

[Jf (z′)]α|z′=0 = anα şi [Jg(z
′)]α|z′=0 = bnα.

Următoarele consecinţe ale Teoremei 3.5.12 au fost obţinute de Chirilă [17]. Aceste rezultate
au fost obţinute în [56] pentru α = 1/(n+ 1).

Corolarul 3.5.13 ([17]) Fie f ∈ LSn(Bn) şi M ≥ 1 astfel încât ‖f(z′)‖ ≤ M , z′ ∈ Bn. Atunci
‖Ψn,α(f)(z)‖ ≤M , z ∈ Bn+1, pentru α ∈ [0, 1/(n+ 1)]. Mai mult, Ψn,α(f) este biolomorfă pe
bila Bn+1

ρ , unde ρ = 1/(mMn) şi m = min
r∈[0,1]

(2− r2)/(r(1− r2)).

Corolarul 3.5.14 ([17]) Fie f : Bn → Cn o aplicaţie local biolomorfă pe Bn astfel încât f(0) =
0 şi Df(0) = aIn, a ∈ (0, 1]. Fie g ∈ S0(Bn) şi presupunem că f ≺ g. Atunci ‖Ψn,α(f)(z)‖ ≤
‖z‖/(1− ‖z‖)2, z ∈ Bn+1, pentru α ∈ [0, 1/(n+ 1)].



Capitolul 4

Subclase de aplicaţii biolomorfe
asociate g-lanţurilor Loewner

În acest capitol folosim metoda lanţurilor Loewner pentru a genera anumite subclase de apli-
caţii biolomorfe normate pe bila unitate Euclidiană Bn în Cn, care au caracterizări geometrice
interesante. Vom prezenta clasa aplicaţiilor g-stelate, g-spiralate de tipul α ∈ (−π/2, π/2), şi g-
aproape stelate de ordinul α ∈ [0, 1) pe Bn. Vom prezenta exemple pentru aceste clase şi vom
obţine caracterizarea acestora folosind g-lanţuri Loewner. Vom folosi aceste rezultate pentru a de-
monstra că, în anumite ipoteze, aplicaţia F : Bn → Cn dată de F (z) = P (z)z este g-stelată,
g-spiralată de tipul α ∈ (−π/2, π/2) şi g-aproape stelată de ordinul α ∈ [0, 1) pe Bn, unde
P : Bn → C este o funcţie olomorfă astfel încât P (0) = 1. Mai general, vom considera condiţii
astfel încât F să admită g-reprezentare parametrică pe Bn. Diferite aplicaţii ale acestor rezul-
tate vor fi obţinute. Astfel putem obţine exemple concrete de aplicaţii care admit g-reprezentare
parametrică pe bila unitate Euclidiană Bn în Cn.

Acest capitol conţine rezultate originale obţinute în [13].

4.1 g-stelaritate, g-spiralitate şi g-aproape stelaritate pe Bn

În această secţiune prezentăm definiţia aplicaţiilor g-stelate, g-spiralate de tipul α şi g-aproape
stelate de ordinul α, precum şi caracterizarea acestora folosind g-lanţuri Loewner. Prezentăm de
asemenea exemple pentru aceste subclase de aplicaţii biolomorfe. Rezultatele prezentate în această
secţiune au fost obţinute de Chirilă [13].

4.1.1 Definiţii şi exemple

Începem prin a prezenta clasa aplicaţiilor g-stelate pe Bn, unde g verifică condiţiile Definiţiei
2.4.13. Această noţiune a fost introdusă de Graham, Hamada şi Kohr [38] şi de Hamada şi Honda
[52]. Această noţiune a fost de asemenea studiată de Xu şi Liu în cazul spaţiilor Banach complexe
[115].

49
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Definiţia 4.1.1 O aplicaţie local biolomorfă normată f : Bn → Cn se numeşte g-stelată pe Bn

dacă

(4.1.1)
1

‖z‖2
〈[Df(z)]−1f(z), z〉 ∈ g(U), z ∈ Bn \ {0}.

Notăm clasa aplicaţiilor g-stelate pe Bn prin S∗g (Bn). Dacă n = 1, notăm această clasă prin
S∗g . Dacă g(ζ) = (1− ζ)/(1 + ζ), această clasă revine la clasa aplicaţiilor stelate pe Bn.

Prezentăm acum câteva exemple particulare ale clasei S∗g (Bn) (conform [52]).

Observaţia 4.1.2 Dacă g(ζ) = 1−ζ
1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1 şi γ ∈ (0, 1), atunci g transformă discul

unitate U în discul deschis de centru 1/(2γ) şi rază 1/(2γ). Atunci clasa S∗g (Bn) revine la clasa
aplicaţiilor stelate de ordinul γ pe Bn.

Observaţia 4.1.3 Dacă g(ζ) = (1 − α)1−ζ1+ζ + α, |ζ| < 1 şi 0 ≤ α < 1, relaţia (4.1.1) poate fi
rescrisă astfel

Re 〈[Df(z)]−1f(z), z〉 > α‖z‖2, z ∈ Bn \ {0}.

Aşadar clasa S∗g (Bn) revine la clasa aplicaţiilor aproape stelate de ordinul α pe Bn.

Fie

qρ(ζ) = 1 +
4(1− ρ)

π2

(
log

1 +
√
ζ

1−
√
ζ

)2

, 0 ≤ ρ < 1.

Alegem ramura radicalului astfel încât
√
ζ|ζ=1 = 1 şi ramura logaritmului astfel încât log 1 =

0.

Definiţia 4.1.4 ([53]) O aplicaţie local biolomorfă f ∈ H(Bn) se numeşte parabolic stelată de
ordinul ρ dacă

1

‖z‖2
〈[Df(z)]−1f(z), z〉 ∈ g(U), z ∈ Bn \ {0},

unde g =
1

qρ
.

Hamada, Honda şi Kohr [53] au demonstrat că g(U) este stelată în raport cu 1.
Pentru diferite rezultate referitoare la aplicaţiile g-stelate, cum ar fi teoreme de deformare şi

acoperire şi estimări ale coeficienţilor, a se vedea [38], [52], [115].
În continuare definim clasa aplicaţiilor g-spiralate de tipul α ∈ (−π/2, π/2) pe Bn, unde g

verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13. Această noţiune a fost introdusă de Chirilă [13].

Definiţia 4.1.5 ([13]) O aplicaţie local biolomorfă normată f : Bn → Cn se numeşte g-spiralată
de tipul α ∈ (−π/2, π/2) dacă

(4.1.2) i
sinα

cosα
+
e−iα

cosα

〈
[Df(z)]−1f(z),

z

‖z‖2

〉
∈ g(U), z ∈ Bn \ {0}.
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Dacă g(ζ) = (1 − ζ)/(1 + ζ), această clasă revine la clasa aplicaţiilor spiralate de tipul α pe
Bn, şi dacă g(ζ) = 1−ζ

1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1, γ ∈ (0, 1), obţinem clasa aplicaţiilor spiralate de tipul
α şi ordinul γ pe Bn. Dacă α = 0, clasa aplicaţiilor g-spiralate de tipul 0 pe Bn revine la clasa
aplicaţiilor g-stelate pe Bn.

Dacă f este g-spiralată de tipul α, atunci f este de asemenea spiralată de tipul α, deci f este
biolomorfă pe Bn. Pe de altă parte, motivaţia introducerii clasei aplicaţiilor g-spiralate de tipul α
este dată de Corolarul 4.2.13.

În continuare prezentăm clasa aplicaţiilor g-aproape stelate de ordinul α ∈ [0, 1) pe Bn, unde
g verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13. Această clasă a fost introdusă de Chirilă [13].

Definiţia 4.1.6 ([13]) O aplicaţie local biolomorfă normată f : Bn → Cn se numeşte g-aproape
stelată de ordinul α ∈ [0, 1) dacă

(4.1.3)
1

1− α

〈
[Df(z)]−1f(z),

z

‖z‖2

〉
− α

1− α
∈ g(U), z ∈ Bn \ {0}.

Dacă g(ζ) = (1 − ζ)/(1 + ζ), această clasă revine la clasa aplicaţiilor aproape stelate de
ordinul α pe Bn, şi dacă g(ζ) = 1−ζ

1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1, γ ∈ (0, 1), obţinem clasa aplicaţiilor aproape
stelate de ordinul α şi tipul γ pe Bn. Dacă α = 0, clasa aplicaţiilor g-aproape stelate de ordinul 0
pe Bn revine la clasa aplicaţiilor g-stelate pe Bn.

Dacă f este g-aproape stelată de ordinul α, atunci f este de asemenea aproape stelată de
ordinul α, şi deci f este biolomorfă pe Bn. Motivaţia introducerii clasei aplicaţiilor g-aproape
stelate de ordinul α pe Bn este dată de Corolarul 4.2.15.

În continuare prezentăm exemple de aplicaţii g-stelate, g-spiralate de tipul α şi g-aproape
stelate de ordinul α pe discul unitate U şi pe bila unitate Euclidiană Bn în Cn (conform [52]).

Prezentăm acum un exemplu de funcţie g-stelată pe discul unitate U (a se vedea [52]).

Exemplul 4.1.7 Fie g : U → C o funcţie univalentă care verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13. De
asemenea, fie b ∈ S∗g definită prin b(0) = 0, b′(0) = 1 şi

ζb′(ζ)

b(ζ)
=

1

g(ζ)
, |ζ| < 1.

Atunci

(4.1.4) b(ζ) = ζ exp

∫ ζ

0

[
1

g(x)
− 1

]
dx

x
, |ζ| < 1.

Funcţia b dată de relaţia (4.1.4) este g-stelată pe U , prin urmare b are g-reprezentare parametrică
pe U (a se vedea Teorema 4.1.11).

În continuare prezentăm exemple de aplicaţii g-stelate pe bila unitate Euclidiană Bn în Cn
(conform [52]).

Exemplul 4.1.8 Presupunem că g verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13.
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(i) Presupunem că g este convexă. Dacă f1, . . . , fn ∈ S∗g , atunci f ∈ S∗g (Bn), unde f(z) =
(f1(z1), . . . , fn(zn)), z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn. Mai mult, f ∈ S0

g (Bn).

(ii) Dacă f ∈ S∗g , atunci aplicaţia F (z) =
f(z1)

z1
z, z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn, este g-stelată pe Bn.

Prin urmare F ∈ S0
g (Bn).

În continuare prezentăm exemple de aplicaţii g-spiralate de tipul α pe bila unitate Euclidiană
Bn în Cn, α ∈ (−π/2, π/2). Aceste exemple au fost obţinute de Chirilă [13] (conform [52]).

Exemplul 4.1.9 Presupunem că g verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13.

(i) Presupunem că g este convexă. Dacă f1, . . . , fn sunt g-spiralate de tipul α pe U , α ∈
(−π/2, π/2), atunci f(z) = (f1(z1), . . . , fn(zn)) este g-spiralată de tipul α pe Bn. Mai
mult, f ∈ S0

g (Bn).

(ii) Dacă f este g-spiralată de tipul α ∈ (−π/2, π/2) pe U , atunci aplicaţia F (z) =
f(z1)

z1
z,

z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn, este g-spiralată de tipul α pe Bn. Prin urmare F ∈ S0
g (Bn).

În continuare prezentăm exemple de aplicaţii g-aproape stelate de ordinul α ∈ [0, 1) pe bila
unitate Euclidiană Bn în Cn. Aceste exemple au fost obţinute de Chirilă [13] (conform [52]).

Exemplul 4.1.10 Presupunem că g verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13.

(i) Presupunem că g(U) este stelată în raport cu 1. Dacă f1 este g-aproape stelată de ordinul α
pe U , α ∈ [0, 1), atunci f(z) = (f1(z1), z2, . . . , zn) este g-aproape stelată de ordinul α pe
Bn. Mai mult, f ∈ S0

g (Bn).

(ii) Presupunem că g este convexă. Dacă f1, . . . , fn sunt g-aproape stelate de ordinul α pe U ,
α ∈ [0, 1), atunci f(z) = (f1(z1), . . . , fn(zn)) este g-aproape stelată de ordinul α pe Bn.
Mai mult, f ∈ S0

g (Bn).

(iii) Dacă f este g-aproape stelată de ordinul α ∈ [0, 1) pe U , atunci aplicaţia F (z) =
f(z1)

z1
z,

z = (z1, . . . , zn) ∈ Bn, este g-aproape stelată de ordinul α peBn. Prin urmare F ∈ S0
g (Bn).

4.1.2 Caracterizări folosind g-lanţuri Loewner

În această secţiune obţinem caracterizarea aplicaţiilor g-stelate, g-spiralate de tipul α, şi g-
aproape stelate de ordinul α, prin intermediul g-lanţurilor Loewner.

Începem prin a prezenta caracterizarea aplicaţiilor g-stelate folosind g-lanţuri Loewner, unde g
verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13. Acest rezultat a fost obţinut de Chirilă [13]. Dacă g(ζ) = 1−ζ

1+ζ ,
|ζ| < 1, obţinem caracterizarea obişnuită a stelarităţii folosind lanţuri Loewner (a se vedea [90]; a
se vedea de asemenea Teorema 2.4.6).
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Teorema 4.1.11 ([13]) O aplicaţie local biolomorfă normată f : Bn → Cn este g-stelată dacă şi
numai dacă f(z, t) = etf(z) este g-lanţ Loewner, unde g verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13.

Caracterizarea aplicaţiilor g-spiralate de tipul α ∈ (−π/2, π/2) pe Bn folosind g-lanţuri Lo-
ewner a fost obţinută de Chirilă [13], unde g verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13 (compară cu [54]).
În cazul g(ζ) = 1−ζ

1+ζ în Teorema 4.1.12, obţinem caracterizarea obişnuită a spiralităţii de tipul α
folosind lanţuri Loewner (a se vedea Teorema 2.4.7).

Teorema 4.1.12 ([13]) O aplicaţie local biolomorfă normată f : Bn → Cn este g-spiralată de
tipul α ∈ (−π/2, π/2) dacă şi numai dacă f(z, t) = e(1−ia)tf(eiatz) este g-lanţ Loewner, unde
a = tanα şi g verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13.

Chirilă [13] a obţinut de asemenea caracterizarea aplicaţiilor g-aproape stelate de ordinul α ∈
[0, 1) folosind g-lanţuri Loewner, unde g verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13. Dacă considerăm
g(ζ) = 1−ζ

1+ζ în Teorema 4.1.13, obţinem caracterizarea aplicaţiilor aproape stelate de ordinul α
folosind lanţuri Loewner (a se vedea [114]; a se vedea de asemenea Teorema 2.4.8).

Teorema 4.1.13 ([13]) O aplicaţie local biolomorfă normată f : Bn → Cn este g-aproape ste-
lată de ordinul α ∈ [0, 1) dacă şi numai dacă f(z, t) = e

1
1−α tf(e

α
α−1

tz) este g-lanţ Loewner,
unde g verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13.

4.2 O subclasă de aplicaţii biolomorfe pe Bn generată de g-lanţuri
Loewner

În continuare, folosind caracterizările obţinute în secţiunea precedentă, vom arăta că, în
anumite ipoteze, aplicaţia F (z) = P (z)z, z ∈ Bn, este g-stelată, g-spiralată de tipul α ∈
(−π/2, π/2) şi g-aproape stelată de ordinul α ∈ [0, 1) pe Bn, unde P : Bn → C este o funcţie
olomorfă astfel încât P (0) = 1. Mai general, considerăm condiţii astfel încât F are g-reprezentare
parametrică pe Bn, unde g verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13. Diferite aplicaţii ale acestor rezul-
tate vor fi obţinute.

Această secţiune se bazează pe rezultatele originale obţinute în [13].
Teorema 4.2.1 obţinută de Chirilă [13] reprezintă rezultatul principal al acestei secţiuni. În

această teoremă considerăm condiţii astfel încât o aplicaţie F : Bn → Cn dată de F (z) = P (z)z
aparţine lui S0

g (Bn), unde P ∈ H(Bn,C) astfel încât P (0) = 1. Diferite cazuri particulare şi
aplicaţii ale Teoremei 4.2.1 vor fi de asemenea obţinute.

Teorema 4.2.1 ([13]) Fie P : Bn → C o funcţie olomorfă pe Bn astfel încât P (0) = 1 şi fie
F (z) = P (z)z, z ∈ Bn. Fie F (z, t) = P (z, t)z, z ∈ Bn, t ≥ 0, unde P (z, t) : Bn× [0,∞)→ C
verifică următoarele condiţii:

(i) P (·, t) ∈ H(Bn,C), P (0, t) = et, t ≥ 0, P (·, 0) = P , P (z, t) 6= 0, z ∈ Bn, t ≥ 0, şi

1 +
DP (z, t)(z)

P (z, t)
6= 0, pentru z ∈ Bn şi t ≥ 0;
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(ii) P (z, ·) este local Lipschitz continuă pe [0,∞) local uniform în raport cu z ∈ Bn.

(iii) {e−tP (·, t)}t≥0 este o familie normală pe Bn.

Dacă g verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13 şi

(4.2.1)

∂P

∂t
(z, t)

P (z, t)

(
1 +

DP (z, t)(z)

P (z, t)

) ∈ g(U), a.e. t ≥ 0, ∀z ∈ Bn,

atunci F (z, t) este un g-lanţ Loewner. Mai mult, F ∈ S0
g (Bn).

Se observă uşor că reciproca Teoremei 4.2.1 are loc (a se vedea [13]).

Propoziţia 4.2.2 Fie P : Bn → C o funcţie olomorfă pe Bn astfel încât P (0) = 1 şi fie F (z) =
P (z)z, z ∈ Bn. Fie F (z, t) = P (z, t)z, z ∈ Bn, t ≥ 0, unde P (z, t) : Bn × [0,∞)→ C verifică
condiţiile (i)− (iii) ale Teoremei 4.2.1. Dacă g verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13 şi F (z, t) este
un g-lanţ Loewner, atunci relaţia (4.2.1) are loc.

Pe baza Teoremei 4.2.1, Chirilă [13] a obţinut următoarele cazuri particulare.
Corolarul 4.2.3 a fost obţinut de Pfaltzgraff şi Suffridge [91] în cazul g(ζ) = 1−ζ

1+ζ , şi de
Graham, Hamada şi Kohr [38], în cazul în care g : U → C verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13.
Corolarul 4.2.3 a fost de asemenea obţinut de Chirilă [13].

Corolarul 4.2.3 Fie g : U → C o funcţie univalentă care verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13. De
asemenea, fie F (z) = P (z)z, z ∈ Bn, unde P : Bn → C este o funcţie olomorfă astfel încât
P (0) = 1. Dacă 1 + DP (z)(z)

P (z) ∈ 1
g (U), z ∈ Bn, atunci F (z, t) = etP (z)z, z ∈ Bn, t ≥ 0, este

g-lanţ Loewner. Mai mult, F ∈ S∗g (Bn).

Dacă considerăm g(ζ) = 1−ζ
1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1, γ ∈ [0, 1), în Corolarul 4.2.3, obţinem următoa-

rea consecinţă, pe baza Observaţiei 4.1.2 (a se vedea [13]).

Corolarul 4.2.4 Fie F (z) = P (z)z, z ∈ Bn, unde P : Bn → C este o funcţie olomorfă astfel
încât P (0) = 1. Dacă

Re

[
1 +

DP (z)(z)

P (z)

]
> γ, z ∈ Bn,

atunci F este stelată de ordinul γ pe Bn, unde γ ∈ [0, 1).

Observaţia 4.2.5 În aceleaşi ipoteze ca şi ale Corolarului 4.2.3, considerând valoarea lui g ca şi
în Observaţia 4.1.3 şi Definiţia 4.1.4, obţinem că F este aproape stelată de ordinul α ∈ [0, 1),
respectiv parabolic stelată de ordinul ρ ∈ [0, 1) pe Bn (a se vedea [13]).
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În continuare prezentăm aplicaţii ale Corolarului 4.2.3. Pentru aceasta, avem nevoie de urmă-
torul rezultat. În cazul g(ζ) ≡ 1−ζ

1+ζ , Propoziţia 4.2.6 a fost obţinută de Pfaltzgraff şi Suffridge [91],
iar în cazul în care g verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13, acest rezultat a fost obţinut de Graham,
Hamada şi Kohr [38]. Xu şi Liu [115] au obţinut o generalizare a Propoziţiei 4.2.6 în cazul spaţiilor
Banach complexe.

Propoziţia 4.2.6 Fie g : U → C o funcţie univalentă care verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13,
astfel încât 1/g este convexă pe U . Fie fj ∈ S∗g , j = 1, 2, . . . , n. Dacă λj ≥ 0 şi

∑n
j=1 λj = 1,

atunci

(4.2.2) F (z) = z

n∏
j=1

(
fj(zj)

zj

)λj
, z ∈ Bn

aparţine lui S∗g (Bn).

Dacă considerăm g(ζ) = 1−ζ
1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1, γ ∈ [0, 1) în Propoziţia 4.2.6, obţinem următoa-

rea consecinţă. Acest rezultat a fost obţinut de Xu şi Liu [115] în cazul spaţiilor Banach complexe
(a se vedea de asemenea [13]).

Corolarul 4.2.7 Dacă fj ∈ S∗γ , j ∈ {1, . . . , n}, γ ∈ [0, 1) şi λj ≥ 0,
∑n

j=1 λj = 1, atunci

F (z) = z

n∏
j=1

(
fj(zj)

zj

)λj
este stelată de ordinul γ pe Bn. Mai mult,

(4.2.3)
1− (1− 2γ)‖z‖

(1 + ‖z‖)2n(1−γ)+1
≤ |JF (z)| ≤ 1 + (1− 2γ)‖z‖

(1− ‖z‖)2n(1−γ)+1
, z ∈ Bn.

Această estimare este exactă.

În continuare formulăm următoarea conjectură (a se vedea [13]).

Conjectură. Dacă f ∈ S∗γ(Bn), γ ∈ [0, 1), atunci relaţia (4.2.3) are loc.

Din Corolarul 4.2.7 obţinem următoarea consecinţă (conform [91], [115, Teorema 5]; a se
vedea de asemenea [13]).

Corolarul 4.2.8 Dacă fj ∈ K, j ∈ {1, . . . , n} şi F este dată de (4.2.2), atunci F ∈ S∗1/2(B
n) şi

(4.2.4)
1

(1 + ‖z‖)n+1
≤ |JF (z)| ≤ 1

(1− ‖z‖)n+1
, z ∈ Bn.

Acest rezultat este exact.
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Observaţia 4.2.9 Corolarul 4.2.8 nu are loc pentru familia K(Bn) (a se vedea de exemplu [44]).
De fapt, nu se cunosc estimări exacte pentru |JF (z)|, F ∈ K(Bn). Discuţii generale despre JF ,
unde F ∈ K(Bn), pot fi găsite în [32] şi [44].

Observaţia 4.2.10 Folosind Propoziţia 4.2.6, Observaţia 4.1.3 şi Definiţia 4.1.4, obţinem că apli-
caţia F dată de (4.2.2) păstrează noţiunile de aproape stelaritate de ordinul α ∈ [0, 1), respectiv
parabolic stelaritate de ordinul ρ ∈ [0, 1) pe Bn (a se vedea [13]).

În continuare prezentăm o altă aplicaţie a Corolarului 4.2.3. Următorul rezultat a fost conside-
rat de Chirilă [13].

Corolarul 4.2.11 Fie g : U → C o funcţie univalentă care verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13 şi
presupunem că 1/g este convexă pe U . Fie pj(ζ) o funcţie olomorfă normată pe U astfel încât

1 +
ζp′′j (ζ)

p′j(ζ)
≺ 1

g (ζ), pentru ζ ∈ U , j = 1, 2, . . . , n. Dacă λj ≥ 0 şi
∑n

j=1 λj = 1, atunci

(4.2.5) F (z) = z
n∏
j=1

(p′j(zj))
λj , z ∈ Bn

este o aplicaţie din S∗g (Bn).

Dacă alegem g(ζ) = 1−ζ
1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1, γ ∈ [0, 1) în Corolarul 4.2.11, deducem următoarea

consecinţă obţinută de Chirilă [13].

Corolarul 4.2.12 Dacă fj ∈ K(γ), j ∈ {1, . . . , n}, γ ∈ [0, 1) şi λj ≥ 0,
∑n

j=1 λj = 1, atunci

F (z) = z
n∏
j=1

(f ′j(zj))
λj

este stelată de ordinul γ pe Bn.

Pe baza Teoremei 4.2.1, obţinem următoarea consecinţă privind aplicaţiile g-spiralate de tipul
α pe Bn. Următorul corolar a fost obţinut de Chirilă [13].

Corolarul 4.2.13 ([13]) Fie g : U → C o funcţie univalentă care verifică condiţiile Definiţiei
2.4.13. De asemenea, fie F (z) = P (z)z, z ∈ Bn, unde P : Bn → C este o funcţie olomorfă

astfel încât P (0) = 1 şi 1 + DP (z)(z)
P (z) 6= 0, z ∈ Bn. Dacă

1+ia
DP (z)(z)
P (z)

1+
DP (z)(z)
P (z)

∈ g(U), z ∈ Bn, atunci

F (z, t) = etP (eiatz)z, z ∈ Bn, t ≥ 0, este g-lanţ Loewner, unde a = tanα şi α ∈ (−π/2, π/2).
Mai mult, F este g-spiralată de tipul α pe Bn.

Considerând g(ζ) = 1−ζ
1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1, γ ∈ [0, 1) în Corolarul 4.2.13, Chirilă [13] a obţinut

următoarea consecinţă.
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Corolarul 4.2.14 Fie F (z) = P (z)z, z ∈ Bn, unde P : Bn → C este o funcţie olomorfă astfel
încât P (0) = 1 şi 1 + DP (z)(z)

P (z) 6= 0, z ∈ Bn. Dacă

Re

 1 + DP (z)(z)
P (z)

1 + iaDP (z)(z)
P (z)

 > γ, z ∈ Bn,

atunci F este spiralată de tipul α şi ordinul γ pe Bn, unde a = tanα, α ∈ (−π/2, π/2) şi
γ ∈ [0, 1).

Pe baza Teoremei 4.2.1, Chirilă [13] a obţinut următoarea consecinţă privind aplicaţiile g-
aproape stelate de ordinul α pe Bn.

Corolarul 4.2.15 ([13]) Fie g : U → C o funcţie univalentă, care verifică condiţiile Definiţiei
2.4.13. De asemenea, fie F (z) = P (z)z, z ∈ Bn, unde P : Bn → C este o funcţie olomorfă

astfel încât P (0) = 1 şi 1 + DP (z)(z)
P (z) 6= 0, z ∈ Bn. Dacă

1+ α
α−1

DP (z)(z)
P (z)

1+
DP (z)(z)
P (z)

∈ g(U), z ∈ Bn,

α ∈ [0, 1), atunci F (z, t) = etP (e
α
α−1

tz)z, z ∈ Bn, t ≥ 0, este g-lanţ Loewner. Mai mult, F este
g-aproape stelată de ordinul α pe Bn.

Dacă considerăm g(ζ) = 1−ζ
1+(1−2γ)ζ , |ζ| < 1, γ ∈ [0, 1) în Corolarul 4.2.15, deducem urmă-

toarea consecinţă obţinută de Chirilă [13].

Corolarul 4.2.16 Fie F (z) = P (z)z, z ∈ Bn, unde P : Bn → C este o funcţie olomorfă astfel
încât P (0) = 1 şi 1 + DP (z)(z)

P (z) 6= 0, z ∈ Bn. Dacă

Re

 1 + DP (z)(z)
P (z)

1 + α
α−1

DP (z)(z)
P (z)

 > γ, z ∈ Bn,

atunci F este aproape stelată de ordinul α şi tipul γ pe Bn, unde γ ∈ [0, 1) şi α ∈ [0, 1).
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Capitolul 5

Puncte extreme şi puncte suport
asociate familiei S0g(Bn)

În acest capitol considerăm puncte extreme şi puncte suport asociate familiei compacte
S0
g (Bn), unde g : U → C este o funcţie univalentă care verifică anumite condiţii naturale. Di-

ferite consecinţe şi aplicaţii vor fi de asemenea prezentate. Vom discuta de asemenea cazul punc-
telor extreme şi punctelor suport asociate operatorilor de extensie care păstrează lanţuri Loewner.
Contribuţii recente în această direcţie au fost obţinute în [18], [41], [83], [84], [106].

În cazul unei variabile complexe, Pell [87] şi Kirwan [61] au demonstrat că dacă f este un
punct extrem (respectiv, f este un punct suport) al familiei S a funcţiilor univalente normate pe
discul unitate U , şi dacă f(z, t) este un lanţ Loewner astfel încât f = f(·, 0), atunci e−tf(·, t) este
un punct extrem pentru S (respectiv, e−tf(·, t) este un punct suport pentru S), oricare ar fi t ≥ 0.

O foarte bună discuţie privind probleme extremale asociate diferitelor subclase compacte de
funcţii unvalente pe discul unitate U pot fi găsite în [50], [97], [104].

O generalizare a rezultatelor lui Pell şi Kirwan la mai multe variabile complexe a fost obţinută
de Graham, Kohr şi Pfaltzgraff [48], în cazul familiei compacte Φn(S), unde Φn este operatorul de
extensie Roper-Suffridge. Graham, Hamada, Kohr şi Kohr [41] şi Schleissinger [106] au obţinut
generalizări ale rezultatelor precedente în cazul aplicaţiilor care admit reprezentare parametrică
pe Bn. Muir şi Suffridge [84] au considerat diferite caracterizări ale punctelor extreme pentru
aplicaţii convexe pe Bn. Pe de altă parte, Muir [83] a considerat puncte extreme şi puncte suport
pentru subclase compacte asociate unei familii generale de operatori de extensie.

În acest capitol considerăm versiunea n-dimensională a rezultatelor lui Pell [87] şi Kirwan
[61] în cazul familiei S0

g (Bn).
Acest capitol conţine rezultate originale obţinute în [18] şi [17].

59
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5.1 Rezultate preliminare

Începem această secţiune prin a reaminti noţiunile de puncte extreme şi puncte suport pentru
submulţimi compacte ale lui H(Bn), unde Bn este bila unitate Euclidiană în Cn.

Definiţia 5.1.1 (vezi de exemplu [50]) Fie F o submulţime a lui H(Bn).

(i) Un punct f ∈ F se numeşte punct extrem al luiF dacă f = tg+(1−t)h, oricare ar fi t ∈ (0, 1),
g, h ∈ F , implică faptul că f = g = h. Cu alte cuvinte, f ∈ F este un punct extrem al lui F dacă
f nu poate fi scris ca şi o combinaţie convexă proprie a două puncte din F .

(ii) Un punct g ∈ F se numeşte punct suport al lui F dacă există o funcţională liniară şi continuă
L : H(Bn)→ C astfel încât ReL|F nu este constantă şi ReL(g) = maxh∈F ReL(h).

Notăm prin exF şi suppF submulţimile luiF formate din puncte extreme ale luiF , respectiv
puncte suport ale lui F .

Observaţia 5.1.2 Pell [87] şi Kirwan [61] au demonstrat că dacă f este un punct extrem al lui
S (respectiv, f este un punct suport al lui S) şi dacă f(z, t) este un lanţ Loewner astfel încât
f = f(·, 0), atunci e−tf(·, t) este un punct extrem al lui S (respectiv, e−tf(·, t) este un punct
suport al lui S), oricare ar fi t ≥ 0.

Graham, Kohr şi Pfaltzgraff [48] au studiat puncte extreme şi puncte suport pentru familii de
aplicaţii univalente pe Bn construite folosind operatorul de extensie Roper-Suffridge.

Graham, Hamada, Kohr şi Kohr [41] au demonstrat următorul rezultat privind puncte extreme
pentru familia compactă S0(Bn). În cazul unei variabile complexe, următorul rezultat a fost obţi-
nut de Pell [87] şi Kirwan [61], deoarece S0(B1) = S.

Teorema 5.1.3 Fie f ∈ exS0(Bn) şi f(z, t) un lanţ Loewner astfel încât f = f(·, 0) şi
{e−tf(·, t)}t≥0 este o familie normală pe Bn. Atunci e−tf(·, t) ∈ exS0(Bn), pentru t ≥ 0.

Graham, Hamada, Kohr şi Kohr [41] au obţinut următorul rezultat privind puncte suport pentru
familia S0(Bn). În cazul unei variabile complexe, a se vedea [61] şi [87]. Schleissinger [106] a
demonstrat că Teorema 5.1.4 are loc oricare ar fi t ≥ 0.

Teorema 5.1.4 Fie f ∈ suppS0(Bn) şi fie f(z, t) un lanţ Loewner astfel încât f = f(·, 0)
şi {e−tf(·, t)}t≥0 este o familie normală pe Bn. Atunci există t0 > 0 astfel încât e−tf(·, t) ∈
suppS0(Bn), pentru 0 ≤ t < t0.

Graham, Hamada, Kohr şi Kohr [41] au demonstrat rezultate similare pentru aplicaţii din
S0(Bn) care sunt mărginite în normă de o constantă fixă. Ei au considerat de asemenea puncte
extreme şi puncte suport pentru aplicaţii biolomorfe pe Bn generate folosind operatori de extensie
care păstrează lanţuri Loewner. Pe de altă parte, Muir [83] a considerat puncte extreme şi puncte
suport pentru familii compacte generate de o clasă generală de operatori de extensie.
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În acest capitol obţinem diferite rezultate privind puncte extreme şi puncte suport pentru fami-
lia S0

g (Bn), unde g verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13. Observăm că S0
g (Bn) este o submulţime

compactă a lui H(Bn), deoarece S0
g (Bn) este o familie local uniform mărginită (a se vedea [38,

Corolarul 2.3]). De asemenea, S0
g (Bn) ⊆ S0(Bn), deoarece S0

g (Bn) ⊆ S0(Bn) şi S0(Bn) este o
submulţime compactă, şi deci închisă a lui S(Bn) (a se vedea [47]).

Diferite aplicaţii şi consecinţe vor fi obţinute. Vom considera de asemenea puncte extreme şi
puncte suport asociate operatorilor de extensie care păstrează lanţuri Loewner. În particular, vom
considera puncte extreme şi puncte suport pentru familia compactă Ψn(S0

g (Bn)), unde Ψn este
operatorul de extensie Pfaltzgraff-Suffridge dat de (3.1.4).

Acest capitol conţine rezultate originale obţinute de Chirilă, Hamada şi Kohr [18] şi Chirilă
[17].

5.2 Puncte extreme asociate familiei S0
g(B

n)

În continuare considerăm puncte extreme asociate familiei compacte S0
g (Bn). Pentru început,

prezentăm următorul rezultat (conform [41], pentru g(ζ) = (1 − ζ)/(1 + ζ), |ζ| < 1). Acest
rezultat a fost obţinut de Chirilă, Hamada şi Kohr [18].

Lema 5.2.1 ([18]) Fie g : U → C o funcţie univalentă, care verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13.
Fie f ∈ S0

g (Bn) şi fie f(z, t) un g-lanţ Loewner astfel încât f = f(·, 0). De asemenea, fie
vs,t(z) = v(z, s, t) aplicaţia de tranziţie asociată lui f(z, t) şi fie vt(z) = v(z, t) = v0,t(z),
pentru z ∈ Bn şi t ≥ 0. Dacă r ∈ S0

g (Bn), atunci etr(v(·, t)) ∈ S0
g (Bn), pentru t ≥ 0.

În continuare prezentăm următorul rezultat privind puncte extreme pentru familia compactă
S0
g (Bn). Dacă g(ζ) = 1−ζ

1+ζ , |ζ| < 1, acest rezultat a fost obţinut de Graham, Hamada, Kohr
şi Kohr [41, Teorema 2.1] (conform [61] şi [87], în cazul n = 1). Teorema 5.2.2 a fost recent
obţinută de Chirilă, Hamada şi Kohr [18].

Teorema 5.2.2 ([18]) Fie g : U → C o funcţie univalentă, care verifică condiţiile Definiţiei
2.4.13. Fie f ∈ exS0

g (Bn). Atunci există un lanţ Loewner f(z, t) astfel încât {e−tf(·, t)}t≥0 este
o familie local uniform mărginită, f = f(·, 0), şi e−tf(·, t) ∈ exS0

g (Bn), pentru t ≥ 0.

Încheiem această secţiune cu următorul rezultat, care reprezintă generalizarea [41, Propoziţia
2.2] în cazul aplicaţiilor cu g-reprezentare parametrică pe Bn.

Propoziţia 5.2.3 ([18]) Fie g : U → C o funcţie univalentă, care verifică condiţiile Defini-
ţiei 2.4.13. De asemenea, fie f ∈ S0

g (Bn). Atunci există un lanţ Loewner f(z, t) astfel încât
{e−tf(·, t)}t≥0 este o familie local uniform mărginită, f = f(·, 0), e−tf(·, t) ∈ S0

g (Bn) şi
etv(·, t) ∈ S0

g (Bn) \ exS0
g (Bn), pentru t ≥ 0, unde vs,t(z) = v(z, s, t) este aplicaţia de tranziţie

asociată lui f(z, t) şi vt(z) = v(z, t) = v(z, 0, t), pentru z ∈ Bn şi t ≥ 0. În particular, aplicaţia
identică idBn nu este punct extrem al lui S0

g (Bn).
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5.3 Puncte suport asociate familiei S0
g(B

n)

În această secţiune considerăm puncte suport asociate familiei compacte S0
g (Bn), unde g :

U → C este o funcţie univalentă pe discul unitate U care verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13.
Pentru început, vom prezenta următorul rezultat privind puncte suport asociate familiei

S0
g (Bn). Acest rezultat a fost obţinut de Graham, Hamada, Kohr şi Kohr [41, Teorema 2.5], în

cazul g(ζ) = 1−ζ
1+ζ , |ζ| < 1 (conform [48, Teorema 3.3]). Schleissinger [106] a demonstrat că

următorul rezultat are loc pentru orice t ∈ [0,∞), în cazul g(ζ) = 1−ζ
1+ζ , |ζ| < 1. Teorema 5.3.1 a

fost obţinută de Chirilă, Hamada şi Kohr [18], şi reprezintă o generalizare la mai multe variabile a
unui rezultat obţinut de Pell [87] şi Kirwan [61].

Teorema 5.3.1 ([18]) Fie g : U → C o funcţie univalentă care verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13.
De asemenea, fie f ∈ suppS0

g (Bn). Atunci există un lanţ Loewner f(z, t) şi t0 > 0 astfel încât
{e−tf(·, t)}t≥0 este o familie local uniform mărginită, f = f(·, 0), şi e−tf(·, t) ∈ suppS0

g (Bn),
pentru 0 ≤ t < t0.

Observaţia 5.3.2 Într-o lucrare viitoare [18], vom demonstra că aplicaţia etv(·, t) nu este un punct
suport al familiei S0

g (Bn), pentru t ≥ 0. Aşadar concluzia Teoremei 5.3.1 va fi e−tf(·, t) ∈
suppS0

g (Bn), pentru t ≥ 0.

Prezentăm de asemenea o generalizare la cazul n-dimensional a unui principiu extremal ob-
ţinut de Kirwan şi Schober [62] (a se vedea de asemenea [104]). În cazul g(ζ) = 1−ζ

1+ζ , |ζ| < 1,
acest rezultat a fost obţinut de Graham, Hamada, Kohr şi Kohr [41].

Teorema 5.3.3 ([18]) Fie g : U → C o funcţie univalentă, care verifică condiţiile Definiţiei
2.4.13. Fie λ : S0

g (Bn) → R o funcţională reală continuă. Presupunem că f ∈ S0
g (Bn) rea-

lizează maximul pentru λ peste mulţimea S0
g (Bn). Atunci există un lanţ Loewner f(z, t) astfel

încât {e−tf(·, t)}t≥0 este o familie local uniform mărginită, f = f(·, 0), şi e−tf(·, t) ∈ S0
g (Bn)

realizează maximul pentru funcţionala asociată λt : S0
g (Bn)→ R definită prin

(5.3.1) λt(r) = λ(etr ◦ vt), r ∈ S0
g (Bn), t ≥ 0.

Aici vt = v0,t şi vs,t = v(·, s, t) reprezintă aplicaţia de tranziţie asociată lui f(z, t).

Următorul rezultat de compactitate de interes independent a fost util în demonstraţia Corola-
rului 5.3.5 (a se vedea [18]).

Lema 5.3.4 ([18]) Fie g : U → C o funcţie univalentă, care verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13.
Atunci familia S∗g (Bn) este compactă.

Dacă f ∈ S∗g (Bn) realizează maximul pentru o funcţională reală continuă λ peste mulţimea
S0
g (Bn), atunci obţinem următoarea consecinţă a Teoremei 5.3.3.



5.4. Puncte extreme şi puncte suport asociate operatorilor de extensie 63

Corolarul 5.3.5 ([18]) Fie g : U → C o funcţie univalentă care verifică condiţiile Definiţiei
2.4.13. Fie λ : S0

g (Bn)→ R o funcţională reală continuă. Dacă f ∈ S∗g (Bn) realizează maximul
pentru λ peste mulţimea S0

g (Bn), atunci f realizează maximul pentru funcţionala asociată λt dată
de (5.3.1), şi λ(f) = λt(f), pentru t ≥ 0.

5.4 Puncte extreme şi puncte suport asociate operatorilor de extensie

În această secţiune continuăm cercetările din [41] şi [48], şi arătăm că dacă g : U → C
este o funcţie univalentă, care verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13, şi dacă Φ : LSn(Bn) →
LSn+1(B

n+1) este un operator de extensie care păstrează lanţuri Loewner (a se vedea Defini-
ţia 3.1.17), atunci putem considera familia compactă Φ(S0

g (Bn)). Vom considera puncte extreme
şi puncte suport asociate acestei familii. În particular, vom considera puncte extreme şi puncte
suport asociate familiei compacte Ψn(S0

g (Bn)), unde Ψn este operatorul de extensie Pfaltzgraff-
Suffridge dat de (3.1.4).

Graham, Hamada, Kohr şi Kohr [41] (conform Muir [83]) au demonstrat următorul rezultat,
prin care obţinem exemple concrete de puncte extreme şi puncte suport asociate familiei compacte
Φ(S0

g (Bn)).

Lema 5.4.1 Dacă Φ : LSn(Bn)→ LSn+1(B
n+1) este un operator de extensie şi F ⊆ LSn(Bn)

este o mulţime compactă nevidă, atunci Φ(exF) ⊆ ex Φ(F) şi Φ(suppF) ⊆ supp Φ(F).

Pe baza Lemei 5.4.1, obţinem că (a se vedea [18]; conform [83] şi [41])

(5.4.1) Φ(exS0
g (Bn)) ⊆ ex Φ(S0

g (Bn)) şi Φ(suppS0
g (Bn)) ⊆ supp Φ(S0

g (Bn)).

Următorul rezultat obţinut de Chirilă, Hamada şi Kohr [18] este o consecinţă directă a relaţiei
(5.4.1) şi Teoremei 5.2.2. În cazul g(ζ) = 1−ζ

1+ζ , |ζ| < 1, acest rezultat a fost obţinut de Graham,
Kohr şi Pfaltzgraff [48].

Lema 5.4.2 ([18]) Fie g : U → C o funcţie univalentă care verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13.
De asemenea, fie Φ : LSn(Bn) → LSn+1(B

n+1) un operator de extensie care păstrează lanţuri
Loewner. Fie f ∈ exS0

g (Bn). De asemenea, fie f(z′, t) un lanţ Loewner care verifică condiţiile
Teoremei 5.2.2, şi fie F (z, t) lanţul Loewner dat de (3.1.5). Atunci e−tF (·, t) ∈ ex Φ(S0

g (Bn)),
pentru t ≥ 0.

În continuare, prezentăm următoarea generalizare a [48, Teorema 3.1] în cazul punctelor ex-
treme asociate familiei compacte Ψn(S0

g (Bn)), unde Ψn este operatorul de extensie Pfaltzgraff-
Suffridge dat de (3.1.4). Următoarea teoremă a fost obţinută de Chirilă, Hamada şi Kohr [18].
Dacă n = 1 şi g(ζ) = 1−ζ

1+ζ , |ζ| < 1, acest rezultat a fost obţinut de Graham, Kohr şi Pfaltzgraff
[48].

Teorema 5.4.3 ([18]) Fie g : U → C o funcţie univalentă care verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13.
Fie f ∈ S0

g (Bn) şi fie F = Ψn(f). Presupunem că F ∈ ex Ψn(S0
g (Bn)). Atunci există un lanţ
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Loewner F (z, t) : Bn+1×[0,∞)→ Cn+1 astfel încât F = F (·, 0), {e−tF (·, t)}t≥0 este o familie
normală pe Bn+1, şi e−tF (·, t) ∈ ex Ψn(S0

g (Bn)), pentru t ≥ 0.

Observăm că Teorema 5.4.3 poate fi generalizată în cazul operatorului de extensie Ψn,α dat de
(3.5.1). Mai mult, un rezultat similar are loc pentru operatorul de extensie Φn,α,β dat de (3.1.3) (a
se vedea [17]).

În cazul punctelor suport asociate familiei S0
g (Bn), are loc următorul rezultat analog Lemei

5.4.2 (a se vedea [18]).

Lema 5.4.4 ([18]) Fie g : U → C o funcţie univalentă care verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13.
De asemenea, fie Φ : LSn(Bn) → LSn+1(B

n+1) un operator de extensie care păstrează lanţuri
Loewner. Fie f ∈ suppS0

g (Bn). De asemenea, fie f(z′, t) un lanţ Loewner care verifică condiţiile
Teoremei 5.3.1, şi fie F (z, t) lanţul Loewner dat de (3.1.5). Atunci există t0 > 0 astfel încât
e−tF (·, t) ∈ supp Φ(S0

g (Bn)), pentru 0 ≤ t < t0.

În continuare discutăm cazul punctelor suport asociate familiei compacte Ψn(S0
g (Bn)) (a se

vedea [18]). Dacă n = 1 şi g(ζ) = 1−ζ
1+ζ , |ζ| < 1, acest rezultat a fost obţinut de Graham, Kohr şi

Pfaltzgraff [48]. Observăm că dacă g(ζ) = 1−ζ
1+ζ şi operatorul Ψn se înlocuieşte cu operatorul de

extensie Roper-Suffridge Φn, atunci Teorema 5.4.5 are loc oricare ar fi t ∈ [0,∞), pe baza unui
rezultat obţinut de Schleissinger [106].

Teorema 5.4.5 ([18]) Fie g : U → C o funcţie univalentă care verifică condiţiile Definiţiei 2.4.13.
Fie f ∈ S0

g (Bn) şi fie F = Ψn(f). Presupunem că F ∈ supp Ψn(S0
g (Bn)). Atunci există un lanţ

Loewner F (z, t) : Bn+1 × [0,∞) → Cn+1 şi t0 > 0 astfel încât F = F (·, 0), {e−tF (·, t)}t≥0
este o familie normală pe Bn+1, şi e−tF (·, t) ∈ supp Ψn(S0

g (Bn)), pentru 0 ≤ t < t0.

Observaţia 5.4.6 Ar fi interesant de văzut dacă rezultatele conţinute în Teorema 5.4.5 rămân ade-
vărate, oricare ar fi t ≥ 0. Acesta reprezintă un punct de plecare pentru cercetări ulterioare.

Observaţia 5.4.7 Ar fi interesant de studiat puncte extreme şi puncte suport pentru aplicaţii măr-
ginite din familia S0

g (Bn), unde g : U → C este o funcţie univalentă, care verifică condiţiile
Definiţiei 2.4.13. Acesta reprezintă un alt punct de plecare pentru cercetări ulterioare. Rezultate
recente în această direcţie au fost obţinute în [41], pentru g(ζ) = 1−ζ

1+ζ , |ζ| < 1 (a se vedea [104] şi
[97] în cazul n = 1).
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