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Introducere

Aplicarea teoriei punctului �x este important¼a în multe domenii: în matematic¼a, statistic¼a,
chimie, biologie, informatic¼a, inginerie şi în economie privind problemele legate de teoria
aproxim¼arii, teoria potenţialului, teoria jocului, economie matematic¼a, teoria ecua̧tiilor
diferenţiale, teoria ecuaţiilor integrale, teoria ecuaţiilor matriciale etc. (a se vedea K. C.
Border [20], A. Cataldo, E. A. Lee, X. Liu, E. D. Matsikoudis, H. Zheng [24], Y. Guo [52],
A. Hyvärinen [59], A. Noumsi, S. Derrien, P. Quinton [89], A. Yantir şi S. Gulsan Topal
[161]). Teoremele de punct �x sunt folosite pentru a demonstra existenţa diverselor tipuri
de echilibru Nash ( K. C. Border [20]) în economie, dar şi pentru a demonstra existenţa
soluţiilor slab periodice pentru un model care descrie c¼aldura electric¼a a unui conductor
considerând şi efectul Joule-Thomson (a se vedea M. Badii [12]).

Principiul clasic al lui Banach este surprinz¼ator prin simplitatea sa şi este probabil cel
mai aplicat aplicat principiu în toata analiza matematic¼a. Aceasta se întampl¼a, deoarece
condi̧tia de contraçtie asupra operatorului este uşor de veri�cat şi cere doar structura unui
spaţiu metric complet (a se vedea S. Banach [11]). Diverşi matematicieni s-au ocupat
de dezvoltarea şi generalizarea acestui principiu (a se vedea A. M. Ostrowski [96], M. A.
Krasnoselskii, P. P. Zabreiko [74], J. Jachymski [61], E. Rakotch [117], D. W. Boyd şi
J. S. W. Wong [21], J. Matkowski [81], F. E. Browder [22], A. Meir şi E. Keeler [82], M.
Geraghty [47], J. Jachymski [62], A. D. Arvanitakis [8], C. Mongkolkeha, W. Sintunavarat,
P. Kumam [84], W. Sintunavarat, P. Kumam [144], W. Sintunavarat, P. Kumam [143]).
Principiul clasic al lui Banach este foarte utilizat în analiza neliniar¼a, având multe aplicaţii
la ecuaţiile operatoriale, teoria fractalilor, teoria optimiz¼arii şi alte domenii.

A. C. M. Ran şi M. C. B. Reurings au studiat în [118] existenţa punctelor �xe ale
unor operatori neliniari care satisfac condi̧tia de contraçtie în spa̧tii metrice ordonate şi
au prezentat cateva aplicaţii la ecuaţiile matriciale. Ulterior, numeroşi autori au studiat
problema existenţei şi unicit¼atii punctului �x, al unui operator care satisface condi̧tia de
contraçtie pe muļtimi ordonate ( R. P. Agarwal, M. A. El-Gebeily şi D. O�Regan [4], L.
Ćiríc, M. Cakíc, J. S.Rajovíc şi J. S. Ume [34], H. K. Nashine, B. Samet, C. Vetro [86], J.
J. Nieto şi R. R. López [87], [88], Y. J. Cho, R. Saadati şi S. Wang [26], E. Graily, S. M.
Vaezpour, R. Saadati, Y. J. Cho [50], W. Sintunavarat, Y. J. Cho şi P. Kumam [145]).

Existenţa punctelor �xe, ale unor operatori multivoci de tip contraçtie a fost studiat¼a
de c¼atre muļti autori, utilizând condi̧tii diferite, în urmatoarele lucr¼ari: N. L. Ćiríc [32],
[33], N. Mizoguchi, W. Takahashi [83], B. E. Rhoades [125]. În 1969, S. B. Nadler [85] a
extins pricipiul lui Banach de la cazul operatorilor univoci la cel al operatorilor multivoci.

Teorema lui Nadler a fost modi�cat¼a şi generalizat¼a de c¼atre muļti autori în teoria
punctului �x. Aceste generaliz¼ari au sl¼abit condi̧tia de contraçtie asupra operatorului,
dar s-au ad¼augat condi̧tii suplimentare, ca de exemplu operatorul s¼a ia valori compacte.
Pentru rezultate de punct �x în cazul operatorilor multivoci de tip contraçtie generalizat¼a,
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a se vedea Reich [120], L. Ćiríc [32], V. M Sehgal şi R. E. Smithson [142] si N. Mizoguchi,
W. Takahashi [83].

Y. Feng şi S. Liu au de�nit în Y. Feng şi S. Liu [42] un alt tip de contractivitate
pentru operatori multivoci, care concentreaz¼a condi̧tiile asupra unor orbite ale operatorului
considerat. Cel mai important rezultat de punct �x prezentat în Y. Feng şi S. Liu [42]
este o generalizare a teoremei lui Nadler. Y. Feng si S. Liu au obţinut teoreme de punct
�x şi pentru operatori multivoci de tip Caristi.

În 2007, D. Klim şi D. Wardowski [72] inspiraţi de rezultatele obţinute de c¼atre
Mizoguchi-Takahashi şi Feng-Liu au obţinut o generalizare a rezultatelor de punct �x
prezentate anterior de c¼atre Y. Feng şi S. Liu [42], N. Mizoguchi, W. Takahashi [83] şi S.
Reich [120].

O. Kada, T. Suzuki şi W. Takahashi [64] au introdus în 1996 conceptul de !-distanţ¼a
pe un spaţiu metric şi folosind aceast¼a noţiune au obţinut o dezvoltare a teoremei de
optimizare neconvex¼a a lui Takahashi şi generaliz¼ari ale teoremei de punct �x a lui J.
Caristi si principiului variaţional al lui I. Ekeland. Ei au obţinut de asemenea, teoreme de
punct �x pentru operatori univoci de tip (!-) contractiv.

În 2009 J. G. Falset, L. Guran şi E. Llorens-Fuster [41] au obţinut o generalizare a
rezultatelor de punct �x prezentate de c¼atre D. Klim şi D. Wardowski (Theorem 2.1 [72]),
pentru operatori univoci de tip contraçtie în spatii metrice complete, folosind conceptul
de !-distanţ¼a.

Unul dintre obiectivele noastre este obţinerea rezultatelor de punct �x pentru operatori
multivoci în spa̧tii con-metrice pentru a generaliza rezultatele obţinute de c¼atre J. G.
Falset, L. Guran şi E. Llorens-Fuster [41]. În urmatoarele paragrafe vom prezenta câteva
aspecte importante privind spaţiile con-metrice.

În 1905, M. Fréchet [44], [45] a introdus conceptul de spaţiu metric. În 1934, studentul
s¼au D. Kurepa [76] a prezentat o noţiune de spaţiu metric, mai abstract¼a, în care metrica
ia valori într-un spaţiu vectorial ordonat. În literatura de specialitate, spaţiile metrice
înzestrate cu metrica vectorial¼a sunt cunoscute sub diverse denumiri: spaţii pseudometrice
D. Kurepa [76], L. Collatz [35], K-spaţii metrice J. Eisenfeld [39], P. P. Zabrejko [162],
I. A. Rus, A. Petruşel, M. A. Şerban [134], spaţii metrice generalizate B. Rzepecki [137],
spaţii metrice în care metrica ia valori vectoriale I. D. Arandelovíc, D. J. Keµckíc [7], spa̧tii
metrice în care metrica ia valori într-un con K. J. Chung [30], [31], spaţii con-metrice L.
G. Huang, X. Zhang [58], S. Jankovíc, Z. Kadelburg şi S. Radenovíc [63].

Spaţiile con-metrice şi spaţiile con-metrice normate au aplicaţii multiple în analiza
numeric¼a şi teoria punctului �x. Câteva dintre aplicaţiile spaţiilor con-metrice au fost
prezentate în lucr¼arile lui L. Collatz [35] şi P. P. Zabrejko [162]. J. Schröder [140], [141] a
fost primul care a ar¼atat importanţa spaţiilor metrice generalizate în analiza numeric¼a.

Începând cu anul 2007, muļti autori au studiat spaţiile con-metrice peste spaţii Banach,
obţinând teoreme de punct �x (a se vedea L. G. Huang, X. Zhang [58], S. Rezapour, R.
Hamlbarani [124], D. Wardowski [160], H. K. Pathak, N. Shahzad [97], I. Şahin, M. Telsi
[150], A. Amini-Harandi, M. Fakhar [6], A. Sönmez [149], A. Latif, F. Y. Shaddad [78],
D. Turkoglu, M. Abuloha [154], M. A. Khamsi [69], S. Radenovíc, Z. Kadelburg [116], M.
Khani, M. Pourmahdian [71], M. Asadi, S. M. Vaezpour, H. Soleimani [9] etc.).

Principiul clasic al lui Banach a fost extins pentru cazul contraçtiilor univoce în spaţii
metrice vectoriale de c¼atre A. I. Perov [98], A. I. Perov şi A.V. Kibenko [99] şi J. Ortega
şi W. Rheinboldt [95]. Alte contribuţii privind acest aspect au fost prezentate în lucr¼arile
lui A. Bucur, L. Guran şi A. Petruşel [23], R.P. Agarwal [3], A. D. Filip şi A. Petruşel
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[43], D. O�Regan, N. Shahzad, R. P. Agarwal [94], R. Precup, A. Viorel [112], R. Precup,
A. Viorel [113], R. Precup [111], etc. Cazul contraçtiilor multivoce în spaţii vectoriale a
fost abordat de c¼atre A. Petruşel [104], I. R. Petre, A. Petruşel [101], Sh. Rezapour, P.
Amiri [123], etc.

În studiul punctului �x al unui operator, este mai constructiv în unele cazuri s¼a con-
sider¼am un concept mai general, şi anume conceptul de punct �x cuplat. Acest concept
de punct �x cuplat pentru operatori neliniari a fost introdus şi studiat de c¼atre Opoitsev (
V.I. Opoitsev [90]-[92]) şi mai târziu în 1987, de c¼atre D. Guo şi V. Lakshmikantham [53]
în conexiune cu cvasisoluţiile cuplate ale unei probleme cu condi̧tii ini̧tiale pentru ecua̧tii
diferenţiale ordinare.

O nou¼a direçtie de cercetare a fost introdus¼a de c¼atre T. Gnana Bhaskar şi V. Laksh-
mikantham în [48] şi V. Lakshmikantham and L. Ćiríc în [77]. În [48] T. Gnana Bhaskar
şi V. Lakshmikantham au prezentat noţiunea de operator care are proprietatea de mixt-
monotonie. Ei au obţinut rezultate de punct �x cuplat pentru operatori care satisfac
proprietatea de mixt-monotonie şi au prezentat ca şi aplicaţie, o teorema de existenţ¼a şi
unicitate a soluţiei unei probleme cu condi̧tii periodice la limit¼a. Abordarea lor se bazeaz¼a
pe condi̧tii de tip contraçtie impuse asupra operatorului.

În ultimele decenii problema punctului �x cuplat a atras interesul multor matemati-
cieni, deoarece aceasta are un rol important în studiul ecua̧tiilor diferenţiale neliniare,
ecuaţii integrale neliniare şi incluziuni diferenţiale. Alte rezultate privind teoria punctului
�x cuplat se pot g¼asi în lucr¼arile lui T. Gnana Bhaskar şi V. Lakshmikantham [48], D.
Guo, Y. J. Cho şi J. Zhu [54], S. Hong [57], V. Lakshmikantham şi L. Ćiríc [77], M. D. Rus
[135], V. Berinde [14], M. Berzig [17], W. Sintunavarat, P. Kumam şi Y. J. Cho [147], M.
Abbas, W. Sintunavarat, P. Kumam [2], Y. J. Cho, G. He, N. J. Huang [25], Y. J. Cho, M.
H. Shah, N. Hussain [27], Y. J. Cho, B. E. Rhoades, R. Saadati, B. Samet, W. Shantawi
[28], M. E. Gordji, Y. J. Cho, H. Baghani [49], B. Samet, C. Vetro [139], W. Sintunavarat,
Y. J. Cho şi P. Kumam [146], W. Sintunavarat, A. Petruşel, P. Kumam [148], B. Samet
[138].

În aceast¼a lucrare prezent¼am un studiu detaliat şi unitar privind existenţa, unicitatea,
dependenţa de date, stabilitatea punctului �x şi punctului �x cuplat pentru operatori
univoci şi multivoci considerând propriet¼aţile de mixt-monotonie şi de umbrire la limit¼a.
Acest studiu este suştinut şi de prezentarea unor aplicaţii.

Aceast¼a lucrare este împ¼aŗtit¼a în patru capitole, �ecare capitol conţinând câteva seçti-
uni.

Capitolul 1: Preliminarii
În acest capitol scopul este de a puncta noţiunile de baz¼a pe care le vom folosi în

urmatoarele capitole ale acestei lucr¼ari şi care ne permit s¼a prezent¼am rezultatele acestui
studiu. Acest capitol conţine urmatoarele seçtiuni:

În prima seçtiune introducem conceptele de spaţiu metric vectorial şi matrici con-
vergente la zero.

În a doua seçtiune amintim câteva din teoremele de baz¼a în teoria punctului �x
pentru operatori univoci şi multivoci.

În cea de-a treia seçtiune prezent¼am câteva probleme deschise privind punctele �xe
şi punctele �xe stricte.

Cea de-a patra seçtiune cuprinde lema clasic¼a a lui Cauchy şi o generalizare a ace-
steia.

Capitolul 2: Teoreme de punct �x în spa̧tii metrice generalizate
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În acest capitol prezent¼am câteva rezultate de punct �x pentru operatori univoci şi
multivoci în spaţii metrice cu metrica luând valori vectoriale şi în spaţii con-metrice.
Studiul nostru se bazeaz¼a pe teorema de punct �x al lui Perov în spaţii metrice vectoriale.
În continuare am investigat stabilitatea Ulam-Hyers şi proprietatea de umbrire la limit¼a a
problemei de punct �x. Acest capitol cuprinde trei seçtiuni.

În prima seçtiune prezent¼am câteva rezultate de existenţ¼a, unicitate şi stabilitate
pentru problema de punct �x în cazul operatorilor univoci în Rm+ spaţii metrice generali-
zate.

Contribuţiile proprii în aceast¼a seçtiune sunt urm¼atoarele rezultate: Teorema 2.1.1 este
o extensie a teoremei lui Perov şi dezvolt¼a în acelaşi timp câteva rezultate prezentate de
c¼atre V. Berinde [13], S. Reich [119] şi G. E. Hardy, T. D. Rogers [55]; Teorema 2.1.2 este
un rezultat privind stabilitatea Ulam-Hyers a unei ecuaţii de punct �x.

Rezultatele prezentate în aceast¼a seçtiune sunt incluse în urmatoarele lucr¼ari: A.
Petruşel, G. Petruşel şi C. Urs [108], A. Petruşel, C. Urs şi O. Mleşni̧te [109].

În cea de-a doua seçtiune am obţinut rezultate de existenţ¼a şi stabilitate pentru o
problem¼a de punct �x în cazul operatorilor multivoci în Rm+ spaţii metrice generalizate.
Proprietatea de umbrire este de asemenea studiat¼a.

Rezulatele proprii în aceast¼a seçtiune sunt urm¼atoarele: Teorema 2.2.1 este o extensie
a teoremei lui Nadler de punct �x într-un spaţiu metric vectorial, reprezint¼a o versiune
multivoc¼a a Teoremei 2.1.1, care a fost prezentat¼a în prima seçtiune a acestui capitol şi este
de asemenea o generalizare a unor rezultate prezentate de c¼atre M. Berinde, V. Berinde
[15]; Teorema 2.2.4 este un rezultat privind stabilitatea Ulam-Hyers a unei incluziuni de
punct �x şi proprietatea de umbrire la limit¼a a unei contraçtii multivoce; Teorema 2.2.5
reprezint¼a un rezultat referitor la stabilitatea Ulam-Hyers a unei incluziuni de punct �x
pentru un operator multivoc.

Rezultatele prezentate în aceast¼a seçtiune sunt cuprinse în urm¼atoarele lucr¼ari: A.
Petruşel, G. Petruşel şi C. Urs [108] şi A. Petruşel, C. Urs şi O. Mleşni̧te [109].

În cea de-a treia seçtiune am obţinut un rezultat de punct �x pentru un operator
multivoc, folosind conceptul de c-distanţ¼a în spa̧tii con-metrice. Conceptul de c-distanţ¼a
a fost introdus de c¼atre Y. J. Cho, R. Saadati şi S. Wang [26], şi reprezint¼a o generalizare
a !-distanţei, introdus¼a de O. Kada, T. Suzuki şi W. Takahashi [64].

Cea mai important¼a contribuţie proprie în aceast¼a seçtiune este Teorema 2.3.8, care
reprezint¼a un rezultat de punct �x pentru operatori multivoci în spaţii con-metrice înze-
strate cu o c-distanţ¼a. Aceast¼a teorem¼a este o generalizare a Teoremei 3.3 prezentat¼a de
c¼atre J. G. Falset, L. Guran şi E. Llorens-Fuster în [41].

Rezultatul pe care l-am obţinut în spa̧tii con-metrice este cuprins în urmatoarea lucrare
E. Llorens-Fuster, C. Urs [79].

Capitolul 3: Teoreme de punct �x cuplat
În acest capitol prezint cateva rezultate de existenţ¼a, unicitate şi stabilitate a punctului

�x cuplat pentru o pereche de operatori univoci şi multivoci de tip contraçtie în spa̧tii
metrice complete. Abordarea noastr¼a se bazeaz¼a pe teorema de punct �x a lui Perov
pentru contraçtii în spaţii metrice vectoriale. Acest capitol este structurat pe trei seçtiuni.

În prima seçtiune prezent¼am un rezultat de existenţ¼a, unicitate, dependenţ¼a de date
şi stabilitate Ulam-Hyers a punctului �x cuplat pentru o pereche de operatori univoci de
tip contraçtie în spaţii metrice vectoriale.

Contribuţia proprie în aceast¼a seçtiune este Teorema 3.1.2, reprezentând un rezultat de
existenţ¼a, unicitate, dependenţ¼a de date şi stabilitate Ulam-Hyers a unui punct �x cuplat
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pentru o pereche de operatori univoci.
Acest rezultat este inclus în lucrarea C. Urs [155].
În cea de-a doua seçtiune prezint câteva rezultate în contextul spaţiilor metrice

ordonate pentru problema de punct �x cuplat a unor operatori care au proprietatea de
mixt-monotonie.

Contribuţia proprie în aceast¼a sectiune este Teorema 3.2.2, o teorem¼a de tipul Gnana
Bhaskar-Lakshmikantham pentru problema de punct �x cuplat al unei perechi de operatori
univoci, care satisfac proprietea de mixt-monotonie.

Rezultatul obţinut în aceast¼a seçtiune este inclus în lucrarea A. Petruşel, G. Petruşel
şi C. Urs [108].

În cea de-a treia seçtiune am investigat existenţa, unicitatea, dependenţa de date şi
stabilitatea Ulam-Hyers a punctului �x cuplat pentru o pereche de operatori multivoci în
spaţii metrice vectoriale.

Contribuţiile proprii în aceast¼a seçtiune sunt urm¼atoarele: Teorema 3.3.3, un rezultat
de stabilitate Ulam-Hyers a unei incluziuni de punct �x pentru un operator multivoc cu va-
lori proximinale într-un spaţiu metric generalizat; Teorema 3.3.4, un rezultat de existenţ¼a,
unicitate şi stabilitate Ulam-Hyers ale unei incluziuni de punct �x pentru un operator
multivoc; Teorema 3.3.6, un rezultat de existenţ¼a si stabilitate ale unui sistem de inclu-
ziuni operatoriale pentru operatori multivoci, care au valori proximinale; Teorema 3.3.7,
un rezultat de existenţ¼a, unicitate şi stabilitate ale unui sistem de incluziuni operatoriale
pentru operatori multivoci.

Rezultatele prezentate în aceast¼a seçtiune sunt cuprinse în lucrarea: C. Urs [155].
Capitolul 4: Aplica̧tii
În acest capitol prezent¼am câteva aplicaţii la sistemele de ecuaţii diferenţiale de ordinul

întâi cu condi̧tii periodice la limit¼a şi la sistemele de ecuaţii �nctional-integrale, cu scopul
de a valida rezultatele prezentate anterior. Rezultatele obţinute în acest capitol sunt
aplicaţii ale problemelor de punct �x cuplat pentru operatori univoci si multivoci de tip
contraçtie în spaţii metrice vectoriale. Acest capitol cuprinde doua seçtiuni.

În prima seçtiune prezent¼am o aplicaţie la ecuaţii integrale şi la o problem¼a cu
condi̧tii periodice la limit¼a.

Contribuţia proprie în aceast¼a seçtiune este Teorema 4.1.3, reprezentând un rezultat de
existenţ¼a, unicitate şi stabilitate Ulam-Hyers ale unei soluţii pentru o problem¼a cu condi̧tii
periodice la limit¼a şi este o aplicaţie a Teoremei 3.1.2 de punct �x cuplat, prezentat¼a în
Capitolul 3.

Rezultatul prezentat în aceast¼a seçtiune este cuprins în lucrarea C. Urs [156].
În cea de-a doua seçtiune prezent¼am câteva aplica̧tii la un sistem de ecua̧tii dife-

renţiale de ordinul întâi cu condi̧tii periodice la limit¼a, considerând de asemenea pro-
prietatea de mixt-monotonie şi câteva aplicaţii la sisteme de ecuaţii funçtional-integrale.

Prima contribuţie proprie în aceasta seçtiune este Teorema 4.2.2, care include investi-
garea existenţei şi unicit¼aţii soluţiei unei probleme cu condi̧tii periodice la limit¼a. Aceast¼a
teorem¼a este o aplicaţie a Teoremei 3.2.2 de punct �x cuplat, prezentat¼a in Capitolul
3. Teorema 4.2.2 a fost obţinut¼a pentru cazul operatorilor univoci cu proprietatea de
mixt-monotonie în spaţii metrice ordonate.

Cea de-a doua contribuţie proprie este Teorema 4.2.3, o aplicaţie a Teoremei 3.2.3 de
punct �x cuplat prezentat¼a în Capitolul 3. Aceast¼a aplicaţie este un rezultat de existenţ¼a
şi unicitate pentru un sistem de ecuaţii funçtional-integrale, care apare în modele �uxului
de tra�c.
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Cel de-al treilea rezultat propriu este Teorema 4.2.4, o aplicaţie a Teoremei 3.2.3 şi
reprezint¼a un rezultat de existenţ¼a şi unicitate pentru un sistem de ecuaţii funçtional-
integrale. În acest caz am aplicat teorema de punct �x cuplat la un sistem echivalent de
ecuaţii operatoriale. Ca şi o consecinţ¼a a rezultatelor anterioare, prezentate în aceast¼a
seçtiune, am obţinut o aplicaţie, Teorema 4.2.10, care este un rezultat de existenţ¼a şi
unicitate pentru un sistem multivoc de ordinul intâi cu condi̧tii periodice la limit¼a.

Primul rezultat din aceasta seçtiune, Teorema 4.2.2 este cuprins¼a în lucrarea C. Urs
[157].

Contribuţiile proprii, prezentate în aceasta tez¼a sunt cuprinse în urm¼atoarele lucr¼ari
ştiinţi�ce:

[155] C. Urs, Ulam-Hyers stability for coupled �xed points of contractive type operators,
J. Nonlinear Sci. Appl., 6 (2013), 124-136, (MR 3017896).

[156] C. Urs, Coupled �xed point theorems and applications to periodic boundary value
problems, Miskolc Mathematical Notes, 14 (2013), no. 1, 323-333, (MR 3070711), (IF:
0,304).

[108] A. Petruşel, G. Petruşel, and C. Urs, Vector-valued metrics, �xed points and cou-
pled �xed points for nonlinear operators, Fixed Point Theory and Appl., (2013), 2013:218
doi:10.1186/1687-1812-2013-218, (MR 3108266), (IF: 1,87).

[109] A. Petruşel, C. Urs and O. Mleşni̧te, Vector-valued Metrics in Fixed Point Theory,
Contemporary Math. Series, Amer. Math. Soc., 2013, to appear.

[157] C. Urs, Coupled �xed point theorems for mixed monotone operators and applica-
tions, Studia Univ. Babeş-Bolyai Math., 2013, to appear.

[79] E. Llorens-Fuster, C. Urs, Fixed point results for multivalued operators with respect
to a c-distance, submitted.

O mare parte din aceste contribuţii proprii au fost prezentate în cadrul urm¼atoarelor
conferinţe:

- International Conference on Nonlinear Operators, Di¤erential Equations and Applica-

tions (ICNODEA), July 5th�8th, 2011, Babeş-Bolyai University of Cluj-Napoca,
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- The 5th International Workshop- 2012, Constructive Methods for Non-Linear Boundary

Value Problems, June 28th-July 1st; 2012, Tokaj, Hungary;

- 6th European Congress of Mathematics, July 2nd-7th, 2012, Krakow, Poland;

- The 10th International Conference on Fixed Point Theory and its Applications,

July 9th-15th, 2012, Babeş-Bolyai University of Cluj-Napoca, Romania;

- Workshop on Metric Fixed Point Theory, November 15th-17th, 2012, University of

Valencia, Spain.

- The Fourtheenth International Conference on Applied Mathematics and Computer

Science (Theodor Angheluţ¼a Seminar), August 29th-31st, 2013, Cluj-Napoca, Romania.
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Capitolul 1

Preliminarii

Scopul acestui capitol este de a prezenta conceptele de baz¼a pe care le folosim în urm¼a-
toarele capitole şi care ne permit prezentarea rezultatelor obţinute în cadrul acestei teze.
În prima seçtiune a acestui capitol amintim noţiunile de spaţiu metric generalizat şi ma-
trici convergente la zero. În cea de-a doua seçtiune prezent¼am câteva teoreme de punct
�x, care reprezint¼a baza studiului realizat în aceast¼a lucrare. În seçtiunea a treia expunem
câteva probleme deschise privind punctele �xe şi punctele �xe stricte. În cea de-a patra
seçtiune amintim lema clasic¼a a lui Cauchy şi prezent¼am o generalizare a sa.

Referinţele de baz¼a pentru acest capitol sunt urm¼atoarele: W. A. J. Luxemburg, A. C.
Zaanen [80]; I. A. Rus [126]; A. C. Zaanen [163]; P. P. Zabrejko [162]; R. S. Varga [158];
R. Precup [110]; A. Granas, J. Dugundji [51]; L.-G. Huang, X. Zhang [58]; G. Allaire şi S.
M. Kaber [5]; I. A Rus, A. Petruşel şi G. Petruşel [131].

1.1 Metrici vectoriale şi matrici convergente la zero

În aceast¼a seçtiune introducem noţiunile pe care le utiliz¼am în aceast¼a lucrare. Conceptele
de spa̧tiu metric generalizat şi matrici convergente la zero sunt prezentate în ceea ce
urmeaz¼a.

Fie X o multime nevid¼a. Un operator d : X �X ! Rm se numeşte metric¼a vectorial¼a
pe X daca urm¼atoarele propriet¼aţi sunt satisfacute:

(a) d(x; y) � O pentru orice x; y 2 X; dac¼a d(x; y) = O, atunci x = y; (unde O :=
(0; 0; � � � ; 0)| {z }
m�times

)

(b) d(x; y) = d(y; x) pentru orice x; y 2 X;
(c) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) pentru orice x; y 2 X.
O muļtime nevid¼a X cu o metric¼a vectorial¼a d se numeste un Rm+ spaţiu metric ge-

neralizat şi se va nota cu (X; d). Noţiunile de şir convergent, şir Cauchy, completitudine,
submuļtime deschis¼a şi închis¼a, bila deschis¼a şi închis¼a, etc. sunt similare celor din cazul
spaţiilor metrice obi̧snuite.

Not¼am cu Mmm (R+) muļtimea tuturor matricilor m�m cu elemente pozitive şi cu I
matricea identitate m �m. Dac¼a x; y 2 Rm, x = (x1; :::; xm) şi y = (y1; :::; ym), atunci,
prin de�ni̧tie:

x � y dac¼a şi numai dac¼a xi � yi pentru i 2 f1; 2; :::;mg:
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Remarc¼am faptul c¼a pe parcursul acestei lucr¼ari o s¼a facem o identi�care a liniei cu coloana
unui vector în Rm.

De�ni̧tia 1.1.1 O matrice p¼atratic¼a A 2Mmm (R+) se numeşte convergent¼a la zero dac¼a
şi numai dac¼a

An ! 0 când n!1

Un rezultat clasic în analiza matricial¼a este urm¼atoarea teorem¼a (a se vedea G. Allaire
şi S. M. Kaber [5], R. S. Varga [158]):

Teorema 1.1.2 Fie A 2Mmm (R+). Urm¼atoarele a�rmaţii sunt echivalente:
(i) A este o matrice convergent¼a la zero;
(ii) Valorile proprii ale lui A sunt în discul unitate deschis, adic¼a, j�j < 1, pentru orice
� 2 C cu det (A� �I) = 0;
(iii) Matricea (I �A) este nesingular¼a şi

(I �A)�1 = I +A+ :::+An + :::; (1.1)

(iv) Matricea (I �A) este nesingular¼a şi (I �A)�1 are elemente nenegative;
(v) Anq ! 0 şi qAn ! 0 când n!1, pentru orice q 2 Rm;
(vi) Matricile qA şi Aq sunt convergente la zero, pentru orice q 2 (1; Q), unde
Q := 1

�(A) :

Alte rezultate privind matricile convergente la zero, se pot gasi în urm¼atoarele lucr¼ari:
I. A. Rus [126], A. I. Perov [98], M. Turinici [152], R. Precup [111].

De�ni̧tia 1.1.3 Un operator T : X ! X se numeşte A-contracţie (în raport cu metrica
vectorial¼a d din X) dac¼a exist¼a o matrice A; convergent¼a la zero astfel încât

d(T (u); T (v)) � Ad(u; v)

pentru orice u; v 2 X:

1.2 Teoreme de punct �x pentru operatori univoci şi mul-
tivoci

În aceast¼a seçtiune prezent¼am câteva teoreme de punct �x bine cunoscute, pe care se
bazeaz¼a aceast¼a investigare.

În continuare amintim teorema de punct �x a lui Perov (a se vedea A. I. Perov [98],
A. I. Perov, A. V. Kibenko [99], J. Ortega şi W. Rheinboldt [95]). Aceast¼a teorem¼a este
o extensie a principiului contraçtiilor al lui Banach, pentru cazul contraçtiei univoce în
spaţii înzestrate cu metrici vectoriale.

Teorema 1.2.1 (Perov) Fie (X; d) un spaţiu metric generalizat complet şi operatorul
f : X ! X o A-contracţie atunci:
(i) Fix(f) = fx�g;
(ii) şirul aproximaţiilor succesive (xn)n2N, xn = fn (x0) este convergent
şi are limita x�, pentru orice x0 2 X;
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(iii) avem urm¼atoarea estimare

d (xn; x
�) � An (I �A)�1 d (x0; x1) ; (1.2)

(iv) dac¼a g : X ! X este un operator, astfel încât s¼a existe y� 2 Fix(g) şi
� 2

�
Rm+
�� cu d (f (x) ; g (x)) � �, pentru orice x 2 X, atunci

d (x�; y�) � (I �A)�1 �;

(v) dac¼a g : X ! X este un operator şi exist¼a � 2
�
Rm+
�� astfel încât

d (f (x) ; g (x)) � �, pentru orice x 2 X, atunci pentru şirul yn := gn (x0)
avem urm¼atoarea estimare

d (yn; x
�) � (I �A)�1 � +An (I �A)�1 d (xo; x1) : (1.3)

1.3 Puncte �xe şi puncte �xe stricte

Studiul urm¼atoarelor probleme deschise reprezint¼a un interes în teoria punctului �x, vezi
A. Petruşel, I. A. Rus şi M. A. Şerban [107].

Problem 1.3.1 Care sunt condiţiile metrice impuse asupra lui T care implic¼a

Fix(T ) = SFix(T ) 6= ; ?

Problem 1.3.2 Care sunt condiţiile metrice impuse asupra lui T care implic¼a

SFix(T ) = fx�g?

Problem 1.3.3 Care sunt condiţiile metrice impuse asupra lui T care implic¼a

Fix(T ) = SFix(T ) = fx�g ?

Problem 1.3.4 În ce condiţii metrice impuse asupra lui T are loc urm¼atoarea implicaţie:

SFix(T ) 6= ; =) Fix(T ) = SFix(T ) = fx�g ?

Investigarea Problemei 1.3.1, Problemei 1.3.2, Problemei 1.3.3 şi Problemei 1.3.4 în
spaţii metrice generalizate reprezint¼a un aspect interesant de studiat.

1.4 Leme de tip Cauchy

În aceasta seçtiune prezent¼am lema clasic¼a a lui Cauchy şi un rezultat obţinut de c¼atre
I. A. Rus [128] pe baza c¼aruia, am obţinut rezultate de stabilitate (stabilitatea Ulam-
Hyers şi proprietatea de umbrire la limit¼a) pentru operatori multivoci în spaţii metrice
generalizate. În continuare, am expus o generalizare a lemei lui Cauchy (a se vedea I. A.
Rus şi M. A. Şerban în [133]).
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Capitolul 2

Teoreme de punct �x în spa̧tii met-
rice generalizate

În acest capitol prezent¼am câteva rezultate de punct �x pentru operatori univoci şi mul-
tivoci în spaţii înzestrate cu Rm+ metrici şi în spa̧tii con-metrice. Abordarea noastr¼a se
bazeaz¼a pe teorema de punct �x a lui Perov în spaţii metrice, în care metrica ia valori
vectoriale. Stabilitatea Ulam-Hyers şi proprietatea de umbrire la limit¼a a problemei de
punct �x sunt de asemenea studiate.

Referinţele folosite pentru a dezvolta acest capitol sunt urm¼atoarele: A. I. Perov [98];
S. B. Nadler [85]; H. Covitz şi S. B. Nadler [36]; R. P. Agarwal [3]; O. Kada, T. Suzuki
şi W. Takahashi [64]; I. A. Rus, A. Petruşel, A. Sînt¼am¼arian [132]; A. Petruşel [104]; Y.
Feng şi S. Liu [42]; D. Klim şi D. Wardowski [72]; L. G. Huang, X. Zhang [58]; M. Berinde
şi V. Berinde [15], R. Precup şi A. Viorel [112]; I. A. Rus [129], [130]; R. Precup [111], A.
Bucur, L. Guran şi A. Petruşel [23]; J. G. Falset, L. Guran şi E. Llorens-Fuster [41]; D.
Wardowski [160]; S. Radenovíc şi B. E. Rhoades [115]; A. Petruşel şi I. A. Rus [106], A.
D. Filip şi A. Petruşel [43], M. Bota şi A. Petruşel [19], P. T. Petru, A. Petruşel şi J. C.
Yao [102], Y. J. Cho, R. Saadati şi S. Wang [26].

2.1 Teoreme de punct �x pentru operatori univoci în spa̧tii
metrice vectoriale

Scopul în aceast¼a seçtiune este de a prezenta câteva rezultate de existenţ¼a, unicitate şi
stabilitate pentru ecuaţii de punct �x în Rm+ spaţii metrice generalizate. Abordarea în
aceast¼a seçtiune se bazeaz¼a pe o teorem¼a abstract¼a de punct �x în spaţii metrice complet
ordonate. Rezultatele obţinute în aceast¼a seçtiune sunt legate de alte rezultate de existenţ¼a
şi stabilitate pentru problema de punct �x cuplat în cazul operatorilor univoci, care au
fost demonstrate în lucrarea C. Urs [155], având ca şi baz¼a teorema de punct �x al lui
Perov.

În lucr¼arile lui R. Precup [111] şi de asemenea A. Bucur, L. Guran şi A. Petruşel [23],
A. D. Filip şi A. Petruşel [43] şi R. Precup, A. Viorel [112] sunt prezentate avantajele
utiliz¼arii metricilor vectoriale în comparaţie cu metricile scalare obi̧snuite.

Exist¼a o literatur¼a vast¼a privind aceast¼a abordare cu metrici vectoriale, a se vedea R.
P. Agarwal [3], D. O�Regan, N. Shahzad, R. P. Agarwal [94], A. Petruşel, I. A. Rus [106],
R. Precup, A. Viorel [113], R. Precup [111], etc.
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În continuare ne vom concetra atenţia asupra urm¼atorului sistem de ecua̧tii operato-
riale: �

x = T1 (x; y)
y = T2 (x; y)

unde T1; T2 : X �X ! X sunt doi operatori daţi.
Prin de�ni̧tie, o soluţie (x; y) 2 X �X a sistemului de mai sus se numeşte punct �x

pentru operatorii T1 şi T2: Observ¼am c¼a, dac¼a S : X�X ! X este un operator şi de�nim:

T1(x; y) := S(x; y) şi T2(x; y) := S(y; x);

atunci obţinem conceptul clasic de punct �x cuplat pentru operatorul S, introdus de c¼atre
V. I. Opoitsev şi apoi intensiv studiat în lucr¼arile lui D. Guo şi V. Lakshmikantham [53],
T. Gnana Bhaskar şi V. Lakshmikantham [48], V. Lakshmikantham şi L. Ćiríc [77], etc.

Cazul incluziunii operatoriale este de�nit în mod similar, folosind simbolul 2 în loc de
=.

Urm¼atorul rezultat este o extensie a teoremei lui Perov.

Teorema 2.1.1 Fie (X; d) un spaţiu metric complet generalizat şi �e f : X ! X o
(A,B,C,D,E)-contracţie, adic¼a, A;B;C;D;E 2Mmm (R+) astfel încât matricile E şi C +
E sau matricile D şi B +D converg la zero şi matricea M := (I �C �E)�1(A+C +D)
sau matricea N := (I �B �D)�1(A+B + E) converge la zero şi

d (f (x) ; f (y)) � Ad (x; y)+Bd(y; f(x))+Cd(x; f(y))+Dd(x; f(x))+Ed(y; f(y)); (2.1)

pentru orice x; y 2 X.
Atunci urm¼atoarele concluzii au loc:

1. f are cel puţin un puct �x şi pentru orice x0 2 X, xn := fn (x0), şirul aproximaţiilor
succesive pentru f , pornind din x0 converge la x�(x0) 2 Fix(f) când n!1;

2. Pentru orice x0 2 X avem

d(xn; x
�(x0)) �Mn(I �M)�1d(x0; f(x0)); pentru orice n 2 N

sau
d(xn; x

�(x0)) � Nn(I �N)�1d(x0; f(x0)); pentru orice n 2 N:

3. Dac¼a, suplimentar matricea A+B + C converge la zero, atunci f are un punct �x
unic în X.

În continuare, amintim dou¼a concepte abstracte importante: operator slab Picard şi
operator  -slab Picard (vezi I. A. Rus [129], [130]).

Pentru demonstrarea urm¼atoarelor teoreme, avem nevoie de noţiunea de stabilitate
Ulam-Hyers în sens generalizat a ecuaţiei de punct �x, care a fost introdus¼a de c¼atre I. A.
Rus în [130] ( I. A. Rus [127]). Acest concept este adaptat dup¼a de�ni̧tia dat¼a de c¼atre S.
Reich şi A. J. Zaslawski în [121], într-un spaţiu metric.

Urm¼atorul rezultat abstract se refer¼a la stabilitatea Ulam-Hyers a unei ecuaţii de punct
�x ( I. A. Rus [130]).

Teorema 2.1.2 Fie (X; d) un spaţiu metric generalizat şi f : X ! X un operator  -slab
Picard. Atunci ecuaţia de punct �x x = f(x) este stabil¼a Ulam-Hyers în sens generalizat.
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2.2 Teoreme de punct �x pentru operatori multivoci în spa̧tii
metrice vectoriale

Scopul în aceast¼a seçtiune este de a prezenta câteva rezultate de existenţ¼a şi stabilitate
pentru incluziuni de punct �x în Rm+ spaţii metrice generalizate.

În continuare prezent¼am o extensie a teoremei de punct �x a lui Nadler în spaţii metrice
vectoriale, care este o versiune multivoc¼a a teoremei lui Perov. Urm¼atorul rezultat este o
generalizare a unor rezultate prezentate de c¼atre M. Berinde, V. Berinde [15].

Teorema 2.2.1 Fie (X; d) un spaţiu metric complet generalizat şi �e S : X ! Pcl(X)
o (A;B;C)-contracţie multivoc¼a, adic¼a, A;B;C 2 Mmm (R+) astfel încât matricea M :=
A+ C converge la zero şi

H (S (x) ; S (y)) � Ad (x; y) +BD(y; S(x)) + CD(x; S(x)); pentru orice x; y 2 X: (2.2)

Atunci:
(i) Fix(S) 6= ;;
(ii) pentru orice (x; y) 2 Graph(S) exist¼a un şir (xn)n2N (cu x0 = x, x1 = y şi

xn+1 2 S(xn), pentru orice n 2 N�) astfel încât (xn)n2N este convergent la un punct �x
x� := x�(x; y) al lui S şi urm¼atoarele relaţii au loc

d(xn; x
�) �Mn(I �M)�1d(x0; x1); pentru orice n 2 N�

şi
d(x; x�) � (I �M)�1d(x; y):

Dac¼a în rezultatul anterior matricea C = Om, atunci obţinem o teorem¼a de punct �x
pentru o aproape contraçtie multivoc¼a în spaţii metrice complete generalizate.

Amintim în continuare noţiunile de operator multivoc slab Picard şi operator multivoc
 -slab Picard (a se vedea I. A. Rus, A. Petruşel, A. Sînt¼am¼arian [132] şi A. Petruşel [104]).

Dou¼a concepte de stabilitate sunt prezentate mai jos:

De�ni̧tia 2.2.2 Fie (X; d) un spaţiu metric generalizat şi F : X ! P (X) un operator
multivoc. Incluziunea de punct �x

x 2 F (x); x 2 X (2.3)

se numeşte stabil¼a Ulam-Hyers în sens generalizat, dac¼a şi numai dac¼a exist¼a  : Rm+ !
Rm+ cresc¼atoare, continu¼a în O cu  (O) = O astfel încât pentru orice " := ("1; :::; "m) (cu
"i > 0 pentru i 2 f1; :::;mg) şi pentru orice "-soluţie y� 2 X a incluziunii (2.3), adic¼a,

D(y�; F (y�)) � "; (2.4)

exist¼a o soluţie x�a incluziunii de punct �x (2.3), astfel încât

d(y�; x�) �  ("):

Dac¼a  (t) = C � t, pentru orice t 2 Rm+ (unde C 2 Mmm(R+)), atunci incluziunea de
punct �x (2.3) este stabil¼a Ulam-Hyers.
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De�ni̧tia 2.2.3 Fie (X; d) un spaţiu metric generalizat şi F : X ! P (X) un operator
multivoc. Atunci operatorul multivoc F are proprietatea de umbrire la limit¼a dac¼a pentru
orice şir (yn)n2N din X astfel încât D(yn+1; F (yn)) ! O când n ! +1, exist¼a (xn)n2N
şirul aproximaţiilor succesive pentru F astfel încât d(xn; yn)! O; când n! +1.

Folosind urm¼atorul rezultat auxiliar ( I. A. Rus [128]) obţinem rezultate de stabilitate
(stabilitate Ulam-Hyers şi proprietatea de umbrire la limit¼a) pentru A-contraçtii multivoce.

Lem¼a de tip Cauchy. Fie A 2Mmm (R+) o matrice convergent¼a la zero şi (Bn)n2N 2
Rm+ un şir, astfel încât lim

n!+1
Bn = Om. Atunci

lim
n!+1

(

nX
k=0

An�kBk) = Om:

În continuare demonstr¼am stabilitatea Ulam-Hyers a incluziunii de punct �x (2.3)
pentru cazul A-contraçtiei multivoce, care are cel puţin un punct �x strict. Proprietatea
de umbrire la limit¼a este de asemenea stabilit¼a.

Teorema 2.2.4 Fie (X; d) un spaţiu metric complet generalizat şi �e F : X ! Pcl(X) o
A-contracţie multivoc¼a. Presupunem c¼a SFix(F ) 6= ;, adic¼a, exist¼a x� 2 X astfel încât
fx�g = F (x�). Atunci:

(a) Fix(F ) = SFix(F ) = fx�g;
(b) incluziunea de punct �x (2.3) este stabil¼a Ulam-Hyers;
(c) operatorul multivoc F are proprietatea de umbrire la limit¼a.

Avem urmatorul rezultat abstract privind stabilitatea Ulam-Hyers a incluziunii de
punct �x (2.3) pentru operatori multivoci.

Teorema 2.2.5 Fie (X; d) un spaţiu metric generalizat şi F : X ! Pcl(X) un operator
multivoc  -slab Picard. Presupunem c¼a exist¼a o matrice C 2Mmm(R+) astfel încât pentru
orice " := ("1; :::; "m) (cu "i > 0 pentru i 2 f1; :::;mg) şi orice z 2 X cu D(z; F (z)) � "
exist¼a u 2 F (z) astfel încât d(z; u) � C". Atunci, incluziunea de punct �x (2.3) este
stabil¼a Ulam-Hyers în sens generalizat.

Pentru exemple şi alte rezultate privind stabilitatea Ulam-Hyers şi proprietatea de
umbrire la limit¼a a ecua̧tiilor şi incluziunilor operatoriale vezi I. A. Rus [130], [129], [127],
A. Petruşel şi I. A. Rus [106], M. Bota şi A. Petruşel [19], P. T. Petru, A. Petruşel şi J.
C. Yao [102].

2.3 Teoreme de punct �x în spa̧tii con-metrice înzestrate cu
o c-distaņt¼a

Scopul în aceast¼a seçtiune este de a prezenta un rezultat de punct �x pentru un operator
multivoc, în spaţii con-metrice folosind conceptul de c-distanţ¼a.

În aceast¼a seçtiune expunem noţiunile de baz¼a în spaţiile con-metrice şi d¼am câteva
exemple de astfel de spaţii şi c-distanţe. Pentru conceptele şi rezultatele de baz¼a în spaţiile
con-metrice a se vedea lucrarea lui P. P. Zabrejko [162].
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Teoria punctului �x în spaţii con-metrice a fost reformulat¼a de c¼atre L. G. Huang, X.
Zhang [58] în 2007 şi a devenit subiect de interes pentru muļti matematicieni. Spaţiile con-
metrice sunt generaliz¼ari ale spaţiilor metrice, unde metrica este înlocuit¼a de un operator
care ia valori într-un con, dintr-un spaţiu Banach.

Y. J. Cho, R. Saadati şi S. Wang [26] au introdus în 2011 un concept nou, de c-distanţ¼a
în spaţii con-metrice, care este o versiune pe con a !-distanţei, obţinut¼a de O. Kada, T.
Suzuki şi W. Takahashi [64]. Ei au demonstrat în [26] câteva teoreme de punct �x pentru
operatori de tip contraçtie în spaţii con-metrice ordonate, folosind c-distanţa.

În aceast¼a investigare, o s¼a utiliz¼am c-distanţa pentru a obţine o teorem¼a de punct �x
în cazul operatorilor multivoci, care ne permite s¼a prezent¼am o generalizare a Teoremei
3.3, expus¼a de c¼atre J. G. Falset, L. Guran şi E. Llorens-Fuster în [41].

În continuare amintesc noţiunile pe care le folosesc în aceast¼a seçtiune.
Fie E un spaţiu Banach real şi � elementul nul din E. Fie P o submuļtime a lui

E cu int P 6= ;, unde int P reprezint¼a interiorul lui P: Atunci P se numeşte con dac¼a
urm¼atoarele condi̧tii sunt satisf¼acute:

(i) P este închis şi P 6= f�g;
(ii) dac¼a a; b sunt numere reale nenegative şi x; y 2 P , atunci ax+ by 2 P ,
(iii) x 2 P \ (�P ) = f�g implic¼a x = �:

Pentru orice con P � E, relaţia de ordine � în raport cu P este astfel de�nit¼a x � y
dac¼a şi numai dac¼a y � x 2 P: Notaţia x � y înseamn¼a c¼a x � y, dar x 6= y: Folosim de
asemenea x � y pentru a indica faptul c¼a y � x 2 int P , când int P 6= ;: Un con P se
numeşte normal dac¼a exist¼a un numar K > 0 astfel încât

� � x � y =) kxk � K kyk ;

pentru orice x; y 2 E: Cel mai mic num¼ar pozitiv K, care satisface condi̧tia de mai sus se
numeşte constanta normal¼a a lui P:

Conul P se numeşte regulat dac¼a orice şir cresc¼ator care este m¼arginit superior, este
convergent. Adic¼a, dac¼a fxng este şir astfel încât

x1 � x2 � ::: � xn � ::: � y

pentru un y 2 E, atunci exist¼a x 2 E; astfel încât kxn � xk ! 0 (n ! 1): În mod
echivalent conul P este regulat dac¼a şi numai dac¼a orice şir descresc¼ator care este m¼argimit
inferior, este convergent. Orice con regulat este un con normal.

Presupunem în continuare c¼a E este un spaţiu Banach real şi P este un con în E cu
int P 6= ;: Amintim de asemenea noţiunile con-metric¼a şi spa̧tiu con-metric (a se vedea
de exemplu L.-G. Huang, X. Zhang [58]).

Exemplul 2.3.1 Fie E = R3, P = f(z1; z2; z3) 2 E j zi � 0; i = 1; 2; 3g, X = R2 şi
d : X �X ! E astfel încât

d(x; y) = (d1(x; y); d2(x; y); d1(x; y)):

Atunci (X; d) este un spaţiu con-metric.

În exemplul de mai sus folosesc metrica Chebyshev, metrica euclidian¼a şi metrica
Minkowski.
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Pentru alte de�ni̧tii şi propriet¼aţi ale spaţiilor con-metrice, a se vedea L. G. Huang, X.
Zhang [58], S. Radenovíc şi B. E. Rhoades [115].

Conceptul de c-distanţ¼a într-un spaţiu con-metric (X; d); care a fost introdus de Y. J.
Cho, R. Saadati şi S. Wang [26], este o generalizare a !-distanţei.

De�ni̧tia 2.3.2 (Y. J. Cho, R. Saadati şi S. Wang [26]) Fie (X; d) un spaţiu con-metric.
Atunci o funcţie q : X �X ! E se numeşte c-distanţ¼a pe X; dac¼a urm¼atoarele a�rmaţii
sunt satisfacute:

(q1) � � q(x; y) pentru orice x; y 2 X;
(q2) q(x; z) � q(x; y) + q(y; z) pentru orice x; y; z 2 X;
(q3) pentru orice x 2 X, exist¼a u = ux 2 P astfel încât q(x; yn) � u pentru orice

n � 1, atunci q(x; y) � u când (yn) este un şir în X; care converge la un punct y 2 X;
(q4) pentru orice c 2 E cu � � c, exist¼a e 2 E cu � � e astfel încât q(z; x) � e şi

q(z; y)� e implic¼a d(x; y)� c:

În continuare, prezent¼am câteva exemple de c-distanţe, unde d este con-metrica consi-
derat¼a în Exemplul 2.3.1.

Exemplul 2.3.3 Fie (X; d) un spaţiu con-metric şi P un con normal. Fie q : X�X ! E,
astfel de�nit q(x; y) = d(x; y), pentru orice x; y 2 X. Atunci q este o c-distanţ¼a. (q1)
şi (q2) ( De�niţia 2.3.2) sunt evidente şi (q3) ( De�niţia 2.3.2) este satisfacut¼a. Fie
c := (c1; c2; c3) 2 R3 cu (0; 0; 0) � (c1; c2; c3) exist¼a e := (e1; e2; e3) = ( c12 ;

c2
2 ;

c3
2 ) 2 R

3 cu
(0; 0; 0) � (e1; e2; e3); astfel încât q(z; x) � e şi q(z; y) � e. Atunci q(x; y) � q(x; z) +
q(z; y)� (e1; e2; e3) + (e1; e2; e3) = c. Deci (q4) ( De�niţia 2.3.2) este satisfacut¼a. Astfel
q este o c-distanţ¼a.

Exemplul 2.3.4 Fie (X; d) un spaţiu con-metric şi P un con normal. Fie F o submulţime
marginit¼a şi închis¼a a lui X. Presupunem c¼a F are cel puţin dou¼a elemente şi c este de
forma c := (c1; c2; c3) � (supfd1(x; y)g; supfd2(x; y)g; supfd1(x; y)g) = diamF , unde
diamF este diametrul lui F: Atunci q : X �X ! E, astfel de�nit

q(x; y) =

�
d(x; y); dac¼a x; y 2 F

c; dac¼a x =2 F sau y =2 F ;

este o c-distanţ¼a.

O muļtime A � X se numeşte închis¼a dac¼a pentru orice sir fxng � A convergent la x;
avem x 2 A:

O muļtime A � X se numeşte secvenţial compact¼a dac¼a pentru orice şir fxng � A;
exist¼a un subşir fxnkg al lui fxng; astfel încât fxnkg este convergent la un element din
muļtimea A:

Not¼am cu N(X) muļtimea tuturor submuļtimilor nevide ale lui X, cu C(X) muļtimea
tuturor submuļtimilor închise nevide ale lui X şi cu K(X) muļtimea tuturor submuļtimilor
secvenţial compacte ale lui X:

Y. Feng şi S. Liu [42] au obţinut o extindere a teoremei lui Nadler de punct �x în spaţii
metrice complete, în urm¼atoarele condi̧tii:

Fie T : X ! N(X) un operator multivoc. Funçtia f este astfel de�nit¼a f : X ! R,
unde f(x) = d(x; T (x)):
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Pentru o constant¼a pozitiv¼a b (b 2 (0; 1)), de�nim urm¼atoarea muļtime Ixb � X astfel

Ixb = fy 2 T (x) : bd(x; y) � d(x; T (x))g:

Teorema 2.3.5 (Y. Feng şi S. Liu [42]) Fie (X; d) un spaţiu metric complet şi T : X !
C(X) un operator multivoc. Dac¼a exist¼a o constant¼a c 2 (0; 1) astfel încât pentru orice
x 2 X; exist¼a y 2 Ixb care satisface urm¼atoarea condiţie

d(y; T (y)) � cd(x; y);

atunci T are un punct �x în X, cu condiţia ca c < b şi f este semi-continuu inferior.

D. Wardowski [160], bazîndu-se pe lucrarea lui Y. Feng şi S. Liu [42] a introdus con-
ceptul de contraçtii multivoce în spa̧tii con-metrice şi a obţinut o teorema de punct �x,
considerând distanţa dintre un punct şi o muļtime astfel:

Fie (M;d) un spaţiu con-metric şi �e T :M ! C(M). Pentru x 2M , not¼am

D(x; Tx) = fd(x; z) : z 2 Txg;
S(x; Tx) = fu 2 D(x; Tx) : kuk = inffkvk : v 2 D(x; Tx)gg:

Un operator f : X ! R se numeşte semi-continuu inferior la x, în raport cu d; dac¼a
pentru orice şir (xn) din X şi x 2 X cu xn ! x, inegalitatea f(x) � lim

n!1
inf f(xn) are

loc.
Fie T : X ! K(X), b 2 (0; 1] şi x 2 X. În aceast¼a abordare, o s¼a consider¼am

urmatoarea muļtime:

Ixb := fy 2 T (x) : bd(x; y) � S(x; T (x))g;

În continuare, prezent¼am urm¼atoarea de�ni̧tie:

De�ni̧tia 2.3.6 Fie T : X ! K(X) un operator multivoc şi �e q o c-distanţ¼a pe X:
De�nim funcţia f : X ! R, f(x) := Dq(x; T (x)), unde Dq(x; T (x)) = inf

y2T (x)
kq(x; y)k :

Pentru orice b 2 [0; 1] de�nim mulţimea Ixb;q := fy 2 T (x) : b kq(x; y)k � Dq(x; T (x))g:

Remark 2.3.7 Dac¼a T : X ! K(X) este un operator multivoc si 0 < b < 1, observ¼am
faptul c¼a, pentru orice x 2 X, mulţimea Ixb;q este nevid¼a.

Prezent¼am acum o teorem¼a de punct �x pentru operatori multivoci în spaţii con-
metrice înzestrate cu o c-distanţ¼a.

Teorema 2.3.8 Fie (X; d) un spaţiu con-metric complet, P un con regulat, q o c-distanţ¼a
pe X şi �e T : X ! K(X) un operator multivoc. Presupunem c¼a g : X ! R astfel de�nit¼a
g(x) = inf

y2T (x)
kq(x; y)k, x 2 X este semi-continu¼a inferior. Dac¼a urm¼atoarele condiţii au

loc:
1. Exist¼a b 2 (0; 1) şi ' : [0;1[! [0; b[ astfel încât
(1i) pentru orice t 2 [0;1[;

lim
r!t+

sup'(r) < b;
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(1ii) pentru orice x 2 X, exist¼a y 2 Ixb;q astfel încât

Dq(y; T (y)) � '(kq(x; y)k) kq(x; y)k ;

2. pentru orice y 2 X; cu y =2 T (y)

inffkq(x; y)k+Dq(x; T (x)) : x 2 Xg > 0

Atunci T are un punct �x.
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Capitolul 3

Teoreme de punct �x cuplat

În acest capitol prezent¼am câteva rezultate de punct �x cuplat pentru operatori univoci
şi multivoci de tip contraçtie în spaţii metrice vectoriale. Abordarea noastr¼a se bazeaz¼a
pe teorema de punct �x a lui Perov în spaţii metrice vectoriale. Alte rezultate legate de
teorema de punct �x a lui Perov, generaliz¼ari şi aplicaţii se pot g¼asi în lucr¼arile lui A.
Bucur, L. Guran şi A. Petruşel [23], A. D. Filip şi A. Petruşel [43], R. Precup [111].

În vederea realiz¼arii acestui capitol au fost studiate urm¼atoarele referinţe bibliogra�ce:
D. Guo şi V. Lakshmikantham [53]; D. Guo, Y. J. Cho şi J. Zhu [54]; J. J. Nieto şi R. R.
López [87]; T. Gnana Bhaskar şi V. Lakshmikantham [48]; J. J. Nieto şi R. R. López [88];
S. Hong [57]; R. P. Agarwal, M. A. El-Gebeily şi D. O�Regan [4]; L. Ćiríc, M. Cakíc, J.
S. Rajovíc şi J. S. Ume [34]; I. A. Rus [130], R. Precup [111]; V. Lakshmikantham şi L.
Ćiríc [77]; M. D. Rus [135]; M. Bota şi A. Petruşel [19], P. T. Petru, A. Petruşel şi J. C.
Yao [102].

3.1 Teoreme de punct �x cuplat pentru operatori univoci

În aceast¼a seçtiune scopul este de a prezenta un rezultat de existenţ¼a, unicitate, dependenţ¼a
de date şi stabilitate Ulam-Hyers pentru punctul �x cuplat al unei perechi de operatori
univoci de tip contraçtie în spaţii metrice vectoriale.

Fie (X; d) un spaţiu metric. În continuare ne concentr¼am asupra urm¼atorului sistem
de ecuaţii operatoriale: �

x = T1 (x; y)
y = T2 (x; y)

unde T1; T2 : X �X ! X sunt doi operatori daţi.
Prin de�ni̧tie o soluţie (x; y) 2 X � X a sistemului de mai sus se numeşte punct

�x pentru perechea (T1; T2) : Într-un mod similar, poate � considerat cazul incluziunii
operatorile (folosind simbolul 2 în loc de =).

Pentru demonstarea urm¼atorului rezultat avem nevoie de noţiunea de stabilitate Ulam-
Hyers a sistemului de ecuaţii operatoriale ( I. A. Rus [130]).

De�ni̧tia 3.1.1 Fie (X; d) un spaţiu metric şi �e T1; T2 : X � X ! X doi operatori.
Atunci sistemul de ecuaţii operatoriale�

x = T1 (x; y)
y = T2 (x; y)

(3.1)
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este stabil Ulam-Hyers, dac¼a exist¼a c1; c2; c3; c4 > 0 astfel încât pentru orice "1; "2 > 0 şi
orice pereche (u�; v�) 2 X �X relaţiile au loc

d (u�; T1 (u
�; v�)) � "1 (3.2)

d (v�; T2 (u
�; v�)) � "2;

exist¼a o soluţie (x�; y�) 2 X �X a sistemului (3.1) astfel încât

d (u�; x�) � c1"1 + c2"2 (3.3)

d (v�; y�) � c3"1 + c4"2 :

Pentru exemple şi alte rezultate privind stabilitatea Ulam-Hyers în sens generalizat
pentru ecua̧tii şi incluziuni operatoriale, a se vedea I. A. Rus [130], M. Bota şi A. Petruşel
[19], P. T. Petru, A. Petruşel şi J. C. Yao [102].

Rezultatul de baz¼a în aceast¼a seçtiune este urm¼atoarea teorem¼a de existenţ¼a, unicitate,
dependenţ¼a de date şi stabilitate Ulam-Hyers pentru punctul �x cuplat al unei perechi de
operatori univoci (T1; T2).

Teorema 3.1.2 Fie (X; d) un spaţiu metric complet, T1; T2 : X �X ! X doi operatori
astfel încât

d (T1 (x; y) ; T1 (u; v)) � k1d (x; u) + k2d (y; v) (3.4)

d (T2 (x; y) ; T2 (u; v)) � k3d (x; u) + k4d (y; v)

pentru orice (x; y) ; (u; v) 2 X � X, (unde ki 2 R+; pentru i 2 f1; 2; 3; 4g): Presupunem

c¼a A :=
�
k1 k2
k3 k4

�
este o matrice convergent¼a la zero. Atunci:

(i) exist¼a un unic element (x�; y�) 2 X �X astfel încât�
x� = T1 (x

�; y�)
y� = T2(x

�; y�)
(3.5)

(ii) şirul (Tn1 (x; y) ; T
n
2 (x; y))n2N converge la (x

�; y�) când n!1, unde

Tn+11 (x; y) := Tn1 (T1 (x; y) ; T2 (x; y))

Tn+12 (x; y) := Tn2 (T1 (x; y) ; T2 (x; y)) ;
(3.6)

pentru orice n 2 N.
(iii) avem urm¼atoarea estimare:�

d (Tn1 (x0; y0) ; x
�)

d (Tn2 (x0; y0) ; y
�)

�
� An (I �A)�1

�
d (x0; T1 (x0; y0))
d (y0; T2 (x0; y0))

�
(3.7)

(iv) �e F1; F2 : X �X ! X doi operatori astfel încât, exist¼a �1; �2 > 0 cu

d (T1 (x; y) ; F1 (x; y)) � �1
d (T2 (x; y) ; F2 (x; y)) � �2
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pentru orice (x; y) 2 X �X. Dac¼a (a�; b�) 2 X �X astfel încât�
a� = F1 (a

�; b�)
b� = F2 (a

�; b�)
(3.8)

atunci �
d (a�; x�)
d (b�; y�)

�
� (I �A)�1 �; (3.9)

unde � :=
�
�1
�2

�
.

(v) �e F1; F2 : X �X ! X doi operatori astfel încât, exist¼a �1; �2 > 0 cu

d (T1 (x; y) ; F1 (x; y)) � �1
d (T2 (x; y) ; F2 (x; y)) � �2

(3.10)

pentru orice (x; y) 2 X �X: Dac¼a consider¼am şirul (Fn1 (x; y) ; F
n
2 (x; y))n2N, astfel

Fn+11 (x; y) := Fn1 (F1 (x; y) ; F2 (x; y))

Fn+12 (x; y) := Fn2 (F1 (x; y) ; F2 (x; y)) ;
(3.11)

pentru orice n 2 N� şi � :=
�
�1
�2

�
; atunci

�
d (Fn1 (x0; y0) ; x

�)
d (Fn2 (x0; y0) ; y

�)

�
� (I �A)�1 � +An (I �A)�1

�
d (x0; T1 (x0; y0))
d (y0; T2 (x0; y0))

�

(vi) sistemul de ecuaţii operatoriale �
x = T1 (x; y)
y = T2 (x; y)

(3.12)

este stabil Ulam-Hyers.

3.2 Teoreme de punct �x cuplat pentru operatori univoci
de tip mixt-monoton

În aceast¼a seçtiune scopul este de a prezenta într-un spaţiu metric ordonat o teorem¼a de
tipul Gnana Bhaskar-Lakshmikantham pentru problema de punct �x cuplat asociat¼a unei
perechi de operatori univoci, care satisfac condi̧tia de mixt-monotonie generalizat¼a.

Fie X o muļtime nevid¼a înzestrat¼a cu o relaţie de ordine, notat¼a astfel �. Atunci
not¼am

X� := f(x1; x2) 2 X �X : x1 � x2 sau x2 � x1g:

Dac¼a f : X ! X este un operator, atunci not¼am produsul cartezian al lui f cu el însuşi
astfel:

f � f : X �X ! X �X; (f � f)(x1; x2) := (f(x1); f(x2)):

Urm¼atorul rezultat este unul important în abordarea noastr¼a.
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Teorema 3.2.1 Fie (X; d;�) un spaţiu metric ordonat generalizat şi �e f : X ! X un
operator. Presupunem c¼a:

(1) pentru orice (x; y) =2 X� exist¼a z(x; y) := z 2 X; astfel încât (x; z); (y; z) 2 X�;
(2) X� 2 I(f � f);
(3) f : (X; d)! (X; d) este continuu;
(4) metrica d este complet¼a;
(5) exist¼a x0 2 X astfel încât (x0; f(x0)) 2 X�;
(6) exist¼a o matrice A 2Mmm(R+) care converge la zero, astfel încât

d(f(x); f(y)) � Ad(x; y); pentru orice (x; y) 2 X�:

Atunci f : (X; d)! (X; d) este un operator Picard.

Aplic¼am rezultatul de mai sus la problema de punct �x cuplat, generat¼a de doi oper-
atori.

Fie X o muļtime nevid¼a înzestrat¼a cu o relaţie de ordine notat¼a astfel �. Dac¼a con-
sider¼am z := (x; y); w := (u; v) dou¼a elemente arbitrare din Z := X � X, atunci, prin
de�ni̧tie

z � w dac¼a şi numai dac¼a (x � u şi y � v):

Remarc¼am faptul c¼a � este o relaţie de ordine pe Z.
Not¼am

Z� = f(z; w) := ((x; y); (u; v)) 2 Z � Z : z � w sau w � zg:

Fie T : Z ! Z un operator astfel de�nit

T (x; y) :=

�
T1 (x; y)
T2 (x; y)

�
= (T1 (x; y) ; T2 (x; y)) (3.13)

Produsul cartezian al lui T şi T îl not¼am cu T � T şi este de�nit astfel

T � T : Z � Z ! Z � Z; (T � T )(z; w) := (T (z); T (w)):

Rezultatul principal în aceast¼a seçtiune este urm¼atoarea teorem¼a.

Teorema 3.2.2 Fie (X; d;�) un spaţiu metric ordonat şi complet, şi �e T1; T2 : X�X !
X doi operatori. Presupunem:

(i) pentru orice z = (x; y); w = (u; v) 2 X �X care nu sunt comparabile în raport cu
relaţia de ordine � pe X �X, exist¼a t := (t1; t2) 2 X �X (care pot depinde de (x; y) şi
(u; v)) astfel încât t este comparabil (în raport cu relaţia de ordine �) cu z şi w, adic¼a,

((x � t1 şi y � t2) sau (x � t1 şi y � t2)) şi ((u � t1 şi v � t2) sau (u � t1 şi v � t2));

(ii) pentru orice (x � u şi y � v) sau (u � x şi v � y) avem�
T1(x; y) � T1(u; v)
T2(x; y) � T2(u; v)

sau
�
T1(u; v) � T1(x; y)
T2(u; v) � T2(x; y)

(iii) T1; T2 : X �X ! X sunt continui;
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(iv) exist¼a z0 := (z10 ; z
2
0) 2 X �X astfel încât�
z10 � T1(z

1
0 ; z

2
0)

z20 � T2(z
1
0 ; z

2
0)

sau
�
T1(z

1
0 ; z

2
0) � z10

T2(z
1
0 ; z

2
0) � z20

(v) exist¼a o matrice A =
�
k1 k2
k3 k4

�
2M2(R+) convergent¼a la zero astfel încât

d(T1(x; y); T1(u; v)) � k1d(x; u) + k2d(y; v)

d(T2(x; y); T2(u; v)) � k3d(x; u) + k4d(y; v)

pentru orice (x � u şi y � v) sau (u � x şi v � y):
Atunci exist¼a un unic element (x�; y�) 2 X �X; astfel încât

x� = T1(x
�; y�) şi y� = T2(x

�; y�)

şi şirul aproximaţiilor succesive (Tn1 (w
1
0; w

2
0); T

n
2 (w

1
0; w

2
0)) converge la (x

�; y�);
când n!1, pentru orice w0 = (w10; w20) 2 X �X:

Pentru cazul particular al problemelor clasice de punct �x cuplat (adic¼a, T1(x; y) :=
S(x; y) şi T2(x; y) := S(y; x), unde S : X � X ! X este un operator dat) obţinem
urm¼atoarea generalizare a teoremei Gnana Bhaskar-Lakshmikantham, prezentat¼a în [48].

Teorema 3.2.3 Fie (X; d;�) un spaţiu metric ordonat şi complet, şi �e S : X �X ! X
un operator. Presupunem:

(i) pentru orice z = (x; y); w = (u; v) 2 X �X care nu sunt comparabile în raport cu
relaţia de ordine � pe X �X, exist¼a t := (t1; t2) 2 X �X (care poate depinde de (x; y) şi
(u; v)) astfel încât t este comparabil (în raport cu relaţia de ordine �) cu z şi w;

(ii) pentru orice (x � u şi y � v) sau (u � x şi v � y) avem�
S(x; y) � S(u; v)
S(y; x) � S(v; u)

sau
�
S(u; v) � S(x; y)
S(v; u) � S(y; x)

(iii) S : X �X ! X este continuu;
(iv) exist¼a z0 := (z10 ; z

2
0) 2 X �X astfel încât�
z10 � S(z10 ; z

2
0)

z20 � S(z20 ; z
1
0)

sau
�
S(z10 ; z

2
0) � z10

S(z20 ; z
1
0) � z20

(v) exist¼a k1; k2 2 R+ cu k1 + k2 < 1 astfel încât

d(S(x; y); S(u; v)) � k1d(x; u) + k2d(y; v)

pentru orice (x � u şi y � v) sau (u � x şi v � y):
Atunci exist¼a un unic element (x�; y�) 2 X �X astfel încât

x� = S(x�; y�) şi y� = S(y�; x�);

şi şirul aproximaţiilor succesive (Sn(w10; w
2
0); S

n(w20; w
1
0)) converge la (x

�; y�);
când n!1, pentru orice w0 = (w10; w20) 2 X �X:
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Pentru alte rezultate de punct �x pentru operatori mixti-monotoni în spaţii metrice
ordonate a se vedea urm¼atoarele lucr¼ari: R. P. Agarwal, M. A. El-Gebeily şi D. O�Regan [4],
L. Ćiríc, M. Cakíc, J. S. Rajovíc şi J. S. Ume [34], T. Gnana Bhaskar şi V. Lakshmikantham
[48], V. Lakshmikantham şi L. Ćiríc [77], J. J. Nieto şi R. R. López [87], [88].

3.3 Teoreme de punct �x cuplat pentru operatori multivoci

În aceast¼a seçtiune vom prezenta un rezultat de existenţ¼a, unicitate, dependenţ¼a de date
şi stabilitate Ulam-Hyers pentru punctul �x cuplat al unei perechi de operatori multivoci
în spaţii metrice complete.

Dac¼a (X; d) este un spaţiu metric şi S : X � X ! P (X) este un operator multivoc,
atunci prin de�ni̧tie, un punct �x cuplat pentru S este o pereche (x�; y�) 2 X � X care
satisface relaţiile �

x� 2 S (x�; y�)
y� 2 S (y�; x�) : (3.14)

Consider¼am acum cazul operatorilor multivoci.
Rezultatul principal în aceast¼a seçtiune este o teorem¼a de existenţ¼a, unicitate, de-

pendenţ¼a de date şi stabilitate Ulam-Hyers pentru punctul �x cuplat al unei perechi de
operatori multivoci (T1; T2): Pentru demonstrarea acestuia, utiliz¼am urm¼atorul rezultat.

Teorema 3.3.1 Fie (X; d) un spaţiu metric complet generalizat şi �e T : X ! Pcl(X) o
A-contracţie multivoc¼a, adic¼a, exist¼a A 2 Mmm (R+) care converge la zero când n ! 1
şi pentru orice x; y 2 X şi orice u 2 T (x) exist¼a v 2 T (y) astfel încât d(u; v) � A � d(x; y):
Atunci T este un MWP-operator, adic¼a, FixT 6= ; şi pentru orice (x; y) 2 Graph(T ) exist¼a
un şir (xn)n2N al aproximaţiilor succesive pentru T pornind din (x; y) care converge la un
punct �x x�al lui T: În plus d(x; x�) � (I �A)�1d(x; y), pentru orice (x; y) 2 Graph(T ):

De�ni̧tia 3.3.2 Fie (X; d) spaţiu metric generalizat şi F : X ! P (X). Incluziunea de
punct �x

x 2 F (x); x 2 X (3.15)

se numeşte stabil¼a Ulam-Hyers în sens generalizat dac¼a şi numai dac¼a exist¼a  : Rm+ ! Rm+
cresc¼atoare, continu¼a în 0 cu  (0) = 0 astfel încât pentru orice " := ("1; :::; "m) > 0 şi
pentru orice "-soluţie y�a incluziunii (3.15), adic¼a,

Dd(y
�; F (y�)) � "

exist¼a o soluţie x�a incluziunii de punct �x (3.15) astfel încât

d(y�; x�) �  ("):

Dac¼a  (t) = C � t, pentru orice t 2 Rm+ (unde C 2 Mmm (R+)), atunci (3.15) este stabil¼a
Ulam-Hyers.

Teorema 3.3.3 Fie (X; d) un spaţiu metric complet generalizat şi �e T : X ! Pcl(X) o
A-contracţie multivoc¼a cu valori proximinale. Atunci, incluziunea de punct �x (3.15) este
stabil¼a Ulam-Hyers.
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Teorema 3.3.4 Fie (X; d) un spaţiu metric complet generalizat şi �e T : X ! Pcl(X) o
A-contracţie multivoc¼a astfel încât exist¼a x� 2 X cu T (x�) = fx�g : Atunci incluziunea de
punct �x (3.15) este stabil¼a Ulam-Hyers.

Fie (X; d) un spaţiu metric. Ne concentr¼am atenţia în continuare asupra urm¼atorului
sistem de incluziuni operatoriale: �

x 2 T1(x; y)
y 2 T2(x; y)

(3.16)

unde T1; T2 : X �X ! P (X) sunt doi operatori multivoci daţi.
Prin de�ni̧tie, o soluţie (x; y) 2 X �X a sistemului de mai sus se numeste punct �x

cuplat pentru perechea (T1; T2):

De�ni̧tia 3.3.5 Fie (X; d) un spaţiu metric şi �e T1; T2 : X �X ! P (X) doi operatori
multivoci. Atunci sistemul de incluziuni operatoriale (3.16) este stabil Ulam-Hyers dac¼a
exist¼a c1; c2; c3; c4 > 0; astfel încât pentru orice "1; "2 > 0 şi orice pereche (u�; v�) 2 X�X
care satisface relaţiile

d (u�; w) � "1 ; for all w 2 T1 (u�; v�) (3.17)

d (v�; z) � "2 ; for all z 2 T2 (u�; v�) ;

exist¼a o soluţie (x�; y�) 2 X �X a sistemului (3.16) astfel încât

d (u�; x�) � c1"1 + c2"2 (3.18)

d (v�; y�) � c3"1 + c4"2:

Rezultatul principal în aceast¼a seçtiune este urm¼atoarea teorem¼a.

Teorema 3.3.6 Fie (X; d) un spaţiu metric complet şi �e T1; T2 : X �X ! Pcl(X) doi
operatori multivoci. Presupunem c¼a T1 are valori proximinale în raport cu prima variabil¼a
şi T2 în raport cu a doua. Pentru orice (x; y); (u; v) 2 X � X şi orice z1 2 T1(x; y);
z2 2 T2(x; y) exist¼a w1 2 T1(u; v); w2 2 T2(u; v) care satisfac relaţiile

d(z1; w1) � k1d(x; u) + k2d(y; v)

d(z2; w2) � k3d(x; u) + k4d(y; v);

unde ki 2 R+; pentru i 2 f1; 2; 3; 4g. Presupunem c¼a A :=
�
k1 k2
k3 k4

�
converge la zero.

Atunci:
(i) exist¼a (x�; y�) 2 X �X o soluţie a sistemului (3.16).
(ii) sistemul operatorial (3.16) este stabil Ulam-Hyers.

Teorema 3.3.7 Fie (X; d) un spaţiu metric complet şi �e T1; T2 : X �X ! Pcl(X) doi
operatori multivoci. Presupunem c¼a exist¼a x�; y� 2 X astfel încât

T1(x
�; y�) = fx�g; T2(x

�; y�) = fy�g: (3.19)
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Pentru orice (x; y); (u; v) 2 X�X şi orice z1 2 T1(x; y); z2 2 T2(x; y) exist¼a w1 2 T1(u; v);
w2 2 T2(u; v) care satisfac relaţiile

d(z1; w1) � k1d(x; u) + k2d(y; v)

d(z2; w2) � k3d(x; u) + k4d(y; v);

unde ki 2 R+; pentru i 2 f1; 2; 3; 4g. Presupunem c¼a A :=
�
k1 k2
k3 k4

�
converge la zero.

Atunci:
(i) exist¼a (x�; y�) 2 X �X o soluţie a sistemului (3.16),
(ii) sistemul operatorial (3.16) este stabil Ulam-Hyers.
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Capitolul 4

Aplica̧tii

În acest capitol prezent¼am câteva aplicaţii la sisteme cu condi̧tii periodice la limit¼a şi la
sisteme de ecuaţii funçtional-integrale. Aceste aplicaţii ale rezultatelor de punct �x cuplat
pentru operatori univoci şi multivoci de tip contraçtie în spaţii metrice vectoriale au fost
obţinute cu scopul de a valida rezultatele precedente.

În vederea realiz¼arii acestui capitol au fost studiate urm¼atoarele referinţe bibliogra�ce
: A. C. M. Ran, M. C. B. Reurings [118]; T. Gnana Bhaskar şi V. Lakshmikantham [48],
J. J. Nieto şi R. R. López [88]; V. Lakshmikantham şi L. Ćiríc [77]; V. Berinde, M. Borcut
[16]; W. Sintunavarat, P. Kumam, şi Y. J. Cho [143]; M. D. Rus [136].

4.1 Aplica̧tie la o problema cu condi̧tii periodice la limit¼a

În aceast¼a seçtiune studiem existenţa, unicitatea şi stabilitatea Ulam-Hyers soluţiei unei
probleme cu condi̧tii periodice la limit¼a, ca şi o aplicaţie a Teoremei 3.1.2 de punct �x
cuplat, prezentat¼a în Capitolul 3. Abordarea noastr¼a se bazeaz¼a pe aplicaţia prezentat¼a
de T. Gnana Bhaskar şi V. Lakshmikantham în lucrarea [48].

Pentru alte aplicaţii a se vedea urm¼atoarele lucr¼ari: V. Lakshmikantham şi L. Ćiríc
[77], W. Sintunavarat, P. Kumam şi Y. J. Cho [143], J. J. Nieto şi R. R. López [88], A. C.
M. Ran, M. C. B. Reurings [118].

Consider¼am acum urm¼atoarea problem¼a cu condi̧tii periodice la limit¼a:8>><>>:
u0 = f(t; u) + g(t; v)
v0 = f(t; v) + g(t; u)

u(0) = u(T )
v(0) = v(T )

(4.1)

presupunând c¼a f; g sunt funçtii continue şi satisfac anumite ipoteze, pe care le vom
prezenta mai târziu.

În general, o problem¼a de acest tip nu are soluţie. Consider¼am, de exemplu urm¼atoarea
problem¼a �

x0(t) = 1
x(0) = x(T ):

Ca şi o consecinţ¼a, remarc¼am c¼a sistemul cu condi̧tii periodice la limit¼a (4.1) nu are în
general soluţii.
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Atunci, pentru a obţine rezultate de existenţ¼a rescriem sistemul (4.1) în urm¼atoarea
form¼a şi studiem existenţa soluţiei acestuia:�

u
0
+ �1u� �2v = f(t; u) + g(t; v) + �1u� �2v;

v
0
+ �1v � �2u = f(t; v) + g(t; u) + �1v � �2u;

(4.2)

împreuna cu condi̧tiile de periodicitate,�
u(0) = u(T )
v(0) = v(T ):

(4.3)

Aceast¼a problem¼a este echivalent¼a cu urm¼atorul sistem de ecua̧tii integrale:8>>>>><>>>>>:
u(t) =

R T
0 G1(t; s)[f(s; u) + g(s; v) + �1u� �2v]

+G2(t; s)[f(s; v) + g(s; u) + �1v � �2u]ds

v(t) =
R T
0 G1(t; s)[f(s; v) + g(s; u) + �1v � �2u]

+G2(t; s)[f(s; u) + g(s; v) + �1u� �2v]ds

unde

G1(t; s) =

8>><>>:
1
2

h
e�1(t�s)

1�e�1T +
e�2(t�s)

1�e�2T

i
0 � s < t � T

1
2

h
e�1(t+T�s)

1�e�1T + e�2(t+T�s)

1�e�2T

i
0 � t < s � T

G2(t; s) =

8>><>>:
1
2

h
e�2(t�s)

1�e�2T �
e�1(t�s)

1�e�1T

i
0 � s < t � T

1
2

h
e�2(t+T�s)

1�e�2T � e�1(t+T�s)

1�e�1T

i
0 � t < s � T:

Aici, �1 = �(�1 + �2) şi �2 = (�2 � �1):
Trebuie s¼a garant¼am faptul c¼a G1(t; s) � 0, 0 � t, s � T; si G2(t; s) � 0, 0 � t; s � T;

alegând �1; �2 convenabil.
În continuare, d¼am urm¼atoarea ipotez¼a:
Ipotez¼a Exist¼a �1 > 0; �2 > 0 şi �1 > 0; �2 > 0; astfel încât pentru orice u; v 2 R;

v � u;

0 � (f(t; u) + �1u)� (f(t; v) + �1v) � �1(u� v) (4.4)

��2(u� v) � (g(t; u)� �2u)� (g(t; v)� �2v) � 0; (4.5)

unde S :=
� �1

�1+�2

�2
�1+�2

�2
�1+�2

�1
�1+�2

�
este o matrice convergentã la zero.

Urm¼atoarea lem¼a r¼aspunde la problema de mai sus, privind garantarea anumitor
condi̧tii pentru G1(t; s) şi G2(t; s).
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Lema 4.1.1 (T. Gnana Bhaskar and V. Lakshmikantham [48]) Dac¼a

ln

�
2e� 1
e

�
� (�2 � �1)T (4.6)

(�1 + �2)T � 1 (4.7)

atunci G1(t; s) � 0 pentru 0 � t; s � T; şi G2(t; s) � 0 pentru 0 � t; s � T:

Fie X = C(I;R) spaţiul metric al funçtiilor continue u : I ! R; înzestrat cu metrica
d(u; v) = sup

t2I
ju(t)� v(t)j ; pentru u; v 2 X:

Pentru x; y; u; v 2 X, not¼am ed((x; y); (u; v)) := � d(x; u)
d(y; v)

�
:

De�nim A : X �X ! X pentru t 2 I; astfel

A(u; v)(t) =

Z T

0
G1(t; s)[f(s; u) + g(s; v) + �1u� �2v]

+G2(t; s)[f(s; v) + g(s; u) + �1v � �2u]ds

Observam faptul c¼a, dac¼a (u; v) 2 X�X este un punct �x cuplat al lui A; atunci avem

u(t) = A(u; v)(t) si v(t) = A(v; u)(t); pentru orice t 2 I:

Astfel, (u; v) este o soluţie a sistemului (4.2)- (4.3).
Pentru demonstarea rezultatului principal din aceast¼a seçtiune avem nevoie de urm¼a-

toarea noţiune.

De�ni̧tia 4.1.2 Sistemul8>>>>>><>>>>>>:

u(t) =

Z T

0
G1(t; s)[f(s; u) + g(s; v) + �1u� �2v]

+G2(t; s)[f(s; v) + g(s; u) + �1v � �2u]ds

v(t) =

Z T

0
G1(t; s)[f(s; v) + g(s; u) + �1v � �2u]

+G2(t; s)[f(s; u) + g(s; v) + �1u� �2v]ds

(4.8)

este stabil Ulam-Hyers dac¼a exist¼a c1; c2 > 0 astfel încât pentru orice "1; "2 > 0 şi orice
soluţie (x�; y�) a urm¼atorului sistem de inecuaţii8>>>>>><>>>>>>:

j x�(t)�
Z T

0
G1(t; s)[f(s; x

�) + g(s; y�) + �1x
� � �2y�]

+G2(t; s)[f(s; y
�) + g(s; x�) + �1y� � �2x�]ds j� "1

j y�(t)�
Z T

0
G1(t; s)[f(s; y

�) + g(s; x�) + �1y
� � �2x�]

+G2(t; s)[f(s; x
�) + g(s; y�) + �1x� � �2y�]ds j� "2

(4.9)

exist¼a o soluţie (u�; v�) a sistemului (4.8) astfel încât

ju�(t)� x�(t)j � c1"1 + c2"2

jv�(t)� y�(t)j � c3"1 + c4"2:
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Rezultatul principal în aceast¼a seçtiune este urm¼atoarea teorem¼a de existenţ¼a, unicitate
şi stabilitate Ulam-Hyers ale soluţiei unei probleme cu condi̧tii periodice la limit¼a.

Teorema 4.1.3 Consider¼am problema (4.1) cu f; g 2 C(I � R;R) şi presupunem c¼a
Ipoteza de mai sus este satisfacut¼a. Dac¼a (4.6) şi (4.7) sunt îndeplinite, atunci:

(i) exist¼a o soluţie unic¼a (u�; v�) a problemei cu condiţii periodice la limit¼a (4.1);
(ii) �e f1; g1 2 C(I � R;R); astfel încât, exist¼a �1; �2 > 0 cu�

jf(t; u)� f1(t; u)j � �1
jg(t; u)� g1(t; u)j � �2;

pentru orice (t; u) 2 I � R: Fie (a�; b�) 2 X �X o soluţie a problemei (4.1), unde f este
înlocuit de f1 şi g de g1: Atunci

ed((u�; v�); (a�; b�)) = � d(a�; u�)
d(b�; v�)

�
� (I � S)�1�;

unde � :=
�
(�1 + �2)

1
�2��1

(�1 + �2)
1

�2��1

�
;

(iii) sistemul (4.8) este stabil Ulam-Hyers.

4.2 Aplica̧tii la sisteme de ecua̧tiii difereņtiale şi funçtional-
integrale

În aceast¼a seçtiune prezent¼am câteva aplicaţii la sisteme de ecuaţii diferenţiale de ordinul
întâi cu condi̧tii periodice la limit¼a considerând proprietatea de mixt-monotonie şi câteva
aplicaţii la sisteme de ecuaţii funçtional-integrale. În prima parte a acestei seçtiuni in-
vestig¼am existenţa şi unicitatea soluţiei unei probleme cu condi̧tii periodice la limit¼a ca o
aplicaţie a Teoremei 3.2.2 de punct �x cuplat pentru operatori univoci mixt-monotoni. În
cea de-a doua parte a acestei seçtiuni prezent¼am dou¼a aplica̧tii ale Teoremei 3.2.3, care
sunt rezultate de existenţ¼a şi unicitate pentru sistemele de ecuaţii funçtional-integrale care
apar în modelele de �uxului de tra�c. Ultima aplicaţie pe care o prezent¼am în aceast¼a
seçtiune este un rezultat de existenţ¼a şi unicitate pentru un sistem multivoc de ordinul
întâi cu condi̧tii periodice la limit¼a.

Studiem în continuare existenţa şi unicitatea soluţiei unui sistem cu condi̧tii periodice
la limit¼a, ca o aplicaţie la Teorema 3.2.2 de punct �x cuplat pentru operatori univoci
mixt-monotoni în spaţii metrice ordonate.

Not¼am relaţia de ordine astfel � pe C(I) � C(I). Dac¼a consider¼am z := (x; y) şi
w := (u;w) dou¼a elemente arbitrare din C(I)� C(I), atunci prin de�ni̧tie

z � w dac¼a şi numai dac¼a (x � u şi y � v);

unde x � u se refer¼a la x(t) � u(t); pentru orice t 2 I.

32



Consider¼am sistemul de ordinul întâi cu condi̧tii periodice la limit¼a:8>><>>:
x0(t) = f1(t; x(t); y(t))
y0(t) = f2(t; x(t); y(t))

x(0) = x(T )
y(0) = y(T )

pentru orice t 2 I := [0; T ] (4.10)

unde T > 0 şi f1; f2 : I � R2 ! R satisfac urmatoarele condi̧tii:
(a1) f1; f2 sunt continue;
(a2) exist¼a � > 0 şi �1; �2; �3; �4 > 0 astfel încât

0 � f1(t; x; y)� f1(t; u; v) + �(x� u) � �[�1(x� u) + �2(y � v)]

�� [�3(x� u) + �4(y � v)] � f2(t; x; y)� f2(t; u; v) + �(y � v) � 0;

pentru orice t 2 I şi x; y; u; v 2 R:
(a3) pentru orice z := (x; y); w := (u;w) 2 C(I)� C(I) care nu sunt comparabile
în raport cu relaţia de ordine � pe C(I)� C(I) exist¼a p := (p1; p2) 2 C(I)� C(I)
astfel încât p este comparabil (în raport cu relaţia de ordine �) cu z şi w, adic¼a,

((x � p1 şi y � p2) sau (x � p1 şi y � p2)) şi

(u � p1 şi v � p2) sau (u � p1 şi v � p2)):

(a4) pentru orice (x � u şi y � v) sau (u � x şi v � y) avem�
f1(t; x; y) � f1(t; u; v)
f2(t; x; y) � f1(t; u; v)

sau
�
f1(t; u; v) � f1(t; x; y)
f2(t; u; v) � f2(t; x; y)

:

(a5) exist¼a z0 := (z10 ; z
2
0) 2 C(I)� C(I) astfel încât urm¼atoarele relaţii au loc:

(a5�) �
z10(t) � f1(t; z

1
0(t); z

2
0(t))

z20(t) � f2(t; z
1
0(t); z

2
0(t))

sau
�
f1(t; z

1
0(t); z

2
0(t)) � z10(t)

f2(t; z
1
0(t); z

2
0(t)) � z20(t)

(a5�)

(1 + �)

Z T

0
G�(t; s)z

1
0(s)ds � z10(t)

(1 + �)

Z T

0
G�(t; s)z

2
0(s)ds � z20(t)

pentru orice t 2 I:

(a6) matricea S :=
�
�1 �2
�3 �4

�
este convergent¼a la zero.

Lema 4.2.1 Fie x 2 C1(I) astfel încât s¼a satisfac¼a problema cu condiţii periodice la limit¼a�
x0(t) = h(t)
x(0) = x(T )

t 2 I;
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cu h 2 C(I): Atunci pentru un � 6= 0 problema de mai sus este echivalent¼a cu

x(t) =

Z T

0
G�(t; s)(h(s) + �x(s))ds, pentru orice t 2 I;

unde

G�(t; s) =

8><>:
e�(T+s�t)

e�T�1 ; dac¼a 0 � s < t � T

e�(s�t)

e�T�1 ; dac¼a 0 � t < s � T

:

Problema (4.10) este echivalent¼a cu problema de punct �x cuplat�
x = F1(x; y)
y = F2(x; y)

; unde X = C(I) si F1; F2 : X2 ! X sunt astfel de�ni̧ti

F1(x; y)(t) =

Z T

0
G�(t; s) [f1(s; x(s); y(s)) + �x(s)] ds

F2(x; y)(t) =

Z T

0
G�(t; s) [f2(s; x(s); y(s)) + �y(s)] ds

Consider¼am metrica complet¼a d indus¼a de norma sup pe X;

d(x; y) = sup
t2I

jx(t)� y(t)j , pentru x; y 2 C(I):

Pentru x; y; u; v 2 X, not¼am ed((x; y); (u; v)) := � d(x; u)
d(y; v)

�
:

Remarc¼am faptul c¼a, dac¼a (x; y) 2 X�X este punct �x cuplat pentru F , atunci avem

x(t) = F1(x; y)(t) si y(t) = F2(x; y)(t) pentru orice t 2 I;

unde F (x; y)(t) := (F1(x; y)(t); F2(x; y)(t)):

Teorema 4.2.2 Consider¼am problema (4.10) cu, condiţiile (a1)-(a6). Atunci exist¼a o
soluţie unic¼a (x�; y�) a problemei de ordinul întâi cu condiţii periodice la limit¼a (4.10).

Ca şi aplicaţie la Teorema 3.2.3, prezent¼am un rezultat de existenţ¼a şi unicitate pentru
un sistem de ecuaţii funçtional-integrale care apare în modelele �uxului de tra�c.8<: x(t) = f

�
t; x(t);

R T
0 k(t; s; x(s); y(s))ds)

�
y(t) = f

�
t; y(t);

R T
0 k(t; s; x(s); y(s))ds)

� (4.11)

Printr-o soluţie a sistemului (4.11) întelegem perechea (x; y) 2 C[0; T ] � C[0; T ] care
satisface sistemul pentru orice t 2 [0; T ].
Consider¼am din nou pe X := C[0; T ] urm¼atoarea relaţie de ordine

x �C y dac¼a şi numai dac¼a x(t) � y(t); pentru orice t 2 [0; T ]

şi norma max
kxkC := max

t2[0;T ]
jx(t)j:
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Punct¼am faptul c¼a relaţia de ordine �Cgenereaz¼a pe X �X rela̧tia de ordine �C .
Dac¼a de�nim

S : X �X ! X; (x; y) 7�! S(x; y); unde S(x; y)(t) := f(t; x(t);

Z T

0
k(t; s; x(s); y(s))ds);

atunci, sistemul de mai sus poate � reprezentat ca şi o problem¼a de punct �x cuplat:�
x = S(x; y)
y = S(y; x)

Un rezultat de existenţ¼a şi unicitate pentru sistemul (4.11) este urm¼atoarea teorem¼a.

Teorema 4.2.3 Fie k : [0; T ] � [0; T ] � R2 ! R si f : [0; T ] � R � R ! R doi operatori
continui. Presupunem c¼a:

(i) exist¼a z0 := (z10 ; z
2
0) 2 C[0; T ]� C[0; T ] astfel încât(

z10(t) � f(t; z10(t);
R T
0 k(t; s; z10(t); z

2
0(t))ds)

z20(t) � f(t; z20(t);
R T
0 k(t; s; z20(t); z

1
0(t))ds)

sau

(
z10(t) � f(t; z10(t);

R T
0 k(t; s; z10(t); z

2
0(t))ds)

z20(t) � f(t; z20(t);
R T
0 k(t; s; z20(t); z

1
0(t))ds)

;

(ii) (a) f(t; �; z) este cresc¼ator, pentru orice t 2 [0; T ], z 2 R şi k(t; s; �; z) cresc¼ator,
k(t; s; w; �) este descresc¼ator şi f(t; w; �) cresc¼ator, pentru orice t; s 2 [0; T ], w; z 2 R

sau
(b) f(t; �; z) este decresc¼ator, pentru orice t 2 [0; T ], z 2 R şi k(t; s; �; z) descresc¼ator,

k(t; s; w; �) este cresc¼ator şi f(t; w; �) descresc¼ator, pentru orice t; s 2 [0; T ], w; z 2 R;
(iii) exist¼a k1; k2 2 R+ astfel încât

jf(t; w1; z1)� f(t; w2; z2)j � k1jw1 � w2j+ k2jz1 � z2j;

pentru orice t 2 [0; T ] şi w1; w2; z1; z2 2 R;
(iv) exist¼a �; � 2 R+ astfel încât, pentru orice t; s 2 [0; T ] şi w1; w2; z1; z2 2 R avem

jk(t; s; w1; z1)� k(t; s; w2; z2)j � �jw1 � w2j+ �jz1 � z2j;

(v) k1 + k2T (�+ �) < 1.
Atunci, exist¼a o soluţie unic¼a (x�; y�) a sistemului (4.11).

Prezent¼am în continuare o alt¼a aplicaţie la Teorema 3.2.3, un rezultat de existenţ¼a şi
unicitate pentru un sistem de ecuaţii funçtional-integrale. Aplic¼am o teorem¼a de punct �x
cuplat la un sistem echivalent de ecuaţii operatoriale8<: x(t) = f

�
t; x(t);

R t
0 k(t; s; x(s); y(s))ds)

�
y(t) = f

�
t; y(t);

R t
0 k(t; s; x(s); y(s))ds)

�
:

(4.12)

Printr-o soluţie a sistemului (4.12) întelegem perechea (x; y) 2 C[0; T ] � C[0; T ] care
satisface sistemul pentru orice t 2 [0; T ].
Consider¼am pe X := C[0; T ] urm¼atoarea relaţie de ordine

x �B y dac¼a şi numai dac¼a x(t) � y(t); pentru orice t 2 [0; T ]
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şi norma Bielecki
kxkB := max

t2[0;T ]

�
jx(t)je��t

�
;

pentru un � > 0; convenabil ales:
Remarc¼am faptul c¼a relaţia de ordine �B genereaz¼a pe X �X o relaţie de ordine �B.
Dac¼a de�nim operatorul

S : X �X ! X; (x; y) 7�! S(x; y); unde S(x; y)(t) := f(t; x(t);

Z t

0
k(t; s; x(s); y(s))ds);

atunci sistemul de mai sus (4.12) poate � reprezentat ca şi o problem¼a de punct �x cuplat:�
x = S(x; y)
y = S(y; x)

Un rezultat de existenţ¼a şi unicitate pentru sistemul (4.12) este urm¼atoarea teorem¼a.

Teorema 4.2.4 Fie k : [0; T ] � [0; T ] � R2 ! R si f : [0; T ] � R � R ! R doi operatori
continui. Presupunem c¼a:

(i) exist¼a z0 := (z10 ; z
2
0) 2 C[0; T ]� C[0; T ] astfel încât(

z10(t) � f(t; z10(t);
R t
0 k(t; s; z

1
0(t); z

2
0(t))ds)

z20(t) � f(t; z20(t);
R t
0 k(t; s; z

2
0(t); z

1
0(t))ds)

sau

(
z10(t) � f(t; z10(t);

R t
0 k(t; s; z

1
0(t); z

2
0(t))ds)

z20(t) � f(t; z20(t);
R t
0 k(t; s; z

2
0(t); z

1
0(t))ds)

;

(ii) (a) f(t; �; z) este cresc¼ator, pentru orice t 2 [0; T ], z 2 R şi k(t; s; �; z) cresc¼ator,
k(t; s; w; �) este descresc¼ator şi f(t; w; �) cresc¼ator, pentru orice t; s 2 [0; T ], w; z 2 R

sau
(b) f(t; �; z) este descresc¼ator, pentru orice t 2 [0; T ], z 2 R şi k(t; s; �; z) descresc¼ator,

k(t; s; w; �) este cresc¼ator şi f(t; w; �) descresc¼ator, pentru orice t; s 2 [0; T ], w; z 2 R;
(iii) exist¼a k1; k2 2 R+ astfel încât

jf(t; w1; z1)� f(t; w2; z2)j � k1jw1 � w2j+ k2jz1 � z2j;

pentru orice t 2 [0; T ] şi w1; w2; z1; z2 2 R;
(iv) exist¼a �; � 2 R+ astfel încât, pentru orice t; s 2 [0; T ] şi w1; w2; z1; z2 2 R avem

jk(t; s; w1; z1)� k(t; s; w2; z2)j � �jw1 � w2j+ �jz1 � z2j;

(v) k1 < 1.
Atunci, exist¼a o soluţie unic¼a (x�; y�) a sistemului (4.12).

Ca şi o consecinţ¼a a rezultatelor prezentate mai sus, am obţinut un rezultat de existenţ¼a
şi unicitate pentru un sistem multivoc de ordinul întâi cu condi̧tii periodice la limit¼a.

În continuare, consider¼am o teorem¼a de seleçtie. Pentru alte rezultate privind seleçtiile
continue pentru multi-funçtii semicontinue inferior şi superior cu valori convexe a se vedea
A. Petruşel [103].

De�ni̧tia 4.2.5 Fie X;Y dou¼a mulţimi nevide şi F : X ! P (Y ): Atunci operatorul
univoc f : X ! Y se numeşte o selecţie a lui F dac¼a şi numai dac¼a f(x) 2 F (x), pentru
oice x 2 X.
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Teorema 4.2.6 (Teorema de Seleçtie a lui Michael) Fie (X; d) un spaţiu metric, Y
un spaţiu Banach şi F : X ! Pcl;cv(R) semicontinuu inferior pe X. Atunci exist¼a f :
X ! Y o selecţie continu¼a a lui F:

Consider¼am urm¼atorul sistem de ordinul întâi cu condi̧tii periodice la limit¼a:8>><>>:
x0(t) 2 F1(t; x(t); y(t))
y0(t) 2 F2(t; x(t); y(t))

x(0) = x(T )
y(0) = y(T )

pentru orice t 2 I := [0; T ] ; (4.13)

unde T > 0 şi F1; F2 : [0; T ]� R2 ! Pcl;cv(R).
Pentru orice t 2 I şi x; y 2 C1(I) consider¼am

G1 : [0; T ]! Pcl;cv(R); G1(t) := F1(t; x(t); y(t)) şi

G2 : [0; T ]! Pcl;cv(R); G2(t) := F2(t; x(t); y(t)):

Remark 4.2.7 Dac¼a G1 şi G2 sunt semicontinui inferior, atunci G1, G2 au (conform
Teoremei de Selecţie a lui Michael) selecţii continue.

Astfel, exist¼a

g(1)xy : [0; T ]! R;

g(2)xy : [0; T ]! R;

seleçtii continue pentru G1 şi G2 (adic¼a g
(1)
xy (t) 2 G1(t) = F1(t; x(t); y(t)),

g
(2)
xy (t) 2 G2(t) = F2(t; x(t); y(t))):
Consider¼am acum problema cu condi̧tii periodice la limit¼a:8>>><>>>:

x0(t) = g
(1)
xy (t)

y0(t) = g
(2)
xy (t)

x(0) = x(T )
y(0) = y(T )

pentru orice t 2 I := [0; T ] : (4.14)

Remark 4.2.8 Orice soluţie pentru sistemul (4.14) este o soluţie pentru sistemul (4.13).

Remark 4.2.9 Problema cu condiţii periodice la limit¼a (4.14) este echivalent¼a cu urm¼a-
torul sistem 8>><>>:

x(t) =
R T
0 G�(t; s)

h
g
(1)
xy (s) + �x(s)

i
ds

y(t) =
R T
0 G�(t; s)

h
g
(2)
xy (s) + �y(s)

i
ds

unde

G�(t; s) =

8><>:
e�(T+s�t)

e�T�1 ; dac¼a 0 � s < t � T

e�(s�t)

e�T�1 ; dac¼a 0 � t < s � T
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Problema (4.14) este echivalent¼a cu problema de punct �x cuplat

(
x = G

(1)
xy

y = G
(2)
xy

,

unde X = C(I) şi G(1)xy ; G
(2)
xy : X2 ! X sunt astfel de�ni̧ti

G(1)xy (t) =

Z T

0
G�(t; s)

h
g(1)xy (s) + �x(s)

i
ds

G(2)xy (t) =

Z T

0
G�(t; s)

h
g(2)xy (s) + �y(s)

i
ds:

Consider¼am metrica complet¼a d; indus¼a de norma sup pe X;

d(x; y) = sup
t2I

jx(t)� y(t)j , pentru x; y 2 C(I):

Pentru x; y; u; v 2 X, not¼am ed((x; y); (u; v)) := � d(x; u)
d(y; v)

�
:

Teorema 4.2.10 Consider¼am problema (4.13) şi presupunem c¼a:
(i) G1 : [0; T ]! Pcl;cv(R); G1(t) := F1(t; x(t); y(t)) este semicontinuu inferior,

G2 : [0; T ]! Pcl;cv(R); G2(t) := F2(t; x(t); y(t)) este semicontinuu inferior,

pentru orice x; y 2 C[0; T ];

(ii) pentru orice g(1)xy şi g
(2)
xy selecţii continue, pentru G1, respectiv G2, exist¼a � > 0

şi �1; �2; �3; �4 > 0 astfel încât

0 � g(1)xy (t)� g(1)uv (s) + �(x� u) � �[�1(x� u) + �2(y � v)]

0 � g(2)xy (t)� g(2)uv (t) + �(y � v) � � [�3(x� u) + �4(y � v)] ;

(iii) matricea S :=
�
�1 �2
�3 �4

�
este convergent¼a la zero

Atunci exist¼a o soluţie unic¼a a problemei de ordinul întâi cu condiţii periodice la
limit¼a (4.13).
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[34] L. Ćiríc, M. Cakíc, J. S. Rajovíc and J. S. Ume, Monotone generalized nonlinear
contractions in partially ordered metric spaces, Fixed Point Theory Appl., (2008),
Article ID 131294.

[35] L. Collatz, Functionalanalysis und Numerische Mathematik, Springer, Berlin, 1964.

[36] H. Covitz and S. B. Nadler, Multivalued contraction mappings in generalized metric
spaces, Israel J. Math., 8 (1970), 5-11.

[37] M. M. Deza, E. Deza, Encyclopedia of Distances, Springer, Dordrecht, 2009.

[38] J. Dugundji, Topology, Allyn and Bacon, Boston, 1966.

[39] J. Eisenfeld, V. Lakshmikantham, Comparison principle and nonlinear contractions
in abstract spaces, J. Math. Anal. Appl., 49 (1975), 504�511.

[40] R. Engelking, General Topology, PWN Warszawa, 1977.

[41] J. G. Falset, L. Guran and E. Llorens-Fuster, Fixed points for multivalued contrac-
tions with respect to a !-distance, Sci. Math. Japon., e-(2009) 611-619

[42] Y. Feng and S. Liu, Fixed point theorems for multivalued contractive mappings and
multivalued Caristi type mappings, J. Math. Anal. Appl., 317 (2006), 103-112.
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Studia Univ. Babeş-Bolyai Math., 2013, to appear.

[158] R. S. Varga, Matrix Iterative Analysis, Springer Series in Computational Mathemat-
ics, Vol. 27, Springer, Berlin, 2000.

[159] D. Wardowski, On set-valued contractions of Nadler type in cone metric spaces,
Appl. Math. Lett., 24 (2011), 275-278.

[160] D. Wardowski, Endpoints and �xed points of set-valued contractions in cone metric
spaces, Nonlinear Anal., 71 (2009), 512-516.

[161] A. Yantir and S. Gulsan Topal, Positive Solutions of Nonlinear m-point BVP on
Time Scales, International Journal of Di¤erence Equations (IJDE). 0973-6069 Vo-
lume 3 Number 1 (2008), 179-194.

[162] P. P. Zabrejko, K-metric and K-normed linear spaces: survey, Collect. Math., 48
(1997), no. 4-6, 825-859.

[163] A. C. Zaanen, Riesz Spaces, North-Holland Publishing Company, Amsterdam, Vol.
2, 1983.

48


