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Introducere

Aplicarea teoriei punctului fix este importantd in multe domenii: in matematica, statistica,
chimie, biologie, informatica, inginerie si in economie privind problemele legate de teoria
aproximarii, teoria potentialului, teoria jocului, economie matematica, teoria ecuatiilor
diferentiale, teoria ecuatiilor integrale, teoria ecuatiilor matriciale etc. (a se vedea K. C.
Border [20], A. Cataldo, E. A. Lee, X. Liu, E. D. Matsikoudis, H. Zheng [24], Y. Guo [52],
A. Hyvarinen [59], A. Noumsi, S. Derrien, P. Quinton [89], A. Yantir si S. Gulsan Topal
[161]). Teoremele de punct fix sunt folosite pentru a demonstra existenta diverselor tipuri
de echilibru Nash ( K. C. Border [20]) in economie, dar si pentru a demonstra existenta
solutiilor slab periodice pentru un model care descrie caldura electricd a unui conductor
considerand si efectul Joule-Thomson (a se vedea M. Badii [12]).

Principiul clasic al lui Banach este surprinzator prin simplitatea sa si este probabil cel
mai aplicat aplicat principiu in toata analiza matematicd. Aceasta se intampld, deoarece
conditia de contractie asupra operatorului este usor de verificat si cere doar structura unui
spatiu metric complet (a se vedea S. Banach [11]). Diversi matematicieni s-au ocupat
de dezvoltarea si generalizarea acestui principiu (a se vedea A. M. Ostrowski [96], M. A.
Krasnoselskii, P. P. Zabreiko [74], J. Jachymski [61], E. Rakotch [117], D. W. Boyd si
J. S. W. Wong [21], J. Matkowski [81], F. E. Browder [22], A. Meir si E. Keeler [82], M.
Geraghty [47], J. Jachymski [62], A. D. Arvanitakis [8], C. Mongkolkeha, W. Sintunavarat,
P. Kumam [84], W. Sintunavarat, P. Kumam [144], W. Sintunavarat, P. Kumam [143]).
Principiul clasic al lui Banach este foarte utilizat in analiza neliniara, avind multe aplicatii
la ecuatiile operatoriale, teoria fractalilor, teoria optimizarii gi alte domenii.

A. C. M. Ran gi M. C. B. Reurings au studiat in [118] existenta punctelor fixe ale
unor operatori neliniari care satisfac conditia de contractie in spatii metrice ordonate gi
au prezentat cateva aplicatii la ecuatiile matriciale. Ulterior, numerosi autori au studiat
problema existentei si unicitdtii punctului fix, al unui operator care satisface conditia de
contractie pe multimi ordonate ( R. P. Agarwal, M. A. El-Gebeily si D. O’Regan [4], L.
Ciri¢, M. Cakié, J. S.Rajovié si J. S. Ume [34], H. K. Nashine, B. Samet, C. Vetro [86], J.
J. Nieto si R. R. Lépez [87], [88], Y. J. Cho, R. Saadati si S. Wang [26], E. Graily, S. M.
Vaezpour, R. Saadati, Y. J. Cho [50], W. Sintunavarat, Y. J. Cho si P. Kumam [145]).

Existenta punctelor fixe, ale unor operatori multivoci de tip contractie a fost studiata
de cdtre multi autori, utilizaind conditii diferite, in urmatoarele lucrari: N. L. Ciri¢ [32],
[33], N. Mizoguchi, W. Takahashi [83], B. E. Rhoades [125]. In 1969, S. B. Nadler [85] a
extins pricipiul lui Banach de la cazul operatorilor univoci la cel al operatorilor multivoci.

Teorema lui Nadler a fost modificatd si generalizatd de cétre multi autori in teoria
punctului fix. Aceste generalizari au slibit conditia de contractie asupra operatorului,
dar s-au adaugat conditii suplimentare, ca de exemplu operatorul sa ia valori compacte.
Pentru rezultate de punct fix in cazul operatorilor multivoci de tip contractie generalizata,



a se vedea Reich [120], L. Ciri¢ [32], V. M Sehgal si R. E. Smithson [142] si N. Mizoguchi,
W. Takahashi [83].

Y. Feng si S. Liu au definit in Y. Feng si S. Liu [42] un alt tip de contractivitate
pentru operatori multivoci, care concentreaza conditiile asupra unor orbite ale operatorului
considerat. Cel mai important rezultat de punct fix prezentat in Y. Feng si S. Liu [42]
este o generalizare a teoremei lui Nadler. Y. Feng si S. Liu au obtinut teoreme de punct
fix gi pentru operatori multivoci de tip Caristi.

In 2007, D. Klim si D. Wardowski [72] inspirati de rezultatele obtinute de catre
Mizoguchi-Takahashi si Feng-Liu au obtinut o generalizare a rezultatelor de punct fix
prezentate anterior de cétre Y. Feng si S. Liu [42], N. Mizoguchi, W. Takahashi [83] si S.
Reich [120].

0. Kada, T. Suzuki si W. Takahashi [64] au introdus in 1996 conceptul de w-distanta
pe un spatiu metric si folosind aceastd notiune au obtinut o dezvoltare a teoremei de
optimizare neconvexd a lui Takahashi gi generaliziri ale teoremei de punct fix a lui J.
Caristi si principiului variational al lui I. Ekeland. Ei au obtinut de asemenea, teoreme de
punct fix pentru operatori univoci de tip (w-) contractiv.

In 2009 J. G. Falset, L. Guran si E. Llorens-Fuster [41] au obtinut o generalizare a
rezultatelor de punct fix prezentate de catre D. Klim i D. Wardowski (Theorem 2.1 [72]),
pentru operatori univoci de tip contractie in spatii metrice complete, folosind conceptul
de w-distanta.

Unul dintre obiectivele noastre este obtinerea rezultatelor de punct fix pentru operatori
multivoci in spatii con-metrice pentru a generaliza rezultatele obtinute de cétre J. G.
Falset, L. Guran si E. Llorens-Fuster [41]. In urmatoarele paragrafe vom prezenta cateva
aspecte importante privind spatiile con-metrice.

In 1905, M. Fréchet [44], [45] a introdus conceptul de spatiu metric. In 1934, studentul
sdu D. Kurepa [76] a prezentat o notiune de spatiu metric, mai abstract4, in care metrica
ia valori intr-un spatiu vectorial ordonat. In literatura de specialitate, spatiile metrice
inzestrate cu metrica vectoriala sunt cunoscute sub diverse denumiri: spatii pseudometrice
D. Kurepa [76], L. Collatz [35], K-spatii metrice J. Eisenfeld [39], P. P. Zabrejko [162],
I. A. Rus, A. Petrugel, M. A. Serban [134], spatii metrice generalizate B. Rzepecki [137],
spatii metrice in care metrica ia valori vectoriale I. D. Arandelovié¢, D. J. Kecki¢ [7], spatii
metrice in care metrica ia valori intr-un con K. J. Chung [30], [31], spatii con-metrice L.
G. Huang, X. Zhang [58], S. Jankovi¢, Z. Kadelburg si S. Radenovi¢ [63].

Spatiile con-metrice si spatiile con-metrice normate au aplicatii multiple in analiza
numericd gi teoria punctului fix. Cateva dintre aplicatiile spatiilor con-metrice au fost
prezentate in lucrarile lui L. Collatz [35] si P. P. Zabrejko [162]. J. Schroder [140], [141] a
fost primul care a aridtat importanta spatiilor metrice generalizate in analiza numerica.

Incepand cu anul 2007, multi autori au studiat spatiile con-metrice peste spatii Banach,
obtinand teoreme de punct fix (a se vedea L. G. Huang, X. Zhang [58], S. Rezapour, R.
Hamlbarani [124], D. Wardowski [160], H. K. Pathak, N. Shahzad [97], I. Sahin, M. Telsi
[150], A. Amini-Harandi, M. Fakhar [6], A. Sonmez [149], A. Latif, F. Y. Shaddad [78],
D. Turkoglu, M. Abuloha [154], M. A. Khamsi [69], S. Radenovi¢, Z. Kadelburg [116], M.
Khani, M. Pourmahdian [71], M. Asadi, S. M. Vaezpour, H. Soleimani [9] etc.).

Principiul clasic al lui Banach a fost extins pentru cazul contractiilor univoce in spatii
metrice vectoriale de catre A. I. Perov [98], A. L. Perov si A.V. Kibenko [99] si J. Ortega
si W. Rheinboldt [95]. Alte contributii privind acest aspect au fost prezentate in lucrarile
lui A. Bucur, L. Guran si A. Petrugel [23], R.P. Agarwal [3], A. D. Filip si A. Petrusel



[43], D. O’'Regan, N. Shahzad, R. P. Agarwal [94], R. Precup, A. Viorel [112], R. Precup,
A. Viorel [113], R. Precup [111], etc. Cazul contractiilor multivoce in spatii vectoriale a
fost abordat de catre A. Petrusel [104], I. R. Petre, A. Petrusgel [101], Sh. Rezapour, P.
Amiri [123], etc.

In studiul punctului fix al unui operator, este mai constructiv in unele cazuri si con-
siderdm un concept mai general, gi anume conceptul de punct fix cuplat. Acest concept
de punct fix cuplat pentru operatori neliniari a fost introdus si studiat de catre Opoitsev (
V.I. Opoitsev [90]-[92]) si mai tarziu in 1987, de cdtre D. Guo si V. Lakshmikantham [53]
in conexiune cu cvasisolutiile cuplate ale unei probleme cu conditii initiale pentru ecuatii
diferentiale ordinare.

O noud directie de cercetare a fost introdusa de catre T. Gnana Bhaskar gi V. Laksh-
mikantham in [48] si V. Lakshmikantham and L. Ciri¢ in [77]. In [48] T. Gnana Bhaskar
si V. Lakshmikantham au prezentat notiunea de operator care are proprietatea de mixt-
monotonie. Ei au obtinut rezultate de punct fix cuplat pentru operatori care satisfac
proprietatea de mixt-monotonie si au prezentat ca gi aplicatie, o teorema de existenta si
unicitate a solutiei unei probleme cu conditii periodice la limitd. Abordarea lor se bazeaza
pe conditii de tip contractie impuse asupra operatorului.

In ultimele decenii problema punctului fix cuplat a atras interesul multor matemati-
cieni, deoarece aceasta are un rol important in studiul ecuatiilor diferentiale neliniare,
ecuatii integrale neliniare si incluziuni diferentiale. Alte rezultate privind teoria punctului
fix cuplat se pot gasi in lucrarile lui T. Gnana Bhaskar i V. Lakshmikantham [48], D.
Guo, Y. J. Cho si J. Zhu [54], S. Hong [57], V. Lakshmikantham si L. Ciri¢ [77], M. D. Rus
[135], V. Berinde [14], M. Berzig [17], W. Sintunavarat, P. Kumam i Y. J. Cho [147], M.
Abbas, W. Sintunavarat, P. Kumam [2], Y. J. Cho, G. He, N. J. Huang [25], Y. J. Cho, M.
H. Shah, N. Hussain [27], Y. J. Cho, B. E. Rhoades, R. Saadati, B. Samet, W. Shantawi
[28], M. E. Gordji, Y. J. Cho, H. Baghani [49], B. Samet, C. Vetro [139], W. Sintunavarat,
Y. J. Cho si P. Kumam [146], W. Sintunavarat, A. Petrusel, P. Kumam [148], B. Samet
[138].

In aceastd lucrare prezentim un studiu detaliat gi unitar privind existenta, unicitatea,
dependenta de date, stabilitatea punctului fix si punctului fix cuplat pentru operatori
univoci si multivoci considerdnd proprietitile de mixt-monotonie si de umbrire la limita.
Acest studiu este sustinut si de prezentarea unor aplicatii.

Aceasta lucrare este impartita in patru capitole, fiecare capitol continand cateva secti-
uni.

Capitolul 1: Preliminarii

In acest capitol scopul este de a puncta notiunile de bazi pe care le vom folosi in
urmatoarele capitole ale acestei lucrari si care ne permit sa prezentam rezultatele acestui
studiu. Acest capitol contine urmatoarele sectiuni:

In prima sectiune introducem conceptele de spatiu metric vectorial si matrici con-
vergente la zero.

In a doua sectiune amintim cateva din teoremele de bazi in teoria punctului fix
pentru operatori univoci si multivoci.

In cea de-a treia sectiune prezentim cateva probleme deschise privind punctele fixe
si punctele fixe stricte.

Cea de-a patra sectiune cuprinde lema clasica a lui Cauchy si o generalizare a ace-
steia.

Capitolul 2: Teoreme de punct fix in spatii metrice generalizate



In acest capitol prezentfm cateva rezultate de punct fix pentru operatori univoci si
multivoci in spatii metrice cu metrica ludnd valori vectoriale si in spatii con-metrice.
Studiul nostru se bazeaza pe teorema de punct fix al lui Perov in spatii metrice vectoriale.
In continuare am investigat stabilitatea Ulam-Hyers si proprietatea de umbrire la limits a
problemei de punct fix. Acest capitol cuprinde trei sectiuni.

In prima sectiune prezentim cateva rezultate de existenti, unicitate si stabilitate
pentru problema de punct fix in cazul operatorilor univoci in R’ spatii metrice generali-
zate.

Contributiile proprii in aceasta sectiune sunt urmatoarele rezultate: Teorema 2.1.1 este
o extensie a teoremei lui Perov si dezvolta in acelasi timp céiteva rezultate prezentate de
cdtre V. Berinde [13], S. Reich [119] si G. E. Hardy, T. D. Rogers [55]; Teorema 2.1.2 este
un rezultat privind stabilitatea Ulam-Hyers a unei ecuatii de punct fix.

Rezultatele prezentate in aceastd sectiune sunt incluse in urmatoarele lucrari: A.
Petrugel, G. Petrusel si C. Urs [108], A. Petrugel, C. Urs si O. Mlesnite [109].

In cea de-a doua sectiune am obtinut rezultate de existentd si stabilitate pentru o
problema de punct fix in cazul operatorilor multivoci in R’} spatii metrice generalizate.
Proprietatea de umbrire este de asemenea studiata.

Rezulatele proprii in aceasta sectiune sunt urméatoarele: Teorema 2.2.1 este o extensie
a teoremei lui Nadler de punct fix intr-un spatiu metric vectorial, reprezintd o versiune
multivoca a Teoremei 2.1.1, care a fost prezentata in prima sectiune a acestui capitol si este
de asemenea o generalizare a unor rezultate prezentate de catre M. Berinde, V. Berinde
[15]; Teorema 2.2.4 este un rezultat privind stabilitatea Ulam-Hyers a unei incluziuni de
punct fix gi proprietatea de umbrire la limitd a unei contractii multivoce; Teorema 2.2.5
reprezintd un rezultat referitor la stabilitatea Ulam-Hyers a unei incluziuni de punct fix
pentru un operator multivoc.

Rezultatele prezentate in aceastd sectiune sunt cuprinse in urméatoarele lucrari: A.
Petrugel, G. Petrusel si C. Urs [108] si A. Petrusel, C. Urs si O. Mlegnite [109].

In cea de-a treia sectiune am obtinut un rezultat de punct fix pentru un operator
multivoc, folosind conceptul de c-distanta in spatii con-metrice. Conceptul de c-distanta
a fost introdus de catre Y. J. Cho, R. Saadati si S. Wang [26], si reprezinta o generalizare
a w-distantei, introdusd de O. Kada, T. Suzuki si W. Takahashi [64].

Cea mai importantd contributie proprie in aceastd sectiune este Teorema 2.3.8, care
reprezintd un rezultat de punct fix pentru operatori multivoci in spatii con-metrice inze-
strate cu o c-distantd. Aceastd teoremd este o generalizare a Teoremei 3.3 prezentatd de
citre J. G. Falset, L. Guran si E. Llorens-Fuster in [41].

Rezultatul pe care l-am obtinut in spatii con-metrice este cuprins in urmatoarea lucrare
E. Llorens-Fuster, C. Urs [79].

Capitolul 3: Teoreme de punct fix cuplat

In acest capitol prezint cateva rezultate de existent#, unicitate si stabilitate a punctului
fix cuplat pentru o pereche de operatori univoci si multivoci de tip contractie in spatii
metrice complete. Abordarea noastra se bazeaza pe teorema de punct fix a lui Perov
pentru contractii in spatii metrice vectoriale. Acest capitol este structurat pe trei sectiuni.

In prima sectiune prezentim un rezultat de existentd, unicitate, dependents de date
si stabilitate Ulam-Hyers a punctului fix cuplat pentru o pereche de operatori univoci de
tip contractie in spatii metrice vectoriale.

Contributia proprie in aceasta sectiune este Teorema 3.1.2, reprezentand un rezultat de
existentd, unicitate, dependenta de date si stabilitate Ulam-Hyers a unui punct fix cuplat



pentru o pereche de operatori univoci.

Acest rezultat este inclus in lucrarea C. Urs [155].

In cea de-a doua sectiune prezint cateva rezultate in contextul spatiilor metrice
ordonate pentru problema de punct fix cuplat a unor operatori care au proprietatea de
mixt-monotonie.

Contributia proprie in aceasta sectiune este Teorema 3.2.2, o teorema de tipul Gnana
Bhaskar-Lakshmikantham pentru problema de punct fix cuplat al unei perechi de operatori
univoci, care satisfac proprietea de mixt-monotonie.

Rezultatul obtinut in aceastd sectiune este inclus in lucrarea A. Petrusel, G. Petrusgel
si C. Urs [108].

In cea de-a treia sectiune am investigat existenta, unicitatea, dependenta de date si
stabilitatea Ulam-Hyers a punctului fix cuplat pentru o pereche de operatori multivoci in
spatii metrice vectoriale.

Contributiile proprii in aceastd sectiune sunt urméatoarele: Teorema 3.3.3, un rezultat
de stabilitate Ulam-Hyers a unei incluziuni de punct fix pentru un operator multivoc cu va-
lori proximinale intr-un spatiu metric generalizat; Teorema 3.3.4, un rezultat de existenta,
unicitate gi stabilitate Ulam-Hyers ale unei incluziuni de punct fix pentru un operator
multivoc; Teorema 3.3.6, un rezultat de existenta si stabilitate ale unui sistem de inclu-
ziuni operatoriale pentru operatori multivoci, care au valori proximinale; Teorema 3.3.7,
un rezultat de existentd, unicitate gi stabilitate ale unui sistem de incluziuni operatoriale
pentru operatori multivoci.

Rezultatele prezentate in aceastd sectiune sunt cuprinse in lucrarea: C. Urs [155].

Capitolul 4: Aplicatii

In acest capitol prezentim cateva aplicatii la sistemele de ecuatii diferentiale de ordinul
intai cu conditii periodice la limité si la sistemele de ecuatii finctional-integrale, cu scopul
de a valida rezultatele prezentate anterior. Rezultatele obtinute in acest capitol sunt
aplicatii ale problemelor de punct fix cuplat pentru operatori univoci si multivoci de tip
contractie in spatii metrice vectoriale. Acest capitol cuprinde doua sectiuni.

In prima sectiune prezentim o aplicatie la ecuatii integrale si la o problem# cu
conditii periodice la limita.

Contributia proprie in aceasta sectiune este Teorema 4.1.3, reprezentédnd un rezultat de
existenta, unicitate gi stabilitate Ulam-Hyers ale unei solutii pentru o problema cu conditii
periodice la limita si este o aplicatie a Teoremei 3.1.2 de punct fix cuplat, prezentatd in
Capitolul 3.

Rezultatul prezentat in aceastd sectiune este cuprins in lucrarea C. Urs [156].

In cea de-a doua sectiune prezentim cateva aplicatii la un sistem de ecuatii dife-
rentiale de ordinul intdi cu conditii periodice la limita, considerdnd de asemenea pro-
prietatea de mixt-monotonie si cAteva aplicatii la sisteme de ecuatii functional-integrale.

Prima contributie proprie in aceasta sectiune este Teorema 4.2.2, care include investi-
garea existentei si unicitatii solutiei unei probleme cu conditii periodice la limita. Aceasta
teorema este o aplicatie a Teoremei 3.2.2 de punct fix cuplat, prezentata in Capitolul
3. Teorema 4.2.2 a fost obtinutd pentru cazul operatorilor univoci cu proprietatea de
mixt-monotonie in spatii metrice ordonate.

Cea de-a doua contributie proprie este Teorema 4.2.3, o aplicatie a Teoremei 3.2.3 de
punct fix cuplat prezentatd in Capitolul 3. Aceasta aplicatie este un rezultat de existenta
si unicitate pentru un sistem de ecuatii functional-integrale, care apare in modele fluxului
de trafic.



Cel de-al treilea rezultat propriu este Teorema 4.2.4, o aplicatie a Teoremei 3.2.3 si
reprezintd un rezultat de existentd si unicitate pentru un sistem de ecuatii functional-
integrale. In acest caz am aplicat teorema de punct fix cuplat la un sistem echivalent de
ecuatii operatoriale. Ca gi o consecinta a rezultatelor anterioare, prezentate in aceasta
sectiune, am obtinut o aplicatie, Teorema 4.2.10, care este un rezultat de existenta si
unicitate pentru un sistem multivoc de ordinul intai cu conditii periodice la limita.

Primul rezultat din aceasta sectiune, Teorema 4.2.2 este cuprinsa in lucrarea C. Urs
[157].

Contributiile proprii, prezentate in aceasta tezd sunt cuprinse in urméatoarele lucrari
stiintifice:

[155] C. Urs, Ulam-Hyers stability for coupled fized points of contractive type operators,
J. Nonlinear Sci. Appl., 6 (2013), 124-136, (MR 3017896).

[156] C. Urs, Coupled fixed point theorems and applications to periodic boundary value
problems, Miskolc Mathematical Notes, 14 (2013), no. 1, 323-333, (MR 3070711), (IF:
0,304).

[108] A. Petrusel, G. Petrusel, and C. Urs, Vector-valued metrics, fized points and cou-
pled fixed points for nonlinear operators, Fixed Point Theory and Appl., (2013), 2013:218
doi:10.1186/1687-1812-2013-218, (MR 3108266), (IF: 1,87).

[109] A. Petrusel, C. Urs and O. Mlesnite, Vector-valued Metrics in Fized Point Theory,
Contemporary Math. Series, Amer. Math. Soc., 2013, to appear.

[157] C. Urs, Coupled fized point theorems for mized monotone operators and applica-
tions, Studia Univ. Babeg-Bolyai Math., 2013, to appear.

[79] E. Llorens-Fuster, C. Urs, Fized point results for multivalued operators with respect
to a c-distance, submitted.

O mare parte din aceste contributii proprii au fost prezentate in cadrul urmatoarelor
conferinte:

- International Conference on Nonlinear Operators, Differential Equations and Applica-
tions (ICNODEA), July 5" -8 2011, Babes-Bolyai University of Cluj-Napoca,
Romania;

- The 5" International Workshop- 2012, Constructive Methods for Non-Linear Boundary
Value Problems, June 28"-July 1%, 2012, Tokaj, Hungary;

- 6" European Congress of Mathematics, July 2"-7t" 2012, Krakow, Poland;

- The 10*" International Conference on Fixed Point Theory and its Applications,

July 9*7-15t" 2012, Babes-Bolyai University of Cluj-Napoca, Romania;

- Workshop on Metric Fixed Point Theory, November 15%*-17%" 2012, University of
Valencia, Spain.

- The Fourtheenth International Conference on Applied Mathematics and Computer

Science (Theodor Angheluti Seminar), August 29*-31%¢, 2013, Cluj-Napoca, Romania.
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Capitolul 1

Preliminarii

Scopul acestui capitol este de a prezenta conceptele de baza pe care le folosim in urma-
toarele capitole si care ne permit prezentarea rezultatelor obtinute in cadrul acestei teze.
In prima sectiune a acestui capitol amintim notiunile de spatiu metric generalizat si ma-
trici convergente la zero. In cea de-a doua sectiune prezentim cateva teoreme de punct
fix, care reprezintd baza studiului realizat in aceastd lucrare. In sectiunea a treia expunem
cateva probleme deschise privind punctele fixe si punctele fixe stricte. In cea de-a patra
sectiune amintim lema clasicd a lui Cauchy si prezentam o generalizare a sa.

Referintele de bazd pentru acest capitol sunt urméatoarele: W. A. J. Luxemburg, A. C.
Zaanen [80]; I. A. Rus [126]; A. C. Zaanen [163]; P. P. Zabrejko [162]; R. S. Varga [158];
R. Precup [110]; A. Granas, J. Dugundji [51]; L.-G. Huang, X. Zhang [58]; G. Allaire si S.
M. Kaber [5]; I. A Rus, A. Petrusel si G. Petrugel [131].

1.1 Metrici vectoriale si matrici convergente la zero

In aceasti sectiune introducem notiunile pe care le utilizam in aceasta lucrare. Conceptele
de spatiu metric generalizat si matrici convergente la zero sunt prezentate in ceea ce
urmeaza.

Fie X o multime nevida. Un operator d : X x X — R™ se numeste metrica vectoriala
pe X daca urmétoarele proprietiti sunt satisfacute:

(a) d(z,y) > O pentru orice z,y € X; dacd d(z,y) = O, atunci z = y; (unde O :=
(0707"' ’O))

m—times

(b) d(z,y) = d(y,x) pentru orice z,y € X;

(c) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) pentru orice z,y € X.

O multime nevida X cu o metrica vectoriala d se numeste un R’ spatiu metric ge-
neralizat si se va nota cu (X, d). Notiunile de gir convergent, sir Cauchy, completitudine,
submultime deschisa si inchisa, bila deschisa si inchisa, etc. sunt similare celor din cazul
spatiilor metrice obisnuite.

Notam cu M, (R4+) multimea tuturor matricilor m x m cu elemente pozitive si cu I
matricea identitate m x m. Dacd z,y € R™, x = (z1,...,2m) st ¥y = (Y1, ..., Ym), atunci,
prin definitie:

x <y dacd si numai dacd x; < y; pentrui € {1,2,...,m}.
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Remarcam faptul ca pe parcursul acestei lucrari o sa facem o identificare a liniei cu coloana
unui vector in R™.

Definitia 1.1.1 O matrice patratica A € My, (Ry) se numeste convergenta la zero daca

$t numat dacd
A" — 0 cdnd n — oo

Un rezultat clasic in analiza matriciald este urmétoarea teorema (a se vedea G. Allaire

si S. M. Kaber [5], R. S. Varga [158]):

Teorema 1.1.2 Fie A € My, (Ry). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) A este o matrice convergenta la zero;
(i1) Valorile proprii ale lui A sunt in discul unitate deschis, adica, |A| < 1, pentru orice
A€ C cudet(A—N)=0;
(11i) Matricea (I — A) este nesingulard si

(I—A) ' =T+A+ . + A"+ . (1.1)

(i) Matricea (I — A) este nesingulard si (I — A)~' are elemente nenegative;

(v) A"q — 0 gi ¢A™ — 0 cdand n — oo, pentru orice ¢ € R™;

(vi) Matricile gA si Aq sunt convergente la zero, pentru orice q € (1,Q), unde
1

@ = 5y

Alte rezultate privind matricile convergente la zero, se pot gasi in urmatoarele lucrari:
I. A. Rus [126], A. 1. Perov [98], M. Turinici [152], R. Precup [111].

Definitia 1.1.3 Un operator T : X — X se numeste A-contractie (in raport cu metrica
vectoriala d din X ) daca exista o matrice A, convergenta la zero astfel incat

d(T(u), T(v)) < Ad(u,v)

pentru orice u,v € X.

1.2 Teoreme de punct fix pentru operatori univoci si mul-
tivoci

In aceasti sectiune prezentam cateva teoreme de punct fix bine cunoscute, pe care se
bazeaza aceasta investigare.

In continuare amintim teorema de punct fix a lui Perov (a se vedea A. I. Perov [98],
A. 1. Perov, A. V. Kibenko [99], J. Ortega si W. Rheinboldt [95]). Aceastd teorem4 este
o extensie a principiului contractiilor al lui Banach, pentru cazul contractiei univoce in
spatii inzestrate cu metrici vectoriale.

Teorema 1.2.1 (Perov) Fie (X,d) un spatiu metric generalizat complet si operatorul
f: X — X o A-contractie atunci:

(i) Fia(f) = {=*};
(ii) sirul aprovimatiilor succesive (Tn),cn, Tn = f" (To) este convergent
st are limita x*, pentru orice xg € X;

11



(i1i) avem urmatoarea estimare
d(wn, o) < A" (I = A) d(z0,21); (12)

(v) daca g : X — X este un operator, astfel incat sa existe y* € Fix(g) si
ne RT) cud(f(x),g(z)) <n, pentru orice x € X, atunci

d(z*,y*) < (I - A) ",
(v) daca g : X — X este un operator gi exista n € (RT)* astfel incdt

d(f(x),g(x)) <n, pentru orice x € X, atunci pentru girul y, := g" (z¢)
avem urmatoarea estimare

d(yn,z*) < (I —A)tn+ A" (I — A) (0, 1) (1.3)

1.3 Puncte fixe si puncte fixe stricte

Studiul urmatoarelor probleme deschise reprezintd un interes in teoria punctului fix, vezi
A. Petrugel, I. A. Rus si M. A. Serban [107].

Problem 1.3.1 Care sunt conditiile metrice impuse asupra lui T care implica
Fiz(T) = SFiz(T) #0 ?
Problem 1.3.2 Care sunt conditiile metrice impuse asupra lui T care implica
SFix(T) = {z*}7?
Problem 1.3.3 Care sunt conditiile metrice impuse asupra lui T care implica
Fix(T) = SFiz(T) = {z*} 7
Problem 1.3.4 In ce conditii metrice impuse asupra lui T are loc urmdatoarea implicatie:
SFiz(T) #0 = Fiz(T) = SFiz(T) ={z*} ?

Investigarea Problemei 1.3.1, Problemei 1.3.2, Problemei 1.3.3 si Problemei 1.3.4 in
spatii metrice generalizate reprezinta un aspect interesant de studiat.

1.4 Leme de tip Cauchy

In aceasta sectiune prezentim lema clasici a lui Cauchy si un rezultat obtinut de catre
I. A. Rus [128] pe baza ciruia, am obtinut rezultate de stabilitate (stabilitatea Ulam-
Hyers si proprietatea de umbrire la limitd) pentru operatori multivoci in spatii metrice
generalizate. In continuare, am expus o generalizare a lemei lui Cauchy (a se vedea 1. A.
Rus si M. A. Serban in [133]).

12



Capitolul 2

Teoreme de punct fix in spatii met-
rice generalizate

In acest capitol prezentim cateva rezultate de punct fix pentru operatori univoci si mul-
tivoci in spatii inzestrate cu R’ metrici si in spatii con-metrice. Abordarea noastra se
bazeaza pe teorema de punct fix a lui Perov in spatii metrice, in care metrica ia valori
vectoriale. Stabilitatea Ulam-Hyers si proprietatea de umbrire la limita a problemei de
punct fix sunt de asemenea studiate.

Referintele folosite pentru a dezvolta acest capitol sunt urméatoarele: A. I. Perov [98];
S. B. Nadler [85]; H. Covitz si S. B. Nadler [36]; R. P. Agarwal [3]; O. Kada, T. Suzuki
si W. Takahashi [64]; I. A. Rus, A. Petrugel, A. Sintdmarian [132]; A. Petrusgel [104]; Y.
Feng si S. Liu [42]; D. Klim si D. Wardowski [72]; L. G. Huang, X. Zhang [58]; M. Berinde
si V. Berinde [15], R. Precup si A. Viorel [112]; I. A. Rus [129], [130]; R. Precup [111], A.
Bucur, L. Guran si A. Petrusel [23]; J. G. Falset, L. Guran si E. Llorens-Fuster [41]; D.
Wardowski [160]; S. Radenovi¢ si B. E. Rhoades [115]; A. Petrusel si I. A. Rus [106], A.
D. Filip si A. Petrusel [43], M. Bota si A. Petrusel [19], P. T. Petru, A. Petrusel si J. C.
Yao [102], Y. J. Cho, R. Saadati si S. Wang [26].

2.1 Teoreme de punct fix pentru operatori univoci in spatii
metrice vectoriale

Scopul in aceasta sectiune este de a prezenta céiteva rezultate de existentd, unicitate gi
stabilitate pentru ecuatii de punct fix in R’ spatii metrice generalizate. Abordarea in
aceasta sectiune se bazeaza pe o teorema abstracta de punct fix in spatii metrice complet
ordonate. Rezultatele obtinute in aceasta sectiune sunt legate de alte rezultate de existenta
si stabilitate pentru problema de punct fix cuplat in cazul operatorilor univoci, care au
fost demonstrate in lucrarea C. Urs [155], avand ca si bazd teorema de punct fix al lui
Perov.

In lucrdrile lui R. Precup [111] si de asemenea A. Bucur, L. Guran si A. Petrugel [23],
A. D. Filip si A. Petrusel [43] si R. Precup, A. Viorel [112] sunt prezentate avantajele
utilizarii metricilor vectoriale in comparatie cu metricile scalare obisnuite.

Exista o literatura vasta privind aceasta abordare cu metrici vectoriale, a se vedea R.
P. Agarwal [3], D. O’Regan, N. Shahzad, R. P. Agarwal [94], A. Petrusel, I. A. Rus [106],
R. Precup, A. Viorel [113], R. Precup [111], etc.
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In continuare ne vom concetra atentia asupra urméatorului sistem de ecuatii operato-

riale:
{ r="1T (;Ua y)
Y= 15 (xv y)
unde 77,75 : X x X — X sunt doi operatori dati.
Prin definitie, o solutie (z,y) € X x X a sistemului de mai sus se numegte punct fix
pentru operatorii 17 si T5. Observam c&, dacd S : X x X — X este un operator si definim:

Ti(x,y) := S(z,y) si Ta(z,y) = S(y,z),

atunci obtinem conceptul clasic de punct fix cuplat pentru operatorul S, introdus de cétre

V. I. Opoitsev si apoi intensiv studiat in lucrdrile lui D. Guo si V. Lakshmikantham [53],

T. Gnana Bhaskar si V. Lakshmikantham [48], V. Lakshmikantham si L. Ciri¢ [77], etc.
Cazul incluziunii operatoriale este definit in mod similar, folosind simbolul € in loc de

Urmatorul rezultat este o extensie a teoremei lui Perov.

Teorema 2.1.1 Fie (X,d) un spativ metric complet generalizat si fie f : X — X o
(A,B,C,D,E)-contractie, adica, A, B,C,D,E € My (Ry) astfel incat matricile E gi C +
E sau matricile D i B+ D converg la zero si matricea M := (I — C — E)"Y(A+ C + D)
sau matricea N := (I — B — D)"Y (A + B + E) converge la zero i

d(f (z), f(y)) < Ad(z,y)+ Bd(y, f(2)) + Cd(z, f(y)) + Dd(z, f(x)) + Ed(y, f(y)), (2.1)

pentru orice x,y € X.
Atunci urmatoarele concluzii au loc:

1. f are cel putin un puct fix si pentru orice xg € X, xp, := f" (x9), sirul aprozimatiilor
succesive pentru f, pornind din xo converge la x*(xzg) € Fix(f) cand n — oo;

2. Pentru orice xg € X avem

d(zp, x*(20)) < M™(I — M) Yd(zo, f(x0)), pentru orice n € N

sau
d(xy, z*(x0)) < N"(I — N)"Yd(zo, f(x0)), pentru orice n € N.

3. Daca, suplimentar matricea A+ B 4+ C converge la zero, atunci f are un punct fix
unic in X.

In continuare, amintim dou&d concepte abstracte importante: operator slab Picard si
operator t-slab Picard (vezi I. A. Rus [129], [130]).

Pentru demonstrarea urmatoarelor teoreme, avem nevoie de notiunea de stabilitate
Ulam-Hyers in sens generalizat a ecuatiei de punct fix, care a fost introdusa de citre I. A.
Rus in [130] ( I. A. Rus [127]). Acest concept este adaptat dupa definitia datd de catre S.
Reich gi A. J. Zaslawski in [121], intr-un spatiu metric.

Urmatorul rezultat abstract se refera la stabilitatea Ulam-Hyers a unei ecuatii de punct

fix (1. A. Rus [130]).

Teorema 2.1.2 Fie (X,d) un spatiu metric generalizat si f : X — X un operator 1-slab
Picard. Atunci ecuatia de punct fiv x = f(x) este stabila Ulam-Hyers in sens generalizat.
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2.2 Teoreme de punct fix pentru operatori multivoci in spatii
metrice vectoriale

Scopul in aceasta sectiune este de a prezenta citeva rezultate de existenta si stabilitate
pentru incluziuni de punct fix in R’ spatii metrice generalizate.

In continuare prezentim o extensie a teoremei de punct fix a lui Nadler in spatii metrice
vectoriale, care este o versiune multivoca a teoremei lui Perov. Urmatorul rezultat este o
generalizare a unor rezultate prezentate de cdtre M. Berinde, V. Berinde [15].

Teorema 2.2.1 Fie (X,d) un spativ metric complet generalizat si fie S : X — Py(X)
o (A, B, C)-contractie multivoca, adica, A, B,C € Mpym (Ry) astfel incat matricea M :=
A+ C converge la zero i

H(S(x),S(y) < Ad(x,y) + BD(y,S(x)) + CD(x,S(x)), pentru orice z,y € X. (2.2)

Atunci:

(i) Fia(S) £ 0;
(ii) pentru orice (x,y) € Graph(S) exista un §ir (Tp)nen (cu Tg = =, x1 = Y §i

Tnt1 € S(zy), pentru orice n € N*) astfel incat (xy,)nen este convergent la un punct fix

x* = x*(x,y) al lui S si urmatoarele relatii au loc

d(xp, x*) < M™(I — M) Yd(zo, z1), pentru orice n € N*

§t
d(z,z*) < (I — M)*ld(a:,y).

Daca in rezultatul anterior matricea C = O,,, atunci obtinem o teorema de punct fix
pentru o aproape contractie multivoca in spatii metrice complete generalizate.

Amintim in continuare notiunile de operator multivoc slab Picard si operator multivoc
1-slab Picard (a se vedea I. A. Rus, A. Petrusel, A. Sintdmarian [132] si A. Petrusel [104]).

Doua concepte de stabilitate sunt prezentate mai jos:

Definitia 2.2.2 Fie (X,d) un spativ metric generalizat si F : X — P(X) un operator
multivoc. Incluziunea de punct fix

reF(zx), re€X (2.3)

se numeste stabila Ulam-Hyers in sens generalizat, daca si numai daca ewista ¢ : R —
R crescatoare, continud in O cu (O) = O astfel incdt pentru orice € := (€1,...,em) (cu
g; > 0 pentru i € {1,...,m}) si pentru orice e-solutie y* € X a incluziunii (2.3), adica,

D(y*, F(y")) <e, (2.4)
existd o solutie x*a incluziunii de punct fix (2.3), astfel incdt
d(y*, z*) < ¥(e).

Daca 1 (t) = C - t, pentru orice t € R (unde C € Mpym(Ry)), atunci incluziunea de
punct fix (2.3) este stabila Ulam-Hyers.
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Definitia 2.2.3 Fie (X,d) un spativ metric generalizat si F : X — P(X) un operator
multivoc. Atunci operatorul multivoc F are proprietatea de umbrire la limita daca pentru
orice §ir (Yn)nen din X astfel incat D(yn+1, F(yn)) — O cdnd n — 400, existd (Tn)neN
girul aproximatiilor succesive pentru F astfel incat d(zy,y,) — O, cind n — +oo.

Folosind urmatorul rezultat auxiliar ( I. A. Rus [128]) obtinem rezultate de stabilitate
(stabilitate Ulam-Hyers si proprietatea de umbrire la limitd) pentru A-contractii multivoce.

Lema de tip Cauchy. Fie A € M,,,,, (Ry) o matrice convergenta la zero si (Bp)nen €
R un sir, astfel incat lim B, = Op,. Atunci

n—-+o00

n

lim ()~ A" "By) = Op.

n—-+o0o
k=0

In continuare demonstram stabilitatea Ulam-Hyers a incluziunii de punct fix (2.3)
pentru cazul A-contractiei multivoce, care are cel putin un punct fix strict. Proprietatea
de umbrire la limita este de asemenea stabilita.

Teorema 2.2.4 Fie (X, d) un spatiu metric complet generalizat i fie F': X — Py(X) o
A-contractie multivocd. Presupunem ci SFix(F) # 0, adica, exvista x* € X astfel incat
{z*} = F(z*). Atunci:

(a) Fiz(F) = SFiz(F) = {z*};

(b) incluziunea de punct fix (2.3) este stabila Ulam-Hyers;

(¢) operatorul multivoc F' are proprietatea de umbrire la limita.

Avem urmatorul rezultat abstract privind stabilitatea Ulam-Hyers a incluziunii de
punct fix (2.3) pentru operatori multivoci.

Teorema 2.2.5 Fie (X,d) un spatiuv metric generalizat si F' : X — Py(X) un operator
multivoc ¢-slab Picard. Presupunem ca exista o matrice C € My, (Ry) astfel incdt pentru
orice € := (€1,...,6m) (cu g; > 0 pentru i € {1,...,m}) si orice z € X cu D(z,F(2)) <¢
exista uw € F(z) astfel incit d(z,u) < Ce. Atunci, incluziunea de punct fix (2.3) este
stabila Ulam-Hyers in sens generalizat.

Pentru exemple si alte rezultate privind stabilitatea Ulam-Hyers si proprietatea de
umbrire la limitd a ecuatiilor gi incluziunilor operatoriale vezi I. A. Rus [130], [129], [127],
A. Petrusgel si I. A. Rus [106], M. Bota si A. Petrugel [19], P. T. Petru, A. Petrusel si J.
C. Yao [102].

2.3 Teoreme de punct fix in spatii con-metrice inzestrate cu
o c-distanta

Scopul in aceasta sectiune este de a prezenta un rezultat de punct fix pentru un operator
multivoc, in spatii con-metrice folosind conceptul de c-distanta.

In aceastd sectiune expunem notiunile de bazi in spatiile con-metrice si dfm cateva
exemple de astfel de spatii si c-distante. Pentru conceptele gi rezultatele de baza in spatiile
con-metrice a se vedea lucrarea lui P. P. Zabrejko [162].
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Teoria punctului fix in spatii con-metrice a fost reformulatd de citre L. G. Huang, X.
Zhang [58] in 2007 si a devenit subiect de interes pentru multi matematicieni. Spatiile con-
metrice sunt generalizari ale spatiilor metrice, unde metrica este inlocuitd de un operator
care ia valori intr-un con, dintr-un spatiu Banach.

Y. J. Cho, R. Saadati si S. Wang [26] au introdus in 2011 un concept nou, de c-distanta
in spatii con-metrice, care este o versiune pe con a w-distantei, obtinutd de O. Kada, T.
Suzuki si W. Takahashi [64]. Ei au demonstrat in [26] cateva teoreme de punct fix pentru
operatori de tip contractie in spatii con-metrice ordonate, folosind c-distanta.

In aceastd investigare, o si utilizim c-distanta pentru a obtine o teorem# de punct fix
in cazul operatorilor multivoci, care ne permite sa prezentam o generalizare a Teoremei
3.3, expusd de cétre J. G. Falset, L. Guran si E. Llorens-Fuster in [41].

In continuare amintesc notiunile pe care le folosesc in aceastd sectiune.

Fie F un spatiu Banach real gi 6 elementul nul din . Fie P o submultime a lui
E cu int P # (), unde int P reprezintad interiorul lui P. Atunci P se numesgte con daca
urmatoarele conditii sunt satisfacute:

(i) P este inchis gi P # {0};
(ii) dacd a, b sunt numere reale nenegative si z,y € P, atunci az + by € P,
(iii) x € PN (—P) = {0} implicd x = 6.

Pentru orice con P C F, relatia de ordine < in raport cu P este astfel definitd x <y
dacd si numai dacd y — z € P. Notatia x < y inseamnd cd x < y, dar = # y. Folosim de
asemenea r < y pentru a indica faptul ¢d y — z € int P, cand int P # (). Un con P se
numeste normal daca existd un numar K > 0 astfel incat

0=z =2y= |zl < Kyl

pentru orice x,y € E. Cel mai mic numar pozitiv K, care satisface conditia de mai sus se
numeste constanta normala a lui P.

Conul P se numeste regulat daca orice gir crescitor care este marginit superior, este
convergent. Adicd, dacd {z,} este sir astfel incat

1 <1< .. <z, <...<y

pentru un y € F, atunci existd = € E, astfel incat ||z, —z|| — 0 (n — o0). In mod
echivalent conul P este regulat daca si numai daca orice sir descrescator care este margimit
inferior, este convergent. Orice con regulat este un con normal.

Presupunem in continuare ca E este un spatiu Banach real si P este un con in E cu
int P # (). Amintim de asemenea notiunile con-metricd si spatiu con-metric (a se vedea
de exemplu L.-G. Huang, X. Zhang [58]).

Exemplul 2.3.1 Fie E = R?, P = {(21,22,23) € E | z; > 0,i = 1,2,3}, X = R? i
d: X x X — F astfel incat

d((lﬁ,y) = (doo($, y)? dQ(ma y)? dl(CC, y))

Atunci (X, d) este un spatiu con-metric.

In exemplul de mai sus folosesc metrica Chebyshev, metrica euclidiand si metrica
Minkowski.
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Pentru alte definitii si proprietéti ale spatiilor con-metrice, a se vedea L. G. Huang, X.
Zhang [58], S. Radenovi¢ si B. E. Rhoades [115].

Conceptul de c-distantd intr-un spatiu con-metric (X, d), care a fost introdus de Y. J.
Cho, R. Saadati si S. Wang [26], este o generalizare a w-distantei.

Definitia 2.3.2 (Y. J. Cho, R. Saadati si S. Wang [26]) Fie (X,d) un spatiu con-metric.
Atunci o functie g : X x X — FE se numeste c-distanta pe X, daca urmatoarele afirmatii
sunt satisfacute:

(q1) 0 <X q(z,y) pentru orice x,y € X;

(q2) q(z, z) = q(z,y) + q(y, z) pentru orice x,y,z € X;

(q3) pentru orice x € X, existd u = u, € P astfel incit q(z,y,) < u pentru orice
n > 1, atunci g(x,y) = u cind (y,) este un sir in X, care converge la un puncty € X;

(q4) pentru orice ¢ € E cu 0 < ¢, existi e € E cu 0 < e astfel incit q(z,x) < e gi
q(z,y) < e implica d(z,y) < c.

In continuare, prezentim cateva exemple de c-distante, unde d este con-metrica consi-
derata in Exemplul 2.3.1.

Exemplul 2.3.3 Fie (X, d) un spatiu con-metric si P un con normal. Fieq: X xX — E,
astfel definit q(z,y) = d(z,y), pentru orice xz,y € X. Atunci q este o c-distanta. (q1)
gt (q2) ( Definitia 2.3.2) sunt evidente si (¢3) ( Definitia 2.8.2) este satisfacuta. Fie
c:=(c1,c2,c3) € R? cu (0,0,0) < (c1,¢2,c3) existd e := (e1,e,€e3) = ($,%2,%2) € R® cu
(0,0,0) < (e1,e2,e3), astfel incat q(z,x) < e i q(z,y) < e. Atunci q(z,y) = q(x,2) +
q(z,y) < (e1,e2,e3) + (e1,e2,e3) = c. Deci (¢4) ( Definitia 2.3.2) este satisfacuta. Astfel
q este o c-distanta.

Exemplul 2.3.4 Fie (X, d) un spatiu con-metric §i P un con normal. Fie F' o submultime
marginita st tnchisa a lui X. Presupunem ca F are cel putin doud elemente si ¢ este de
forma ¢ := (c1,c2,c3) = (sup{deo(x,y)},sup{da(z,y)},sup{di(z,y)}) = diamF, unde
diamF este diametrul lui F. Atunci q : X x X — E, astfel definit

- d(z,y), dacd z,y € F
q(x,y)—{ ¢, daci v ¢ F sauy ¢ F '

este o c-distania.

O multime A C X se numeste inchisd dacd pentru orice sir {z,} C A convergent la x,
avem x € A.

O multime A C X se numeste secvential compactd dacd pentru orice gir {z,} C A,
existd un subsir {z,, } al lui {z,}, astfel incat {z,,} este convergent la un element din
multimea A.

Notam cu N (X) multimea tuturor submultimilor nevide ale lui X, cu C'(X) multimea
tuturor submultimilor inchise nevide ale lui X si cu K (X) multimea tuturor submultimilor
secvential compacte ale lui X.

Y. Feng si S. Liu [42] au obtinut o extindere a teoremei lui Nadler de punct fix in spatii
metrice complete, in urmatoarele conditii:

Fie T : X — N(X) un operator multivoc. Functia f este astfel definitd f : X — R,
unde f(z) = d(z,T(x)).
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Pentru o constantd pozitiva b (b € (0,1)), definim urmatoarea multime I C X astfel
Iy ={y € T(x) : bd(z,y) < d(z,T(x))}.

Teorema 2.3.5 (Y. Feng si S. Liu [42]) Fie (X, d) un spatiu metric complet si T : X —
C(X) un operator multivoc. Daca existd o constanta ¢ € (0,1) astfel incat pentru orice
x € X, emista y € Iy care satisface urmatoarea conditie

d(y, T(y)) < cd(z,y),

atunci T are un punct fix in X, cu conditia ca ¢ < b gi f este semi-continuu inferior.

D. Wardowski [160], bazindu-se pe lucrarea lui Y. Feng si S. Liu [42] a introdus con-
ceptul de contractii multivoce in spatii con-metrice si a obtinut o teorema de punct fix,
considerand distanta dintre un punct si o multime astfel:

Fie (M, d) un spatiu con-metric si fie T : M — C(M). Pentru x € M, notadm

D(z,Tx) = {d(z,z):z¢€ Tx},
S(x,Tx) = {u€ D(z,Tx): ||ul| = inf{||v] :v € D(x,Tz)}}.

Un operator f : X — R se numesgte semi-continuu inferior la x, in raport cu d, daca
pentru orice sir (z,) din X ¢i z € X cu z, — =z, inegalitatea f(z) < lim inf f(x,) are
n—oo
loc.
Fie T : X — K(X), b € (0,1] si # € X. In aceasti abordare, o si consideram
urmatoarea multime:

Ij :={y € T(z) : bd(z,y) < S(x, T(x))},
In continuare, prezentfm urmitoarea definitie:
Definitia 2.3.6 Fie T : X — K(X) un operator multivoc si fie ¢ o c-distanta pe X.
Definim functia f : X = R, f(a) i= Dy{a,T(@)), unde Dy, T(@) = int la(e. ).
yel(x
Pentru orice b € [0,1] definim multimea I :={y € T'(z) : bllq(z,y)|| < Dy(z,T(x))}.

Remark 2.3.7 Daca T : X — K(X) este un operator multivoc si 0 < b < 1, observam
faptul ca, pentru orice x € X, multimea I{fq este nevida.

Prezentam acum o teorema de punct fix pentru operatori multivoci in spatii con-
metrice inzestrate cu o c-distanta.

Teorema 2.3.8 Fie (X, d) un spatiu con-metric complet, P un con regulat, q o c-distanta

pe X gifieT : X — K(X) un operator multivoc. Presupunem ca g : X — R astfel definita

g(x) = 1% : lg(z,y)||, x € X este semi-continua inferior. Daca urmatoarele conditii au
yel(x

loc:
1. Ezista b € (0,1) si ¢ : [0,00[— [0,b] astfel incat
(1i) pentru orice t € [0, o0],
lim sup p(r) < b;

r—tt
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(1ii) pentru orice x € X, exista y € I;, astfel incat

Dy(y, T(y)) < e(la(z, y)I) lla(x, y)Il ;

2. pentru oricey € X, cuy ¢ T(y)
inf{[[q(z, y)|| + Dy(x, T (2)) : x € X} >0

Atunci T are un punct fix.
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Capitolul 3

Teoreme de punct fix cuplat

In acest capitol prezentim cateva rezultate de punct fix cuplat pentru operatori univoci
si multivoci de tip contractie in spatii metrice vectoriale. Abordarea noastrd se bazeaza
pe teorema de punct fix a lui Perov in spatii metrice vectoriale. Alte rezultate legate de
teorema de punct fix a lui Perov, generalizari si aplicatii se pot gasi in lucrdrile lui A.
Bucur, L. Guran si A. Petrusel [23], A. D. Filip si A. Petrugel [43], R. Precup [111].

In vederea realizirii acestui capitol au fost studiate urmatoarele referinte bibliografice:
D. Guo si V. Lakshmikantham [53]; D. Guo, Y. J. Cho si J. Zhu [54]; J. J. Nieto si R. R.
Lépez [87]; T. Gnana Bhaskar gi V. Lakshmikantham [48]; J. J. Nieto si R. R. Lopez [88];
S. Hong [57]; R. P. Agarwal, M. A. El-Gebeily si D. O’Regan [4]; L. Ciri¢, M. Caki¢, J.
S. Rajovi¢ si J. S. Ume [34]; I. A. Rus [130], R. Precup [111]; V. Lakshmikantham si L.
Ciri¢ [77); M. D. Rus [135]; M. Bota si A. Petrugel [19], P. T. Petru, A. Petrusel si J. C.
Yao [102].

3.1 Teoreme de punct fix cuplat pentru operatori univoci

In aceasti sectiune scopul este de a prezenta un rezultat de existents, unicitate, dependenti
de date si stabilitate Ulam-Hyers pentru punctul fix cuplat al unei perechi de operatori
univoci de tip contractie in spatii metrice vectoriale.

Fie (X,d) un spatiu metric. In continuare ne concentriim asupra urmstorului sistem

de ecuatii operatoriale:
{ T = Tl (SL‘, y)

Yy = Ty (37, y)
unde 77,75 : X x X — X sunt doi operatori dati.

Prin definitie o solutie (z,y) € X X X a sistemului de mai sus se numegte punct
fix pentru perechea (T1,T%). Intr-un mod similar, poate fi considerat cazul incluziunii
operatorile (folosind simbolul € in loc de =).

Pentru demonstarea urmatorului rezultat avem nevoie de notiunea de stabilitate Ulam-
Hyers a sistemului de ecuatii operatoriale ( I. A. Rus [130]).

Definitia 3.1.1 Fie (X,d) un spatiu metric gi fie T1, Ty : X x X — X doi operatori.
Atunci sistemul de ecuatii operatoriale

x =T (z,y)

21



este stabil Ulam-Hyers, dacd existd c1,ca,c3,cq > 0 astfel incat pentru orice €1,69 > 0 st
orice pereche (u*,v*) € X x X relatiile au loc

d(u*, Ty (u*,v")) < e (3.2)
d(v*, Ts (u*,v%)) < g9,

exista o solutie (z*,y*) € X x X a sistemului (3.1) astfel incat

d (u*, SU*) < c1e1 + c2e9 (33)
d(v*,y*) < c3e1 + cyen .

Pentru exemple si alte rezultate privind stabilitatea Ulam-Hyers in sens generalizat
pentru ecuatii si incluziuni operatoriale, a se vedea I. A. Rus [130], M. Bota si A. Petrusel
[19], P. T. Petru, A. Petrusel si J. C. Yao [102].

Rezultatul de baza in aceasta sectiune este urmatoarea teorema de existentd, unicitate,
dependenta de date si stabilitate Ulam-Hyers pentru punctul fix cuplat al unei perechi de
operatori univoci (71, 73).

Teorema 3.1.2 Fie (X, d) un spatiu metric complet, Ty, To : X x X — X doi operatori
astfel incdt

d(Tl (l’,y) aTl (uv U)) < k‘ld(l',U) +k2d (y,v) (34)

d(T2 (l‘,y) aTZ (u,v)) < ksd ($’ ’LL) + kad (y,v)

pentru orice (z,y), (u,v) € X x X, (unde k; € Ry, pentru i € {1,2,3,4}). Presupunem
ca A= < Zl ZQ ) este o matrice convergenta la zero. Atunci:
3 ka

(i) existd un unic element (z*,y*) € X x X astfel incdt

Tt = Tl (x*,y*)
{ ) (3.5)

y* = To(z*, y*

(ii) sirul (11" (z,y), 15" (2,Y)) ey converge la (z*,y*) cind n — oo, unde

T{l+1 (:E’ y) = Tln (Tl ('T?y) 15 (x,y))

TP (z,9) == T3 (T4 (2,9), T (,9)) (3.6)

pentru orice n € N.
(iii) avem urmdatoarea estimare:

d (17 (xo0,v0) ,x*) n —1( d(zo,T1 (z0,y0))
( a(T3 (20, 10) ") >§A S < 2. T (0. 30)) ) (3.7)

(v) fie F1,Fy : X x X — X doi operatori astfel incdt, exista ny,m9 >0 cu

d(TI (ZE,y) B (x,y)) <m
d(Tz (z,y), F2 (x,y)) < ny
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pentru orice (xz,y) € X x X. Daca (a*,b*) € X x X astfel incdt
a*,b")
{ e (3.5)

atunci

unde n 1= ( Zl >
2

(v) fie F1,Fy : X x X — X doi operatori astfel incdt, exista ny,my >0 cu

d(Ty (z,y), F1 (z,y)) <m

d(a*,z*) -1
< d(b*,y*) ) S (I_A) m, (3'9)

3.10
A(T: (,9) . P2 (2,9)) < 1 (310)
pentru orice (z,y) € X x X. Daca consideram sirul (F{' (z,y), F3' (2,Y)),cn, astfel
Fin+11 (33, y) = Fln (Fl (':E? y) 7F2 ($7 y)) (311)
F2’Vl+ (x7y) = F2n (Fl (xvy)aFQ (.’L',y)),
pentru orice n € N* gi n := < Zl ) , atunci
2
d (FY* (wo,90) ,2") ) -1 1< d (zo,T1 (w0, 0)) )
AR <(I-A + A" (I - A ’ ’
( d (F3 (wo,y0),vy") ( ) ( ) d (yo, T2 (z0,Y0))
(vi) sistemul de ecuatii operatoriale
T = Tl (ZL', y)
3.12
{ y =T (z,y) (3.12)

este stabil Ulam-Hyers.

3.2 Teoreme de punct fix cuplat pentru operatori univoci
de tip mixt-monoton

In aceast3 sectiune scopul este de a prezenta intr-un spatiu metric ordonat o teorema de
tipul Gnana Bhaskar-Lakshmikantham pentru problema de punct fix cuplat asociata unei
perechi de operatori univoci, care satisfac conditia de mixt-monotonie generalizata.
Fie X o multime nevid& inzestratd cu o relatie de ordine, notatd astfel <. Atunci
notam
X< ={(z1,22) € X x X : x1 <wgysauxy <1}

Daca f: X — X este un operator, atunci notam produsul cartezian al lui f cu el insugi
astfel:

XX XX = XXX, (fxf)z1,22) = (f(z1), f(22))

Urmatorul rezultat este unul important in abordarea noastra.
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Teorema 3.2.1 Fie (X,d, <) un spatiuv metric ordonat generalizat si fie f : X — X un
operator. Presupunem ca:

(1) pentru orice (x,y) ¢ X< exista z(x,y) := z € X, astfel incdt (z, z), (y,2) € X<;

(2) X< € I(f x f);

(3) f:(X,d) — (X,d) este continuu;

(4) metrica d este completi;

(5) existd vo € X astfel incdt (xo, f(x0)) € X<;

(6) existi o matrice A € Mym(R4) care converge la zero, astfel incat

d(f(z), fy)) < Ad(z,y), pentru orice (z,y) € X<.

Atunci f : (X,d) — (X,d) este un operator Picard.

Aplicdm rezultatul de mai sus la problema de punct fix cuplat, generata de doi oper-
atori.

Fie X o multime nevida inzestratd cu o relatie de ordine notatad astfel <. Daca con-
siderdm z := (x,y),w := (u,v) doud elemente arbitrare din Z := X x X, atunci, prin
definitie

z < w dacd gi numai daca (z > u si y < v).

Remarcam faptul cd =< este o relatie de ordine pe Z.
Notam

Z< ={(z,w) = ((z,y), (w,v) € ZXx Z : z<wsauw =< z}.

Fie T : Z — Z un operator astfel definit

rea)i= () ) = (0 @) T o) (3.13)

Produsul cartezian al lui T" gi T il notdm cu T x T si este definit astfel
TXT:ZxZ—Zx2Z, (I'xT)(zw):=(T(z),T(w)).
Rezultatul principal in aceasta sectiune este urmatoarea teorema.

Teorema 3.2.2 Fie (X, d, <) un spatiu metric ordonat si complet, si fie T1,To : X x X —
X doi operatori. Presupunem.:

(i) pentru orice z = (z,y),w = (u,v) € X x X care nu sunt comparabile in raport cu
relatia de ordine X pe X x X, exista t := (t1,t2) € X x X (care pot depinde de (z,y) i
(u,v)) astfel incat t este comparabil (in raport cu relatia de ordine <) cu z §i w, adica,

(x>t siy<ta) sau (x <t1 giy>t2)) 5i ((u>t1 siv<ty) sau (u <ty giv>t));
(ii) pentru orice (x > u siy < v) sau (u >z siv <y) avem

{ Ty (z,y) > Ti(u,v) s { Ty (u,v) > Ti(x,y)
Tr(z,y) < Tr(u,v) To(u,v) < Ta(z,y)

(i5i) Th, Ty : X x X — X sunt continui;
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(iv) existd 2o = (23, 28) € X x X astfel incat

{ Z(l) = Tl(zévzg) sau { Tl(z(l)vzz) = Z(%
25 < To(zh, 23) Ta(2g,25) < 25

. : ki k
(v) exista o matrice A = ( Lo ) € Ma(Ry) convergentd la zero astfel incat

kid(z,u) + kad(y, v)

<
< ksd(z,u) + kad(y, v)

pentru orice (x > u siy <v) sau (u > x giv < vy).
Atunci existd un unic element (z*,y*) € X x X, astfel incat

o =Ti(z",y") siy" =To(z",y")

si sirul aproximatiilor succesive (TP (w(, wd), To(wg, wd)) converge la (z*,y*),
cdnd n — oo, pentru orice wy = (w§, wd) € X x X.

Pentru cazul particular al problemelor clasice de punct fix cuplat (adicd, Ti(z,y) :=
S(z,y) si To(z,y) := S(y,x), unde S : X x X — X este un operator dat) obtinem
urmatoarea generalizare a teoremei Gnana Bhaskar-Lakshmikantham, prezentata in [48].

Teorema 3.2.3 Fie (X,d, <) un spatiu metric ordonat gi complet, si fie S: X x X — X
un operator. Presupunem:

(i) pentru orice z = (z,y),w = (u,v) € X x X care nu sunt comparabile in raport cu
relatia de ordine < pe X x X, exista t := (t1,t2) € X X X (care poate depinde de (x,y) si
(u,v)) astfel incdt t este comparabil (in raport cu relatia de ordine <) cu z §i w;

(i1) pentru orice (x > u iy <) sau (u >z giv <y) avem

{ S(z,y) > S(u,v) sau { S(u,v) > S(x,y)
S(y,z) < S(v,u) S(v,u) < S(y,x)

(117) S : X x X — X este continuu;
(iv) existd 2o = (23, 28) € X x X astfel incat

S e
25 < S(25, %) S(25,2)) <

(v) exista ki, ke € Ry cu ki + ka < 1 astfel incat
d(S(ﬂS, y)’ S(uv ’U)) < kld(m’ u) + de(y) U)

pentru orice (x > u iy <wv) sau (u >z siv < y).
Atunci exista un unic element (z*,y*) € X x X astfel incat

ot = 8" y") siyt =Sy, x¥),

si sirul aproxvimatiilor succesive (S™(wd, w3), S™(wi, wg)) converge la (z*,y*),

cand n — oo, pentru orice wy = (w§, wd) € X x X.
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Pentru alte rezultate de punct fix pentru operatori mixti-monotoni in spatii metrice
ordonate a se vedea urmétoarele lucrari: R. P. Agarwal, M. A. El-Gebeily i D. O’'Regan [4],
L. Ciri¢, M. Cakié, J. S. Rajovi¢ si J. S. Ume [34], T. Gnana Bhaskar si V. Lakshmikantham
[48], V. Lakshmikantham si L. Ciri¢ [77], J. J. Nieto si R. R. Lopez [87], [88].

3.3 Teoreme de punct fix cuplat pentru operatori multivoci

In aceastd sectiune vom prezenta un rezultat de existents, unicitate, dependents de date
si stabilitate Ulam-Hyers pentru punctul fix cuplat al unei perechi de operatori multivoci
in spatii metrice complete.

Dacd (X,d) este un spatiu metric gi S : X x X — P(X) este un operator multivoc,
atunci prin definitie, un punct fix cuplat pentru S este o pereche (z*,y*) € X x X care

satisface relatiile
wes Y (3.14)
y e Sy ).
Consideram acum cazul operatorilor multivoci.
Rezultatul principal in aceasta sectiune este o teorema de existenta, unicitate, de-
pendentd de date si stabilitate Ulam-Hyers pentru punctul fix cuplat al unei perechi de
operatori multivoci (77, T%). Pentru demonstrarea acestuia, utilizdm urmétorul rezultat.

Teorema 3.3.1 Fie (X,d) un spatiu metric complet generalizat gi fie T : X — Py(X) o
A-contractie multivocd, adica, exista A € Mym (Ry) care converge la zero cind n — oo
gi pentru orice x,y € X gi orice u € T(x) exista v € T(y) astfel incat d(u,v) < A-d(z,y).
Atunci T este un MWP-operator, adicd, FixT # 0 gi pentru orice (z,y) € Graph(T) exista
un §ir (Tn)nen al aproximatiilor succesive pentru T pornind din (x,y) care converge la un
punct fix x*al i T. In plus d(z,z*) < (I — A)~d(z,y), pentru orice (z,y) € Graph(T).

Definitia 3.3.2 Fie (X,d) spatiuv metric generalizat gi F : X — P(X). Incluziunea de
punct fix
x € F(x),zxeX (3.15)

se numeste stabila Ulam-Hyers in sens generalizat daca st numai daca exista v : R — R
crescatoare, continua in 0 cu ¥(0) = 0 astfel incdt pentru orice € := (g1,...,em) > 0 i
pentru orice e-solutie y*a incluziunii (3.15), adica,

Da(y™, F(y*)) <e
exista o solutie x*a incluziunii de punct fix (3.15) astfel incat
d(y*, %) < P(e).

Daca +(t) = C -t, pentru orice t € R (unde C' € My (Ry)), atunci (3.15) este stabila
Ulam-Hyers.

Teorema 3.3.3 Fie (X,d) un spatiu metric complet generalizat gi fie T : X — Py(X) o

A-contractie multivocd cu valori proximinale. Atunci, incluziunea de punct fix (3.15) este
stabila Ulam-Hyers.
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Teorema 3.3.4 Fie (X, d) un spatiu metric complet generalizat si fie T : X — Py(X) o
A-contractie multivoca astfel incat exista * € X cu T(x*) = {a*}. Atunci incluziunea de
punct fix (3.15) este stabila Ulam-Hyers.

Fie (X,d) un spatiu metric. Ne concentram atentia in continuare asupra urmatorului
sistem de incluziuni operatoriale:

x € Ti(x,y)
it (319

unde 77,75 : X x X — P(X) sunt doi operatori multivoci dati.
Prin definitie, o solutie (z,y) € X x X a sistemului de mai sus se numeste punct fix
cuplat pentru perechea (77, 7T3).

Definitia 3.3.5 Fie (X, d) un spativ metric gi fie Ty, Ty : X x X — P(X) doi operatori
multivoci. Atunci sistemul de incluziuni operatoriale (3.16) este stabil Ulam-Hyers dacd
exista cy, ca, c3,cq > 0, astfel incdt pentru orice 1,2 > 0 gi orice pereche (u*,v*) € X x X
care satisface relatiile

d(u*,w) <ey, forallweT (u*,v") (3.17)
d(v*,z) <eq, forall z € Ty (u*,v"),

exista o solutie (z*,y*) € X x X a sistemului (3.16) astfel incat

C1€1 + C2€9 (318)

d(u*,z*) <
y*) < czer + cqen.

)

*

d(v*,

Rezultatul principal in aceasta sectiune este urmatoarea teorema.

Teorema 3.3.6 Fie (X, d) un spatiu metric complet i fie T1,To : X x X — Py(X) doi
operatori multivoci. Presupunem ca 11 are valori proximinale in raport cu prima variabila
gi Ty in raport cu a doua. Pentru orice (z,y),(u,v) € X X X gi orice z1 € Ti(z,y),
zo € To(z,y) exista wi € Th(u,v), we € Ta(u,v) care satisfac relatiile

kid(z,u) + kad(y,v)

<
< kgd(ﬂ?, U) + k4d(y7 /U)v

unde k; € Ry, pentru i € {1,2,3,4}. Presupunem ca A := < > converge la zero.

Atunci:
(i) exista (x*,y*) € X x X o solutie a sistemului (3.16).
(i1) sistemul operatorial (3.16) este stabil Ulam-Hyers.

Teorema 3.3.7 Fie (X,d) un spatiu metric complet i fie T1,To : X x X — Py(X) doi
operatori multivoci. Presupunem ca exista x*,y* € X astfel incdt

Ti(z*y") ={2"}, Ta(="y") ={y"}. (3.19)
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Pentru orice (x,y), (u,v) € X x X gi orice z1 € Th(x,y), 22 € To(x,y) exista wi € T1(u,v),
wy € Th(u,v) care satisfac relatiile

d(z1,w1) < kid(z,u) + kaod(y,v)
d(z2,w2) < ksd(z,u)+ kqd(y,v),

k1 ko

unde k; € Ry, pentru i € {1,2,3,4}. Presupunem ci A := < e o
3 Ka

> converge la zero.

Atunci:
(1) exista (z*,y*) € X x X o solulie a sistemului (3.16),
(ii) sistemul operatorial (3.16) este stabil Ulam-Hyers.
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Capitolul 4

Aplicatii

In acest capitol prezentim cateva aplicatii la sisteme cu conditii periodice la limit3 si la
sisteme de ecuatii functional-integrale. Aceste aplicatii ale rezultatelor de punct fix cuplat
pentru operatori univoci si multivoci de tip contractie in spatii metrice vectoriale au fost
obtinute cu scopul de a valida rezultatele precedente.

In vederea realizirii acestui capitol au fost studiate urmatoarele referinte bibliografice
: A. C. M. Ran, M. C. B. Reurings [118]; T. Gnana Bhaskar si V. Lakshmikantham [48],
J. J. Nieto si R. R. Lépez [88]; V. Lakshmikantham si L. Ciri¢ [77]; V. Berinde, M. Borcut
16]; W. Sintunavarat, P. Kumam, si Y. J. Cho [143]; M. D. Rus [136].

4.1 Aplicatie la o problema cu conditii periodice la limita

In aceastil sectiune studiem existenta, unicitatea si stabilitatea Ulam-Hyers solutiei unei
probleme cu conditii periodice la limitd, ca si o aplicatie a Teoremei 3.1.2 de punct fix
cuplat, prezentatd in Capitolul 3. Abordarea noastra se bazeaza pe aplicatia prezentata
de T. Gnana Bhaskar si V. Lakshmikantham in lucrarea [48].

Pentru alte aplicatii a se vedea urmatoarele lucrari: V. Lakshmikantham si L. Cirie
[77], W. Sintunavarat, P. Kumam si Y. J. Cho [143], J. J. Nieto si R. R. Lépez [88], A. C.
M. Ran, M. C. B. Reurings [118].

Consideram acum urmatoarea problema cu conditii periodice la limita:

u = fgt,u) + g((t, v?

v = f(t,v) + g(t,u
u(0) = u(iq”) (4.1)
v(0) = v(T)

presupunand cd f,g sunt functii continue si satisfac anumite ipoteze, pe care le vom
prezenta mai tarziu.
In general, o problema de acest tip nu are solutie. Consideram, de exemplu urmatoarea

problema
{ Z(t)=1
z(0) = z(T).

Ca si o consecintd, remarcam ca sistemul cu conditii periodice la limita (4.1) nu are in
general solutii.
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Atunci, pentru a obtine rezultate de existentd rescriem sistemul (4.1) in urméatoarea
form4 si studiem existenta solutiei acestuia:

U 4 A — v = f(t,u) + g(t,v) + Au — Ao, (4.2)
v+ Ao — A = f(t,0) + g(t, u) + A\ — dou, '

impreuna cu conditiile de periodicitate,

u(0) = u(T)
{ 0(0) = v(T). (4.3)

Aceastd problema este echivalenta cu urmaétorul sistem de ecuatii integrale:

u(t) = Jy Gult, s)[f(s.u) +g(s,) + A = Aoo]
+Ga(t,s)[f(s,v) + g(s,u) + A\jv — Aulds

o() = fy Gt $)[f(s,0) + gls,u) + v — Aou]
+Ga(t,s)[f(s,u) + g(s,v) + Au — Agv]ds

unde
( o1(t—s) oo(t—s)
3 [eljeng + ifeaﬂ} 0<s<t<T
Gi(t,s) =
o1 (t+T—s) oo (t+T—s)
H ] ost<ssT
oo(t—s) o1(t—s)
% |:(;.—2602T - i_lealT:| 0 S S < t S T
Gg(t, 8) =
1 | eo2(t+T—s) 01 (t+T—s)
L 5 |: 1—eo2T  —  1_goiT ] 0 <t<s S T.

Aici, 01 = —(A1 + A2) 51 o2 = (A2 — Aq).

Trebuie sa garantdm faptul cd Gi(t,s) > 0,0 <t, s < T, si Ga(t,s) <0,0<t,s<T,
alegand A1, Ao convenabil.

In continuare, dam urmatoarea ipoteza:

Ipoteza Exista A\; > 0, A2 > 0si g > 0, uy > 0, astfel incat pentru orice u,v € R,
v < u,

0

<
—pa(u—v) <

(f(t,u) + Mw) = (f(£,0) + Aav) < py(u—0) (4.4)
(g(tv u) - )‘2u) - (g(tv U) - )\2U) <0,

o
unde S := ( /\13'2’\2 Aljl/\? > este o matrice convergenta la zero.
A1+A2 A+

Urmatoarea lema raspunde la problema de mai sus, privind garantarea anumitor
conditii pentru G1(t, s) si Ga(t, s).
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Lema 4.1.1 (T. Gnana Bhaskar and V. Lakshmikantham [48]) Daca

In (26 — 1) < (Do —A)T (4.6)

(M +M)T < 1 (4.7)

atunci G1(t,s) > 0 pentru 0 < t,s < T, gi Ga(t,s) <0 pentru 0 < t,s <T.

Fie X = C(I,R) spatiul metric al functiilor continue v : I — R, inzestrat cu metrica
d(u,v) = sup |u(t) — v(t)|, pentru u,v € X.
tel
Pentru z,y,u,v € X, notdm Elv((m,y), (u,v)) :=
Definim A : X x X — X pentru t € I, astfel

A(u,v)(t) = /T G1(t, s)[f(s,u) + g(s,v) + Aru — Agv]
—|—0G2(t, s)[f(s,v) + g(s,u) + A\v — Aqulds

Observam faptul ci, dacd (u,v) € X x X este un punct fix cuplat al lui A, atunci avem
u(t) = A(u,v)(t) si v(t) = A(v,u)(t), pentru orice ¢t € I.

Astfel, (u,v) este o solutie a sistemului (4.2)- (4.3).
Pentru demonstarea rezultatului principal din aceasta sectiune avem nevoie de urma-
toarea notiune.

Definitia 4.1.2 Sistemul

( T
u(t) = / Gi(t,s)[f(s,u) + g(s,v) + A\u — Agv]

+G2(()t71 $)[f(s,v) + g(s,u) + \v — Aqulds
v(t) = /0 Gi(t,s)[f(s,v) + g(s,u) + A\jv — Agu]
+Ga(t, s)[f(s,u) + g(s,v) + Au — Aqv]ds

este stabil Ulam-Hyers daca exista cq,co > 0 astfel incdt pentru orice €1,e9 > 0 g1 orice
solutie (x*,y*) a uwrmatorului sistem de inecuatii

/ Gt )[f(5:2%) + g(s, ") + Mia* — day’]
+G2(t s [J( Y )+g( )+ Ay* = Aextlds [< ey
() - /0 G1(t,5)[f(5,5") + 9(5,2") + My* — Aga’]
+Ga(t, s)[f(s,2*) + g(s,y*) + Mz* — Aay*|ds |< e

exista o solutie (u*,v*) a sistemului (4.8) astfel incadt

{IZ*(t)| < c1e1 + ce2
[v*(t) —y*(t)] < eze1+ cago.
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Rezultatul principal in aceastd sectiune este urméatoarea teorema de existentd, unicitate
si stabilitate Ulam-Hyers ale solutiei unei probleme cu conditii periodice la limita.

Teorema 4.1.3 Consideram problema (4.1) cu f,g € C(I x R,R) si presupunem ca
Ipoteza de mai sus este satisfacuta. Daca (4.6) si (4.7) sunt indeplinite, atunci:

(i) exista o solutie unica (u*,v*) a problemei cu conditii periodice la limita (4.1);

(ii) fie f1,q1 € C(I x R, R), astfel incdt, existda ny,m9 > 0 cu

{ |f(t,u) — fi(t,u)] <my
lg(t,u) — g1(t, u)| < N,

pentru orice (t,u) € I x R. Fie (a*,b*) € X x X o solutie a problemei (4.1), unde f este
inlocuit de f1 st g de g1. Atunci

o) @) = () ) <=

1
unde 1 = < (m + nQ)AQTAl > ;
(1 + 772) No—M 7
(i1i) sistemul (4.8) este stabil Ulam-Hyers.

4.2 Aplicatii la sisteme de ecuatiii diferentiale si functional-
integrale

In aceastd sectiune prezentim cateva aplicatii la sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul
intai cu conditii periodice la limita considerand proprietatea de mixt-monotonie si cAteva
aplicatii la sisteme de ecuatii functional-integrale. In prima parte a acestei sectiuni in-
vestigam existenta si unicitatea solutiei unei probleme cu conditii periodice la limita ca o
aplicatie a Teoremei 3.2.2 de punct fix cuplat pentru operatori univoci mixt-monotoni. In
cea de-a doua parte a acestei sectiuni prezentdm doua aplicatii ale Teoremei 3.2.3, care
sunt rezultate de existenta si unicitate pentru sistemele de ecuatii functional-integrale care
apar in modelele de fluxului de trafic. Ultima aplicatie pe care o prezentam in aceasta
sectiune este un rezultat de existenta si unicitate pentru un sistem multivoc de ordinul
intai cu conditii periodice la limita.

Studiem in continuare existenta si unicitatea solutiei unui sistem cu conditii periodice
la limita, ca o aplicatie la Teorema 3.2.2 de punct fix cuplat pentru operatori univoci
mixt-monotoni in spatii metrice ordonate.

Notam relatia de ordine astfel < pe C(I) x C(I). Daca consideram z := (x,y) si
w := (u,w) doud elemente arbitrare din C'(I) x C(I), atunci prin definitie

z = w dacd gi numai daca (z > usiy <wv),

unde x > u se referd la z(t) > u(t), pentru orice t € I.
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Consideram sistemul de ordinul intai cu conditii periodice la limita:

x:(t) = fi(t,z(1),y(t))
y'(t) ;((ﬁz(iié%y(t)) pentru orice t € I := [0, 7] (4.10)
y(0) =y(T)

unde T > 0 si f1, f : I x R? — R satisfac urmatoarele conditii:
(al) f1, f2 sunt continue;
(a2) existd A > 0 si pq, o, i3, ftg > 0 astfel incat

0< filt,z,y) = frlt,u,v) + Az —u) < Apg (2 = u) + pa(y — 0)]

“Aps(z —u) + pa(y — )] < folt, 2, y) = fat,u,0) + Ay —v) <0,

pentru orice t € I si x,y,u,v € R.

(a3) pentru orice z := (z,y),w := (u,w) € C(I) x C(I) care nu sunt comparabile
in raport cu relatia de ordine < pe C(I) x C(I) exista p := (p1,p2) € C(I) x C(I)
astfel incat p este comparabil (in raport cu relatia de ordine <) cu z si w, adica,

((x > prsiy<ps)sau (z<p;siy<po))si
(u > p1siv<py)sau (u<p;siv<p)).

(a4) pentru orice (x > u si y < w) sau (u > x ¢i v < y) avem
{ fl(tax7y)2fl(t7uav) sau { fl(t7u7v)2f1(taxay)
f2(t,$,y) Sfl(tauav) f2(t7uav) §f2(ta$ay)

(ab) existd zp := (2§, 28) € C(I) x C(I) astfel incat urmatoarele relatii au loc:

(a57)
(0= At gor [ 0640400240
25 (t) = fa(t (), 25 (1)) fa(t, 25(t), 25(t)) < #5(t)
(a57)
T
14N [ et oieds = s
T
(I+X) ; Ga(t,8)22(s)ds < 23(t)

pentru orice t € I.

(a6) matricea S := < Hr fa > este convergentd la zero.
K3 Hg

Lema 4.2.1 Fiex € C(I) astfel incdt si satisfacd problema cu conditii periodice la limita



cu h € C(I). Atunci pentru un X\ # 0 problema de mai sus este echivalenta cu
T
= / Ga(t,s)(h(s) + Ax(s))ds, pentru orice t € I,
0

unde

%, daca 0<s<t<T
Gi(t,s) =
eMs—t)
e’\T Ty daca 0 <t <s<T
Problema (4.10) este echivalentd cu problema de punct fix cuplat
{ “;” - ?Ew ; unde X = C(I) si Fy, Fy : X2 — X sunt astfel definiti
= ra(z

T

Fi(z.y)(t) = /0 Gt 5) [f1(s, 2(5),y(s)) + Aa(s)] ds
T

By )(t) = /O Gt 8) [fals, 2(5), () + Ay(s)] ds

Consideram metrica completa d indusa de norma sup pe X,

d(w,y) = sup|z(t) — y(t)|, pentru z,y € C(I).
tel

Pentru z,y,u,v € X, notam (ilv((:c,y), (u,v)) = ( d(, u) ) '

d(y,v)
Remarcam faptul ca, dacd (z,y) € X x X este punct fix cuplat pentru F', atunci avem

x(t) = Fi(z,y)(t) si y(t) = Fa(x,y)(t) pentru orice t € I,
unde F(z,y)(t) := (F1(z,y)(8), Fa(z, y)(2)).

Teorema 4.2.2 Consideram problema (4.10) cu, conditiile (al)-(a6). Atunci exista o
solutie unica (x*,y*) a problemei de ordinul intdi cu conditii periodice la limita (4.10).

Ca si aplicatie la Teorema 3.2.3, prezentam un rezultat de existenta si unicitate pentru
un sistem de ecuatii functional-integrale care apare in modelele fluxului de trafic.

x(t) = x(t) fo (t,s,2(s),y(s))ds)
y(t) = y(t) fo (t,s,2(s),y(s))ds)
Printr-o solutie a sistemului (4.11) intelegem perechea (x,y) € C[0,T] x C[0,T] care

satisface sistemul pentru orice t € [0, 7.
Consideram din nou pe X := C|0, 7] urmatoarea relatie de ordine

(4.11)

x <¢ y dacd si numai daca z(t) < y(t), pentru orice t € [0, 7]

si norma max

lzlle = max ()]
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Punctam faptul cd relatia de ordine <ggenereaza pe X x X relatia de ordine =<¢.
Daca definim

T
S: X xX—-X, (z,y)— S(z,y), unde S(z,y)(t) := f(t,x(t),/o k(t, s, x(s),y(s))ds),

atunci, sistemul de mai sus poate fi reprezentat ca gi o problema de punct fix cuplat:

{ x = S(z,y)
y:S(ya:E)

Un rezultat de existentd si unicitate pentru sistemul (4.11) este urmatoarea teorema.

Teorema 4.2.3 Fie k : [0,T] x [0,7] x R? - R si f : [0,7] x R x R — R doi operatori
continui. Presupunem ca:
(i) existd 20 := (2§, 28) € C[0,T] x C[0,T) astfel incat

{ 2(t) > f(t, 24 () fo (t,s Zo (t), 23 (t))ds) sau { 2 < ft, 240 fo (t,s zO (t),22(t))ds)
2(t) < f(t,23(t) fo (t,s,28(t), 25(t))ds) 2(t) > f(t,23(t) fo (t,s,22(t), 2§(t))ds) ’

(ii) (a) f(t,-,z) este crescator, pentru orice t € [0,T], z € R i k(t,s,-,z) crescator,
k(t,s,w,-) este descrescator si f(t,w,-) crescator, pentru orice t,s € [0,T], w,z € R

sau

(b) f(t,-, z) este decrescator, pentru orice t € [0,T], z € R gi k(t, s, -, z) descrescator,
k(t,s,w,-) este crescator si f(t,w,-) descrescator, pentru orice t,s € [0,T], w,z € R;

(111) exista ki, ke € Ry astfel incdt

|f(t,wi, z1) — f(t,wa, 22)| < ki|lwr — wa| + k2|21 — 22|,

pentru orice t € [0,T] gi wy,we, 21,22 € R;
(iv) exista o, B € Ry astfel incat, pentru orice t,s € [0,T] i wy, w2, 21,22 € R avem

|k(t, s, w1, 21) — k(t, s, we, 22)| < a|wy — wa| + Blz1 — 2al;

(U) k1 + kgT(Oz—i—ﬁ) < 1.

Atunci, exista o solutie unica (z*,y*) a sistemului (4.11).

Prezentam in continuare o alta aplicatie la Teorema 3.2.3, un rezultat de existenta si
unicitate pentru un sistem de ecuatii functional-integrale. Aplicidm o teorem& de punct fix
cuplat la un sistem echivalent de ecuatii operatoriale

w(t) =  (L2(t), Jy kL, 5,2(5), y(s))ds))

y(t) = £ (£9(0), Jy bt 5,2(5), y(s))ds)) o)

Printr-o solutie a sistemului (4.12) intelegem perechea (z,y) € C[0,T] x C[0,T] care
satisface sistemul pentru orice ¢ € [0, 7.
Consideram pe X := C]0,7T] urmatoarea relatie de ordine

x <py daca si numai dacd z(t) < y(t), pentru orice t € [0, T
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si norma Bielecki
z||p := max (|z(t)le” ™),
Jolls = max ({0l
pentru un 7 > 0, convenabil ales.
Remarcam faptul ca relatia de ordine <p genereaza pe X x X o relatie de ordine <p.
Daca definim operatorul

S: XxX—-X, (zr,y)— S(z,y), unde S(z,y)(t) := f(t,x(t),/o k(t, s, z(s),y(s))ds),

atunci sistemul de mai sus (4.12) poate fi reprezentat ca gi o problema de punct fix cuplat:

{ x = S(z,y)
y:S(y,CC)

Un rezultat de existentd si unicitate pentru sistemul (4.12) este urmatoarea teorema.

Teorema 4.2.4 Fie k:[0,T] x [0,T] x R?> = R si f:[0,7] x R x R — R doi operatori
continui. Presupunem ca:
(i) existd 2o := (2§, 28) € C[0,T] x C[0,T) astfel incat

{zg(t)z 1(t) fo (t, s zO (),23()ds) { ) < (24 fo (t, s zo (t),22(t))ds) |
2B(t) < f(t,23(1), [y k(t, s, 23(1), 23 (t))ds) 23(t) > (1), fy k(t, s, 22(t), 25 ())ds)

(ii) (a) f(t,-, z) este crescator, pentru orice t € [0,T], z € R gi k(t,s,-,z) crescator,
k(t,s,w,-) este descrescator si f(t,w,-) crescator, pentru orice t,s € [0,T], w,z € R

sau

(b) f(t,-, z) este descrescator, pentru orice t € [0,T], z € R si k(t,s,-, z) descrescator,
k(t,s,w,-) este crescator si f(t,w,-) descrescator, pentru orice t,s € [0,T], w,z € R;

(1) exista ki, ke € Ry astfel incdt

|f(t,wi, z1) — f(t,wa, 22)| < ki|lwr — wa| + k2|21 — 22|,

pentru orice t € [0, T] §i wy,wa, 21,22 € R;
(iv) exista o, B € Ry astfel incdt, pentru orice t,s € [0,T] g1 wi,wa, 21,22 € R avem

|k(t, s, w1, 2z1) — k(t, s, we, 22)| < a|wy — wa| + Blz1 — 2al;

(2/) k1 < 1.

Atunci, existd o solutie unica (z*,y*) a sistemului (4.12).

Ca gi 0 consecintd a rezultatelor prezentate mai sus, am obtinut un rezultat de existenta
si unicitate pentru un sistem multivoc de ordinul intai cu conditii periodice la limita.

In continuare, considerim o teorems de selectie. Pentru alte rezultate privind selectiile
continue pentru multi-functii semicontinue inferior si superior cu valori convexe a se vedea
A. Petrugel [103].

Definitia 4.2.5 Fie X,Y doua multimi nevide si F : X — P(Y). Atunci operatorul
univoc f: X —'Y se numeste o selectie a lui F' daca gi numai dacd f(z) € F(x), pentru
oice x € X.
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Teorema 4.2.6 (Teorema de Selectie a lui Michael) Fie (X,d) un spatiu metric, Y
un spativ Banach si F' @ X — Py (R) semicontinuu inferior pe X. Atunci existd f :

X — Y o selectie continud a lui F.

Consideram urmatorul sistem de ordinul intai cu conditii periodice la limita

2/ (t) € Fi(t, z(t),y(t))
y'(t) G(F;z(:t’ x((?), y(®)) pentru orice ¢t € I :=[0,T], (4.13)
y(0) = y(T)

unde 7" > 0 si Fi, Fy [O,T] x R? — cl,cv(R>-
Pentru orice t € I si x,y € C*(I) considerim
Gl : {OvT] - cl,cU(R)a Gl(t) = Fl(ta'r(t)ay(t)) §1
G2 {OvT] - CZ,CU(R)a GZ(t) = Fz(t,fl,‘(t),y(t))

Remark 4.2.7 Daca Gy gt Go sunt semicontinui inferior, atunci G1, Go a

Teoremei de Selectie a lui Michael) selectii continue.

u (conform

Astfel, exista

o)+ [0,T] =R,

g¥) + [0,T] =R,

selectii continue pentru G si G2 (adica g( )( t) € G1(t) = Fi(t,z(t),y(t)),
(1) € Ga(t) = Falt, 2(0), y(1))).

Gy
Consideram acum problema cu conditii periodice la limita

#(t) = gy (1)
y;((g)::ggT(? pentru orice t € I :=[0,7]. (4.14)
y(0) = y(T)

Remark 4.2.8 Orice solulie pentru sistemul (4.14) este o solutie pentru sistemul (4.13)
Remark 4.2.9 Problema cu conditii periodice la limita (4.14) este echivalentd cu urma-
torul sistem
x(t) = fOT G(t, s) {g%)(s) + )\x(s)} ds
) = Jy Galtss) [983)(5) + Mu(s)] ds
unde [
&T;sl), daca 0<s<t<T

G)\(t73): ot
eA(TS‘ 1), daca 0 <t<s<T
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_ D
Problema (4.14) este echivalentd cu problema de punct fix cuplat { v gg/) ,
Y= Guay

unde X = C(I) si G%), G : X2 — X sunt astfel definiti

WO = [ Gt [s6) + ()] ds
0T
¢80 = [ Gt [0 + )] as.

Consideram metrica completa d, indusd de norma sup pe X,

d(z,y) = sup|z(t) — y(t)|, pentru z,y € C(I).
tel

Pentru ,y,u,v € X, notdm d((z,y), (u,v)) := ( 3((5’3)) ) )

Teorema 4.2.10 Consideram problema (4.13) si presupunem ca:
(1) G1:[0,T] — Py cp(R), Gi(t) := Fi(t,x(t),y(t)) este semicontinuu inferior,
G2 : [0,T] = Pucev(R), Go(t) := Fa(t, z(t),y(t)) este semicontinuu inferior,
pentru orice x,y € C[0,T],
(1) (2)

(1) pentru orice gzy $i gy Selectii continue, pentru Gi, respectiv Gg, exista A > 0

§0 Hs o, Hs frg > O astfel incdt
0 < g8)(t) = g¥(s) + Az —u) < Ay (& —w) + pa(y — v)]
0 < gBt)— @) + My —v) < Aps(z —u) + paly —v)],

(i1i) matricea S = ( Hi Ha ) este convergenta la zero
K3 Ky

Atunci exista o solutie unica a problemei de ordinul intdi cu conditii periodice la
limita (4.13).
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