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Cluj - Napoca Noiembrie 2013



iv Contents



Contents

Introducere . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vii

I Operatori liniari şi pozitivi 1

1 Asupra operatorilor liniari şi pozitivi 3
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2.2 O formula asimptotică pentru operatorii de tip Jain . . . 6
2.3 O proprietate de aproximare pentru operatorii de tip Jain

bidimensionali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

II Operatori de Memorie ı̂n Mecanica de Con-
tact 11

3 Preliminarii 13
3.1 Noţiuni fundamentale de analiză funcţională . . . . . . . 13
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Introduction vii

Introducere

Teoria clasică a aproximării reprezintă un subiect mai vechi al anal-
izei matematice care ramâne ı̂ncă o zona cu implicaţii active ı̂n prezent.
Unul dintre capitolele cele mai moderne ale teoriei aproximării se referă
la aproxmarea funcţiilor prin operatori liniari şi pozitivi, care reprezintă
primul nostru interes ı̂n acest manuscris. Pe lângă aspectele referitoare la
teoria aproximării, al doilea interes ı̂n această teză este modelarea şi anal-
iza diferitelor probleme care apar ı̂n Mecanica de Contact. Fenomenele de
contact care implică corpuri deformabile sunt ı̂ntâlnite adesea ı̂n industrie
şi ı̂n viaţa de zi cu zi. Din acest motiv, literatura de specialitate dedi-
cată acestui domeniu este vastă, având ı̂n vedere că s-au făcut eforturi
considerabile pentru modelarea şi analiza acestor fenomene. De exemplu
interacţiunea dintre asfalt şi anvelope, plăcuţe de frână şi roţi, implan-
turi de şold, articulai̧ilor artificiale ale genunchiului sau analiza de impact
la automobile reprezintă doar câteva probleme reale acoperite de teoria
mecanicii de contact.

Scopul acestei teze este de a prezenta unele rezultate ı̂n ceea ce priveşte
atât operatorii liniari şi pozitivi cât şi operatorii memorie. Prima parte a
lucrării este dedicată studiului aproximării funcţiilor prin operatori liniari
şi pozitivi, ı̂n timp ce partea a doua este centratp̆e operatorii de memorie
şi aplicaţiile lor ı̂n Mecanica de Contact.

Teza este structurată pe două parţi şi şase capitole care sunt enumerate
mai jos.

Part I conţine Capitolele 1–2 şi reprezintă o scurtă introducere ı̂n
studiul aproximării funcţiilor prin operatori liniari şi pozitivi. Mai ex-
act, vom prezenta aici un studiu al diferitelor proprietăţi de convergenţă
pentru astfel de operatori.

Part II conţine Capitolele 3–6 şi prezintă rezultatele fundamentale
obţinute ı̂n modelarea problemelor de contact, precum şi noi rezultatele
obţinute ı̂n analiza problemelor de contact cu sau fără frecare. Mai precis,
vom studia trei probleme de contact pentru care vom obţine rezultate de
existenţă, unicitate şi convergenţă. Trăsătura comună a acestor probleme
apare ı̂n faptul că toate sunt guvernate de operatori de memorie care apar
fie ı̂n legea constitutivă, fie ı̂n condiţiile de contact.

O descriere detaliată a capitolelor este după cum urmează.
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Capitolul 1 prezintă cadrul specific pentru problemele pe care le
studiem ı̂n Capitolul 2. Cu alte cuvinte, vom da noţiuni reprezentative
ı̂n ceea ce priveşte operatorii liniari şi pozitivi, module de continuitate
şi diferite tipuri de convergenţă. În cele din urmă, vom prezenta câteva
teoreme de tip Voronovskaja.

Capitolul 2 găzduieşte principalele rezultate obţinute ı̂n prima parte
a tezei. În acest capitol vom sublinia condiţiile necesare pentru un anumit
tip de operatori liniari si pozitivi ı̂n vederea ı̂ndeplinirii unei teoreme de
tip Korovkin. Rezultatele din acest capitol au fost publicat ı̂n lucrările
[46], [47] şi [48].

Capitolul 3 este dedicat materialelor preliminare folosite ı̂n a doua
parte a manuscrisului. Mai precis, ı̂n prima parte a acestui capitol vom
ı̂ncepe cu un studiu a proprietăţilor de bază a spaţiului Banach şi Hilbert.
Apoi, vom introduce noţiunea de operator de memorie, vom oferi câteva
exemple şi vom evidenţia un rezultat de existenţă şi unicitate pentru
inegalităţile variaţionale care implică operatori de memorie. În plus, vom
insista asupra unor spaţii de funcţii de care avem nevoie ı̂n studiul prob-
lemelor de contact pe abordate ı̂n restul manuscrisului. Cea de a doua
parte din acest capitol reprezintă o introducere ı̂n modelarea problemelor
de contact care sunt prezentate ı̂n urmatoarele capitole. Pentru a face
faţă acestui tip de probleme, vom prezenta legile constitutive pe care
le folosim, vom descrie condiţiile de contact şi, ı̂n cele din urmă, vom
evidenţia condiţiile de frecare, inclusiv legea lui Coulomb bine cunoscută
sub numele de lege de frecare uscată.

Capitolul 4 este dedicat studiului cvasistatic a unei probleme de con-
tact cu frecare ı̂n care comportamentul materialului este modelat cu o
lege constitutivă vâscoelastică cu memorie lunga. u ajutorul complianţei
normale, termenului de memorie şi legii lui Coulomb de frecare uscată.
Pentru această problema se prezintă atât formularea clasică, cât şi for-
mularea variaţională. Rezultatul principal al acestui capitol este Teorema
II.4.1 care prevede solvabilitatea unică, slabă a problemei. Demonstraţia
se bazează pe argumente privind inegalităţile variaţionale care implică
operatori de memorie. Al doilea rezultat principal al capitolului este Teo-
rema II.4.4. Acesta susţine dependenţa continuă a soluţiei ı̂n raport cu
datele. Materialul prezentat ı̂n acest capitol a făcut obiectul lucrării [117].

Capitolul 5 tratează un model matematic care descrie contactul din-
tre un corp vâscoplastic şi o fundaţie. În acest caz, contactul este fără
frecare şi este modelat cu ajutorul complianţei normale, a unei legi uni-
laterale şi termenului de memorie. Noutatea din acest capitol se regăseşte
ı̂n condiţia de contact. Ca şi ı̂n capitolul precedent, am obţinut o formu-
lare variaţională a problemei şi am demonstrat solvabilitatea slabă unică



Introduction ix

a problemei ( Teorema II.5.1). Demonstraţia teoremei II.5.1 se bazează
pe un argument de punct fix, Banach combinat cu argumente privind
inegalităţile variaţionale care implică operatori de memorie. De aseme-
nea, prezentăm un rezultat care prevede existenta si unicitatea solutiei
unei probleme penalizate (Teorema II.5.4). Această teoremă, garantează
că soluţia problemei penalizate converge la soluţia problemei cu ine-
galităţi variationale atunci când parametrul de penalizare converge la
zero. Conţinutul acestui capitol a fost scris ca urmare a lucrărilor [49]
and [100].

Capitolul 6 prezintă o problemă de contact fără frecare ı̂n care, la
fel ca ı̂n Capitolul 5, contactul este modelat cu ajutorul complianţei nor-
male, constrângere unilaterală şi termen de memorie. Noutatea acestui
capitol apare ı̂n faptul că aici comportamentul materialului este modelat
cu lege constitutivă care implică variabilă internă de stare. Ca de obi-
cei, vom prezenta formularea clasică şi formularea variaţională a proble-
mei, ı̂mpreună cu două rezultate principale privind existenţa şi unicitatea
soluţiei problemei şi respectiv convergenţa sa. Teorema II.6.1 reprezintă
primul rezultat principal din acest capitol. Demonstraţia acestuia se
bazează pe argumente privind inegalităţile variaţionale care implică op-
eratori de memorie. Teorema II.6.4 garantează dependenţa continuă a
soluţiei ı̂n raport datele. Acest capitol urmează lucrarea noastră [122].

Manuscrisul se ı̂ncheie cu o listă de referinţe ı̂n care se pot găsi diverse
detalii, comentarii şi informaţii suplimentare relativ la temele legate de
materialul din această teză.

Rezulatele originale prezentate ı̂n această teză au fost distribuite ı̂n
Capitolele 2, 4, 5 şi 6 după cum urmează.

În Secţiunea 2.1: Lema I.2.2 şi Teorema I.2.3 pe care le găsim ı̂n lu-
crarea [47].

Secţiunea 2.2: Lema I.2.6, Lema I.2.7, Lema I.2.8, Lema I.2.9 şi Teo-
rema I.2.10 publicate ı̂n [46].

Secţiunea 2.3: Lema I.2.11, Teorema I.2.12 şi Teorema I.2.14 care
urmează lucrarea noastră [48].

Secţiunea 4.2: Teorema II.4.1, Lema II.4.2, Lema II.4.3. Section 4.3:
Teorema II.4.4. Toate aceste rezultate au fost publicate ı̂n [117].

Secţiunea 5.2: Teorema II.5.1, Lema II.5.2, Lema II.5.3, publicate ı̂n
[49].

Secţiunea 5.3: Teorema II.5.4, Lema II.5.5, Lemma II.5.6, Lema II.5.7,
Lema II.5.8, Lema II.5.9, toate publicate ı̂n [100].

Secţiunea 6.2 and 6.3: Teoremele II.6.1, Lema II.6.2, Lema II.6.3 şi
II.6.4, care urmează lucrarea noastră [122].
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Part I

Operatori liniari şi pozitivi

1



2



1
Asupra operatorilor liniari şi pozitivi

În acest capitol vom prezenta câteva noţiuni importante referitoare la
operatori liniari şi pozitivi, module de continuitate şi aspecte privind
diferite tipuri de convergenţă, precum şi teoreme de tip Voronovskaja
pentru operatori liniari şi pozitivi. Toate aceste noţiuni vor fi folosite
mai târziu ı̂n capitolul 2.

1.1 Noţiuni de bază

Aceasta secţiune este dedicată atât proprietăţilor operatorilor liniari şi
pozitivi cât şi descrierii metodelor de sumare. În primul rând vom intro-
duce conceptul de operator liniar şi pozitiv.

1.2 Viteza de convergenţă

În această secţiune prezentăm două tipuri de convergenţă şi ne referim
la cadrul general pentru viteza de convergenţă a operatorilor liniari şi
pozitivi cu privire la o metodă asimptotică de tip Voronovskaja.

1.3 Consideraţii fuzzy asupra operatorilor liniari şi pozitivi

În această secţiune vom colecta o serie de elemente de bază ı̂n ceea ce
priveşte operatorii liniari şi pozitivi de tip fuzzy.
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2
Noi rezultate pentru diferite clase de
operatori liniari şi pozitivi

În acest capitol vom prezenta rezultatele proprii obţinute pentru prima
parte a acestei teze. Prima secţiune ı̂şi propune să prezinte un rezultat
referitor la versiunea fuzzy a unei clase de operatori liniari şi pozitivi,
ı̂n timp ce a doua secţiune se referă la o formulă asimptotică pentru o
clasă de operatori liniari şi pozitivi definiţi pe un interval nemărginit. În
cele din urmă, ultima parte a acestui capitol se referă la o proprietate
de aproximare pentru o generalizare a operatorilor prezentaţi ı̂n a doua
secţiune a prezentului capitol. Rezultatele prezentate ı̂n acest capitol se
bazează pe lucrările [46], [47] and [48].

2.1 Asupra unor operatori liniari şi pozitivi de tip fuzzy

În această secţiune vom demonstra ca operatorii fuzzy de tip Bernstein-
Stancu satisfac o versiune A-statistică teoremei Korovkin de tip fuzzy şi
vom oferi un exemplu care se ı̂ncadrează ı̂n acest caz.

Definition I.2.1 Fie f ∈ C([0, 1],RF), m ∈ N, 0 ≤ α ≤ β. Definim

(FLα,βm f)(x) =

m∑∗

k=0

pm,k(x)� f
(
k + α

m+ β

)
, x ∈ [0, 1], (I.2.1)

unde pm,k(x) =

(
m
k

)
xk(1− x)m−k.

În acest caz RF reprezintă mulţimea numerelor reale fuzzy şi
∑∗ este

folosită pentru a desemna sumarea fuzzy.
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Lemma I.2.2 Operatorii fuzzy Bernstein-Stancu definiţi prin (I.2.1) sunt
liniari şi pozitivi.

Theorem I.2.3 Dacă şirul de operatori (FL
(α,β)
m f)m∈N definiţi prin (I.2.1)

satisface condiţiile

stA − lim
m
‖L̃m

(α,β)
(ei)− ei‖ = 0, i = 0, 1, 2, (I.2.2)

atunci
stA − lim

m
D∗(FL(α,β)

m , f) = 0. (I.2.3)

2.2 O formula asimptotică pentru operatorii de tip Jain

În această secţiune vom demonstra un rezultat de tip Voronovskaja pen-
tru o clasă de operatori liniari şi pozitivi de tip discret, care depind de
un parametru real.

Lemma I.2.4 ( [70]) Pentru 0 < α <∞, |β| < 1, fie

ωβ(k, α) = α(α + kβ)k−1e−(α+kβ)/k! ; k ∈ N0. (I.2.4)

atunci
∞∑
k=0

ωβ(k, α) = 1. (I.2.5)

Lemma I.2.5 ([70]) Fie

S(r, α, β) =
∞∑
k=0

(α + βk)k+r−1e−(α+βk)/k!, r = 0, 1, 2, ... (I.2.6)

şi
αS(0, α, β) = 1. (I.2.7)

Atunci

S(r, α, β) =
∞∑
k=0

βk(α + kβ)S(r − 1, α + kβ, β). (I.2.8)

Lemma I.2.6 Fie S funcţia definită ı̂n Lema I.2.5. Atunci avem

(i) S(3, α, β) =
α3

(1− β)3
+

3αβ2

(1− β)4
+
β3 + 2β4

(1− β)5
,

(ii) S(4, α, β) =
α3

(1− β)4
+

6α2β2

(1− β)5
+
αβ3(11β + 4)

(1− β)6
+

6β6 + 8β5 + β4

(1− β)7
.
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Operatorii definiţi de către Jain sunt daţi de relaţia

(P [β]
n f)(x) =

∞∑
k=0

ωβ(k, nx) · f
(
k

n

)
, f ∈ C[0,∞), (I.2.9)

Lemma I.2.7 Opratorii definiţi prin (I.2.9) verifică următoarele iden-
tităţi.

(i) (P [β]
n e3)(x) =

x3

(1− β)3
+

3x2

n(1− β)4
− x(6β4 − 6β3 − 2β − 1)

n2(1− β)5
.

(ii)(P [β]
n e4)(x) =

x4

(1− β)4
+

6x3

n(1− β)5
−x

2(36β4 − 72β3 + 36β2 − 8β − 7)

n2(1− β)6

+
x(105β5 − 14β4 − 2β3 + 12β2 + 8β + 1)

n3(1− β)7
.

Lemma I.2.8 Fie operatorul P
[βn]
n definit prin relaţia (I.2.9) şi fie ϕx

dat de
ϕx ∈ C2[0,∞), ϕx(t) = t− x. (I.2.10)

Atunci

(i) (P [βn]
n ϕ3

x)(x) =
x3

(1− βn)3
− 3x3

(1− βn)2
+

3x3

1− βn
− x3 +

3x2

n(1− βn)4

− 3x2

n(1− βn)3
− x(6β4

n − 6β3
n − 2βn − 1)

n2(1− βn)5
.

(ii) (P [βn]
n ϕ4

x)(x) =
x4

(1− βn)4
− 4x4

(1− βn)3
+

6x4

(1− βn)2
− 4x4

1− βn
+ x4

+
6x3

n(1− βn)5
− 12x3

n(1− βn)4
+

6x3

n(1− βn)3

− x2(36β4
n − 72β3

n + 36β2
n − 8βn − 7)

n2(1− βn)6

+
4x2(6β4

n − 6β3
n − 2βn − 1)

n2(1− βn)5

+
x(105β5

n − 14β4
n − 2β3

n + 12β2
n + 8βn + 1)

n3(1− βn)7
.

Lemma I.2.9 Fie P
[βn]
n operatorii de tip Jain şi ϕx definit prin (I.2.8).

Mai mult, dacă are loc
lim
n→∞

βn = 0, (I.2.11)

atunci

P [βn]
n ϕ4

x ≤
12x3

n(1− βn)5
+

24x2

n2(1− βn)5
+

106x

n3(1− βn)7
.
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Theorem I.2.10 Fie f ∈ C2([0,∞)) şi fie operatorul P
[βn]
n definit ca ı̂n

relaţia (I.2.9). Dacă are loc (I.2.9), atunci

lim
n→∞

n

(
P [βn]
n (f ;x)− f(x)

)
=
x

2
f ′′(x), ∀x > 0.

2.3 O proprietate de aproximare pentru operatorii de tip
Jain bidimensionali

Scopul acestei secţiuni este de a introduce o nouă clasă de operatori
liniari si pozitivi, bidimensionali care depind de un parametru real, β.
Pentru aceşti operatori vom demonstra o teoremă de tip Korovkin şi
vom prezenta câteva proprietăţi de convergenţă.

În continuare se introduce o noua clasă de operatori şi anume o gen-
eralizare a operatorilor de tip Jain pe nodurile(k1 + α1

m+ γ1

,
k2 + α2

m+ γ2

)
.

[β]J α,γ
m,n =

∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

ω1
β(k1,mx)ω2

β(k2, ny)f
(k1 + α1

m+ γ1

,
k2 + α2

n+ γ2

)
(I.2.12)

unde (x, y) ∈ D, f ∈ C(D) şi α = (α1, α2), γ = (γ1, γ2).

Lemma I.2.11 Fie (x, y) ∈ C(D) şi f00(x, y) = 1, f10(x, y) = x, f01(x, y) =
y, f20(x, y) = x2, f02(x, y) = y2. Atunci, pentru operatorii de tip Jain bidi-
mensionali, descrişi de relaţia (I.2.12) avem:



2.3 O proprietate de aproximare pentru operatorii de tip Jain bidimensionali 9

[β]J α,γ
m,n(f0, 0;x, y) = 1 (I.2.13)

[β]J α,γ
m,n(f1, 0;x, y) =

mx

(m+ γ1)(1− β)
+

α1

m+ γ1

(I.2.14)

[β]J α,γ
m,n(f0, 1;x, y) =

ny

(n+ γ2)(1− β)
+

α2

n+ γ2

(I.2.15)

[β]J α,γ
m,n(f2, 0 + f0, 2;x, y) =

mx2

(m+ γ1)2(1− β)2
(I.2.16)

+
mx

(m+ γ1)2

[ 1

(1− β3)
+

2α1

1− β

]
+

α2
1

(m+ γ1)2

+
ny2

(n+ γ2)2(1− β)2
+

ny

(n+ γ2)2

[ 1

(1− β3)
+

2α2

1− β

]
+

α2
2

(n+ γ2)2
.

Theorem I.2.12 Se consideră f ∈ C(D). Fie βn → 0 când n → ∞.
Atunci şirul [βn]{J α,γ

m,n(f ;x, y)} converge uniform către f(x, y) on K ⊂ D,
unde K = [0, A]× [0, A], 0 < A <∞, deci avem că

lim
m,n→∞

∥∥∥ [βn]J α,γ
m,n(f ;x, y)− f(x, y)

∥∥∥
K

= 0.

Theorem I.2.13 [34] Fie A = (aj,k,m,n) o metodă matricială de sumare
RH-regulară, nenegativă. Fie {Lm,n} un şir de operatori liniari şi pozitivi
bidimensionali care acţioneazaă pe C(D). Atunci pentru orice f ∈ C(D)
are loc,

st2A − lim
m,n
‖Lm,nf − f‖C(D) = 0

dacă şi numai dacă

st2A − lim
m,n
‖Lm,nfi − fi‖C(D) = 0, (i = 0, 1, 2, 3), (I.2.17)

unde f0(x, y) = 1, f1(x, y) = x, f2(x, y) = y and f3(x, y) = x2 + y2.

Theorem I.2.14 Fie [β]J α,γ
m,n operatorii definiţi prin relaţia (I.2.12). Mai

mult, considerăm β = βn şi α = αn, γ = γn cu proprietăţile

βn → 0, n→∞ (I.2.18)

şi respectiv
αn → 0, n→∞, γn → 0, n→∞. (I.2.19)
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Atunci, avem că

∣∣∣[βn]J αn,γn
m,n (f ;x, y)− f(x, y)

∣∣∣ ≤ ω(f ; δ)
{

1 +
1

δ2
(2x2 + 2y2)

}
. (I.2.20)
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3
Preliminarii

În acest capitol am adunat atât materiale preliminare care vor fi folosite
mai târziu ı̂n studiul problemelor pe frontieră prezentate ı̂n Capitolele 4–
6 cât şi materiale preliminare necesare ı̂n modelarea problemelor la limita
prezentate ı̂n Capitolele 4–6 a tezei de doctorat. Prezentul capitol este
ı̂mpărţit ı̂n două secţiuni principale. Prima secţiune este dedicată rezul-
tatelor fundamentale din analiza funcţională, ı̂n timp ce a doua secţiune
ı̂şi propune să prezinte unele rezultate preliminare privind modelarea
problemelor de contact.

3.1 Noţiuni fundamentale de analiză funcţională

În această secţiune reamintim ı̂n primul rând noţiuni importante ı̂n ceea
ce priveşte convergenţa pe spatii normate şi unele detalii referitoare la
spaţii Hilbert. Apoi, introducem conceptul de operatori de memorie. Pen-
tru aceşti operatori, descriem proprietăţile lor şi prezentăm un rezultat
de existenţă şi unicitate pentru inegalităţile variaţionale care implică op-
eratori de memorie. Continuăm apoi cu o scurtă descriere a spaţiilor
de funcţii de care avem nevoie ı̂n studiul problemelor de contact. Cele
mai multe dintre rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt date fără
demonstraţie deoarece ele sunt rezultate standard şi pot fi gasite ı̂n multe
alte referinţe, ı̂n timp ce pentru rezultatele care sunt frecvent utilizate ı̂n
acest manuscris sunt oferite şi demonstraţiile.
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3.1.1 Noţiuni de bază

În această subsecţiune se pot găsi informaţii privind spaţiile Hilbert şi
câteva teoreme care se folosesc mai târziu ı̂n acest manuscris.

3.1.2 Operatori de memorie

În subsecţiunea de faţă vom prezenta definiţia şi câteva exemple pentru
operatorii de memorie precum şi rezultatele de punct fix utilizate mai
târziu ı̂n lucrare. În cele din urmă, vom prezenta un rezultat de existenţă
şi unicitate referitor la o clasa de inegalităţi variaţionale implicând termen
de memorie.

3.1.3 Spaţii de funcţii utilizate ı̂n Mecanica de Contact

Pentru a introduce un model matematic care descrie un proces de con-
tact, este nevoie să descriem mai ı̂ntâi spaţiile cărora le aparţin datele şi
necunoscutele .

3.2 Modelarea problemelor de contact

Începem această secţiune prin prezentarea cadrului fizic a proceselor de
contact. Continuăm apoi cu o trecere ı̂n revistă a legilor constitutive
utilizate ı̂n literatură, inclusiv legile constitutive vâscoelastică şi respectiv
vâscoplastică. Tot ı̂n această secţiune prezentăm si condiţiile de contact,
iar ı̂n cele din urmă, abordăm descrierea condiţiilor de contact cu sau
fără frecare, inclusiv legea lui Coulomb pentru frecare uscată. Mai multe
detalii pe teme legate de materialul prezentat ı̂n acest capitol pot fi gasite
ı̂n [8, 35, 39, 42, 54, 59, 61, 73, 86, 101, 114, 118, 128].

3.2.1 Cadrul fizic

Considerăm cadrul fizic general prezentat ı̂n Figura 3.1 şi ı̂l descriem ı̂n
cele ce urmează. Un corp deformabil ocupă ı̂ntr-un domeniu de referinţă
o mulţime deschisă şi mărginită Ω ⊂ Rd cu frontiera Γ, compusă din trei
părţi: Γ1, Γ2 şiΓ3, cu mulţimile deschise, relativ disjuncte Γ1, Γ2 şi Γ3.
Corpul este fix pe Γ1. Forţele de tracţiune de densitate f 2 acţionează pe
Γ2 iar forţele volumice de densitate f 0 acţionează ı̂n Ω. În configuraţia
de referinţă, pe Γ3, corpul se află ı̂n contact cu un obstacol, aşa numita
fundaţie.

Suntem interesaţi de modele matematice care descriu echilibrul stării
mecanice a corpului, aflat ı̂n configuraţia fizică descrisă mai sus, ı̂n cadrul
teoriei deformărilor mici. În acest scop, notăm cu u, σ şi ε = ε(u)
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f0

f2

Ω

FIGURE 3.1. The physical setting; Γ3 is the contact surface

vectorul deplasare, tensorul tensiunilor, şi, respectiv, tensorul liniarizat
al deformărilor. Acestea sunt funcţii care depind de variabila spaţială x şi
de variabila de timp t. Cu toate acestea, ı̂n cele ce urmează nu vom indica
ı̂n mod explicit dependenţa de aceste cantităţi adică, de exemplu, vom
scrie σ ı̂n loc de σ(x, t). De asemenea, reamintim faptul că, componentele
tensorului liniarizat al deformărilor ε(u) sunt date de

εij(u) = (ε(u))ij =
1

2
(ui,j + uj,i) (II.3.1)

unde ui,j = ∂ui/∂xj. În cele din urmă trebuie să reţinem că, aici şi
mai jos, se presupune ca toate variabilele au grad suficient de netezime
ı̂n concordanţă cu evoluţiile ı̂n care sunt implicate. Pentru a prezenta
un model matematic pentru un anumit proces de contact, trebuie să
se precizeze legea constitutivă, ecuaţia de echilibru, condiţiile la limită,
condiţiile de contact şi, ı̂n cele din urmă, condiţiile iniţiale.

3.2.2 Legi constitutive

O lege constitutivă reprezintă o relaţie ı̂ntre tensiunile σ, deformările
ε şi derivaţele acestora, care caracterizează un anumit material. Deşi
legile constitutive trebuie sa ı̂ndeplinească anumite axiome şi principii
invarianţă, acestea provin ı̂n mare parte din experimente.

3.2.3 Condiţii de contact

Pentru a prezenta un model matematic aferent unui anumit proces de
contact, pe lângă descrierea legii constitutive trebuie să descriem ecuaţia
de echilibru, condiţiile la limită şi condiţiile de contact.
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Vom descrie aici ecuaţiile de bază şi condiţiile la limită care sunt uti-
lizate ı̂n studiul problemelor de contact implicând materiale de consistenţă
vâscoelastică şi vâscoplastică. În cele ce urmează presupunem că datele
şi necunoscutele depind de variabila timp şi studiem procesul de contact
pe un interval de timp nemărginit, R+.

3.2.4 Legi de frecare

Prezentăm acum unele condiţii ı̂n direcţii tangenţiale, numite şi condiţii
de frecare sau legi de frecare. Cea mai simplă dintre acestea este aşa
numita condiţie fără frecare ı̂n cadrul căreia partea tangenţială a tensiunii
(denumită forţă de frecare) se anulează, adică

στ = 0. (II.3.2)



4
O problemă de contact cu frecare, implicând
operatori de memorie

În acest capitol vom considera un model matematic care descrie contactul
dintre un corp vâscoelastic şi o fundaţie. Contactul are loc, cu frecare şi
este modelat cu ajutorul complianţei normale, termenului de memorie şi
legii lui Coulomb de frecare uscată. Pentru acest tip de problemă se obţine
o formulare variaţională, sub forma unei inegalităţi variaţionale pentru
domeniul deplasare sau, echivalent, ı̂n forma unei inegalităţi variaţionale
implicând termen de memorie pentru câmpul de viteze. Principalele noas-
tre rezultate din acest capitol sunt Teorema II.4.1 and II.4.4. Teorema
II.4.1 postulează solvabilitatea unică problemei şi se obţine ı̂n mai multe
etape, ı̂n funcţie de argumentele prezentate ı̂n seci̧unea 3.1.2. Teorema
II.4.4 arată dependenţa continuă a soluţiei ı̂n raport cu datele. Se obţine
folosind diferite estimări şi argumente de monotonie. Materialul prezen-
tat ı̂n acest capitol a făcut obiectul articolului [117].

4.1 Formularea problemei

Formularea clasică a problemei este următoarea.

Problema P . Găsiţi un câmp de deplasări u : Ω×R+ → Rd şi un câmp
de tensiuni σ : Ω× R+ → Sd astfel ı̂ncât
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σ(t) = Aε(u̇(t)) + Bε(u(t)) +

∫ t

0

K(t− s)ε(u̇(t)) ds, ı̂n Ω, (II.4.1)

Divσ(t) + f 0(t) = 0 ı̂n Ω, (II.4.2)

u(t) = 0 pe Γ1,(II.4.3)

σ(t)ν = f 2(t) pe Γ2,(II.4.4)

−σν(t) = p(uν(t)) +

∫ t

0

b(t− s)u+
ν (s) ds pe Γ3,(II.4.5)

‖στ (t)‖ ≤ µ |σν(t)|,

−στ (t) = µ |σν(t)| u̇τ (t)

‖u̇τ (t)‖ dacă u̇τ (t) 6= 0

 pe Γ3 (II.4.6)

pentru orice t ∈ R+ şi, mai mult,

u(0) = u0 ı̂n Ω. (II.4.7)

4.2 Existenţă şi Unicitate

În primul rând presupunem că operatorul de vâscozitate satisface condiţia

(a) A : Ω× Sd → Sd.
(b) Există LA > 0 astfel ı̂ncât
‖A(x, ε1)−A(x, ε2)‖ ≤ LA‖ε1 − ε2‖
∀ ε1, ε2 ∈ Sd, a.e. x ∈ Ω.

(c) Există mA > 0 astfel ı̂ncât
(A(x, ε1)−A(x, ε2)) · (ε1 − ε2) ≥ mA ‖ε1 − ε2‖2

∀ ε1, ε2 ∈ Sd, a.e. x ∈ Ω.
(d) Funcţia x 7→ A(x, ε) este măsurabilă pe Ω,

pentru orice ε ∈ Sd.
(e) Funcţia x 7→ A(x,0Sd) aparţine lui Q.



(II.4.8)
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De asemenea, operatorul de elasticitate şi cel de relaxare satisfac următoarele
condiţii.

(a) B : Ω× Sd → Sd.
(b) Există LB > 0 astfel ı̂ncât
‖B(x, ε1)−A(x, ε2)‖ ≤ LB‖ε1 − ε2‖
∀ ε1, ε2 ∈ Sd, a.e. x ∈ Ω.

(c) Funcţia x 7→ B(x, ε) este măsurabilă pe Ω,
pentru orice ε ∈ Sd.

(e) Funcţia x 7→ B(x,0Sd) aparţine lui Q.


(II.4.9)

K ∈ C(R+; Q∞). (II.4.10)

Densităţile forţelor corpului şi funcţiile de tracţiune ale suprafeţei sunt
astfel ı̂ncât

f 0 ∈ C(R+;L2(Ω)d), f 2 ∈ C(R+;L2(Γ2)d) (II.4.11)

iar funcţia complianţă normală p satisface

(a) p : Γ3 × R→ R+.
(b) ExistăLp > 0 astfel ı̂ncât

|p(x, r1)− p(x, r2)| ≤ Lp |r1 − r2|
∀ r1, r2 ∈ R, a.e. x ∈ Γ3.

(c) Funcţia x 7→ p(x, r) este măsurabilă pe Γ3,
pentru orice r ∈ R.

(d) p(x, r) = 0 pentru orice r ≤ 0, a.p.t. x ∈ Γ3.


(II.4.12)

În final, funcţia de memorie, coeficientul de frecare şi datele iniţiale
verifică

b ∈ C(R+;L∞(Γ3)), b(t,x) ≥ 0 (II.4.13)

pentru orice t ∈ R+, a.p.t. x ∈ Γ3,

µ ∈ L∞(Γ3), µ(x) ≥ 0 a.p.t. x ∈ Γ3, (II.4.14)

u0 ∈ V. (II.4.15)
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Problema PV . Găsiţi un câmp de deplasare u : R+ → V astfel ı̂ncât
u(0) = u0 şi inegaliatea următoare are loc, pentru orice t ∈ R+:(
Aε(u̇(t)) + Bε(u(t)), ε(v)− ε(u̇(t))

)
Q

(II.4.16)

+
(∫ t

0

K(t− s)ε(u̇(t)) ds, ε(v)− ε(u̇(t))
)
Q

+
(
p(uν(t)) +

∫ t

0

b(t− s)u+
ν (s) ds, vν − u̇ν(t)

)
L2(Γ3)

+
(
µ
(
p(uν(t)) +

∫ t

0

b(t− s)u+
ν (s) ds

)
, ‖vτ‖ − ‖u̇τ (t)‖

)
L2(Γ3)

≥ (f 0(t),v − u̇(t))L2(Ω)d + (f 2(t),v − u̇(t))L2(Γ2)d ∀v ∈ V.

Un cuplu de funcţii (u,σ) care satisface (II.4.1) şi (II.4.16) este numit
soluţie slabă pentru problema de contact cu frecare, P .

Avem următorul rezultat de existenţă şi unicitate.

Theorem II.4.1 Se presupune că au loc (II.4.8)–(II.4.15). Atunci, Prob-
lema PV are o soluţie unică ce satisface

u ∈ C1(R+;V ). (II.4.17)

Problema QV . Găsiţi un câmp de viteze w : R+ → V astfel ı̂ncât
inegaliatea următoare să aibă loc pentru orice t ∈ R+:

(Aε(w(t)), ε(v)− ε(w(t)))Q (II.4.18)

+ϕ(Rw(t),v)− ϕ(Rw(t),w(t)))

≥ (f(t),v −w(t))Q ∀v ∈ V.

Lemma II.4.2 Fie u ∈ C1(R+;V ) şi w ∈ C(R+;V ) funcţii date astfel
ı̂ncât u = Sw. Atunci u este soluţie pentru Problema PV dacă şi numai
dacă w este soluţie pentru Problema QV .

Lemma II.4.3 Există o soluţie unică w pentru Problema QV şi, mai
mult, aceasta satisface w ∈ C(R+;V ).
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4.3 Un rezultat de convergenţă

Se consideră următoarele asumpţii:

Kρ → K in C(R+; Q∞) as ρ→ 0. (II.4.19)

Există F : R+ → R+ and L0 ≥ 0 astfel ı̂ncât

(a) |pρ(x, r)− p(x, r)| ≤ F (ρ)(|r|+ 1)
∀ r ∈ R, a.e. x ∈ Γ3, pentru fiecare ρ > 0.

(b) F (ρ)→ 0 când ρ→ 0.

(c) Lρ ≤ L0 când ρ→ 0.


(II.4.20)

bρ → b ı̂n C(R+;L∞(Γ3)) când ρ→ 0. (II.4.21)

f 0ρ → f 0 ı̂n C(R+;L2(Ω)d) când ρ→ 0. (II.4.22)

f 2ρ → f 2 ı̂n C(R+;L2(Γ2)d) când ρ→ 0. (II.4.23)

Theorem II.4.4 Presupunem că au loc (II.4.19)–(II.4.23). Atunci, soluţia
uρ a Problemei PVρ converge către soluţia u a Problemei PV , adică

uρ → u ı̂n C1(R+;V ) (II.4.24)

când ρ→ 0.
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5
O problemă de contact fără frecare
implicând operatori de memorie

În acest capitol vom considera ı̂n primul rând un model matematic ce
descrie contactul qvasistatic dintre un corp cu consistenţă vâscoplastică
şi o fundai̧e. Contactul are loc fără frecare şi este modelat cu ajutorul
complianţei normale, a unei constrângeri unilaterale şi efectelor de mem-
orie. Se obţine o formulare variaţională a problemei, şi apoi se demon-
strează solvabilitatea unică slabă. Cele două teoreme principale care
asigură solvabilitatea unică şi rezultatul de convergenţă ı̂n acest capi-
tol sunt Teorema II.5.1 şi respectiv, Teorema II.5.4. Rezultatele obţinute
ı̂n acest capitol au fost publicate ı̂n [49] şi [100].

5.1 Formularea problemei

Formularea clasică a problemei este următoarea.

ProblemM. Găsiţi un câmp de deplasări u : Ω×R+ → Rd şi un câmp
de tensiuni σ : Ω× R+ → Sd astfel ı̂ncât

σ̇(t) = Eε(u̇(t)) + G(σ(t), ε(u(t))) ı̂n Ω, (II.5.1)

Divσ(t) + f 0(t) = 0 ı̂n Ω, (II.5.2)

u(t) = 0 pe Γ1, (II.5.3)

σ(t)ν = f 2(t) pe Γ2, (II.5.4)

pentru orice t ∈ R+, există ξ : Γ3 × R+ → R care satisface
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uν(t) ≤ g, σν(t) + p(uν(t)) + ξ(t) ≤ 0,

(uν(t)− g)
(
σν(t) + p(uν(t) + ξ(t)

)
= 0,

0 ≤ ξ(t) ≤
∫ t

0

b(t− s)u+
ν (s) ds,

ξ(t) = 0 dacă uν(t) < 0,

ξ(t) =

∫ t

0

b(t− s)u+
ν (s) ds dacă uν(t) > 0


pe Γ3, (II.5.5)

pentru orice t ∈ R+ şi, mai mult,

στ (t) = 0 pe Γ3, (II.5.6)

u(0) = u0, σ(0) = σ0 ı̂n Ω. (II.5.7)

5.2 Existenţă şi Unicitate

În studiul Problemei M presupunem că tensorul de elasticitate E şi
funcţia constitutivă neliniară G satisfac următoarele condiţii.

(a) E = (Eijkl) : Ω× Sd → Sd.
(b) Eijkl = Eklij = Ejikl ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i, j, k, l ≤ d.

(c) Există mE > 0 astfel ı̂ncât

Eτ · τ ≥ mE‖τ‖2 ∀ τ ∈ Sd, a.p.t. in Ω.

 (II.5.8)

(a) G : Ω× Sd × Sd → Sd.

(b) Există LG > 0 astfel ı̂ncât

‖G(x,σ1, ε1)− G(x,σ2, ε2)‖
≤ LG (‖σ1 − σ2‖+ ‖ε1 − ε2‖)
∀σ1,σ2, ε1, ε2 ∈ Sd, a.p.t. x ∈ Ω.

(c) Funcţia x 7→ G(x,σ, ε) este măsurabilă pe Ω,

pentru orice σ, ε ∈ Sd.
(d) Funcţia x 7→ G(x,0Sd ,0Sd) aparţine lui Q.


(II.5.9)

De asemenea, funcţia complianţă normală p satisface
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(a) p : Γ3 × R→ R+.

(b) ExistăLp > 0 astfel ı̂ncât

|p(x, r1)− p(x, r2)| ≤ Lp |r1 − r2|
∀ r1, r2 ∈ R, a.p.t. x ∈ Γ3.

(c) (p(x, r1)− p(x, r2))(r1 − r2) ≥ 0

∀ r1, r2 ∈ R, a.p.t. x ∈ Γ3.

(d) Funcţia x 7→ p(x, r) este măsurabilă pe Γ3,

pentru orice r ∈ R.
(e) p(x, r) = 0 for all r ≤ 0, a.p.t. x ∈ Γ3.



(II.5.10)

În final, densităţile forţelor corpului, funcţiile de tracţiune ale suprafeţei,
funcţia memorie şi datele iniţiale ı̂ndeplinesc următoarele condiţii:

f 0 ∈ C(R+;L2(Ω)d), f 2 ∈ C(R+;L2(Γ2)d), (II.5.11)

b ∈ C(R+;L∞(Γ3)), b(t,x) ≥ 0 a.e. x ∈ Γ3, (II.5.12)

u0 ∈ V, σ0 ∈ Q. (II.5.13)

Se consideră submulţimea U ⊂ V , operatorii P : V → V , B : C(R+;V )→
C(R+;L2(Γ3)) şi funcţia f : R+ → V definite prin

U = {v ∈ V : vν ≤ g on Γ3 }, (II.5.14)

(Pu,v)V =

∫
Γ3

p(uν)vν da ∀u, v ∈ V, (II.5.15)

(Bu(t), ξ)L2(Γ3) =
(∫ t

0

b(t− s)u+
ν (s) ds, ξ

)
L2(Γ3)

(II.5.16)

∀u ∈ C(R+;V ), ξ ∈ L2(Γ3), t ∈ R+,

(f(t),v)V =

∫
Ω

f 0(t) · v dx (II.5.17)

+

∫
Γ2

f 2(t) · v da ∀v ∈ V, t ∈ R+.
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Problema MV . Găsiţi un câmp de deplasare u : R+ → U şi un câmp
de tensiuni σ : R+ → Q astfel ı̂ncât, pentru orice t ∈ R+,

σ(t) = Eε(u(t)) +

∫ t

0

G(σ(s), ε(u(s))) ds+ σ0 − Eε(u0), (II.5.18)

(σ(t), ε(v)− ε(u(t)))Q + (Pu(t),v − u(t))V (II.5.19)

+(Bu(t), v+
ν − u+

ν (t))L2(Γ3) ≥ (f(t),v − u(t))V ∀v ∈ U.

Un cuplu (u,σ) care satisface (II.5.1) şi (II.5.19) se numeşte soluţie
slabă pentru problema de contact fără frecare, M.

Solvabilitatea unică a ProblemeiMV este dată de următorul rezultat.

Theorem II.5.1 Presupunem că au loc (II.5.8)–(II.5.13). Atunci Prob-
lema MV are soluţie unică ce satisface u ∈ C(R+;U) şi σ ∈ C(R+;Q).

Lemma II.5.2 Pentru fiecare funcţie u ∈ C(R+;V ) există o funcţie
unică Su ∈ C(R+;Q) astfel ı̂ncât

Su(t) =

∫ t

0

G(Su(s) + Eε(u(s)), ε(u(s))) ds (II.5.20)

+σ0 − Eε(u0) ∀ t ∈ R+.

Mai mult, operatorul S : C(R+;V ) → C(R+;Q) este un operator de
memorie, adică satisface proprietatea: pentru orice n ∈ N există sn > 0
astfel ı̂ncât

‖Su1(t)− Su2(t)‖Q ≤ sn

∫ t

0

‖u1(s)− u2(s)‖V ds (II.5.21)

∀u1, u2 ∈ C(R+;V ), ∀ t ∈ [0, n].

Lemma II.5.3 Fie cuplul de funcţii (u,σ) astfel ı̂ncât u ∈ C(R+;V ),
σ ∈ C(R+;Q). Atunci, (u,σ) este soluţie pentru Problema MV dacă şi
numai dacă au loc:

σ(t) = Eε(u(t)) + Su(t) ∀ t ∈ R+, (II.5.22)

(Eε(u(t)), ε(v)− ε(u(t)))Q + (Su(t), ε(v)− ε(u(t)))Q (II.5.23)

+(Bu(t), v+
ν − u+

ν (t))L2(Γ3) + (Pu(t),v − u(t))V

≥ (f(t),v − u(t))V ∀v ∈ U, ∀ t ∈ R+

.
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5.3 Un rezultat de convergenţă

În această secţiune demonstrăm un rezultat de convergenţă ı̂n studiul
Problemei MV . În acest scop, peste tot ı̂n această secţiune vom face
referire doar la cazul omogen şi anume vom presupune că funcţia p nu
depinde de x ∈ Γ3. Mai mult, vom presupune că p satisface

(a) p : R→ R+.

(b) Există Lp > 0 astfel ı̂ncât
|p(r1)− p(r2)| ≤ Lp|r1 − r2| ∀ r1, r2 ∈ R.

(c) (p(r1)− p(r2))(r1 − r2) ≥ 0 ∀ r1, r2 ∈ R.

(d) p(r) = 0 pentru orice r < 0.


(II.5.24)

Fie q o funcţie ce satisface

(a) q : [g,+∞[→ R+.

(b) Există Lq > 0 astfel ı̂ncât
|q(r1)− q(r2)| ≤ Lq|r1 − r2| ∀ r1, r2 ≥ g.

(c) (q(r1)− q(r2))(r1 − r2) > 0 ∀ r1, r2 ≥ g, r1 6= r2.

(d) q(g) = 0.


(II.5.25)

Fie µ > 0 şi se consideră pµ definit prin

pµ(r) =

{
p(r) dacă r ≤ g,

1
µ
q(r) + p(g) dacă r > g. (II.5.26)

Folosind asumpţiile (II.5.25) rezultă că funcţia pµ satisface condiţia (II.5.24),
adică

(a) pµ : R→ R+.

(b) Există Lpµ > 0 astfel ı̂ncât
|pµ(r1)− pµ(r2)| ≤ Lpµ |r1 − r2| ∀r1, r2 ∈ R.

(c) (pµ(r1)− pµ(r2))(r1 − r2) ≥ 0 ∀r1, r2 ∈ R.

(d) pµ(r) = 0 pentru orice r < 0.


(II.5.27)

Aceasta ne permite să considerăm operatorul Pµ : V → V definit prin

(Pµu,v)V =

∫
Γ3

pµ(uν)vν da ∀u, v ∈ V (II.5.28)
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şi, mai mult, observăm că Pµ este un operator monoton, continuu şi
Lipschitz.

Cu aceste notaţii considerăm următoarea problemă de contact

Problem Mµ. Găsiţi un câmp de deplasare uµ : Ω × R+ → Rd şi un
câmp de tensiuni σµ : Ω× R+ → Sd astfel ı̂ncât

σ̇µ(t) = Eε(u̇µ(t)) + G(σµ(t), ε(uµ(t))) ı̂n Ω, (II.5.29)

Divσµ(t) + f 0(t) = 0 ı̂n Ω, (II.5.30)

uµ(t) = 0 pe Γ1, (II.5.31)

σµ(t)ν = f 2(t) pe Γ2, (II.5.32)

pentru orice t ∈ R+, există ξ : Ω× R+ → R care satisface

σµν(t) + pµ(uµν(t)) + ξ(t) = 0,

0 ≤ ξ(t) ≤
∫ t

0

b(t− s)u+
µν(s) ds,

ξ(t) = 0 if uµν(t) < 0,

ξ(t) =

∫ t

0

b(t− s)u+
µν(s) ds if uµν(t) > 0


on Γ3, (II.5.33)

pentru orice t ∈ R+ şi, mai mult

σµτ (t) = 0 pe Γ3, (II.5.34)

uµ(0) = u0, σµ(0) = σ0 ı̂n Ω. (II.5.35)

Problema MV
µ . Găsiţi un câmp de deplasare uµ : R+ → U şi un câmp

de tensiuni σµ : R+ → Q astfel ı̂ncât pentru orice t ∈ R+,

σµ(t) = Eε(uµ(t)) +

∫ t

0

G(σµ(s), ε(uµ(s))) ds (II.5.36)

+σ0µ − Eε(u0µ),

(σµ(t), ε(v)− ε(uµ(t)))Q + (Puµ(t),v − uµ(t))V (II.5.37)

+(Buµ(t), v+
ν − u+

µν(t))L2(Γ3) ≥ (f(t),v − uµ(t))V ∀v ∈ U.

Avem următorul rezultat de existenţă, unicitate şi convergenţă.



5.3 Un rezultat de convergenţă 29

Theorem II.5.4 Presupunem că au loc (II.5.24), (II.5.11), (II.5.13) şi
(II.5.25). Atunci:

a) Pentru fiecare µ > 0 există o unică soluţie uµ ∈ C(R+;V ) pentru
Problema MV

µ .

b) Soluţia uµ a ProblemeiMV
µ converge tare către soluţia u a Problemei

MV , ceea ce ı̂nseamnă că

‖uµ(t)− u(t)‖V + ‖σµ(t)− σ(t)‖Q → 0 (II.5.38)

când µ→ 0, pentru orice t ∈ R+.

Lemma II.5.5 Există o soluţie unică uµ ∈ C(R+;V ) pentru Problema
MV

µ .

Pentru a reda demonstraţia teoremei principale, considerăm problema
auxiliaraă a găsirii unui câmp de deplasare ũµ : R+ → V astfel ı̂ncât,
pentru orice t ∈ R+,

(Eε(ũµ(t)), ε(v)− ε(ũµ(t)))Q + (Su(t), ε(v)− ε(ũµ(t)))Q (II.5.39)

+(Pµũµ(t),v − ũµ(t)))V + (Bu(t), v+
ν − ũ+

µν(t))L2(Γ3)

≥ (f(t),v − ũµ(t)))V ∀v ∈ V.

Lemma II.5.6 Există o funcţie unică ũµ ∈ C(R+;V ) care satisface
(II.5.39), pentru orice t ∈ R+.

Lemma II.5.7 Atunci când µ→ 0,

ũµ(t) −⇀ u(t) in V,

pentru orice t ∈ R+.

Lemma II.5.8 Atunci când µ→ 0,

‖ũµ(t)− u(t)‖V → 0,

pentru orice t ∈ R+.

Lemma II.5.9 Are loc următoarea convergenţă.

‖uµ(t)− u(t)‖V + ‖σµ(t)− σ(t)‖Q → 0 as µ→ 0 for all t ∈ R+.
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6
O problema de contact fără frecare
implicând operatori de memorie şi variabilă
internă de stare

În acest capitol vom considera un al doilea model matematic care de-
scrie contactul qvasistatic dintre un corp cu consistenţă vâscoplastică şi
o fundai̧e. Spre deosebire de problema studiată ı̂n capitolul anterior, aici
comportamentul materialului este modelat cu o lege constitutivă care
implică variabilă internă de stare. Contactul are loc fără frecare şi este
modelat cu ajutorul complianţei normale, a unei constrângeri unilaterale
şi termenului de memorie. Se prezintă formularea clasică a problemei,
asumpţiile privind datele şi se obţine o formulare variatională a modelu-
lui. Apoi, ı̂n Teorema II.6.1 se demonstrează solvabilitatea unică slabă
a problemei. De asemenea se studiază dependenţa continuă a soluţiei ı̂n
raport cu datele şi se demonstrează un rezultat de convergenţă, Teorema
II.6.4. Conţinutul acestui capitol se bazează pe lucrarea [122].

6.1 Formularea problemei

Formularea clasică a problemei este următoarea.

Problem N . Găsiţi un câmp de deplasări u : Ω×R+ → Rd, un câmp de
tensiuni σ : Ω×R+ → Sd şi o variabilă internă de stare κ : Ω×R+ → Rm
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astfel ı̂ncât

σ̇(t) = Eε(u̇(t)) + G(σ(t), ε(u(t)),κ(t)) ı̂n Ω, (II.6.1)

κ̇(t) = G(σ(t), ε(u(t)),κ(t)) ı̂n Ω, (II.6.2)

Divσ(t) + f 0(t) = 0 ı̂n Ω, (II.6.3)

u(t) = 0 pe Γ1, (II.6.4)

σ(t)ν = f 2(t) pe Γ2, (II.6.5)

στ (t) = 0 pe Γ3, (II.6.6)

pentru orice t ∈ R+, există ξ : Γ3 × R+ → R care satisface

uν(t) ≤ g, σν(t) + p(uν(t)) + ξ(t) ≤ 0,

(uν(t)− g)
(
σν(t) + p(uν(t)) + ξ(t)

)
= 0,

0 ≤ ξ(t) ≤
∫ t

0

b(t− s)u+
ν (s) ds,

ξ(t) = 0 if uν(t) < 0,

ξ(t) =

∫ t

0

b(t− s)u+
ν (s) ds dacă uν(t) > 0


pe Γ3, (II.6.7)

pentru orice t ∈ R+ şi, mai mult,

u(0) = u0, σ(0) = σ0, κ(0) = κ0 ı̂n Ω. (II.6.8)

6.2 Existenţă şi Unicitate

În această secţiune vom enumera ipotezele asupra datelor, vom obţine
formularea variaţională a problemei N după care vom demonstra solv-
abilitatea unică slabă a problemei. În acest scop, vom presupune că ten-
sorul elasticitate E satisface

(a) E = (Eijkl) : Ω× Sd → Sd.
(b) Eijkl = Eklij = Ejikl ∈ L∞(Ω), 1 ≤ i, j, k, l ≤ d.

(c) Există mE > 0 astfel ı̂ncât

Eτ · τ ≥ mE‖τ‖2 ∀ τ ∈ Sd, a.p.t ı̂n Ω.

 (II.6.9)
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iar funcţiile constitutive G şi G satisfac următoarele condiţii.

(a) G : Ω× Sd × Sd × Rm → Sd.
(b) Există LG > 0astfel ı̂ncât

‖G(x,σ1, ε1,κ1)− G(x,σ2, ε2,κ2)‖
≤ LG(‖σ1 − σ2‖+ ‖ε1 − ε2‖+ ‖κ1 − κ2‖)
∀σ1, σ2, ε1, ε2 ∈ Sd,κ1, κ2 ∈ Rm, a.e. x ∈ Ω.

(c) Funcţia x 7→ G(x,σ, ε,κ) este măsurabilă pe Ω,

for any σ, ε ∈ Sd and κ ∈ Rm.

(d) Funcţia x 7→ G(x,0Sd ,0Sd ,0Rm) aparţine lui Q.


(II.6.10)

(a) G : Ω× Sd × Sd × Rm → Rm.

(b) ExistăLG > 0astfel ı̂ncât

‖G(x,σ1, ε1,κ1)−G(x,σ2, ε2,κ2)‖
≤ LG(‖σ1 − σ2‖+ ‖ε1 − ε2‖+ ‖κ1 − κ2‖)
∀σ1, σ2, ε1, ε2 ∈ Sd, κ1, κ2 ∈ Rm, a.e. x ∈ Ω.

(c) Funcţia x 7→ G(x,σ, ε,κ) este măsurabilă pe Ω,

for any σ, ε ∈ Sd and κ ∈ Rm.

(d) Funcţia x 7→ G(x,0Sd ,0Sd ,0Rm)

aparţine lui L2(Ω)m.



(II.6.11)

densităţile forţelor corpului şi funcţiile de tracţiune ale suprafeţei ı̂ndeplinesc
condiţiile

f 0 ∈ C(R+;L2(Ω)d), f 2 ∈ C(R+;L2(Γ2)d) (II.6.12)

iar funcţia complianţă normală p satisface

(a) p : Γ3 × R→ R+.

(b) ExistăLp > 0 astfel ı̂ncât

|p(x, r1)− p(x, r2)| ≤ Lp |r1 − r2|
∀ r1, r2 ∈ R, a.e. x ∈ Γ3.

(c) (p(x, r1)− p(x, r2))(r1 − r2) ≥ 0

∀ r1, r2 ∈ R, a.e. x ∈ Γ3.

(d) Funcţia x 7→ p(x, r) este măsurabilă pe Γ3,

pentru orice r ∈ R.
(e) p(x, r) = 0 pentru orice r ≤ 0, a.p.t. x ∈ Γ3.



(II.6.13)
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De asemenea, funcţia de memorie şi datele iniţiale sunt supuse unor
condiţii de forma

b ∈ C(R+;L∞(Γ3)), b(t,x) ≥ 0 for all t ∈ R+, a.p.t x ∈ Γ3,
(II.6.14)

u0 ∈ V, σ0 ∈ Q, κ0 ∈ L2(Ω)m. (II.6.15)

Problem N V . Găsiţi un câmp de deplasare u : R+ → U , un câmp de
tensiuni σ : R+ → Q şi o variabilă internă de stare κ : R+ → L2(Ω)m

astfel ı̂ncât pentru orice t ∈ R+, să avem

σ(t) =

∫ t

0

G(σ(s), ε(u(s)),κ(s)) ds+ σ0 − Eε(u0) + Eε(u(t)),

κ(t) =

∫ t

0

G(σ(s), ε(u(s)),κ(s)) ds+ κ0,

(σ(t), ε(v)− ε(u(t)))Q + (Pu(t),v − u(t))V

+
(
Bu(t), v+

ν − u+
ν (t)

)
L2(Γ3)

≥ (f(t),v − u(t))V ∀v ∈ U.

În studiul Problemei N V avem următorul rezultat de existenţă şi unic-
itate

Theorem II.6.1 Presupunem că au loc condiţiile (II.6.9)–(II.6.15). Atunci,
Problema N V are o soluţie unuică ce satisface

u ∈ C(R+;U), σ ∈ C(R+;Q) şi κ ∈ C(R+;L2(Ω)m). (II.6.16)

Lemma II.6.2 Pentru fiecare u ∈ C(R+;V ) există o funcţie unică Su =
(S1u,S2u) ∈ C(R+;Q× L2(Ω)m) astfel ı̂ncât

S1u(t) =

∫ t

0

G(S1u(s) + Eε(u(s)), ε(u(s)),S2u(s)) ds (II.6.17)

+σ0 − Eε(u0),

S2u(t) =

∫ t

0

G(S1u(s) + Eε(u(s)), ε(u(s)),S2u(s)) ds (II.6.18)

+κ0

pentru orice t ∈ R+. Mai mult, operatorul S : C(R+;V ) → C(R+;Q ×
L2(Ω)m) este un operator de memorie, adică satisface proprietatea: pen-
tru orice n ∈ N∗ există sn > 0 care depinde numai den, d, G, G and E,
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astfel ı̂ncât

‖Su(t)− Sv(t)‖Q×L2(Ω)m ≤ sn

∫ t

0

‖u(s)− v(s)‖V ds (II.6.19)

∀u, v ∈ C(R+;V ) ∀ t ∈ [0, n].

Lemma II.6.3 Fie (u,σ,κ) un triplet de funcţii care satisface (II.6.16).
Atunci (u,σ,κ) este o soluţie a problemei N V dacă şi numai dacă

σ(t) = Eε(u(t)) + S1(u(t)), (II.6.20)

κ(t) = S2u(t), (II.6.21)

(Eε(u(t)), ε(v)− ε(u(t)))Q + (S1u(t), ε(v)− ε(u(t)))Q (II.6.22)

+(Pu(t),v − u(t))V + (Bu(t) , v+
ν − u+

ν (t))L2(Γ3)

≥ (f(t),v − u(t))V , ∀v ∈ U,

pentru orice t ∈ R+.

6.3 Un rezultat de convergenţă

Studiem acum dependenţa soluţiei problemeiN V ı̂n raport cu perturbaţiile
asupra datelor. În acest scop, presupunem că au loc condiţiile (II.6.9)–
(II.6.15) şi notăm prin (u,σ,κ) soluţia Problemei N V obţinută ı̂n Teo-
rema II.6.1. Pentru fiecare ρ > 0 fie pρ, bρ, f 0ρ, f 2ρ, u0ρ, σ0ρ şiκ0ρ

reprezentând perturbaţiile lui p, b, f 0, f 2, u0, σ0 şi, respectiv, κ0, care
satisfac condiţiile (II.6.12)–(II.6.15). În plus pentru orice ρ > 0 definim
operatorii Pρ : V → V , Bρ : C(R+;V ) → C(R+;L2(Γ3)) şi funcţia
f ρ : R+ → V , prin egalităţile

(Pρu,v)V =

∫
Γ3

pρ(uν)vν da ∀u, v ∈ V, (II.6.23)

(Bρu(t), ξ)L2(Γ3) =
(∫ t

0

bρ(t− s)u+
ν (s) ds, ξ

)
L2(Γ3)

(II.6.24)

∀u ∈ C(R+;V ), ξ ∈ L2(Γ3), t ∈ R+,

(f ρ(t),v)V =

∫
Ω

f 0ρ(t) · v dx+

∫
Γ2

f 2ρ(t) · v da (II.6.25)

∀v ∈ V, t ∈ R+.

Cu aceste notaţii, se consideră următoarea perturbaţie pentru Proble-
ma N V .
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Problem N V
ρ . Găsiţi un câmp de deplasare uρ : R+ → U , un câmp de

tensiuni σρ : R+ → Q şi o variabilă internă de stare κρ : R+ → L2(Ω)m

astfel ı̂ncât

σρ(t) =

∫ t

0

G(σρ(s), ε(uρ(s)),κρ(s)) ds+ σ0ρ − Eε(u0ρ) (II.6.26)

+Eε(uρ(t)),

κρ(t) =

∫ t

0

G(σρ(s), ε(uρ(s)),κρ(s)) ds+ κ0ρ, (II.6.27)

(σρ(t), ε(v)− ε(uρ(t)))Q + (Pρu(t),v − uρ(t))V (II.6.28)

+
(
Bu(t), v+

ν − u+
ρν(t)

)
L2(Γ3)

≥ (f ,v − uρ(t))V ∀v ∈ V,

pentru orice t ∈ R+.

Rezultă din Teorema II.6.1 că, pentru fiecare ρ > 0, Problema N V
ρ are

soluţie unică (uρ,σρ,κρ) cu regularitatea uρ ∈ C(R+;U), σρ ∈ C(R+;Q)
şi κρ ∈ C(R+;L2(Ω)m). Considerăm următoarele asumpţii:

Există F : R+ → R+ şi α ∈ R+astfel ı̂ncât

(a) |pρ(x, r)− p(x, r)| ≤ F (ρ)(|r|+ α)
∀ r ∈ R, a.p.t. x ∈ Γ3, pentru fiecare ρ > 0.

(b) F (ρ)→ 0 când ρ→ 0.

 (II.6.29)

bρ → b ı̂n C(R+;L∞(Γ3)) as ρ→ 0. (II.6.30)

f 0ρ → f 0 ı̂n C(R+;L2(Ω)d) as ρ→ 0. (II.6.31)

f 2ρ → f 2 ı̂n C(R+;L2(Γ2)d) as ρ→ 0. (II.6.32)

u0ρ → u0 ı̂n V as ρ→ 0. (II.6.33)

σ0ρ → σ0 ı̂n Q as ρ→ 0. (II.6.34)

κ0ρ → κ0 ı̂n L2(Ω)m as ρ→ 0. (II.6.35)

Avem următorul rezultat de convergenţă.

Theorem II.6.4 Presupunem că au loc (II.6.29)–(II.6.35). Atunci, soluţia
(uρ,σρ,κρ) Problemei N V

ρ converge către soluţia (u,σ,κ) a Problemei
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N V , adică

uρ → u ı̂n C(R+;V ),

σρ → σ ı̂n C(R+;Q),

κρ → κ ı̂n C(R+;L2(Ω)m)

 (II.6.36)

când ρ→ 0.
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issue (1982), 73–78.

[42] G. Duvaut and J.-L. Lions, Inequalities in Mechanics and Physics ,
Springer-Verlag, Berlin, 1976.

[43] C. Eck, J. Jarušek and M. Krbeč, Unilateral Contact Problems: Vari-
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[67] I. Hlaváček, J. Haslinger, J. Nečas and J. Lov́ı̌sek, Solution of Vari-
ational Inequalities in Mechanics , Springer-Verlag, New York, 1988.

[68] I.R. Ionescu and M. Sofonea, Functional and Numerical Methods in
Viscoplasticity , Oxford University Press, Oxford, 1993.
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Academia, Praha, 1967.
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problem with normal compliance, unilateral constraint and memory
term, Applied Mathematics and Optimization, DOI: 10.1007/s00245-
013-9216-2.



Referinţe 49
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Dokl. Akad. Nauk. SSSR, A (1832), 79–85.

[131] Z. Walczak, Approximation of functions of two variables by
some linear positive operators, Acta. Math. Univ. Comenianae
LXXIV(1) (2005) 37-48.

[132] P. Wriggers, Computational Contact Mechanics, Wiley, Chichester,
2002.

[133] P. Wriggers and U. Nackenhorst, eds., Analysis and Simulation
of Contact Problems, Lecture Notes in Applied and Computational
Mechanics 27, Springer, Berlin, 2006.

[134] P. Wriggers and P.D. Panagiotopoulos, eds., New Developments in
Contact Problems, Springer-Verlag, Wien, New York, 1999.



50 Referinţe
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