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4.1.2 Problema aproximantă (PV0,1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3



4
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Introducere

Optimizarea matematică (alternativ, programarea matematică sau optimizarea) reprezintă

un domeniu vast de cercetare ı̂n matematică, constând ı̂n maximizarea sau minimizarea unei funcţii

obiectiv ı̂n anumite condiţii, numite restricţii. Programarea semi-infinită (PSI) este o subclasă a

optimizării şi probabil, una dintre cele mai vechi ramuri ale programării matematice. Acesta conţine

probleme de optimizare convexe şi nonconvexe.

În 1924, găsim prima descriere a programării semi-infinite ca şi aproximaţie Chebyshev, dar

numele a fost inventat ı̂n 1962 de către Charnes, Cooper şi Kortanek, ı̂n articolele (vezi, [14], [15],

[16]), despre programarea liniară semi-infinită.

Programarea semi-infinită este o problemă de optimizare caracterizată printr-un număr finit

de variabile şi un număr infinit de restricţii, sau un număr infinit de variabile şi un număr finit de

restricţii, de aici şi numele de semi-infinit. În ultimele decenii, acest domeniu al programării semi-

infinite s-a dezvoltat foarte repede existând atât rezultate teoretice cât şi practice. Menţionăm ca

o introducere ı̂n (PSI), articolul scris de Hettich şi Kortanek [35], pentru optimizarea liniară semi-

infinită şi algoritmi (vezi, [31], [61]), pentru metode numerice [36] iar pentru programarea semi-

infinită standard şi generalizată (vezi, [33], [79]). În 1973, Kortanek şi Gustafson, dezvoltă primele

metode numerice pentru (PSI) ı̂n [34]. Alţi autori care au studiat aplicaţii ale problemelor de

aproximare şi metode numerice au fost: Hettich şi Zencke [36], Fiacco şi Kortanek [27], Tichatschke

[81], Glashoff şi Gustafson [30].

Acest domeniu al programării semi-infinite are multe aplicaţii ı̂n diferite domenii ale matem-

aticii, ingineriei şi economiei, cum ar fi: controlul poluării aerului [83] utilizând metode de dis-

cretizare (vezi, [37], [38], [73]), aproximarea Chebyshev inversă [40], problema portofoliului [51],

controlul minim de timp (vezi, [47], [49]), statistică [19], sistem şi control [31], identificarea mod-

elelor de regresie, optimizarea robustă (vezi, [5], [82]), probleme de transport, mulţimi fuzzy, jocuri

de cooperare (vezi, [35], [62]), taierea pietrelor preţioase [48].

Noţiunea de dualitate ı̂n programarea semi-infinită ı̂şi are rădăcinile ı̂n teoria aproximării

uniforme ale funcţiilor, ı̂n teoria clasică a momentelor şi ı̂n teoria sistemelor de inegalităţi liniare.

Există o literatură vastă ı̂n abordarea dualităţii problemelor convexe semi-infinite. Putem menţiona

aici: o abordare bazată pe dualitatea conjugată [77], problema duală Mond-Weir pentru problemele

de programare neliniară semi-infintă folosind conceptele de tip generalizat semilocal I a funcţiilor

preinvexe [43], multiplicatorii Lagrange generalizaţi [76] sau alte abordări (vezi, [3], [4], [7], [8], [10],

[28]).

Alte rezultate ı̂n abordarea problemelor de optimizare semi-infinită se gasesc ı̂n: [13], [21],

[29], [41].

Această teză conţine cinci capitole, fiind prezentate pe scurt ı̂n cele ce urmează.
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Capitolul 1, intitulat Noţiuni preliminarii şi rezultate, conţin câteva definiţii şi rezultate

din analiza convexă şi optimizarea vectorială.

Capitolul 2, este dedicat unei probleme de optimizare semi-infinită convex-concavă, a cărei

funcţie obiectiv este convexă ı̂n timp ce restricţia este convex-concavă. În acest capitol, pentru

a rezolva problema de optimizare, vom ataşăm o problemă duală care ne va furniza informaţii

despre soluţia optimă a problemei originale. Considerăm patru probleme duale pentru problema

de optimizare semi-infinită şi stabilim relaţii de dualitate ı̂ntre acestea. În cazul dualităţii slabe,

valoarea optimă a problemei originale este mai mare sau egală decât valorile optime ale problemelor

duale considerate. Dualitatea tare are loc atunci cand valoarea optimă a problemei originale este

egală cu valoarea optimă a problemei duale, aceasta având loc ı̂n diferite ipoteze de convexitate şi

condiţii de regularitate deseori numite restricţii.

În Secţiunea 2.1, introducem o nouă duală numită (D1). Stabilim relaţii ı̂ntre această duală

şi celelalte trei probleme duale care sunt cunoscute ı̂n literatură. Dualitatea slabă este de asemenea

stabilită. Pentru a studia dualitatea tare, problemele duale (D2), (D3) sunt reformulate şi obţinem

trei duale (D̃2), (D̃3), (D̃4).

În Secţiunea 2.2, vom prezenta câteva rezultate numerice pentru partea teoretică, folosind

şi programul Matlab pentru a găsi valoarea optimă a unei probleme.

Contribuţiile originale ale autorului sunt prezentate dupa cum urmează: Propoziţii: 2.1.1,

2.1.2, 2.1.5, 2.1.6, 2.1.9, 2.1.10, Exemple: 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3. Observaţii: 2.1.7, 2.1.8.

Rezultatele acestui domeniu de cercetare sunt incluse ı̂n următorul articol: [71].

În Capitolul 3, considerăm o problemă de optimizare semi-infinită, căreia ı̂i ataşăm prob-

lema aproximantă-η de optimizare semi-infinită obţinând astfel informaţii despre soluţiile optime

ale problemei originale.

Ideea de η-aproximare a unei probleme de programare matematică nonlineară a apărut ı̂n

articolele (vezi, [1], [22]), ı̂n cazul ı̂n care mulţimile indicilor T şi S sunt finite. Această metodă a

fost construită de către Antczak şi a fost numită metoda de aproximare-η. Noutatea rezultatelor

obţinute ı̂n acest capitol constă ı̂n faptul că mulţimile indicilor T şi S nu trebuie să fie compacte.

În Secţiunea 3.1, construim pentru o problemă de optimizare semi-infinită, trei probleme

aproximante-η de ordinul ı̂ntâi. Apoi stabilim conexiuni ı̂ntre soluţiile admisibile ale problemei orig-

inale şi soluţiile admisibile ale problemei aproximante-η− (0, 1) şi soluţiile admisibile ale problemei

originale şi soluţiile admisibile ale problemei aproximante-η − (1, 1). Câteva exemple ilustrează

noţiunile teoretice prezentate. În următoarele trei subsecţiuni, conexiunile studiate se referă la

soluţiile optime ale problemelor aproximante-η − (1, 0), η − (0, 1), η − (1, 1) şi soluţiile optime ale

problemei originale. Noi rezultate şi exemple sunt prezentate pentru a stabili condiţiile când o val-

oare optimă a problemei originale este ” ≤ ” sau ” ≥ ” decât valoarea optimă a Problemei (P1,1).

În ultima parte a acestei secţiuni, sunt formulate conexiunile ı̂ntre soluţiile optime ale problemei

aproximante-η de ordinul ı̂ntâi.

În Secţiunea 3.2, considerăm aceeaşi problemă de optimizare şi construim cinci prob-

leme aproximante-η de ordinul doi. Alte noi conexiuni ı̂ntre: soluţiile admisibile ale problemelor

aproximante-η de ordinul doi şi soluţiile admisibile ale problemei originale, soluţiile admisibile ale

problemelor aproximante-η de ordinul ı̂ntâi şi soluţiile admisibile ale problemelor aproximante-η de

ordinul doi, sunt prezentate. Unele teoreme asigură, ı̂n ipoteze diferite că orice soluţie optimă a

problemei originale de optimizare este soluţie optimă pentru problemele aproximante-η şi vice-versa.
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Vom studia, apoi conexiunile ı̂ntre soluţiile optime ale problemelor aproximante-η de ordinul doi.

Ultima subsecţiune ne va furniza conexiunile ı̂ntre soluţiile optime ale problemelor aproximante-η

de ordinul ı̂ntâi şi ordinul doi.

Contribuţiile originale ale autorului sunt prezentate dupa cum urmează: Teoreme: 3.1.1,

3.1.3, 3.1.6, 3.1.7, 3.1.8, 3.1.9, 3.1.10, 3.1.11, 3.1.12, 3.1.14, 3.1.17, 3.1.18, 3.1.19, 3.1.20, 3.1.21,

3.1.22, 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7, 3.2.8, 3.2.9, 3.2.10, 3.2.11, 3.2.12, 3.2.13, 3.2.14,

3.2.15, 3.2.16, 3.2.17, 3.2.18, 3.2.19, 3.2.20, 3.2.21, 3.2.22, 3.2.23, 3.2.24, 3.2.25, 3.2.26, 3.2.27, 3.2.28,

3.2.29, 3.2.30, 3.2.31, 3.2.32, 3.2.33, 3.2.34, 3.2.35, 3.2.36, 3.2.37, 3.2.38, 3.2.39, 3.2.40, 3.2.41, 3.2.42,

3.2.43, 3.2.44, 3.2.45, 3.2.46, 3.2.47, 3.2.48, 3.2.49, 3.2.50, 3.2.51, 3.2.52, 3.2.53, 3.2.54, 3.2.55, 3.2.56,

3.2.57, 3.2.58, 3.2.59, 3.2.60, 3.2.61, 3.2.62, 3.2.63, 3.2.64. Exemple: 3.1.2, 3.1.4, 3.1.5, 3.1.13, 3.1.15,

3.1.16.

Rezultatele acestui domeniu de cercetare sunt incluse ı̂n următoarele articole: [65], [66], [67],

[68], [69].

Capitolul 4, conţine studiul unei probleme de optimizare vectorială.

În Section 4.1, vom studia conexiunile ı̂ntre soluţia eficientă a unei problemei de optimizare

vectorială şi soluţia eficientă a problemei aproximante-η de ordinul ı̂ntâi.

Secţiunea 4.2, este dedicată aplicaţiilor ı̂n rezolvarea unei probleme de optimizare vectorială.

Propunem două metode: metoda ponderilor şi metoda restricţiilor. Dupa un scurt rezumat cu privire

la noţiuni, condiţii ca un punct să fie soluţie eficientă şi algoritmii pentru cele două metode, vom

da câteva exemple numerice. Am arătat că mulţimea valorilor minime a unei probleme nu este ı̂n

general o mulţime cu un singur element şi că putem avea de asemenea şi o submulţime a soluţiilor

minime sau o parte reprezentativă a ei. Pentru fiecare exemplu, am construit un tabel cu rezultate

şi o reprezentare grafică, folosind programul Matlab şi programul RStudio .

Contribuţiile originale ale autorului sunt prezentate dupa cum urmează: Teoreme: 4.1.2,

4.1.3, 4.1.4, 4.1.5, 4.1.6, 4.1.7. Observaţia: 4.1.8. Exemple: 4.2.3, 4.2.4, 4.2.5, 4.2.6, 4.2.7, 4.2.8,

4.2.10, 4.2.11, 4.2.12, 4.2.13, 4.2.14, 4.2.15.

Rezultatele acestui domeniu de cercetare sunt incluse ı̂n capitolul [53] şi articolul [70].

Capitolul 5, este dedicat rezolvării problemelor de optimizare folosind inegalitatea lui

Jensen, inegalitatea lui Radon, inegalitatea lui Hölder, inegalitatea Liapunov şi unele margini pentru

indicatori din statistică. Acest capitol este ı̂mparţit ı̂n două secţiuni.

În Secţiunea 5.1, datorită rezultatelor teoretice recente din teoria inegalităţilor şi existenţa

unui numar mare de aplicaţii ale acestora, vom rezolva diferite probleme de optimizare folosind

inegalităţi.

În Secţiunea 5.2, vom rezolva câteva probleme de optimizare pentru următoarele margini

folosite ı̂n statistică: dispersia (variaţia), deviaţia standard şi coeficientul de variaţie.

Contribuţiile originale ale autorului sunt prezentate dupa cum urmează: Teoreme: 5.1.3,

5.1.4, 5.1.9, 5.1.10, 5.1.11, 5.1.13, 5.1.14, 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3. Observaţia: 5.2.4.

Rezultatele acestui domeniu de cercetare sunt incluse ı̂n următoarele articole: [57], [72].



4

Cuvinte-cheie

probleme de optimizare semi-infinită, conjugata funcţiei, soluţie eficientă, problema aprox-
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stagiului de cercetare de la Université D’Avignon et des Pays de Vaucluse, Avignon, Franţa. În
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Capitolul 1

Noţiuni preliminarii şi rezultate

În acest capitol vom prezenta câteva concepte de bază şi notaţii convenţionale din analiza

convexă şi optimizarea vectorială, care vor fi utilizate ı̂n această lucrare. Aceste noţiuni pot fi găsite

ı̂n următoarele publicaţii: [11], [23], [39], [44], [54], [58], [74].

1.1 Concepte de bază

În această secţiune vom reaminti noţiuni care apar ı̂n analiza convexă sau ı̂n teoria opti-

mizării vectoriale (funcţie invexă, soluţie eficientă).

1.2 Rezultate

În această parte a capitolului sunt prezentate câteva condiţii necesare şi suficiente pentru

ca un punct să fie soluţia unei probleme de optimizare semi-infinită.
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Capitolul 2

Problema de optimizare semi-infinită

convex-concavă

Scopul acestui capitol este de a studia problemele duale ale unei probleme de optimizare

semi-infinită convex-concavă. Pentru aceasta considerăm patru probleme duale pentru o problemă

de optimizare semi-infinită şi vom stabili relaţii ı̂ntre valorile optime ale acestor probleme duale.

Mai mult decât atât, ı̂n anumite condiţii de suficienţă, vom studia dualitatea tare ı̂ntre problema

primală şi problemele duale, respectiv dualitatea slabă.

Există o literatură vastă pe partea de dualitate şi condiţii de optim ı̂n optimizarea convexă

(vezi, [31], [35], [51]). În [78] Shapiro şi ı̂n [26] Fang, Li, Ng, au dat rezultate pe dualitatea Lagrange

ı̂n programarea convexă semi-infinită. Mishra, Jaiswal şi Thi Hoai An au formulat ı̂n [59] pentru o

problemă nenetedă dualele Wolfe şi Mond-Weir stabilind dualitatea slabă, tare şi strict inversă.

Problema de optimizare a fost studiată sub forme diferite de restricţii impuse funcţiei gt,

(t ∈ T ). De exemplu: funcţiile f (funcţia obiectiv), gt sunt semicontinue inferior ı̂n articolele (vezi,

[20], [32]), sau continue ı̂n articolul [9]. În cazul nostru funcţia obiectiv f este convexă, ı̂n timp ce

restricţia gt, (t ∈ T ) este convex-concavă.

Acest capitol este format din doua secţiuni. În prima secţiune considerăm patru probleme

duale, unde duala (D1) este nou construită, iar celelalte sunt cunoscute ı̂n literatura de specialitate.

Vom demonstra dualitatea slabă şi stabilim relaţiile ı̂ntre valorile optime ale problemelor duale

considerate. Pentru a dovedi dualitatea tare, rescriem dualele (D2) şi (D3), obţinând trei probleme

duale. Pentru dualitatea tare vom aplica teorema lui Sion (vezi, [80]).

În a doua secţiune vom considera trei exemple numerice pentru a justifica partea teoretică

prezentată ı̂n prima secţiune.

2.1 Rezultate teoretice

În aceasta secţiune, considerăm C o submulţime nevidă a spaţiului topologic local convex

Hausdorff X, T o mulţime nevidă a indicilor (posibil infinită) şi f , gt : X → R := R ∪ {+∞},
(t ∈ T ) funcţii proprii convexe.

Considerăm problema de optimizare

6
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inf f (x)

ı̂n condiţiile x ∈ C
gt (x) 5 0, (t ∈ T ).

(P)

Ataşăm Problemei (P ), următoarele patru probleme duale:

Prima duala este

sup{inf{f(x) +
∑

t∈supp(λ)

λtgt(x) : x ∈ C} : λ ∈ R(T )
+ }. (D)

A doua duală

sup{inf{fC(x) + λgt(x) : x ∈ X} : λ ∈ R+, t ∈ T}, (D1)

unde fC : X → R este definită astfel

fC(x) := f(x) + δC(x), for all x ∈ X.

A treia duală este

sup{−(f∗C(−x∗) + (λgt)
∗(x∗)) : λ ∈ R+, x

∗ ∈ X∗, t ∈ T}. (D2)

A patra duală este

sup{−(f∗(−x∗ − u∗) + δ∗C(u∗) + (λgt)
∗(x∗)) : λ ∈ R+, x

∗ ∈ X∗, u∗ ∈ X∗, t ∈ T}. (D3)

Propoziţia 2.1.1 (A. Raţiu [71]) Următoarea inegalitate

inf(P ) = max{sup(D), sup(D1), sup(D2), sup(D3)},

are loc.

În cele ce urmeză, sunt prezentate relaţiile ı̂ntre valorile optime ale problemelor duale in-

troduse anterior.

Propoziţia 2.1.2 (A. Raţiu [71]) Următoarele inegalităţi au loc:

(i) sup(D1) = max{sup(D2), sup(D3)},
(ii) sup(D2) = sup(D3).

Pentru a demonstra dualitatea tare, rescriem dualele (D2) şi (D3) şi obţinem următoarele

probleme duale:

sup{−(fC + λgt)
∗(0) : λ ∈ R+, t ∈ T}, (D̃2)

sup{−(f∗C�(λgt)
∗)(0) : λ ∈ R+, t ∈ T}, (D̃3)

sup{−(f∗�δ∗C�(λgt)
∗)(0) : λ ∈ R+, t ∈ T}. (D̃4)
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Propoziţia 2.1.5 (A. Raţiu [71]) Următoarea inegalitate

inf(P ) = max{sup(D), sup(D1), sup(D̃2)},

are loc.

Propoziţia 2.1.6 (A. Raţiu [71]) Dacă � este exact, atunci următoarea inegalitate

inf(P ) = max{sup(D̃3), sup(D̃4)},

are loc.

Observaţia 2.1.7 (A. Raţiu [71]) Duala (D̃4) poate fi considerată ca un alt mod de scriere a

dualei (D̃3).

Observaţia 2.1.8 (A. Raţiu [71]) Dacă � este exact atunci următoarea inegalitate

inf(P ) = max{sup(D), sup(D1), sup(D̃2), sup(D̃3), sup(D̃4)},

are loc.

Propoziţia 2.1.9 (A. Raţiu [71]) Dacă � este exact atunci următoarea relaţie

sup(D1) = sup(D̃2) = sup(D̃3) = sup(D̃4),

are loc.

Propoziţia 2.1.10 (A. Raţiu [71]) Dacă mulţimea T este convexă, compactă, iar funcţiile f ,

gt : X → R := R ∪ {+∞}, (t ∈ T ) sunt convexe, continue şi gt(x) sunt concave ı̂n t pentru fiecare

punct fixat x ∈ X, atunci avem

inf(P ) = max{sup(D), sup(D1), sup(D̃2), sup(D̃3), sup(D̃4)}.

2.2 Rezultate numerice

Pentru a demonstra relaţiile

inf(P ) = sup(D),

şi

inf(P ) = sup(D1) = sup(D2) = sup(D3),

sunt prezentate câteva exemple. Considerăm funcţia gt convexă ı̂n x şi concavă ı̂n t iar T este o

mulţime convexă compactă. Pentru a determina valoarea optimă a Problemei (P ) şi a problemelor

duale, vom folosi funcţii definite ı̂n Matlab, pornindu-se de la o estimare iniţială.



Capitolul 3

Probleme de optimizare

aproximante-η semi-infinite

În acest capitol considerăm o problemă de optimizare semi-infinită (P ) cu restricţii sub

formă de egalităţi şi inegalităţi. O abordare pentru a obţine condiţii de optim suficiente pentru o

problemă de optimizare şi dualele ei a fost introdusă de către Antczak ı̂n lucrarea [1]. El a construit

o problemă aproximantă-η echivalentă cu problema originală şi a studiat legăturile dintre soluţiile

optime a celor două probleme. Alţi autori care au utilizat această metodă de aproximare sunt: Duca

and Duca [22], Boncea and Duca [6], Cioban and Duca [17], Pop and Duca [63].

Pentru a determina natura Problemei (P ) avem următoarele cazuri: dacă mulţimile de indici

T şi S sunt finite, atunci Problem (P ) este o problemă clasică de optimizare iar dacă mulţimile

indicilor T şi\ sau S sunt infinite atunci vom avea o problemă de optimizare semi-infinită.

Pentru a obţine soluţiile optime ale unei probleme de optimizare semi-infinită, vom ataşa

probleme de optimizare aproximante-η de ordinul ı̂ntâi şi doi. Vom analiza relaţiile ı̂ntre Problema

(P ) şi opt probleme aproximante. Sub diferite ipoteze ale funcţiilor obiectiv şi ale restricţiilor vom

arăta că orice soluţie optimă a Problemei (P ) este o soluţie optimă pentru problemele aproximante şi

vice-versa. Apoi vom studia conexiunile ı̂ntre soluţiile optime ale problemei de optimizare originale şi

soluţiile optime ale problemelor aproximante-η de ordinul ı̂ntâi şi doi. Sunt stabilite conexiuni ı̂ntre

mulţimea soluţiilor admisibile ale Problemei (P ) şi mulţimea soluţiilor admisibile ale problemelor

aproximante-η de ordinul ı̂ntâi şi doi. În ultima secţiune a acestui capitol vom studia legăturile

ı̂ntre soluţiile optime ale problemelor aproximante-η semi-infinite.

3.1 Problemele de optimizare aproximante-η semi-infinite de or-

dinul ı̂ntâi

În această secţiune considerăm X o submulţime nevidă a lui Rn, T şi S mulţimile indicilor,

x0 un punct interior a lui X, η : X × X → X o funcţie şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S)

diferenţiabile ı̂n x0.

9
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Considerăm problema de optimizare

min f(x)

ı̂n condiţiile

x ∈ X
gt(x) 5 0, (t ∈ T )

hs(x) = 0, (s ∈ S).

(P)

Fie

F(P ) := {x ∈ X : gt(x) 5 0, (t ∈ T ) , hs(x) = 0, (s ∈ S)} ,

mulţimea soluţiilor admisibile pentru Problema (P ) şi

v (P ) := inf{f(x) : x ∈ F (P )},

este valoarea optimă pentru Problema (P ).

Un mod de a rezolva Problema (P ) este să ı̂i ataşăm o alta problemă de optimizare, a cărei

soluţii ne va da informaţii despre soluţiile optime ale problemei iniţiale (P ).

Ataşăm Problemei (P ), problemele (Pj,k), ((j, k) ∈ {(1, 0), (0, 1), (1, 1)}),

min F 〈j〉 (x)

ı̂n condiţiile

x ∈ X
G
〈k〉
t (x) 5 0, (t ∈ T )

H
〈k〉
s (x) = 0, (s ∈ S),

(Pj,k)

numită problema de optimizare aproxiamantă-η−(j, k) semi-infinită, unde F 〈1〉, G
〈1〉
t , H

〈1〉
s : X → R

(t ∈ T, s ∈ S) sunt definite astfel:

F 〈1〉 (x) := f(x0) +
[
∇f(x0)

] (
η(x, x0)

)
,

G
〈1〉
t (x) := gt(x

0) +
[
∇gt(x0)

] (
η(x, x0)

)
, (t ∈ T ) ,

H〈1〉s (x) := hs(x
0) +

[
∇hs(x0)

] (
η(x, x0)

)
, (s ∈ S) ,

pentru toti x ∈ X, şi F 〈0〉 = f , G
〈0〉
t = gt, H

〈0〉
s = hs, (t ∈ T, s ∈ S).

În cele ce urmează vom nota cu:

F0 :=
{
x ∈ X : G

〈0〉
t (x) 5 0, (t ∈ T ) , H〈0〉s (x) = 0, (s ∈ S)

}
,

şi

F1 :=
{
x ∈ X : G

〈1〉
t (x) 5 0, (t ∈ T ), H〈1〉s (x) = 0, (s ∈ S)

}
.

Observăm că dacă F(P ) este mulţimea soluţiilor admisibile pentru Problema (P ), atunci

F0 = F(P ) = F(P1,0), F1 = F(P0,1) = F(P1,1).
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3.1.1 Conexiuni ı̂ntre mulţimile soluţiilor admisibile ale Problemei (P ) şi prob-

lemele aproximante-η de ordinul ı̂ntâi

În cele ce urmează două teoreme stabilesc legăturile ı̂ntre mulţimile soluţiilor admisibile ale

Problemei (P ) şi problemele (P0,1), (P1,1).

Teorema 3.1.1 (A. Raţiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi invexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

atunci

F0 ⊆ F1.

Următorul exemplu ne arată că incluziunea F0 ⊆ F1 poate fi strictă.

Exemplul 3.1.2 (A. Raţiu, D.I. Duca [67]) Fie gk : R2 → R, (k ∈ N), funcţia definită prin

gk(x) =


x21 − x2, k = 1

x1 + x2 − 2, k = 2

(x1 − 2)2 + (x2 − 5)2 − 17− 1
k , k ∈ N, k = 3,

Observăm că

F0 = {(x1, x2) ∈ R2 : x21 − x2 5 0, x1 + x2 5 2, (x1 − 2)2 + (x2 − 5)2 − 17 5 0}.

Pentru punctul x0 = (−2, 4), funcţia η : R2×R2 → R2, definită prin η(x, y) = x−y, pentru

toţi (x, y) ∈ R2 × R2, avem

G
〈1〉
1 (x) := g1(x

0) +
[
∇g1(x0)

]
(η(x, x0)) = −4x1 − x2 − 4,

G
〈1〉
2 (x) := g2(x

0) +
[
∇g2(x0)

]
(η(x, x0)) = x1 + x2 − 2,

G
〈1〉
k (x) := gk(x

0) +
[
∇gk(x0)

]
(η(x, x0)) = −8x1 − 2x2 − 8− 1

k
, k ∈ N, k = 3,

pentru toţi x ∈ X.

Apoi,
F1 = {(x1, x2) ∈ R2 : −4x1 − x2 5 4,

x1 + x2 5 2, − 8x1 − 2x2 5 8 + 1
k ; k ∈ N, k = 3},

prin urmare,

F0 ⊆ F1,

şi

F1 6= F0,

deoarece,

(0, 0) ∈ F1 \ F0.

Teorema 3.1.3 (A. Raţiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Dacă:
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(a) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi incavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

atunci

F1 ⊆ F0.

Următoarele două exemple ne arată că incluziunea F1 ⊆ F0 poate fi strictă.

Exemplul 3.1.4 (A. Raţiu, D.I. Duca [65]) Fie gk : R2 → R, (k ∈ N) funcţia definită prin

gk(x) =


−x1, k = 1

−x2, k = 2

x1x2 − 1
k , k ∈ N, k = 3.

Observăm că

F0 = ({0} × [0,+∞[) ∪ ([0,+∞[×{0}).

Pentru punctul x0 = (1, 0), funcţia η : R2 × R2 → R2, definită prin η(x, y) = x− y, pentru

toţi (x, y) ∈ R2 × R2, avem

G
〈1〉
1 (x) := g1(x

0) +
[
∇g1(x0)

] (
η(x, x0)

)
= −x1,

G
〈1〉
2 (x) := g2(x

0) + [∇g2(x0)]
(
η(x, x0)

)
= −x2,

G
〈1〉
k (x) := gk(x

0) +
[
∇gk(x0)

] (
η(x, x0)

)
= x2 −

1

k
, k ∈ N, k = 3,

pentru toţi x ∈ X.

Apoi,

F1 = [0,+∞[×{0}.

Observăm că

F1 ⊆ F0.

Mai mult,

F1 6= F0,

deoarece (0, 1) ∈ F0 \ F1.

Exemplul 3.1.5 (A. Raţiu, D.I. Duca [65]) Fie gk : R2 → R, (k ∈ N), funcţia definită prin

gk(x) =


−x2, k = 1

− (x1 − 2)2 − (x2 − 1)2 + 1, k = 2

−x1 − x2 + k+1
k+2 , k ∈ N, k = 3

Pentru punctul x0 = (1, 0), funcţia η : R2 × R2 → R2, definită prin η(x, y) = x− y, pentru

toţi (x, y) ∈ R2 × R2, avem

G
〈1〉
1 (x) := g1(x

0) +
[
∇g1(x0)

] (
η(x, x0)

)
= −x2,

G
〈1〉
2 (x) := g2(x

0) +
[
∇g2(x0)

] (
η(x, x0)

)
= 2x1 + 2x2 − 3,
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G
〈1〉
k (x) := gk(x

0) +
[
∇gk(x0)

] (
η(x, x0)

)
= −x1 − x2 +

k + 1

k + 2
, k ∈ N, k = 3,

pentru toţi x ∈ X.

Avem

F1 ⊆ F0,

şi

F1 6= F0,

deoarece (2, 2) ∈ F0 \ F1.

3.1.2 Problema aproximantă (P1,0)

Scopul acestei secţiuni este de a stabili legături ı̂ntre soluţiile optime ale Problemei (P ) şi

soluţiile optime ale problemei aproximante (P1,0).

Următoarea teoremă ne arată că, ı̂n anumite ipoteze, orice soluţie optimă pentru Problema

(P1,0) este soluţie optimă pentru Problema (P ).

Teorema 3.1.6 (A. Raţiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi pseudoinvexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P1,0), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P ).

Următoarea teoremă ne spune când o soluţie optimă pentru Problema (P ) este soluţie

optimă pentru problema aproximantă (P1,0).

Teorema 3.1.7 (A. Raţiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi cvasiincavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P ), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P1,0).

3.1.3 Problema aproximantă (P0,1)

Scopul acestei secţiuni este de a stabili legături ı̂ntre soluţiile optime ale Problemei (P ) şi

soluţiile optime ale problemei aproximante (P0,1).

Următoarea teoremă arată când o soluţie optimă pentru Problema (P0,1) este soluţie optimă

pentru Problema (P ).

Teorema 3.1.8 (A. Raţiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi invexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) x0 ∈ F(P ).
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Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P0,1), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P ).

În cele ce urmează următoarea teoremă ne arată când soluţia optimă pentru Problema (P )

este soluţia optimă pentru Problema (P0,1).

Teorema 3.1.9 (A. Raţiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi incavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) x0 ∈ F(P0,1).

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P ), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P0,1).

3.1.4 Problema aproximantă (P1,1)

În această secţiune se vor stabili legături ı̂ntre soluţia optimă a Problemei (P ) şi soluţia

optimă a problemei aproximante (P1,1).

Următoarea teoremă arată când soluţia optimă pentru Problema (P1,1) este soluţie optimă

pentru Problema (P ).

Teorema 3.1.10 (A. Raţiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi pseudoinvexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi invexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P ),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P1,1), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P ).

În cele ce urmează următoarea teoremă ne arată când o soluţie optimă pentru Problema

(P ) este soluţie optimă pentru Problema (P1,1).

Teorema 3.1.11 (A. Raţiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi cvasiincavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi incavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P1,1),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P ), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P1,1).

Următoarea teoremă, ne furnizează condiţii suficiente pentru ca valoarea optimă a Problemei

(P1,1) să fie mai mică sau egală decât valoarea optimă a Problemei (P ).
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Teorema 3.1.12 (A. Raţiu, D.I. Duca [67]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Dacă:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi invexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi invexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

atunci

inf(P1,1) 5 inf(P ).

Următorul exemplu ilustrează relaţia inf(P1,1) < inf(P ).

Exemplul 3.1.13 (A. Raţiu, D.I. Duca [67]) Considerăm problema

min f(x) := (x1 + 3)2 + x22
ı̂n condiţiile

x := (x1, x2) ∈ R2

g1(x) := x21 − x2 5 0

g2(x) = x1 + x2 − 2 5 0

gk(x) = (x1 − 2)2 + (x2 − 5)2 − 17− 1
k 5 0, k ∈ N, k = 3,

(P̃ )

şi funcţia η : R2 × R2 → R2, definită prin η(x, y) = x− y, pentru toţi (x, y) ∈ R2 × R2.

Pentru punctul x0 = (−2, 4), avem

F 〈1〉(x) := f(x0) +
[
∇f(x0)

] (
η(x, x0)

)
= 2x1 + 8x2 − 11,

pentru toţi (x1, x2) ∈ R2.

Atunci, problema de optimizare aproximantă-η− este

min 2x1 + 8x2 − 11

ı̂n condiţiile

x := (x1, x2) ∈ R2

−4x1 − x2 5 4

x1 + x2 5 2

−8x1 − 2x2 5 8 + 1
k , k ∈ N, k = 3,

(P̃1,1)

şi deci

F0 ⊆ F1.

Mai mult,

inf(P̃1,1) = −∞ < 17 = inf(P̃ ).

Următoarea teoremă, ne furnizează condiţii suficiente pentru ca valoarea optimă a Problemei

(P1,1) să fie mai mare sau egală decât valoarea optimă a Problemei (P ).

Teorema 3.1.14 (A. Raţiu, D.I. Duca [65]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Dacă:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi incavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi incavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,
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(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

atunci

inf(P1,1) = inf(P ).

Următoarele două exemple ne arată că relaţia v(P ) = v(P1,1) poate avea loc.

Exemplul 3.1.15 (A. Raţiu, D.I. Duca [65]) Cosiderăm problema

min f (x) := − (x1 − 9)2 − (x2 − 10)2

ı̂n condiţiile

x := (x1, x2) ∈ R2

g1 (x) := −x1 5 0

g2 (x) := −x2 5 0

g3(x) := − (x1 − 2)2 − (x2 − 1)2 + 1 5 0

g4 (x) := x1 + x2 − 5 5 0

gk (x) := −x1 − x2 + k+1
k+2 5 0, k ∈ N, k = 5.

(P̂ )

Pentru punctul x0 = (1, 0) funcţia η : R2 × R2 → R2 definită prin η(x, y) = x − y, pentru

toţi (x, y) ∈ R2 × R2, avem

F 〈1〉(x) := f(x0) +
[
∇f(x0)

] (
η(x, x0)

)
= 16x1 + 20x2 − 180,

pentru toţi x ∈ R2.

Atunci, problema de optimizare aproximantă-η este

min 16x1 + 20x2 − 180

ı̂n condiţiile

x := (x1, x2) ∈ R2

−x1 5 0

−x2 5 0

2x1 + 2x2 − 3 5 0

x1 + x2 − 5 5 0

−x1 − x2 + k+1
k+2 5 0, k ∈ N, k = 5.

(P̂1,1)

Avem

v(P̂ ) = v(P̂1,1).

Exemplul 3.1.16 (A. Raţiu, D.I. Duca [67]) Considerăm problema

min f(x) := (x1 + 6)2 + (x2 − 5)2

ı̂n condiţiile

x := (x1, x2) ∈ R2

g1(x) := x21 − x2 5 0

g2(x) = x1 + x2 − 2 5 0

gk(x) = (x1 − 2)2 + (x2 − 5)2 − 17− 1
k 5 0, k ∈ N, k = 3,

(P̂ )

şi funcţia η : R2 × R2 → R2 definită prin η(x, y) = x− y, pentru toţi (x, y) ∈ R2 × R2.
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Pentru punctul x0 = (−2, 4), avem

F 〈1〉(x) := f(x0) +
[
∇f(x0)

] (
η(x, x0)

)
= 8x1 − 2x2 + 41,

pentru toţi x = (x1, x2) ∈ R2.

Atunci, problema de optimizare aproximantă-η este

min 8x1 − 2x2 + 41

ı̂n condiţiile

x := (x1, x2) ∈ R2

−4x1 − x2 5 4

x1 + x2 5 2

−8x1 − 2x2 5 8 + 1
k , k ∈ N, k = 3.

(P̂1,1)

şi deci

v(P̂ ) = 17 = v(P̂1,1).

3.1.5 Conexiuni ı̂ntre soluţiile optime ale problemelor (P1,0), (P0,1) şi (P1,1)

În această secţiune se vor stabili conexiuni ı̂ntre soluţiile optime ale problemelor de opti-

mizare aproximante-η semi-infinite de ordinul ı̂ntâi.

Următoarea teoremă ne arată că ı̂n anumite ipoteze, soluţia optimă pentru Problema (P0,1)

este soluţie optimă pentru Problema (P1,1).

Teorema 3.1.17 (A. Raţiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi cvasiincavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0,

(d) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P0,1), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P1,1).

Teorema 3.1.18 (A. Raţiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi pseudoinvexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0,

(d) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P1,1), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P0,1).

Teorema 3.1.19 (A. Raţiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi invexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,
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(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P1,0).

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P1,1), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P1,0).

Următorul rezultat ne arată când soluţia optimă pentru Problema (P1,0), este soluţia optimă

pentru Problema (P1,1).

Teorema 3.1.20 (A. Raţiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi incavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η.

(d) x0 ∈ F(P1,1).

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P1,0), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P1,1).

Teorema 3.1.21 (A. Raţiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi pseudoinvexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi incavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P0,1),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P1,0), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P0,1).

Teorema 3.1.22 (A. Raţiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi cvasiincavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi invexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P1,0),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P0,1), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P1,0).

3.2 Probleme de optimizare aproximante-η semi-infinite de or-

dinul doi

În această secţiune considerăm X o submulţime nevidă a lui Rn, T şi S mulţimile indicilor,

x0 un punct interior a lui X, η : X × X → X o funcţie şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S)

diferenţiabile de două ori ı̂n x0.
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Considerăm problema de optimizare

min f(x)

ı̂n condiţiile

x ∈ X
gt(x) 5 0, (t ∈ T )

hs(x) = 0, (s ∈ S).

(P)

Notăm cu F 〈1〉, G
〈1〉
t , H

〈1〉
s , F 〈2〉, G

〈2〉
t , H

〈2〉
s : X → R (t ∈ T, s ∈ S) funcţia definită prin:

F 〈1〉 (x) := f(x0) +
[
∇f(x0)

] (
η(x, x0)

)
,

G
〈1〉
t (x) := gt(x

0) +
[
∇gt(x0)

] (
η(x, x0)

)
, (t ∈ T ) ,

H〈1〉s (x) := hs(x
0) +

[
∇hs(x0)

] (
η(x, x0)

)
, (s ∈ S) ,

F 〈2〉 (x) := f(x0) +
[
∇f(x0)

] (
η(x, x0)

)
+

+ 1
2

〈
η(x, x0),

[
∇2f(x0)

] (
η(x, x0)

)〉
,

G
〈2〉
t (x) := gt(x

0) +
[
∇gt(x0)

] (
η(x, x0)

)
+

+ 1
2

〈
η(x, x0),

[
∇2gt(x

0)
] (
η(x, x0)

)〉
, (t ∈ T ),

H
〈2〉
s (x) := hs(x

0) +
[
∇hs(x0)

] (
η(x, x0)

)
+

+1
2

〈
η(x, x0), [∇2hs(x

0)]
(
η(x, x0)

)〉
, (s ∈ S),

pentru toţi x ∈ X, şi F 〈0〉 = f , G
〈0〉
t = gt, H

〈0〉
s = hs, (t ∈ T, s ∈ S).

În cele ce urmează ataşăm Problemei (P ), problemele: (Pj,k), ((j, k) ∈ {(2, 0), (0, 2), (1, 2),

(2, 1), (2, 2), (1, 0), (0, 1), (1, 1)}),

min F 〈j〉 (x)

ı̂n condiţiile

x ∈ X
G
〈k〉
t (x) 5 0, (t ∈ T )

H
〈k〉
s (x) = 0, (s ∈ S),

(Pj,k)

numită problema de optimizare aproximantă-η − (j, k) semi-infinită.

Notăm cu:

F2 := {x ∈ X : G
〈2〉
t (x) 5 0, (t ∈ T ) , H〈2〉s (x) = 0, (s ∈ S)}.

Observăm că dacă F(P ) este mulţimea soluţiilor admisibile pentru Problem (P ), atunci

F0 = F(P ) = F(P1,0) = F(P2,0), F1 = F(P0,1) = F(P1,1) = F(P2,1) şi F2 = F(P0,2) = F(P1,2) =

F(P2,2).
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3.2.1 Conexiuni ı̂ntre soluţiile admisibile ale Problemei (P ) şi problemele

aproximante-η de ordinul doi

În această secţiune, vom stabili legături ı̂ntre mulţimea soluţiilor admisibile ale Problemei

(P ) şi mulţimea soluţiilor admisibile ale problemelor aproximante-η de ordinul doi.

Teorema următoare ne spune ı̂n ce condiţii mulţimea soluţiilor admisibile ale Problemei P

este inclusă ı̂n mulţimea soluţiilor admisibile ale problemelor aproximante-η de ordinul doi.

Teorema 3.2.1 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Dacă:

(a) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi invexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

atunci

F0 ⊆ F2.

Teorema următoare ne spune ı̂n ce condiţii mulţimea soluţiilor admisibile ale problemelor

aproximante-η de ordinul doi este inclusă ı̂n mulţimea soluţiilor admisibile ale Problemei (P ).

Teorema 3.2.2 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) sunt funcţii. Dacă

(a) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi incavă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

atunci

F2 ⊆ F0.

3.2.2 Conexiuni ı̂ntre mulţimile soluţiilor admisibile ale problemelor

aproximante-η de ordinul ı̂ntâi şi doi

În această secţiuni se vor stabili legături ı̂ntre mulţimea soluţiilor admisibile ale problemelor

aproximante-η de ordinul ı̂ntâi şi mulţimea soluţiilor admisibile ale problemelor aproximante-η de

ordinul doi.

Teorema următoare ne arată când mulţimea soluţiilor admisibile ale problemelor

aproximante-η de ordinul ı̂ntâi este inclusă ı̂n mulţimea soluţiilor admisibile ale problemelor

aproximante-η de ordinul doi.

Teorema 3.2.3 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) sunt funcţii. Dacă:

(a) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi〈
η(x, x0),

[
∇2gt(x

0)
] (
η(x, x0)

)〉
5 0, pentru toţi x ∈ X,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi〈
η(x, x0), [∇2hs(x

0)]
(
η(x, x0)

)〉
= 0, pentru toţi x ∈ X,
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atunci

F1 ⊆ F2.

Următoare teoremă ne arată când ı̂n mulţimea soluţiilor admisibile ale problemelor

aproximante-η de ordinul doi este inclusă ı̂n mulţimea soluţiilor admisibile ale problemelor

aproximante-η de ordinul ı̂ntâi.

Teorema 3.2.4 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) sunt funcţii. Dacă:

(a) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi〈
η(x, x0),

[
∇2gt(x

0)
] (
η(x, x0)

)〉
= 0, pentru toţi x ∈ X,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi〈
η(x, x0), [∇2hs(x

0)]
(
η(x, x0)

)〉
= 0, pentru toţi x ∈ X,

atunci

F2 ⊆ F1.

3.2.3 Problema aproximantă (P0,2)

Scopul acestei secţiuni este de a stabili legături ı̂ntre soluţiile optime pentru problema (P )

şi soluţiile optime pentru problema aproximantă (P0,2).

Teorema 3.2.5 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi invexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) x0 ∈ F(P ).

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P0,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P ).

Teorema 3.2.6 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi incavă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) x0 ∈ F(P0,2).

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P ), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P0,2).
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3.2.4 Problema aproximantă (P2,0)

În secţiunea aceasta se stabilesc legături ı̂ntre soluţiile optime pentru problema (P ) şi

soluţiile optime pentru problema aproximantă (P2,0).

Teorema 3.2.7 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi pseudoinvexă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n

raport cu η,

(b) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,0), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P ).

Teorema 3.2.8 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi cvasiincavă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n

raport cu η,

(b) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P ), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,0).

3.2.5 Problema aproximantă (P1,2)

Scopul acestei secţiuni este de a stabili legături ı̂ntre soluţiile optime pentru problema (P )

şi soluţiile optime pentru problema aproximantă (P1,2).

Teorema 3.2.9 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi pseudoinvexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi invexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P ),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P1,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P ).

Teorema 3.2.10 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi cvasiincavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi incavă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P1,2),
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(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P ), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P1,2).

3.2.6 Problema aproximantă (P2,1)

În secţiunea aceasta se stabilesc legături ı̂ntre soluţiile optime pentru problema (P ) şi

soluţiile optime pentru problema aproximantă (P2,1).

Teorema 3.2.11 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi pseudoinvexă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n

raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi invexă ı̂n x0 ı̂n

raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n

raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P ),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,1), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P ).

Teorema 3.2.12 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi cvasiincavă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n

raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi incavă ı̂n x0 ı̂n

raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n

raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P2,1),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P ), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,1).

3.2.7 Problema aproximantă (P2,2)

Scopul acestei secţiuni este de a stabili legături ı̂ntre soluţiile optime pentru Problema (P )

şi soluţiile optime pentru problema aproximantă (P2,2).

Teorema 3.2.13 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi pseudoinvexă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n

raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi invexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,
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(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) η(x0, x0) = 0,

(e) x0 ∈ F(P ).

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P ).

Teorema 3.2.14 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi cvasiincavă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n

raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi incavă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) η(x0, x0) = 0,

(e) x0 ∈ F(P2,2).

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P ), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,2).

3.2.8 Conexiuni ı̂ntre soluţiile optime ale problemelor (P0,2), (P2,0), (P1,2), (P2,1)

şi (P2,2)

Următoarele rezultate se referă la conexiunile ı̂ntre soluţiile optime ale problemelor

aproximante-η semi-infinite de ordinul doi.

Teorema 3.2.15 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0, pseudoinvexă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n

raport cu η şi cvasiincavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi incavă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂nx0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P1,2),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,0), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P1,2).

Teorema 3.2.16 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0, cvasiincavă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n raport

cu η şi pseudoinvexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi invexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,
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(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P ),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P1,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,0).

Teorema 3.2.17 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0, pseudoinvexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η şi

cvasiincavă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0, incavă ı̂n x0 ı̂n

raport cu η şi invexă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0, incavă ı̂n x0 ı̂n

raport cu η şi avexă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P ) ∩ F(P2,1),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P1,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,1).

Teorema 3.2.18 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0, pseudoinvexă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n

raport cu η şi cvasiincavă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi incavă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η şi invexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η and avex at x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P ) ∩ F(P1,2),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,1), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P1,2).

Teorema 3.2.19 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi invexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P2,0).

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,1), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,0).

Teorema 3.2.20 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,
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(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi incavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P2,1),

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,0), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,1).

Teorema 3.2.21 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi cvasiincavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(d) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P0,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P1,2).

Teorema 3.2.22 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi pseudoinvexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(d) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P1,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P0,2).

Teorema 3.2.23 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi cvasiincavă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n

raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi invexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P ),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P0,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,0).

Teorema 3.2.24 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi pseudoinvexă de ordinul doi ı̂n at x0 ı̂n

raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi incavă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,
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(d) x0 ∈ F(P0,2),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,0), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P0,2).

Teorema 3.2.25 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi cvasiincavă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n

raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P ) ∩ F(P2,1),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P0,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,1).

Teorema 3.2.26 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi pseudoinvexă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n

raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0, avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0, şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P ) ∩ F(P0,2),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,1), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P0,2).

Teorema 3.2.27 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi incavaă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n raport

cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(d) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P0,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,2).

Teorema 3.2.28 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi invexă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n raport cu

η,
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(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(d) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P0,2).

Teorema 3.2.29 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(d)
〈
η(x, x0),

[
∇2f(x0)

] (
η(x, x0)

)〉
=
〈
η(x0, x0),

[
∇2f(x0)

] (
η(x0, x0)

)〉
, pentru toţi x ∈

F(P1,2).

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P1,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,2).

Teorema 3.2.30 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(d)
〈
η(x, x0),

[
∇2f(x0)

] (
η(x, x0)

)〉
5
〈
η(x0, x0),

[
∇2f(x0)

] (
η(x0, x0)

)〉
, pentru toţi x ∈

F(P1,2).

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P1,2).

Teorema 3.2.31 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi invexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P2,0).

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,0).

Teorema 3.2.32 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi incavă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P2,2).
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Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,0), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,2).

Teorema 3.2.33 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Let X be a nonempty subset of Rn, x0 be an interior

point of X, η : X ×X → X and f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) such that:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi〈
η(x, x0),

[
∇2gt(x

0)
] (
η(x, x0)

)〉
= 0,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi〈
η(x, x0), [∇2hs(x

0)]
(
η(x, x0)

)〉
= 0,

(d) x0 ∈ F(P2,2).

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,1), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,2).

Teorema 3.2.34 (A. Raţiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S) astfel ı̂ncât:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi〈
η(x, x0),

[
∇2gt(x

0)
] (
η(x, x0)

)〉
5 0,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi〈
η(x, x0), [∇2hs(x

0)]
(
η(x, x0)

)〉
= 0, pentru toţi x ∈ X.

(d) x0 ∈ F(P2,1).

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,1).

3.2.9 Conexiuni ı̂ntre soluţiile optime ale problemelor (P1,0), (P0,1), (P1,1) şi (P0,2),

(P2,0), (P1,2), (P2,1), (P2,2)

În această secţiune vom stabili conexiuni ı̂ntre soluţiile optime ale problemelor aproximante-

η de ordinul ı̂ntâi şi doi.

Teorema 3.2.35 (A. Raţiu, D.I. Duca) [69]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este invexă ı̂n x0, diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi

incavă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) x0 ∈ F(P ) ∩ F(P0,2).
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Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P0,1), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P0,2).

Teorema 3.2.36 (A. Raţiu, D.I. Duca) [69]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este incavă ı̂n x0, diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi

invexă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi avexă de ordinul

doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) x0 ∈ F(P ) ∩ F(P0,1).

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P0,2), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P0,1).

Teorema 3.2.37 (A. Raţiu, D.I. Duca) [69]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0, şi cvasiincavă de

ordinul doi ı̂n x0 and invex at x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) x0 ∈ F(P ),

(d) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P0,1), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P2,0).

Teorema 3.2.38 (A. Raţiu, D.I. Duca) [69]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0, incavă ı̂n x0 şi pseudoinvexă de ordinul

doi ı̂n at x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) x0 ∈ F(P0,1),

(d) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P2,0), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P0,1).

Teorema 3.2.39 (A. Raţiu, D.I. Duca) [69]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f , gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi cvasiincavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0 şi invexă ı̂n x0 ı̂n

raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă de două ori ı̂n x0, incavă de ordinul

doi ı̂n x0 şi avexă de ordinul doi ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(P ) ∩ F(P1,2),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţia optimă pentru Problema (P0,1), atunci x0 este soluţia optimă pentru

Problema (P1,2).
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Celelalte teoreme care stabilesc relaţii ı̂ntre soluţiile optime ale problemelor (P1,0), (P0,1),

(P1,1) şi (P0,2), (P2,0), (P1,2), (P2,1), (P2,2) sunt prezentate ı̂n articolul [69].



Capitolul 4

Probleme de optimizare vectorială

Optimizarea vectorială (programarea multi-obiectiv sau optimizarea Pareto) este un dome-

niu de cercetare ı̂n care sunt considerate criterii multiple ı̂n luarea deciziilor. Găsim aplicaţii ı̂n

diferite domenii cum ar fi: economie, logistică (control optim) şi inginerie (design optim), unde

deciziile optime trebuie să fie luate nu numai pentru un criteriu, ci pentru mai mult, de multe ori

aflate ı̂n contradicţie unele cu altele. În literatura de specialitate există mai multe abordări pen-

tru a rezolva o problemă de optimizare vectorială neliniară cu restricţii (vezi, [2], [43], [45], [52]).

Una din ele ar fi utilizarea criteriului punctelor şa (vezi, [18], [24], [50]). În [2], Antczak introduce

metoda aproximării-η pentru o problemă de optimizare vectorială cu funcţii invexe. El inlocuieşte

problema originală cu o altă problemă de optimizare vectorială echivalentă, modificând funcţiile

obiectiv şi restricţiile ı̂n problema vectorială originală ı̂ntr-un punct admisibil arbitrar dar fixat x.

În [75] găsim unele scalarizări pentru o problemă de optimizare vectorială ı̂n infinit dimensional.

Acest capitol cuprinde două secţiuni. Prima secţiune conţine studiul unei probleme de

optimizare vectorială. Pentru a obţine informaţii despre soluţiile eficiente ale aceastei probleme,

vom ataşa trei probleme aproximante-η. Sunt prezentate unele conexiuni ı̂ntre soluţiile eficiente

ale problemei originale şi problema aproximantă. În ultima secţiune sunt descrise două metode:

metoda ponderilor şi metoda restricţiilor pentru rezolvarea unei probleme de optimizare vectorială.

Pentru fiecare metodă este prezentat algoritmul şi exemple numerice. Pentru a ilustra mulţimea cu

un singur element sau o submulţime a soluţiilor minime, vom şi reprezentările grafice. Acestea sunt

interesante din punct de vedere matematic şi practic.

4.1 Aproximări ale problemelor de optimizare vectorială semi-

infinite

În această secţiune, considerăm X o submulţime nevidă a lui Rn, T şi S sunt mulţimea

indicilor, η : X × X → X este o funcţie, x0 este un punct interior a lui X şi f : X → Rk,
gt : X → R, (t ∈ T ) şi hs : X → R, (s ∈ S) sunt diferenţiabile ı̂n x0.

Considerăm problema de optimizare vectorială:
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min f(x) = (f1, f2, ..., fk)(x)

ı̂n condiţiile

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ X
gt(x) 5 0, (t ∈ T )

hs(x) = 0, (s ∈ S).

(PV)

Ataşăm Problemei (PV ), problemele (PVj,k), ((j, k) ∈ {(1, 0), (0, 1), (1, 1)}),

min F 〈j〉 (x)

ı̂n condiţiile:

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ X
G
〈k〉
t (x) 5 0, (t ∈ T )

H
〈k〉
s (x) = 0, (s ∈ S),

(PVj,k)

numită problema de optimizare vectorială aproximantă-η − (j, k), unde F 〈1〉 : X → Rk, G〈1〉t ,

H
〈1〉
s : X → R (t ∈ T, s ∈ S) sunt definite

F 〈1〉 (x) := f(x0) +
[
∇f(x0)

] (
η(x, x0)

)
,

G
〈1〉
t (x) := gt(x

0) +
[
∇gt(x0)

] (
η(x, x0)

)
, (t ∈ T ) ,

H〈1〉s (x) := hs(x
0) +

[
∇hs(x0)

] (
η(x, x0)

)
, (s ∈ S) ,

pentru toţi x = (x1, x2, ..., xn) ∈ X, şi F 〈0〉 = f , G
〈0〉
t = gt, (t ∈ T ), H

〈0〉
s = hs, (s ∈ S).

Definiţie Spunem că x0 ∈ F(PV ) este o soluţie eficientă pentru Problem (PV ) dacă nu există

x ∈ F(PV ) astfel ı̂ncât

f(x) ≤ f(x0).

sau echivalent,

f(x0)− f(x) ∈ Rk+ \ {0}.

4.1.1 Problema aproximantă (PV1,0)

Scopul acestei secţiuni este de a stabili legături ı̂ntre soluţiile eficiente ale Problema (PV )

şi soluţiile eficiente ale problemei aproximante (PV1,0).

Următoarea teoremă ne arată că ı̂n anumite ipoteze, o soluţie eficientă pentru Problema

(PV1,0) este o soluţie eficientă pentru Problema (PV ).

Teorema 4.1.2 (A. Raţiu, D.I. Duca [70]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f : X → Rk, gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n̂ı x0 şi invexă ı̂n x0 in raport cu η,

(b) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţie eficientă pentru Problema (PV1,0), atunci x0 este soluţie eficientă pentru

Problema (PV ).
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Teorema 4.1.3, ne arată când o soluţie eficientă pentru Problema (PV ) este o soluţie eficientă

pentru Problema (PV1,0).

Teorema 4.1.3 (A. Raţiu, D.I. Duca [70]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f : X → Rk, gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi incavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţie eficientă pentru Problema (PV ), atunci x0 este soluţie eficientă pentru

Problema (PV1,0).

4.1.2 Problema aproximantă (PV0,1)

Scopul acestei secţiuni este de a stabili legături ı̂ntre soluţiile eficiente pentru Problema

(PV ) şi soluţiile eficiente pentru problema aproximantă (PV0,1).

În cele ce urmează următoarea teoremă ne arată când o soluţie eficientă pentru Problema

(PV0,1) este soluţie eficientă pentru Problema (PV ).

Teorema 4.1.4 (A. Raţiu, D.I. Duca [70]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f : X → Rk, gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi invexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) x0 ∈ F(PV ).

Dacă x0 este soluţie eficientă pentru Problema (PV0,1), atunci x0 este soluţie eficientă pentru

Problema (PV ).

Relaţia dintre soluţia eficientă pentru Problema (PV ) şi soluţia eficientă pentru Problema

(PV0,1) este stabilită ı̂n conformitate cu următoarele ipoteze.

Teorema 4.1.5 (A. Raţiu, D.I. Duca [70]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f : X → Rk, gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi incavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) x0 ∈ F(PV0,1).

Dacă x0 este soluţie eficientă pentru Problema (PV ), atunci x0 este soluţie eficientă pentru

Problema (PV0,1).

4.1.3 Problema aproximantă (PV1,1)

Scopul acestei secţiuni este de a stabili legături ı̂ntre soluţiile eficiente pentru Problema

(PV ) şi soluţiile eficiente pentru problema aproximantă (PV1,1).

Următoarea teoremă ne arată că ı̂n unele ipoteze, o soluţie eficientă pentru Problema (PV1,1)

este soluţie eficientă pentru Problema (PV ).

Teorema 4.1.6 (A. Raţiu, D.I. Duca [70]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f : X → Rk, gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi invexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,
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(b) pentru fiecare t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi invexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) pentru fiecare s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(PV ),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţie eficientă pentru Problema (PV1,1), atunci x0 este soluţie eficientă pentru

Problema (PV ).

Teorema următoare ne arată când o soluţie eficientă pentru Problema (PV ) este soluţie

eficientă pentru Problema (PV1,1).

Teorema 4.1.7 (A. Raţiu, D.I. Duca [70]) Fie X o submulţime nevidă a lui Rn, x0 un punct

interior a lui X, η : X ×X → X şi f : X → Rk, gt, hs : X → R, (t ∈ T , s ∈ S). Presupunem că:

(a) funcţia f este diferenţiabilă ı̂n x0 şi incavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(b) for each t ∈ T , funcţia gt este diferenţiabilă ı̂n x0 şi incavă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(c) for each s ∈ S, funcţia hs este diferenţiabilă ı̂n x0 şi avexă ı̂n x0 ı̂n raport cu η,

(d) x0 ∈ F(PV1,1),

(e) η(x0, x0) = 0.

Dacă x0 este soluţie eficientă pentru Problema (PV ), atunci x0 este soluţie eficientă pentru

Problema (PV1,1).

Observaţia 4.1.8 Problemele aproximante-η de optimizare vectorială de ordinul doi pot fi abor-

date ı̂ntr-o manieră similară cu problemele prezentate ı̂n capitolul anterior.

4.2 Metode de rezolvarea a problemelor de optimizare vectorială

În această secţiune vom considera două metode pentru rezolvarea următoarei probleme de

optimizare vectorială
min f(x)

ı̂n condiţiile

x = (x1, x2, ..., xn) ∈ X,
(P̃ V )

unde X este o mulţime nevidă ı̂n Rn, f = (f1, f2, ..., fk) : X → Rk.

4.2.1 Metoda ponderilor

În această metodă, vom alege ponderile vectoriale p = (p1, ..., pk) ≥ 0, a căror coordonate

nu sunt toate zero şi rezolvăm problema scalară corespunzătoare

min
k∑
i=1

pifi(x)

ı̂n condiţiile

x ∈ X,

(PSp)

care va genera mulţimea soluţiilor minime şi mulţimea valorilor minime pentru Problema (P̃ V ).

În reprezentarea grafică, punctele negre marcate reprezintă valorile eficiente ale problemei.
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Exemplul 4.2.4 (A. Raţiu [53]) Considerăm problema

min f(x) = (x21 + x2 − 2, 5x21 − 2x1x2 + x22 + 3)

ı̂n condiţiile x ∈ X,

unde

X = {(x1, x2) ∈ R2 : 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 2}.

Pentru fiecare m ≥ 1, obţinem o soluţie eficientă x = (0, 0) cu valoarea f(x) = (−2, 3).

Figura pentru Exemplul 4.2.4 , pentru m ≥ 1

4.2.2 Metoda restricţiilor

În această metodă, alegem ` ∈ {1, ..., k}, Lj ∈ R, j ∈ {1, ..., k}, j 6= `, şi rezolvăm problema

scalară corespunzătoare

min f`(x)

ı̂n condiţiile

fj(x) ≥ Lj , j = 1, ..., k, j 6= `

x ∈ X,

(PSe`)

unde e` = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) ∈ Rk.

Exemplul 4.2.12 (A. Raţiu [53]) Considerăm problema

min f(x) = (−1 + x21 + x22, − 300x1 − 400x2 + x21 + 2x1x2 + 2x22)

ı̂n condiţiile x ∈ X,

unde

X = {(x1, x2) ∈ R2 : 0 ≤ x1 ≤ 1, 0 ≤ x2 ≤ 2}.

Valorile eficiente obţinute pentru r = 4, sunt reprezentate ı̂n figura următoare:
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Figura pentru Exemplul 4.2.12, pentru r = 4



Capitolul 5

Rezolvarea unor probleme de

optimizare. Aplicaţii ı̂n statistică

În acest capitol vom rezolva probleme de optimizare folosind teoria inegalităţilor. Inegali-

tatea lui Jensen, inegalitatea lui Radon, inegalitatea lui Hölder, inegalitatea Liapunov sunt utilizate.

De asemenea noi inegalităţi din articolul [72] sunt utilizate, inegalităţi care ne aparţin. În ultima

secţiune sunt obţinute noi margini pentru dispersie, deviaţia standard şi coeficientul de variaţie.

5.1 Rezolvarea unor probleme de optimizare folosind inegalităţi

Considerăm expresia

∆[p](x; y) :=
n∑
i=1

xpi
yp−1i

−

(
n∑
i=1

xi

)p
(

n∑
i=1

yi

)p−1 , (5.1)

unde x = (x1, ..., xn) = 0, y = (y1, ..., yn) > 0, p > 1.

În [64], Radon a formulat următorul rezultat:

Teorema 5.1.1 Pentru toţi x = (x1, ..., xn) = 0, y = (y1, ..., yn) > 0 şi p > 1, următoarea inegali-

tate

∆[p](x; y) = 0, (5.2)

are loc. Dacă există un număr real λ = 0 astfel ı̂ncât x = λy, atunci inegalitatea (5.2) (cunoscută

sub numele de inegalitatea lui Radon) devine egalitate.
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Teorema 5.1.3 (A. Raţiu, N. Minculete [72]) Fie p = 1. Problema de optimizare

min F (x, y) = p

∆[p](x; y)−

n∑
i=1

xi

n∑
i=1

yi

∆[p−1](x; y)

−∆[p](x; y)

ı̂n condiţiile

x = (x1, ..., xn) = 0

y = (y1, ..., yn) > 0,

are valoarea optimă 0. O soluţie optimă este orice punct (x, y) ∈ Rn+× intRn+, care are proprietatea

că există λ > 0 astfel ı̂ncât x = λy.

Teorema 5.1.4 (A. Raţiu, N. Minculete [72]) Fie p = 1 şi M , m numere reale pozitive. Problema

de optimizare

min F (x, y) = p
4(M −m)(Mp−1 −mp−1)

(
n∑
i=1

yi

)
−∆[p](x; y)

ı̂n condiţiile

x = (x1, ..., xn) = 0

y = (y1, ..., yn) > 0

myi 5 xi 5Myi, i ∈ {1, ..., n},

are F (x, y) = 0, pentru tote soluţiile admisibile.

Teorema 5.1.9 (A. Raţiu, N. Minculete [72]) Fie p = 1 şi M , m numere reale pozitive. Problema

de optimizare

min F (x, y) = ∆[p](x; y)− max
15i<j5n

[
xpi
yp−1i

+
xpj

yp−1j

− (xi + xj)
p

(yi + yj)p−1

]
ı̂n condiţiile

x = (x1, ..., xn) = 0

y = (y1, ..., yn) > 0

myi 5 xi 5Myi, i ∈ {1, ..., n},

are valoarea optimă 0. O soluţie optimă este orice punct (x, y) ∈ Rn+× intRn+, care are proprietatea

că există λ > 0 astfel ı̂ncât x = λy.

Teorema 5.1.10 (A. Raţiu, N. Minculete [72]) Fie p = 1 şi M , m numere reale pozitive. Problema

de optimizare

min F (x, y) =

[
Mp +mp − (M +m)p

2p−1

]( n∑
i=1

yi

)
−∆[p](x; y)

ı̂n condiţiile

x = (x1, ..., xn) = 0

y = (y1, ..., yn) > 0

myi 5 xi 5Myi, i ∈ {1, ..., n},
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are funcţia obiectiv F (x, y) = 0, pentru toate soluţiile admisibile.

Teorema 5.1.11 (A. Raţiu, N. Minculete [72]) Fie p = 1 şi M , m numere reale pozitive. Problema

de optimizare

min{

[
(M +m)

n∑
i=1

yi −
∑n

i=1 xi

]p
(

n∑
i=1

yi

)p−1 − (M +m)p

2p−1

(
n∑
i=1

yi

)
+

+

(
n∑
i=1

xpi
yp−1i

)
−∆[p](x; y)}

ı̂n condiţiile

x = (x1, ..., xn) = 0

y = (y1, ..., yn) > 0

myi 5 xi 5Myi, i ∈ {1, ..., n},

are funcţia obiectiv nenegativă.

Teorema 5.1.13 (A. Raţiu, N. Minculete [72]) Fie p > 1 şi 1
p + 1

q = 1. Problema de optimizare

min {
n∑
k=1

zkvk +

(
n∑
k=1

vqk

) 1
q

F


n∑
k=1

zkvk(
n∑
k=1

vqk

) 1
q

, T [p](zv; vq), p

−
−
(

n∑
k=1

zpk

) 1
p
(

n∑
k=1

vqk

) 1
q

}

ı̂n condiţiile

z = (z1, ..., zn) = 0

v = (v1, ..., vn) > 0

unde

T [p](x; y) := (p− 1) max
15i<j5n

(xi + xj)
p−2(xiyj − xjyi)2

yiyj(yi + yj)p−1
,

are funcţia obiectiv nenegativă.

Teorema 5.1.14 (A. Raţiu, N. Minculete [72]) Fie r − 1 = s > t > 0. Problema de optimizare

min {
(

n∑
k=1

zsk

)r−t
+

(
n∑
k=1

zrk

)s−t
·
[
T [p](zs; zr)

]r−s−
−
(

n∑
k=1

ztk

)r−s( n∑
k=1

zrk

)s−t
}

ı̂n condiţiile

z = (z1, ..., zn) > 0,
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are funcţia obiectiv nenegativă.

5.2 Noi margini pentru indicatori ı̂n statistică

În această secţiune considerăm următorii indicatori: dispersia, deviaţia standard şi coefi-

cientul de variaţie.

Teorema 5.2.1 (N. Minculete, N.B. Pipu, A. Raţiu [57]) Problemele de optimizare

min {

x1 −
n∑
i=1

xi

n


2

+ ...+

xn −
n∑
i=1

xi

n


2

n
−

−2 ·min{x1, ..., xn} ·


n∑
i=1

xi

n
− n
√
x1 · ... · xn

}
ı̂n condiţiile

x = (x1, ..., xn) ∈ Rn+,

şi

min {2 ·max{x1, ..., xn} ·


n∑
i=1

xi

n
− n
√
x1 · ... · xn

−

−

x1 −
n∑
i=1

xi

n


2

+ ...+

xn −
n∑
i=1

xi

n


2

n
}

ı̂n condiţiile

x = (x1, ..., xn) ∈ Rn+,

au funcţiile obiectiv nenegative.

Teorema 5.2.2 (N. Minculete, N.B. Pipu, A. Raţiu [57]) Pentru x1, ..., xn = 0, avem următoarea

egalitate: max{x1, ..., xn} −

n∑
i=1

xi

n

 ·


n∑
i=1

xi

n
−min{x1, ..., xn}

− σ2X =

= 1
n

n∑
i=1

(max{x1, ..., xn} − xi) (xi −min{x1, ..., xn}) .
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Teorema 5.2.3 (N. Minculete, N.B. Pipu, A. Raţiu [57]) Dacă M ′ = max{xi|xi 6=
max{x1, ..., xn}} şi m′ = min{xi|xi 6= min{x1, ..., xn}}, i ∈ {1, ..., n}, atunci problema de opti-

mizare

min {σ2
X
−

max{x1, ..., xn} −

n∑
i=1

xi

n

 ·


n∑
i=1

xi

n
−min{x1, ..., xn}

−

−max{(m′ −min{x1, ..., xn}) ·

max{x1, ..., xn} −

n∑
i=1

xi

n


(max{x1, ..., xn} −M ′) ·


n∑
i=1

xi

n
−min{x1, ..., xn}

}
ı̂n condiţiile

x = (x1, ..., xn) ∈ Rn+,

(5.2.9)

are funcţia obiectiv nenegativă.

Observaţia 5.2.4 (N. Minculete, N.B. Pipu, A. Raţiu [57]) Nenegativitatea funcţiei obiectiv

a problemei (5.2.9), ne duce la noi margini pentru variaţie, deviaţia standard şi coeficientul de

variaţie:

2m
(
X −Xg

)
5 σ2

X
5

5
(
M −X

) (
X −m

)
−

−max
{

(m′ −m)
(
M −X

)
, (M −M ′)

(
X −m

)}
,

√
2m
(
X −Xg

)
5 σX 5

5

√√√√(M −X) (X −m)−max

{
(m′ −m)

(
M −X

)
,

(M −M ′)
(
X −m

) } ,
şi

√
2m
(
X −Xg

)
X

5 CV 5

5

√(
M −X

) (
X −m

)
−max

{
(m′ −m)

(
M −X

)
, (M −M ′)

(
X −m

)}
X

,
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unde M = max{x1, ..., x2}, m = min{x1, ..., x2}.

În Observaţia 5.2.4, avem margini inferioare şi superioare pentru indicatorii statistici:

variaţia, deviaţia standard şi coeficientul de variaţie.
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