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Introducere

Optimizarea matematica (alternativ, programarea matematica sau optimizarea) reprezinta
un domeniu vast de cercetare in matematica, constand in maximizarea sau minimizarea unei functii
obiectiv in anumite conditii, numite restrictii. Programarea semi-infinita (PSI) este o subclasa a
optimizarii gi probabil, una dintre cele mai vechi ramuri ale programarii matematice. Acesta contine
probleme de optimizare convexe si nonconvexe.

In 1924, gasim prima descriere a programarii semi-infinite ca gi aproximatie Chebyshev, dar
numele a fost inventat in 1962 de catre Charnes, Cooper si Kortanek, in articolele (vezi, [14], [15],
[16]), despre programarea liniara semi-infinita.

Programarea semi-infinita este o problema de optimizare caracterizata printr-un numar finit
de variabile gi un numar infinit de restrictii, sau un numar infinit de variabile gi un numar finit de
restrictii, de aici si numele de semi-infinit. In ultimele decenii, acest domeniu al programarii semi-
infinite s-a dezvoltat foarte repede existand atat rezultate teoretice cat gi practice. Mentionam ca
o introducere in (PSI), articolul scris de Hettich si Kortanek [35], pentru optimizarea liniara semi-
infinita si algoritmi (vezi, [31], [61]), pentru metode numerice [36] iar pentru programarea semi-
infinit# standard si generalizata (vezi, [33], [79]). In 1973, Kortanek si Gustafson, dezvoltd primele
metode numerice pentru (PSI) in [34]. Alti autori care au studiat aplicatii ale problemelor de
aproximare i metode numerice au fost: Hettich si Zencke [36], Fiacco si Kortanek [27], Tichatschke
[81], Glashoff si Gustafson [30].

Acest domeniu al programérii semi-infinite are multe aplicatii in diferite domenii ale matem-
aticii, ingineriei i economiei, cum ar fi: controlul poluarii aerului [83] utilizand metode de dis-
cretizare (vezi, [37], [38], [73]), aproximarea Chebyshev inversa [40], problema portofoliului [51],
controlul minim de timp (vezi, [47], [49]), statistica [19], sistem si control [31], identificarea mod-
elelor de regresie, optimizarea robusta (vezi, [5], [82]), probleme de transport, multimi fuzzy, jocuri
de cooperare (vezi, [35], [62]), taierea pietrelor pretioase [48].

Notiunea de dualitate in programarea semi-infinita igi are radacinile in teoria aproximarii
uniforme ale functiilor, in teoria clasicd a momentelor si in teoria sistemelor de inegalitati liniare.
Exista o literatura vasta in abordarea dualitatii problemelor convexe semi-infinite. Putem mentiona
aici: o abordare bazata pe dualitatea conjugata [77], problema duald Mond-Weir pentru problemele
de programare neliniara semi-infinta folosind conceptele de tip generalizat semilocal I a functiilor
preinvexe [43], multiplicatorii Lagrange generalizati [76] sau alte abordari (vezi, [3], [4], [7], [8], [10],
28)).

Alte rezultate in abordarea problemelor de optimizare semi-infinita se gasesc in: [13], [21],
[29], [41].

Aceasta teza contine cinci capitole, fiind prezentate pe scurt in cele ce urmeaza.



Capitolul 1, intitulat Notiuni preliminarii gi rezultate, contin cateva definitii si rezultate
din analiza convexa si optimizarea vectoriala.

Capitolul 2, este dedicat unei probleme de optimizare semi-infinita convex-concava, a carei
functie obiectiv este convexa in timp ce restrictia este convex-concava. In acest capitol, pentru
a rezolva problema de optimizare, vom atasam o problema duald care ne va furniza informatii
despre solutia optima a problemei originale. Consideram patru probleme duale pentru problema
de optimizare semi-infinitd si stabilim relatii de dualitate intre acestea. In cazul dualitatii slabe,
valoarea optima a problemei originale este mai mare sau egala decat valorile optime ale problemelor
duale considerate. Dualitatea tare are loc atunci cand valoarea optima a problemei originale este
egala cu valoarea optima a problemei duale, aceasta avand loc in diferite ipoteze de convexitate si
conditii de regularitate deseori numite restrictii.

In Sectiunea 2.1, introducem o noud duald numiti (D1). Stabilim relatii intre aceasta duala
si celelalte trei probleme duale care sunt cunoscute in literatura. Dualitatea slaba este de asemenea
stabilita. Pentru a studia dualitatea tare, problemele duale (D3), (D3) sunt reformulate gi obtinem
trei duale (Ds), (D3), (Dy).

In Sectiunea 2.2, vom prezenta cateva rezultate numerice pentru partea teoretica, folosind
si programul Matlab pentru a gasi valoarea optima a unei probleme.

Contributiile originale ale autorului sunt prezentate dupa cum urmeaza: Propozitii: 2.1.1,
2.1.2, 2.1.5, 2.1.6, 2.1.9, 2.1.10, Exemple: 2.2.1, 2.2.2, 2.2.3. Observatii: 2.1.7, 2.1.8.

Rezultatele acestui domeniu de cercetare sunt incluse in urmatorul articol: [71].

In Capitolul 3, consideram o problema de optimizare semi-infinita, céreia ii atagam prob-
lema aproximanta-n de optimizare semi-infinita obtinand astfel informatii despre solutiile optime
ale problemei originale.

Ideea de n-aproximare a unei probleme de programare matematica nonlineara a aparut in
articolele (vezi, [1], [22]), in cazul in care multimile indicilor 7" gi S sunt finite. Aceasta metoda a
fost construitda de catre Antczak gi a fost numitd metoda de aproximare-n. Noutatea rezultatelor
obtinute In acest capitol consta in faptul ca multimile indicilor 7" si S nu trebuie sa fie compacte.

In Sectiunea 3.1, construim pentru o probleméa de optimizare semi-infinita, trei probleme
aproximante-n de ordinul intai. Apoi stabilim conexiuni intre solutiile admisibile ale problemei orig-
inale si solutiile admisibile ale problemei aproximante-n — (0, 1) si solutiile admisibile ale problemei
originale si solutiile admisibile ale problemei aproximante-n — (1,1). Cateva exemple ilustreaza
notiunile teoretice prezentate. In urmétoarele trei subsectiuni, conexiunile studiate se refera la
solutiile optime ale problemelor aproximante-n — (1,0), n — (0,1), n — (1, 1) si solutiile optime ale
problemei originale. Noi rezultate si exemple sunt prezentate pentru a stabili conditiile cand o val-

7 sau” > " decat valoarea optima a Problemei (P 7).

oare optima a problemei originale este ” <
In ultima parte a acestei sectiuni, sunt formulate conexiunile intre solutiile optime ale problemei
aproximante-n de ordinul intai.

In Sectiunea 3.2, consideram aceeasi problema de optimizare si construim cinci prob-
leme aproximante-n de ordinul doi. Alte noi conexiuni intre: solutiile admisibile ale problemelor
aproximante-n de ordinul doi si solutiile admisibile ale problemei originale, solutiile admisibile ale
problemelor aproximante-n de ordinul intai si solutiile admisibile ale problemelor aproximante-n de
ordinul doi, sunt prezentate. Unele teoreme asigura, in ipoteze diferite ca orice solutie optima a

problemei originale de optimizare este solutie optima pentru problemele aproximante-7 si vice-versa.



Vom studia, apoi conexiunile intre solutiile optime ale problemelor aproximante-n de ordinul doi.
Ultima subsectiune ne va furniza conexiunile intre solutiile optime ale problemelor aproximante-n
de ordinul intai si ordinul doi.

Contributiile originale ale autorului sunt prezentate dupa cum urmeaza: Teoreme: 3.1.1,
3.1.3, 3.1.6, 3.1.7, 3.1.8, 3.1.9, 3.1.10, 3.1.11, 3.1.12, 3.1.14, 3.1.17, 3.1.18, 3.1.19, 3.1.20, 3.1.21,
3.1.22, 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5, 3.2.6, 3.2.7, 3.2.8, 3.2.9, 3.2.10, 3.2.11, 3.2.12, 3.2.13, 3.2.14,
3.2.15, 3.2.16, 3.2.17, 3.2.18, 3.2.19, 3.2.20, 3.2.21, 3.2.22, 3.2.23, 3.2.24, 3.2.25, 3.2.26, 3.2.27, 3.2.28,
3.2.29, 3.2.30, 3.2.31, 3.2.32, 3.2.33, 3.2.34, 3.2.35, 3.2.36, 3.2.37, 3.2.38, 3.2.39, 3.2.40, 3.2.41, 3.2.42,
3.2.43,3.2.44, 3.2.45, 3.2.46, 3.2.47, 3.2.48, 3.2.49, 3.2.50, 3.2.51, 3.2.52, 3.2.53, 3.2.54, 3.2.55, 3.2.56,
3.2.57, 3.2.58, 3.2.59, 3.2.60, 3.2.61, 3.2.62, 3.2.63, 3.2.64. Exemple: 3.1.2, 3.1.4, 3.1.5, 3.1.13, 3.1.15,
3.1.16.

Rezultatele acestui domeniu de cercetare sunt incluse in urméatoarele articole: [65], [66], [67],
[68], [69].

Capitolul 4, contine studiul unei probleme de optimizare vectoriala.

In Section 4.1, vom studia conexiunile intre solutia eficienta a unei problemei de optimizare
vectoriala si solutia eficienta a problemei aproximante-n de ordinul intai.

Sectiunea 4.2, este dedicata aplicatiilor in rezolvarea unei probleme de optimizare vectoriala.
Propunem doua metode: metoda ponderilor i metoda restrictiilor. Dupa un scurt rezumat cu privire
la notiuni, conditii ca un punct sa fie solutie eficienta si algoritmii pentru cele doua metode, vom
da cateva exemple numerice. Am ardtat ca multimea valorilor minime a unei probleme nu este in
general o multime cu un singur element si ca putem avea de asemenea si o submultime a solutiilor
minime sau o parte reprezentativa a ei. Pentru fiecare exemplu, am construit un tabel cu rezultate
si o reprezentare grafica, folosind programul Matlab si programul RStudio .

Contributiile originale ale autorului sunt prezentate dupa cum urmeaza: Teoreme: 4.1.2,
4.1.3, 4.1.4, 4.1.5, 4.1.6, 4.1.7. Observatia: 4.1.8. Exemple: 4.2.3, 4.2.4, 4.2.5, 4.2.6, 4.2.7, 4.2.8,
4.2.10, 4.2.11, 4.2.12, 4.2.13, 4.2.14, 4.2.15.

Rezultatele acestui domeniu de cercetare sunt incluse in capitolul [53] si articolul [70].

Capitolul 5, este dedicat rezolvarii problemelor de optimizare folosind inegalitatea lui
Jensen, inegalitatea lui Radon, inegalitatea lui Holder, inegalitatea Liapunov si unele margini pentru
indicatori din statistica. Acest capitol este Impartit in doua sectiuni.

In Sectiunea 5.1, datorita rezultatelor teoretice recente din teoria inegalitatilor gi existenta
unui numar mare de aplicatii ale acestora, vom rezolva diferite probleme de optimizare folosind
inegalitati.

In Sectiunea 5.2, vom rezolva cateva probleme de optimizare pentru urmatoarele margini
folosite in statistica: dispersia (variatia), deviatia standard si coeficientul de variatie.

Contributiile originale ale autorului sunt prezentate dupa cum urmeaza: Teoreme: 5.1.3,
5.1.4,5.1.9, 5.1.10, 5.1.11, 5.1.13, 5.1.14, 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3. Observatia: 5.2.4.

Rezultatele acestui domeniu de cercetare sunt incluse in urmatoarele articole: [57], [72].
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Capitolul 1

Notiuni preliminarii si rezultate

In acest capitol vom prezenta cateva concepte de bazi si notatii conventionale din analiza
convexa i optimizarea vectoriald, care vor fi utilizate in aceasta lucrare. Aceste notiuni pot fi gasite
in urmatoarele publicatii: [11], [23], [39], [44], [54], [58], [74].

1.1 Concepte de baza

In aceast sectiune vom reaminti notiuni care apar in analiza convexa sau in teoria opti-

mizarii vectoriale (functie invexa, solutie eficienta).

1.2 Rezultate

In aceasta parte a capitolului sunt prezentate cateva conditii necesare gi suficiente pentru
ca un punct sa fie solutia unei probleme de optimizare semi-infinita.



Capitolul 2

Problema de optimizare semi-infinita
convex-concava

Scopul acestui capitol este de a studia problemele duale ale unei probleme de optimizare
semi-infinita convex-concava. Pentru aceasta consideram patru probleme duale pentru o probleméa
de optimizare semi-infinitd gi vom stabili relatii intre valorile optime ale acestor probleme duale.
Mai mult decat atat, in anumite conditii de suficientd, vom studia dualitatea tare intre problema
primala si problemele duale, respectiv dualitatea slaba.

Exista o literatura vasta pe partea de dualitate si conditii de optim in optimizarea convexa
(vezi, [31], [35], [51]). In [78] Shapiro si in [26] Fang, Li, Ng, au dat rezultate pe dualitatea Lagrange
in programarea convexa semi-infinita. Mishra, Jaiswal si Thi Hoai An au formulat in [59] pentru o
problema neneteda dualele Wolfe gsi Mond-Weir stabilind dualitatea slaba, tare si strict inversa.

Problema de optimizare a fost studiata sub forme diferite de restrictii impuse functiei g,
(t € T'). De exemplu: functiile f (functia obiectiv), ¢g; sunt semicontinue inferior in articolele (vezi,
[20], [32]), sau continue in articolul [9]. In cazul nostru functia obiectiv f este convexi, in timp ce
restrictia g, (t € T') este convex-concava.

Acest capitol este format din doua sectiuni. In prima sectiune consideram patru probleme
duale, unde duala (D7) este nou construita, iar celelalte sunt cunoscute in literatura de specialitate.
Vom demonstra dualitatea slaba gi stabilim relatiile intre valorile optime ale problemelor duale
considerate. Pentru a dovedi dualitatea tare, rescriem dualele (D) si (Ds3), obtinand trei probleme
duale. Pentru dualitatea tare vom aplica teorema lui Sion (vezi, [80]).

In a doua sectiune vom considera trei exemple numerice pentru a justifica partea teoretica
prezentata in prima sectiune.

2.1 Rezultate teoretice

In aceasta sectiune, consideram C o submultime nevida a spatiului topologic local convex
Hausdorff X, T' o multime nevidi a indicilor (posibil infinitd) si f, g : X — R := RU {+oc},
(t € T') functii proprii convexe.

Consideram problema de optimizare



inf f(z)
in conditiile z € C (P)
g (x) =0, (teT).

Atagam Problemei (P), urméitoarele patru probleme duale:

Prima duala este

sup{inf{f(z) + Z Mge(z) iz e Cl: A e RSFT)}. (D)
tesupp(A)

A doua duala
sup{inf{fo(z) + Agu(x) - v € X} : A€ Ry, tE T}, (D)
unde fo : X — R este definita astfel
fo(x) == f(x) + dc(x), for all z € X.
A treia duala este
sup{—(f5(—2") + (Age)"(27)) : A E Ry, 2* € X*, t €T}, (D2)
A patra duala este
sup{—(f*(—=2" —u*) + 05 (u*) + (Agt)"(z*)) : N eRy, 2" € X*, v € X*, t€T}. (D3)
Propozitia 2.1.1 (A. Ratiu [71]) Urmatoarea inegalitate
inf(P) = max{sup(D), sup(D;), sup(D2), sup(Ds)},

are loc.

In cele ce urmeza, sunt prezentate relatiile intre valorile optime ale problemelor duale in-

troduse anterior.

Propozitia 2.1.2 (A. Ratiu [71]) Urmatoarele inegalitati au loc:
(1) sup(D;) 2 max{sup(D2), sup(Ds3)},
(13) sup(D2) = sup(Ds3).

Pentru a demonstra dualitatea tare, rescriem dualele (Ds) si (D3) si obtinem urmatoarele
probleme duale:

sup{—(fo + Ag1)*(0) : N e R4, t € T}, (D3)
sup{—(fcD(Ag))")(0) : A e Ry, t €T}, (Ds)

sup{—(f*"06-0(Ag:)*)(0) : X e Ry, t € T'}. (Dy)



Propozitia 2.1.5 (A. Ratiu [71]) Urmatoarea inegalitate
inf(P) = max{sup(D), sup(Dy), SUP(B;)}a
are loc.
Propozitia 2.1.6 (A. Ratiu [71]) Daca O este exact, atunci urmatoarea inegalitate
inf(P) = max{sup(bv;),), sup(l’)jl)},
are loc.

Observatia 2.1.7 (A. Ratiu [71]) Duala (bv4) poate fi considerata ca un alt mod de scriere a
dualei (D3).

Observatia 2.1.8 (A. Ratiu [71]) Daca [J este exact atunci urméatoarea inegalitate
inf(P) = max{sup(D), sup(D1), Sup(E), sup(ﬁg), sup(li)},
are loc.
Propozitia 2.1.9 (A. Ratiu [71]) Daca O este exact atunci urmatoarea relatie
sup(Dy) = sup(Dy) = sup(Ds) = sup(Dy),
are loc.

Propozitia 2.1.10 (A. Ratiu [71]) Daca multimea T este convexa, compacta, iar functiile f,
gt : X = R:=RU{+o0}, (t € T) sunt convexe, continue si g;(z) sunt concave in ¢ pentru fiecare
punct fixat z € X, atunci avem

inf(P) = max{sup(D), sup(D1), sup(lf?vg), sup(lA);)), sup(lf)z)}.

2.2 Rezultate numerice

Pentru a demonstra relatiile
inf(P) > sup(D),

si
inf(P) = sup(D1) = sup(D2) = sup(Ds),
sunt prezentate cateva exemple. Consideram functia g; convexa in x si concava in t iar T este o

multime convexa compacta. Pentru a determina valoarea optima a Problemei (P) si a problemelor
duale, vom folosi functii definite in Matlab, pornindu-se de la o estimare initiala.



Capitolul 3

Probleme de optimizare
aproximante-n semi-infinite

In acest capitol consideram o problema de optimizare semi-infinitd (P) cu restrictii sub
forma de egalitati si inegalitati. O abordare pentru a obtine conditii de optim suficiente pentru o
problema de optimizare si dualele ei a fost introdusa de catre Antczak in lucrarea [1]. El a construit
o problema aproximanta-n echivalenta cu problema originala si a studiat legaturile dintre solutiile
optime a celor doua probleme. Alti autori care au utilizat aceastd metoda de aproximare sunt: Duca
and Duca [22], Boncea and Duca [6], Cioban and Duca [17], Pop and Duca [63].

Pentru a determina natura Problemei (P) avem urmatoarele cazuri: daca multimile de indici
T i S sunt finite, atunci Problem (P) este o problema clasica de optimizare iar daca multimile
indicilor T gi\ sau S sunt infinite atunci vom avea o problema de optimizare semi-infinita.

Pentru a obtine solutiile optime ale unei probleme de optimizare semi-infinita, vom atasa
probleme de optimizare aproximante-n de ordinul intai si doi. Vom analiza relatiile intre Problema
(P) si opt probleme aproximante. Sub diferite ipoteze ale functiilor obiectiv si ale restrictiilor vom
arata ca orice solutie optiméa a Problemei (P) este o solutie optima pentru problemele aproximante si
vice-versa. Apoi vom studia conexiunile intre solutiile optime ale problemei de optimizare originale si
solutiile optime ale problemelor aproximante-n de ordinul intai si doi. Sunt stabilite conexiuni intre
multimea solutiilor admisibile ale Problemei (P) si multimea solutiilor admisibile ale problemelor
aproximante-n de ordinul intai i doi. In ultima sectiune a acestui capitol vom studia legaturile

intre solutiile optime ale problemelor aproximante-n semi-infinite.

3.1 Problemele de optimizare aproximante-n semi-infinite de or-
dinul intai

In aceasta sectiune consideram X o submultime nevida a lui R™, T gi S multimile indicilor,

2% un punct interior a lui X, n: X x X — X o functie si f, g1, hs : X = R, (t € T, s € 5)

diferentiabile in .



10

Consideram problema de optimizare

min f(x)

in conditiile

Fie
F(P):={zeX: g(x)=0, (teT), hs(z)=0, (s€9)},

multimea solutiilor admisibile pentru Problema (P) si

v (P):=1inf{f(x): 2z € F(P)},

este valoarea optima pentru Problema (P).

Un mod de a rezolva Problema (P) este sa ii atagdm o alta problema de optimizare, a carei
solutii ne va da informatii despre solutiile optime ale problemei initiale (P).

Atagam Problemei (P), problemele (P; ), ((4,k) € {(1,0),(0,1),(1,1)}),

min FY9) (z)

in conditiile
reX (Pjx)
G (@) <0, (teT)

0,
7 (z) =0, (s € 9),

numiti problema de optimizare aproxiamanti-n — (j, k) semi-infinits, unde F{ G§1>, H 5<1> X >R
(teT, s€S) sunt definite astfel:

HY (2) := hy(2°) + [Vhs(22)] (n(z,2%), (s€S),

pentru toti z € X, si F9 = f, G —gt, H§0> =hs, (t€T, s€S).
In cele ce urmeazi vom nota cu:

Fo = {xexzc:;”(x) <0, (teT), HO(z) =0, (seS)},

Fi o= {xeX: V@) <o, (teT), HY (z) =0, (sES)}.

Observam ca daca F(P) este multimea solutiilor admisibile pentru Problema (P), atunci
Fo=F(P)=F(Pip), F1=F(Pop)=F(Pri,).
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3.1.1 Conexiuni intre multimile solutiilor admisibile ale Problemei (P) si prob-
lemele aproximante-n de ordinul intai

In cele ce urmeazd doud teoreme stabilesc legaturile intre multimile solutiilor admisibile ale
Problemei (P) si problemele (Pp 1), (P1,1).

Teorema 3.1.1 (A. Ratiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submultime nevidd a Iui R", 2° un punct
interior a lui X, n: X X X = X sig, hs: X = R, (t €T, s € S). Presupunem ca:

(a) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild in 2° si invexa in 2°
0

in raport cu 7,
(b) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabild in 2° si avexa in 20 in raport cu 7,
atunci

Fo C Fi.
Urmatorul exemplu ne arata ca incluziunea Fy C Fj poate fi stricta.
Exemplul 3.1.2 (A. Ratiu, D.I. Duca [67]) Fie g, : R? — R, (k € N), functia definitd prin

x? — 79, k=1

gr(®) = ¢ 1+ 22 -2, k=2
(z1 -2+ (22— 5)° - 17—+, keNk 23,

Observam ca
Fo = {(x1,x2) cR?: w%—xz <0, 21+ £ 2, (1 —2)24—(1‘2 —5)2 — 17 £ 0}.

Pentru punctul 20 = (—2,4), functia n : R? x R? — R2, definita prin n(x,y) =  —y, pentru
toti (7,y) € R? x R%, avem

G (@) = g1(2°) + [Vgr(a%)] (n(z,2°)) = 41 — 25 — 4,
G (@) = ga(2®) + [Vga(a®)] (n(x,2°)) = &1 + 25 — 2,

1
G,i”(m) = gk(:co) + [ng(xo)} (n(m,xo)) = —8x1 — 229 — 8 — o keN k=3,
pentru toti z € X.
Apoi,
Fi= {(w1,22) € R?: —dxy — 39 < 4,
xr1 + X2 §2, — 8x1 — 2x9 §8+%;k€N,kZ3},

prin urmare,

Fo C Fa,
si

~F.l 7é F(]a
deoarece,

(0,0) S ]:1 \.7:0.

Teorema 3.1.3 (A. Ratiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submultime nevida a Iui R", 2° un punct
interior alui X, n: X x X —- X si f, g1, hs : X = R, (t €T, s € S5). Daca:
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(a) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild in 20 si incava in x

0
(b) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabild in z

in raport cu 7,
in raport cu 7,

0
atunci

si avexa in 2°
Fi1 C Fo.
Urmétoarele doud exemple ne arata ci incluziunea F; C JFy poate fi stricta.
Exemplul 3.1.4 (A. Ratiu, D.I. Duca [65]) Fie gx : R — R, (k € N) functia definita prin
-1, k=1

—x9, k=2
122 — 3, k€N k=3

gr(z)

Observam ca

Fo = ({0} x [0, +00]) U ([0, +00[x{0}).

Pentru punctul 20 = (1,0), functia 7 : R? x R? — R2, definita prin n(x,y) =  — y, pentru
toti (z,7) € R? x R?, avem

G (@) = g1(%) + [Vor (2%)] (n(,2°)) = —a1,
G (@) == ga(a°) + [V (a%)] (n(,2°)) = —aa,
(@) = gela) + [Vou(a®)] (n(ar, %) =22 — 1. k€N 23
pentru toti z € X.

Apoi,

]:1 = [0,+OO[X{O}.
Observam ca

F1 C Fo.
Mai mult,

F1 # Fo,
deoarece (0,1) € Fo \ Fi.

Exemplul 3.1.5 (A. Ratiu, D.I. Duca [65]) Fie g, : R? — R, (k € N), functia definits prin

—Z9, k=1
(@) =¢ —(21—2)% — (22— 1)*+1, k=2
—x1 — Ty + 155, keNk=3

Pentru punctul 20 = (1,0), functia 7 : R? x R? — R?2, definita prin n(x,y) =  — y, pentru
toti (z,y) € R? x R?, avem

AV (2) == g1(2%) + [V (2®)] (n(z,2°)) = —a,

go(zY) + [Vgg(xo)] (n(:v, xo)) =2x1 + 2z — 3,
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k+1
G,il>(x) = gp(z0) + [ng(;ro)] (n(l‘,$0)) = —x1 —T9 + i keN, k=3,
pentru toti ¢ € X.
Avem
fl g fO:
si
fl # an

deoarece (2,2) € Fo \ Fi.

3.1.2 Problema aproximanta (P )

Scopul acestei sectiuni este de a stabili legaturi intre solutiile optime ale Problemei (P) si
solutiile optime ale problemei aproximante (P ).

Urmatoarea teorema ne arata ca, in anumite ipoteze, orice solutie optima pentru Problema
(P1,0) este solutie optima pentru Problema (P).

Teorema 3.1.6 (A. Ratiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2 un punct
interior alui X, n: X x X - X i f, g, hs : X >R, (t €T, s € S). Presupunem ca:

(a) functia f este diferentiabils in 20 si pseudoinvexa in z°

(b) n(z°,2%) = 0.

Daci 20 este solutia optimd pentru Problema (P ), atunci 2° este solutia optima pentru
Problema (P).

in raport cu 7,

Urmaétoarea teorema ne spune cand o solutie optima pentru Problema (P) este solutie
optima pentru problema aproximanta (P ).

Teorema 3.1.7 (A. Ratiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2 un punct
interior alui X, n: X x X - X i f, g, hs : X = R, (t €T, s € S). Presupunem ca:

(a) functia f este diferentiabils in 20 si cvasiincavs in 2°

(b) (20, 2%) = 0.

Daca z¥ este solutia optimi pentru Problema (P), atunci 2° este solutia optima pentru
Problema (P ).

in raport cu 7,

3.1.3 Problema aproximanta ()

Scopul acestei sectiuni este de a stabili legaturi intre solutiile optime ale Problemei (P) si
solutiile optime ale problemei aproximante (P ).

Urmatoarea teorema arata cand o solutie optima pentru Problema (P 1) este solutie optima
pentru Problema (P).

Teorema 3.1.8 (A. Ratiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submultime nevidd a lui R", 2° un punct
interior alui X, n: X x X = X g f, g, hs : X >R, (t €T, s € S). Presupunem ca:

(a) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild in 2° si invexa in 2°
0

in raport cu 7,
(b) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabild in 2° gi avexa in z
(c) 2° € F(P).

in raport cu 7,
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Daca z¥ este solutia optima pentru Problema (Po,1), atunci 20 este solutia optima pentru
Problema (P).

In cele ce urmeazi urmitoarea teorems ne arati cand solutia optima pentru Problema (P)
este solutia optima pentru Problema (P 1).

Teorema 3.1.9 (A. Ratiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2 un punct
interior a lui X, n: X x X = X si f, g, hs : X = R, (t € T, s € S). Presupunem ca:

(a) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabils in 2° si incava in 2°
0

in raport cu 7,
(b) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabild in 2° gi avexa in z
(c) 2% € F(Pyy1).
Daca z este solutia optimi pentru Problema (P), atunci 2° este solutia optima pentru
Problema (Fp ;).

in raport cu 7,

3.1.4 Problema aproximanta (P ;)

In aceasti sectiune se vor stabili legaturi intre solutia optima a Problemei (P) si solutia
optima a problemei aproximante (P 1).

Urmatoarea teorema arata cand solutia optima pentru Problema (P 1) este solutie optima
pentru Problema (P).

Teorema 3.1.10 (A. Ratiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submultime nevida a lui R™, 2° un punct

interior a lui X, n: X x X = X si f, g, hs : X = R, (t € T, s € S). Presupunem ca:

0

(a) functia f este diferentiabils in 2° si pseudoinvexa in z¥ in raport cu 7,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild in 2° si invexa in 2°
0

in raport cu n,
(c) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabild in 2° si avexa in z
(d) 2° € F(P),
() n(a®,2%) = 0.
Dacs z¥ este solutia optima pentru Problema (P1,1), atunci 20 este solutia optimi pentru
Problema (P).

in raport cu 7,

In cele ce urmeazi urmitoarea teoremi ne arati cand o solutie optima pentru Problema
(P) este solutie optima pentru Problema (P 7).

Teorema 3.1.11 (A. Ratiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submultime nevidi a lui R", 20 un punct

interior alui X, n: X x X —- X i f, g, hs : X > R, (t € T, s € §). Presupunem ca:

0

(a) functia f este diferentiabild in 2" si cvasiincava in 2° in raport cu 7,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild in 2° si incava in 2°

0

in raport cu n,
(¢) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabild in 20 gi avexa in z
(d) xo S ./_"(PLl),
(e) n(a®,2%) = 0.
Daca z este solutia optimi pentru Problema (P), atunci 2° este solutia optima pentru
Problema (P 7).

in raport cu 7,

Urmatoarea teorema, ne furnizeaza conditii suficiente pentru ca valoarea optima a Problemei
(P1,1) sa fie mai mica sau egald decat valoarea optima a Problemei (P).
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Teorema 3.1.12 (A. Ratiu, D.I. Duca [67]) Fie X o submultime nevida a lui R™, 2% un punct

interior a lui X, n: X x X — X §i f, gt, hs : X = R, (t €T, s € S). Daca:

0

(a) functia f este diferentiabils in 20 si invexa in 20 in raport cu 7,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabils in z° si invexa in 2°
0 0

in raport cu 7,

(c) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabila in z” si avexa in z° in raport cu 7,

atunci

inf(PLl) § 1nf(P)
Urmatorul exemplu ilustreaza relatia inf(P; ;) < inf(P).

Exemplul 3.1.13 (A. Ratiu, D.I. Duca [67]) Consideram problema

min f(z) = (21 + 3)% + 23
in conditiile
r = (v1,72) € R? ~
gi(z) =22 — 290
gx) =21 +22—2=50
gr(@) = (r1 =27 + (22— 5)° - 17— L <0, ke Nk = 3,

si functia n : R%2 x R? — R?, definita prin n(z,y) =  — y, pentru toti (z,y) € R? x R2.
Pentru punctul 2° = (—2,4), avem

FO(2) = f(2°) + [V ()] (n(z,2°)) = 221 + 85 — 11,

pentru toti (z1,z2) € R2.

Atunci, problema de optimizare aproximanti-n— este

min 2x1 4+ 8xo — 11
in conditiile
x = (x1,12) € R? e
P
—4:131 — T2 § 4 ( 1’1)
x1+a9 =2
—8z1 — 229 S8+ 1, kEN, k>3,

si deci
Fo C F1.

Mai mult,
inf(Py 1) = —oo < 17 = inf(P).

Urmatoarea teorema, ne furnizeaza conditii suficiente pentru ca valoarea optima a Problemei
(P1,1) sa fie mai mare sau egala decat valoarea optima a Problemei (P).

Teorema 3.1.14 (A. Ratiu, D.I. Duca [65]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2° un punct

interior a lui X, n: X x X - X si f, g, hs : X = R, (t €T, s € S). Daca:

(a) functia f este diferentiabild in 20 si incava in 20 in raport cu 7,
0

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild in 2° si incava in 20 in raport cu 7,
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0

(¢) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabild in 2 si avexd in 2° in raport cu 7,

atunci
inf(Py 1) 2 inf(P).

Urmatoarele doua exemple ne arata ca relatia v(P) = v(P;,1) poate avea loc.
Exemplul 3.1.15 (A. Ratiu, D.I. Duca [65]) Cosideram problema
min fz):=—(x1 —9)* — (x2 — 10)?

in conditiile
x = (71,12) € R?

g1 (.I‘) = I §0 (ﬁ)
g2 (x):=—22 20

g3(x) == — (21— 2% — (22— 1)*+1<0

g4(x) =21 +x2—-5=50

Ik x)::—xl—x2+%§0, keNk=5.

Pentru punctul 2° = (1,0) functia 7 : R? x R? — R? definita prin n(z,y) = = — y, pentru
toti (z,7) € R? x R?, avem

FO(2) := f(2°) + [V (@] (n(z,2°)) = 1621 + 205 — 180,

pentru toti z € R2.
Atunci, problema de optimizare aproximanta-n este

min 1621 + 2022 — 180

in conditiile
7= (v1,72) € R?
—T1 § 0 —
2920 (Pr11)
221 + 229 —3 50
r1+x9—5H § 0

—x1— @+ ¥ <0, kEN, k2 5.

Avem

~

o(P) = v(Pry).
Exemplul 3.1.16 (A. Ratiu, D.I. Duca [67]) Consideram problema

min f(z) == (1 +6)* + (z2 — 5)°
in conditiile
x = (21, 72) € R ~
gi(z) =23 —29 50
gx) =21 +22—2=50
gr(@) = (21 =27 + (22 —5)° - 17—+ <0, ke N,k = 3,

si functia 7 : R? x R? — R? definita prin n(x,y) = = — y, pentru toti (x,y) € R? x R2.
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Pentru punctul 2° = (—2,4), avem
F(x) = f(@°) + [V()] (n(@,2°)) = 8z1 — 225 + 41,

pentru toti x = (x1,12) € R2
Atunci, problema de optimizare aproximanta-n este

min 8xr1 — 220 + 41
in conditiile
= R?2 5
x = (r1,22) € (Pr)
—4.%'1 — T2 § 4 ’
T+ a9 <2

871 — 229 <8+ 1, keEN, k= 3.

si deci

v(P) =17 = v(PLy).

3.1.5 Conexiuni intre solutiile optime ale problemelor (P ), (Fo1) si (Pi1)

In aceasti sectiune se vor stabili conexiuni intre solutiile optime ale problemelor de opti-
mizare aproximante-7n semi-infinite de ordinul intai.

Urmatoarea teorema ne arata ca in anumite ipoteze, solutia optima pentru Problema (FPp 1)
este solutie optima pentru Problema (P 7).

Teorema 3.1.17 (A. Ratiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submultime nevida a lui R”, 20 un punct

interior alui X, n: X x X = X i f, g, hs : X >R, (t €T, s € S). Presupunem ca:

0

(a) functia f este diferentiabild in 2" si cvasiincava in 2° in raport cu 7,

0

)

(b) pentru fiecare ¢t € T, functia g; este diferentiabila in x

(¢) pentru fiecare s € S, functia hy este diferentiabild in 20,

(d) n(a,20) = 0.

Daca z¥ este solutia optima pentru Problema (Po,1), atunci 20 este solutia optima pentru
Problema (P 7).

Teorema 3.1.18 (A. Ratiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2% un punct

interior alui X, n: X x X - X i f, g, hs : X = R, (t €T, s € S). Presupunem ca:

0

(a) functia f este diferentiabils in 2° si pseudoinvexa in 2V in raport cu 7,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild in 20,

(c) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabild in 20,

(d) n(z°,2°) = 0.
Daci 20 este solutia optimd pentru Problema (P 1), atunci 2° este solutia optimi pentru
Problema (Fp ;).

Teorema 3.1.19 (A. Ratiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2° un punct

interior a lui X, n: X x X - X si f, g, hs : X = R, (t € T, s € S). Presupunem ca:

(a) functia f este diferentiabild in 20,

0

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild in 2° si invexa in 2° in raport cu 7,
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(¢) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabild in 2° si avexa in z°

(d) 20 e ./—"(PLQ).
Daci z° este solutia optima pentru Problema (P 1), atunci z° este solutia optima pentru
Problema (P ).

in raport cu 7,

Urmatorul rezultat ne arata cand solutia optiméa pentru Problema (P o), este solutia optima
pentru Problema (P ).

Teorema 3.1.20 (A. Ratiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2% un punct
interior a lui X, n: X x X = X i f, g, hs : X = R, (t € T, s € S). Presupunem ca:
(a) functia f este diferentiabils in 20,

b) pentru fiecare ¢t € T, functia g; este diferentiabila in 20 si incava in 2 in raport cu n,
p g 3 P n

0 si avexs in ¥

(c) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabila in z
(d) 20 € ‘F(Pl,l)-

Daci 29 este solutia optima pentru Problema (P1), atunci 20 este solutia optimi pentru
Problema (P 7).

in raport cu 7.

Teorema 3.1.21 (A. Ratiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submultime nevidi a lui R”, 20 un punct

interior alui X, n: X x X = X s f, g, hs : X >R, (t €T, s € §). Presupunem ca:

0

(a) functia f este diferentiabild in 20 si pseudoinvexa in z¥ in raport cu 7,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild in 2° si incava in 2°
0

in raport cu n,
(¢) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabild in 20 gi avexa in z
(d) 20 € ./_"(P()J),
(e) n(a®,2%) = 0.
Daci 2¥ este solutia optimé pentru Problema (P ), atunci 2° este solutia optima pentru
Problema (Fp 7).

in raport cu 7,

Teorema 3.1.22 (A. Ratiu, D.I. Duca [66]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2% un punct

interior alui X, n: X x X - X i f, g, hs : X 2> R, (t €T, s € S). Presupunem ca:

0

(a) functia f este diferentiabils in 20 si cvasiincavs in 2 in raport cu 7,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabila in 2° si invexs in z°

0

in raport cu 7,
(c) pentru fiecare s € S, functia h, este diferentiabils in 20 si avexs in z
(d) 2° € F(Pyy),
(e) n(2% 2% =0.
Daca z¥ este solutia optima pentru Problema (Po,1), atunci 20 este solutia optima pentru
Problema (P ).

in raport cu 7,

3.2 Probleme de optimizare aproximante-n semi-infinite de or-
dinul doi

In aceasta sectiune consideram X o submultime nevida a lui R™, T i S multimile indicilor,

2% un punct interior a lui X, n: X x X — X o functie si f, g1, hs : X = R, (t € T, s € 5)

diferentiabile de dous ori in 2.
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Consideram problema de optimizare

min f(z)

in conditiile
reX (P)
g(z) 20, (teT)
hs(z) =0, (s € 9).

Notim cu F, G§1>, HS<1>, F{2) G§2>, HS<2> : X >R (teT, seS) functia definita prin:

FO (2) = £(a%) + [V )] (n(z.2°)) .

v () = hs(2") + [Vhs(2)] (n(z,2°)) +
+3 (n(z,2°), [V2hs(20)] (n(z,2°))), (s € 9),

pentrutoi;lxeX g FO=f G —gt, <>—h8,(t€Ts€S)
In cele ce urmeazi atagam Problemei (P), problemele: (P;), ((4,k) € {(2,0), (0,2), (1,2),

(2,1), (2,2), (1,0), (0, 1), (1, 1)}),

min FU) (x)

in conditiile
z€X (Pjix)
G (@) <0, (teT)
HY (2) =0, (s € 9),

numita problema de optimizare aproximanta-n — (7, k) semi-infinita.
Notam cu:

For={reX:G¥@)<0, teT), HY(x)=0, (s€S)}.

Observam ca daca F(P) este multimea solutiilor admisibile pentru Problem (P), atunci
Fo=F(P)=F(Pip) = F(Pop), Fi = F(Po1) = F(P11) = F(Paq) si Fo = F(Po2) = F(Pi2) =
.F(Pzg).
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3.2.1 Conexiuni intre solutiile admisibile ale Problemei (P) si problemele
aproximante-n de ordinul doi

In aceastd sectiune, vom stabili legaturi intre multimea solutiilor admisibile ale Problemei
(P) si multimea solutiilor admisibile ale problemelor aproximante-n de ordinul doi.

Teorema urmatoare ne spune in ce conditii multimea solutiilor admisibile ale Problemei P
este inclusa in multimea solutiilor admisibile ale problemelor aproximante-n de ordinul doi.

Teorema 3.2.1 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2 un punct
interior alui X, n: X x X > X sif, g, hs : X =R, (t €T, s €8). Daca:

(a) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de dous ori in °

si invexa de ordinul
doi in z° in raport cu 7,

(b) pentru fiecare s € S, functia hy este diferentiabils de doua ori in 20 si avexa de ordinul
doi in 2" in raport cu 7,
atunci

Fo C Fo.

Teorema urmatoare ne spune in ce conditii multimea solutiilor admisibile ale problemelor
aproximante-n de ordinul doi este inclusa in multimea solutiilor admisibile ale Problemei (P).

Teorema 3.2.2 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevidd a Iui R", 2° un punct
interior a lui X, n: X x X = X si f, g, hs : X = R, (t € T, s € S) sunt functii. Daca

(a) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de dous ori in 2¥ si incava de ordinul
doi in z" in raport cu 7,

0 si avexs de ordinul

0

(b) pentru fiecare s € S, functia h, este diferentiabild de doud ori in z
doi in 2% in raport cu 7,
atunci

Fa2 C Fo.

3.2.2 Conexiuni intre multimile solutiilor admisibile ale problemelor
aproximante-n de ordinul intai si doi

In aceastd sectiuni se vor stabili legiituri intre multimea solutiilor admisibile ale problemelor
aproximante-n de ordinul intai si multimea solutiilor admisibile ale problemelor aproximante-n de
ordinul doi.

Teorema urmatoare ne aratda cand multimea solutiilor admisibile ale problemelor
aproximante-n de ordinul intai este inclusa in multimea solutiilor admisibile ale problemelor
aproximante-n de ordinul doi.

Teorema 3.2.3 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevidd a Iui R", 2° un punct
interior a lui X, n: X x X = X i f, g, hs : X = R, (t € T, s € S) sunt functii. Daca:
(a) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de doud ori in z° si

(n(2,2°), [V2g1(2")] (n(z,2))) < 0, pentru toti z € X,
(b) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabila de doui ori in ¥ si

(n(z,2°), [V?hs(2")] (n(z,2"))) = 0, pentru toti = € X,
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atunci
F1 C Fo.

Urmatoare teorema ne aratd cand in multimea solutiilor admisibile ale problemelor
aproximante-n de ordinul doi este inclusa in multimea solutiilor admisibile ale problemelor
aproximante-n de ordinul intai.

Teorema 3.2.4 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R?, 2 un punct
interior alui X, n: X x X = X s f, g, hs : X = R, (t € T, s € §) sunt functii. Daca:
(a) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de doud ori in z° si

(n(z,2°), [V?g:(a)] (n(z,2°))) Z 0, pentru toti z € X,
(b) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabila de doua ori in 20 si

<77(£L',.?U0>, [V2h(20)] (n(w, xo))> = 0, pentru toti z € X,

atunci

Fo C Fi.

3.2.3 Problema aproximanta ()

Scopul acestei sectiuni este de a stabili legaturi intre solutiile optime pentru problema (P)
si solutiile optime pentru problema aproximanta (P 2).

Teorema 3.2.5 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevidd a Iui R", 2° un punct
interior a lui X, n: X x X = X i f, g, hs : X = R, (t € T, s € S) astfel incat:

(a) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de dous ori in ¥ si invexa de ordinul

0

doi in z" in raport cu 7,

(b) pentru fiecare s € S, functia hg este diferentiabild de doud ori in z° si avexa de ordinul

0

doi in z” in raport cu 7,

(c) 2° € F(P).
Daca z¥ este solutia optima pentru Problema (Po,2), atunci 20 este solutia optima pentru
Problema (P).

Teorema 3.2.6 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a Iui R", 2° un punct
interior alui X, n: X x X — X si f, g, hs : X = R, (t € T, s € 9) astfel incat:

(a) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de dous ori in ¥ si incava de ordinul

0

doi in z” in raport cu 7,

(b) pentru fiecare s € S, functia hy este diferentiabils de doua ori in 2° si avexa de ordinul

doi in 29

in raport cu 7,
(c) 2° € F(Py2).
Dac# 20 este solutia optim# pentru Problema (P), atunci 2° este solutia optima pentru

Problema (Fp2).
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3.2.4 Problema aproximanta (P,)

In sectiunea aceasta se stabilesc legdturi intre solutiile optime pentru problema (P) si
solutiile optime pentru problema aproximanta (P ).

Teorema 3.2.7 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2 un punct

interior alui X, n: X x X = X si f, g, hs : X > R, (t € T, s € S) astfel incat:

0 0

(a) functia f este diferentiabila de doud ori in 2" si pseudoinvexa de ordinul doi in z” in

raport cu 7,

(b) n(2°,2%) = 0.

Daca 2 este solutia optima pentru Problema (Py), atunci 20 este solutia optima pentru
Problema (P).

Teorema 3.2.8 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a Iui R?, 2% un punct
interior a lui X, n: X x X = X i f, g, hs : X = R, (t € T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabild de doud ori in z° si cvasiincava de ordinul doi in 2

in
raport cu 7,

(b) n(z°,2°) = 0.

Daca z este solutia optimi pentru Problema (P), atunci z2° este solutia optima pentru
Problema (Ps ).

3.2.5 Problema aproximanta (P )

Scopul acestei sectiuni este de a stabili legaturi intre solutiile optime pentru problema (P)
si solutiile optime pentru problema aproximanta (P 2).

Teorema 3.2.9 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2 un punct

interior alui X, n: X x X = X sif, g, hs : X > R, (t € T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabils in 2° si pseudoinvexa in z°

in raport cu 7,
pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de doua ori in 2z si invexa de ordinul

doi in z"” in raport cu 7,

(b)
03
(¢) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabild de doud ori in z° si avexa de ordinul
doi in 2" in raport cu 7,

(d) 2° € F(P),

(¢) n(a®,2%) = 0.

Daci z° este solutia optima pentru Problema (P 2), atunci z° este solutia optima pentru

Problema (P).

Teorema 3.2.10 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2% un punct

interior alui X, n: X x X = X sif, g, hs : X > R, (t € T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabils in 20 si cvasiincavs in x°

in raport cu 7,
) pentru fiecare ¢t € T, functia g; este diferentiabild de dous ori in 2° i incavi de ordinul
1

doi in z" in raport cu 7,

(b
0
(¢) pentru fiecare s € S, functia hg este diferentiabild de doud ori in 2° si avexa de ordinul
03

(

doi in z" in raport cu 7,

d) 1:0 (S ./_"(PLQ),



23

(e) n(2%a") = 0.
Daca z este solutia optimi pentru Problema (P), atunci 2° este solutia optima pentru
Problema (P 2).

3.2.6 Problema aproximanta (P, ;)

In sectiunea aceasta se stabilesc legaturi intre solutiile optime pentru problema (P) si
solutiile optime pentru problema aproximanta (P ).

Teorema 3.2.11 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2% un punct
interior a lui X, n: X x X = X i f, g, hs : X = R, (t € T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabild de doud ori in 2° si pseudoinvexa de ordinul doi in 20 i

m

raport cu 7,

0 0

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de doua ori in z” si invexa in z” in

raport cu 7,

(c) pentru fiecare s € S, functia hy este diferentiabils de doua ori in 2° si avexa in 2° in
raport cu 7,

(d) 2% € F(P),

(e) n(x®,2°%) = 0.

Daci 20 este solutia optimd pentru Problema (P 1), atunci 29 este solutia optima pentru
Problema (P).

Teorema 3.2.12 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2° un punct
interior a lui X, n: X x X = X si f, g, hs : X = R, (t € T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabild de doud ori in z° si cvasiincava de ordinul doi in z

in

raport cu 7,

0 0

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de doua ori in z” si incava in z” in

raport cu 7,

(c) pentru fiecare s € S, functia hy este diferentiabils de doua ori in 2° si avexa in 2° in
raport cu 7,

(d) 2° € F(P21),

(e) n(z®,2%) = 0.

Daca 2 este solutia optimi pentru Problema (P), atunci 2 este solutia optima pentru
Problema (Ps1).

3.2.7 Problema aproximanta (PQ’Z)

Scopul acestei sectiuni este de a stabili legaturi intre solutiile optime pentru Problema (P)
si solutiile optime pentru problema aproximanta (P 2).

Teorema 3.2.13 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevidi a lui R?, 20 un punct
interior alui X, n: X x X = X s f, g, hs : X = R, (t € T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabild de doua ori in z° si pseudoinvexs de ordinul doi in z° in
raport cu 7,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de doui ori in 2 si invexa de ordinul

0

doi in z" in raport cu 7,
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(¢) pentru fiecare s € S, functia hg este diferentiabila de doud ori in z° si avexd de ordinul
i

doi in z" in raport cu 7,

0

(d) ( a?) =0,

(e) 20 € .7: (P).

Daci 20 este solutia optimé pentru Problema (Ps ), atunci z° este solutia optima pentru
Problema (P).

Teorema 3.2.14 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2% un punct

interior alui X, n: X x X - X sif, g, hs : X > R, (t € T, s € S) astfel incat:

0 0

(a) functia f este diferentiabilda de doua ori in z" §i cvasiincava de ordinul doi in z" in
raport cu 7,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabila de dous ori in 2" si incava de ordinul
doi in z" in raport cu 7,
) pentru fiecare s € S, functia hg este diferentiabild de doud ori in 2° si avexd de ordinul
1

doi in z"° in raport cu 7,

) 77( %) =0,
) 20 E .F(PQ 2)

Daca z este solutia optimi pentru Problema (P), atunci 2° este solutia optima pentru
Problema (Ps2).

0
(¢
0
(d
(e

3.2.8 Conexiuni intre solutiile optime ale problemelor (Fys), (Pa0), (Pi2); (P21)
si (Po2)

Urmatoarele rezultate se refera la conexiunile intre solutiile optime ale problemelor
aproximante-n semi-infinite de ordinul doi.

Teorema 3.2.15 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R™, 2% un punct
interior a lui X, n: X x X = X si f, g, hs : X = R, (t € T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabild de dou# ori in 2°, pseudoinvexi de ordinul doi in x
0

0 in

raport cu n si cvasiincava in " in raport cu 7,

0

(b) pentru fiecare t € T', functia g; este diferentiabila de doua ori in z” si incava de ordinul

doi in 2% in raport cu 7,
0

(c) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabila de doua ori in z” si avexa de ordinul

0

doi inz” in raport cu 7,

(d) .’L‘O S ]:(PLZ),

(e) n(a®,z%) = 0.
Daca 2 este solutia optima pentru Problema (Py), atunci 20 este solutia optima pentru
Problema (P 2).

Teorema 3.2.16 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevidi a lui R?, 20 un punct

interior alui X, n: X x X = X s f, gt, hs : X = R, (t € T, s € S) astfel incat:

0 0

(a) functia f este diferentiabila de doua ori in 2", cvasiincava de ordinul doi in z" in raport

0

cu 7 si pseudoinvexa in x° in raport cu 7,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de doui ori in 2 si invexa de ordinul

0

doi in z" in raport cu 7,
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doi in Y

n raport cu 7,
d) 20 € F(P),
(e) n(z®,2°) = 0.
Daca z¥ este solutia optima pentru Problema (P1,2), atunci 20 este solutia optima pentru
Problema (Ps ).

(¢) pentru fiecare s € S, functia hg este diferentiabild de doud ori in z° si avexd de ordinul
i
(

Teorema 3.2.17 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevidi a lui R", 20 un punct

interior alui X, n: X x X = X i f, g, hs : X = R, (t € T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabild de doua ori in 2°, pseudoinvex in z°

0

in raport cu n si

cvasiincava de ordinul doi in z° in raport cu 7,

0

0

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabila de doua ori in z", incava in z° in

0

raport cu 7 si invexa de ordinul doi in 2" in raport cu n

0 0

(c) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabila de doua ori in z”, incava in 2" in

raport cu 7 si avexi de ordinul doi in 2°
(d) 20 e .F(P) N .F(PQJ),
(e) n(a®,2%) = 0.
Daci 20 este solutia optimé pentru Problema (P ), atunci 2° este solutia optima pentru
Problema (Ps 7).

in raport cu n,

Teorema 3.2.18 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2% un punct
interior alui X, n: X x X - X sif, g, hs : X > R, (t € T, s € S) astfel incat:
(a) functia f este diferentiabila de dous ori in x°, pseudoinvexa de ordinul doi in z° in

0

raport cu n si cvasiincava de ordinul doi in x” in raport cu 7,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de doui ori in 2 i incava de ordinul

0

doi in z” in raport cu 7 si invexa in z"° in raport cu 7,

03
c) pentru fiecare s € S, functia hy este diferentiabild de doud ori in 2° si avexd de ordinul
O in raport cu n and avex at z¥ in raport cu 7,
d) 20 e ./_"(P) N f(Pl,g),

(e) n(a®,2%) = 0.

Daci 2¥ este solutia optimé pentru Problema (Ps1), atunci z° este solutia optima pentru
Problema (P 2).

doiin z

(
(

Teorema 3.2.19 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2% un punct
interior alui X, n: X x X = X sif, g, hs : X > R, (t € T, s € S) astfel incat:
(a) functia f este diferentiabils de doua ori in 29,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabils in z° si invexa in 2°
0

in raport cu 7,
(c) pentru fiecare s € S, functia hy este diferentiabils in 20 si avexs in z
(d) 2° € F(Pay).
Daci z° este solutia optimd pentru Problema (P 1), atunci 2° este solutia optima pentru
Problema (Ps ).

in raport cu 7,

Teorema 3.2.20 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R™, 2° un punct
interior a lui X, n: X x X = X si f, g, hs : X = R, (t € T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabild de doua ori in a2,
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(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild in 2° si incava in 2°
0 0

in raport cu n,
(c) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabild in z
(d) 20 S .F(ngl),
Daci 20 este solutia optimé pentru Problema (Psp), atunci z° este solutia optima pentru
Problema (Ps 7).

si avexa in " in raport cu 7,

Teorema 3.2.21 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2% un punct
interior alui X, n: X x X - X sif, g, hs : X > R, (t €T, s € S) astfel incat:

0 si cvasiincava in 2°

(a) functia f este diferentiabila in in raport cu 7,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabils de doua ori in 22,

(c) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabild de dous ori in 20,

() n(a®,°) = 0.

Daci z° este solutia optimd pentru Problema (Pp2), atunci 29 este solutia optima pentru

Problema (P 2).

Teorema 3.2.22 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2° un punct

interior a lui X, n: X x X = X i f, g, hs : X = R, (t € T, s € S) astfel incat:

0

(a) functia f este diferentiabild in 2° si pseudoinvexa in z¥ in raport cu 7,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de doud ori in 2,

(c) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabila de doua ori in 2,

(d) n(x0,2°) = 0.

Daca 20 este solutia optima pentru Problema (P1,2), atunci 20 este solutia optima pentru
Problema (Fp2).

Teorema 3.2.23 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 20 un punct
interior a lui X, n: X x X = X i f, g, hs : X = R, (t € T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabild de doud ori in 2% si cvasiincava de ordinul doi in z° in
raport cu 7,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de doui ori in 2 i invexa de ordinul
doi in 2" in raport cu 7,
c
0

pentru fiecare s € S, functia h, este diferentiabild de dous ori in 2 si avexa de ordinul

= N = N

doi in z" in raport cu 7,
d) z° € F(P),

(e) (a0, 20) = 0.

Daci 20 este solutia optima pentru Problema (P ), atunci z° este solutia optima pentru
Problema (Ps ).

(
(

Teorema 3.2.24 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 20 un punct
interior alui X, n: X x X - X sif, g, hs : X > R, (t € T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabild de doua ori in z° si pseudoinvex de ordinul doi in at 20 in
raport cu 7,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de doui ori in 2 i incava de ordinul
doi in 2" in raport cu 7,
(¢) pentru fiecare s € S, functia hg este diferentiabild de doud ori in z° si avexd de ordinul
03

doi in z" in raport cu 7,
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(d) 20 e ./_"(P()g),

(e) n(z¥,2°) = 0.

Daci 2¥ este solutia optimé pentru Problema (Psp), atunci z° este solutia optima pentru
Problema (Fp2).

Teorema 3.2.25 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2° un punct

interior alui X, n: X x X = X si f, g, hs : X > R, (t € T, s € S) astfel incat:

0 0

(a) functia f este diferentiabilda de doua ori in z" §i cvasiincava de ordinul doi in z" in

raport cu 7,
(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild, de doua ori in z° si avexa de ordinul

doi in z"” in raport cu 7,

) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabila de doua ori in 2° si avex# de ordinul

doi in z" in raport cu 7,

) 20 e ./T"( )DF(PQJ),

() n(a®,a%) = 0.

Daci z° este solutia optima pentru Problema (P ), atunci z° este solutia optima pentru

Problema (Ps1).

(c
0
(d

Teorema 3.2.26 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 20 un punct
interior alui X, n: X x X - X sif, g, hs : X > R, (t €T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabild de doua ori in 2° si pseudoinvexa de ordinul doi in 2° in
raport cu 7,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild, de doua ori in 2°, avexa de ordinul
doi in z"” in raport cu 7,
) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabila de dous ori in 2°, si avexa de ordinul
doi in z" in raport cu 7,
) 20 € F(P)NF(Py2),

(e) n(2% 2% =0.

Daca z¥ este solutia optima pentru Problema (Py,1), atunci 20 este solutia optima pentru
Problema (Fp2).

0
(c
0
(d

Teorema 3.2.27 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2% un punct
interior alui X, n: X x X - X sif, g, hs : X > R, (t €T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabila de doui ori in 2° i incavas de ordinul doi in 2°

in raport
cu 1,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabils de doua ori in 2°,

(c) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabila de doua ori in 22,

(d) n(z°,2°) = 0.

Daci 20 este solutia optimd pentru Problema (Pp2), atunci 29 este solutia optima pentru
Problema (Ps2).

Teorema 3.2.28 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2° un punct
interior a lui X, n: X x X = X si f, g, hs : X = R, (t € T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabild de doui ori in 2° si invexi de ordinul doi in z°

in raport cu

U
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(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabila de doui ori in 2,

(¢) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabila de doui ori in 2,

(d) n(a®,a%) = 0.

Daci 20 este solutia optimé pentru Problema (Ps ), atunci z° este solutia optima pentru
Problema (Fp2).

Teorema 3.2.29 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2% un punct
interior alui X, n: X x X - X sif, g, hs : X > R, (t €T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabils de doua ori in z?,

(b)
(c) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabild de dous ori in 20,
(d) (n(z,2%), [V2f(2?)] (n(z,2"))) = (n(2%2°), [V?f(2°)] (n(2°,2"))), pentru toti = €

pentru fiecare ¢t € T, functia g; este diferentiabild de doua ori in 2,

F(Pr2).
Daci z° este solutia optimd pentru Problema (P 5), atunci z° este solutia optima pentru
Problema (FP»2).

Teorema 3.2.30 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2% un punct
interior alui X, n: X x X — X si f, g, hs : X = R, (t € T, s € 9) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabils de doua ori in z?,

(b)
(c) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabila de doua ori in 2°,
(d) (n(z,2°), [V2f(2®)] (n(z,2°))) = (n(z2°), [V f(2?)] (n(2°,2%))), pentru toti = €

pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild, de dous ori in 22,

f(Pl’Q).
Dacs 20 este solutia optima pentru Problema (Py2), atunci 20 este solutia optimi pentru
Problema (P 2).

Teorema 3.2.31 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevidi a lui R?, 20 un punct
interior alui X, n: X x X = X s f, gt, hs : X = R, (t € T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabild de doud ori in a?,
) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de doua ori in z° i invexa de ordinul

doi in z" in raport cu 7,

0

) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabila de doua ori in x

(b
0
(c si avexa de ordinul
0

doi in z" in raport cu 7,
(d) 20 € ‘F(PZQ).

Daci 20 este solutia optimé pentru Problema (Ps ), atunci z° este solutia optima pentru
Problema (Ps ).

Teorema 3.2.32 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevidi a lui R", 20 un punct
interior alui X, n: X x X - X sif, g, hs : X > R, (t € T, s € S) astfel incat:

(a) functia f este diferentiabils de doua ori in z?,
(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabila de dous ori in z¥ si incava de ordinul
doi in 2" in raport cu 7,
(¢) pentru fiecare s € S, functia hy este diferentiabild de doud ori in z° si avexd de ordinul
doi in 2" in raport cu 7,
(d) JIO S ./_"(PQQ).
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Daca z¥ este solutia optima pentru Problema (Pyy), atunci 20 este solutia optima pentru
Problema (P»2).

Teorema 3.2.33 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Let X be a nonempty subset of R™, 2" be an interior
point of X, n: X x X — X and f, g, hs : X = R, (t € T, s € S) such that:
(a) functia f este diferentiabild de doua ori in a2,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de doud ori in zV si

(n(z,2°), [V?q:(")] (n(z,2°))) 2 0,

(c) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabils de dous ori in 20 si

(n(x,2°),[V?hs(2°)] (n(@,2"))) = 0,

(d) 20 € .F(PQQ).
Daci 29 este solutia optima pentru Problema (P,,1), atunci 20 este solutia optimi pentru
Problema (Ps2).

Teorema 3.2.34 (A. Ratiu, D.I. Duca [68]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2% un punct
interior alui X, n: X x X - X sif, g, hs : X > R, (t € T, s € S) astfel incat:
(a) functia f este diferentiabils de doua ori in 29,

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabils de doua ori in 2V si

(n(x,2°), [V2g:(2°)] (n(z,2°))) <0,

(c) pentru fiecare s € S, functia h este diferentiabila de doud ori in 20 si
<n(m,m0), [V2h(z%)] (n(z, 1‘0))> = 0, pentru toti = € X.

(d) 2° € F(P2y).
Daci z° este solutia optimd pentru Problema (P 2), atunci 29 este solutia optima pentru
Problema (FPs 7).

3.2.9 Conexiuni intre solutiile optime ale problemelor (P, ), (Py1), (P11) si (P2),
(P20), (Pr2)s (P21), (P22)

In aceasta sectiune vom stabili conexiuni intre solutiile optime ale problemelor aproximante-

1 de ordinul intai si doi.

Teorema 3.2.35 (A. Ratiu, D.I. Duca) [69]) Fie X o submultime nevida a lui R”, 2° un punct
interior alui X, n: X x X —- X i f, g, hs : X > R, (t €T, s € §). Presupunem ca:

(a) pentru fiecare t € T, functia g; este invexs in 20, diferentiabild de doua ori in zV si

0

incava de ordinul doi in z" in raport cu 7,

(b) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabila de doud ori in 20 si avexa de ordinul

0

doi in z" in raport cu 7,

(c) 2° € F(P)NF(Py2).
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Daca z¥ este solutia optima pentru Problema (Po,1), atunci 20 este solutia optima pentru
Problema (Fp2).

Teorema 3.2.36 (A. Ratiu, D.I. Duca) [69]) Fie X o submultime nevida a lui R”, 2° un punct
interior alui X, n: X x X —- X i f, g, hs : X >R, (t €T, s € §). Presupunem ca:
(a) pentru fiecare t € T, functia g; este incavi in x°, diferentiabild de doua ori in zV si

0

invexa de ordinul doi in z" in raport cu 7,

(b) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabild de doud ori in 2° si avexd de ordinul

doi in Y

in raport cu 7,
(c) 2° € F(P)NF(Py1)-
Daci z° este solutia optima pentru Problema (P ), atunci z° este solutia optima pentru

Problema (Fp 7).

Teorema 3.2.37 (A. Ratiu, D.I. Duca) [69]) Fie X o submultime nevidi a lui R?, 2° un punct
interior a lui X, n: X x X - X i f, g, hs : X = R, (t €T, s € S). Presupunem ca:

(a) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabila de doud ori in ¥, si cvasiincava de
ordinul doi in z° and invex at ¥ in raport cu 7,

(b) pentru fiecare s € S, functia hy este diferentiabild in 2° si avexa in 2°

(c) 2° € F(P),

(d) (a0, 2%) = 0.

Daci 20 este solutia optimé pentru Problema (P 1), atunci 2° este solutia optima pentru
Problema (Ps ).

in raport cu 7,

Teorema 3.2.38 (A. Ratiu, D.I. Duca) [69]) Fie X o submultime nevida a lui R?, z° un punct
interior a lui X, n: X x X = X si f, g, hs : X = R, (t € T, s € S). Presupunem ca:

0

(a) functia f este diferentiabild de doud ori in 2°, incavi in 2° si pseudoinvex# de ordinul

doi in at 2% in raport cu 7,
(b) pentru fiecare s € S, functia h, este diferentiabila in 2° si avexa in 2°
(c) 2V € F(Poq),
(d) n(2°,2°) = 0.
Dacs z¥ este solutia optima pentru Problema (Py), atunci 20 este solutia optimi pentru
Problema (Fp ;).

in raport cu 7,

Teorema 3.2.39 (A. Ratiu, D.I. Duca) [69]) Fie X o submultime nevida a lui R?, z° un punct

interior alui X, n: X x X - X sif, g, hs : X 2R, (t €T, s € S). Presupunem ca:

0 0

(a) functia f este diferentiabila in 2" gi cvasiincava in z” in raport cu 7,

0 0

(b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild de doua ori in z” si invexa in z” in
raport cu 7,

(c) pentru fiecare s € S, functia h, este diferentiabils de dous ori in 2, incava de ordinul
doi in 2° si avexa de ordinul doi in 2°

(d) 2° € F(P) N F(Py2),

(€) n(2°,2°%) = 0.

Daci z° este solutia optimd pentru Problema (P 1), atunci 29 este solutia optima pentru
Problema (P 2).

in raport cu 7,
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Celelalte teoreme care stabi ii
ilesc relatii intre solutiil i
b utiile optime ale problemel
(P11) st (Po2), (Pap), (P12), (P21), (P22) sunt prezentate in articolul [69] sl (Pl ()



Capitolul 4

Probleme de optimizare vectoriala

Optimizarea vectoriala (programarea multi-obiectiv sau optimizarea Pareto) este un dome-
niu de cercetare in care sunt considerate criterii multiple in luarea deciziilor. Gasim aplicatii in
diferite domenii cum ar fi: economie, logistica (control optim) si inginerie (design optim), unde
deciziile optime trebuie sa fie luate nu numai pentru un criteriu, ci pentru mai mult, de multe ori
aflate In contradictie unele cu altele. In literatura de specialitate exista mai multe abordari pen-
tru a rezolva o problema de optimizare vectoriala neliniaré cu restrictii (vezi, [2], [43], [45], [52]).
Una din ele ar fi utilizarea criteriului punctelor sa (vezi, [18], [24], [50]). In [2], Antczak introduce
metoda aproximarii-n pentru o problema de optimizare vectoriala cu functii invexe. El inlocuieste
problema originald cu o altd problema de optimizare vectoriala echivalenta, modificand functiile
obiectiv si restrictiile in problema vectoriala originala intr-un punct admisibil arbitrar dar fixat .
In [75] gasim unele scalarizari pentru o problema de optimizare vectoriald in infinit dimensional.

Acest capitol cuprinde doud sectiuni. Prima sectiune contine studiul unei probleme de
optimizare vectoriala. Pentru a obtine informatii despre solutiile eficiente ale aceastei probleme,
vom ataga trei probleme aproximante-n. Sunt prezentate unele conexiuni intre solutiile eficiente
ale problemei originale si problema aproximanta. In ultima sectiune sunt descrise doua metode:
metoda ponderilor §i metoda restrictiilor pentru rezolvarea unei probleme de optimizare vectoriala.
Pentru fiecare metoda este prezentat algoritmul gi exemple numerice. Pentru a ilustra multimea cu
un singur element sau o submultime a solutiilor minime, vom si reprezentarile grafice. Acestea sunt
interesante din punct de vedere matematic gi practic.

4.1 Aproximari ale problemelor de optimizare vectoriala semi-
infinite

In aceastd sectiune, consideram X o submultime nevida a lui R, T" gi S sunt multimea
indicilor,  : X x X — X este o functie, 2° este un punct interior a lui X si f : X — RF,
g: X >R, (t€T)sihs: X =R, (s €9) sunt diferentiabile in °.

Consideram problema de optimizare vectoriala:
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min f(@) = (f1, f2, s fi)(2)

in conditiile
x = (21,22, ....,2,) € X (PV)
g(x) =0, (teT)
hs(z) =0, (s € 9).

Atasam Problemei (PV'), problemele (PV; ), ((4,k) € {(1,0),(0,1),(1,1)}),

min F9) (z)

in conditiile:
x = (r1,T2,....,xy) € X (PV,x)
Gl (@) <0, (teT)
7 (z) =0, (s € 9),

numitd problema de optimizare vectoriald aproximanta-n — (j, k), unde F O X - Rk, G,ﬁl),
7Y X 5 R (teT, seS)sunt definite

FO (z) := f(2°) + [Vf(2")] (n(z,2°)),

G () = gu(a®) + [Vau(a)] (n(z,2%)), (teT),
HY (2) := he(2°) + [Vhs(20)] (n(z,2°), (s€ ),

pentru toti z = (x1,x9,...,2,) € X, i FO = r G§0> =g, (teT), Hs<0> = hs, (s € 9).

Definitie Spunem cd 2° € F(PV) este o solutie eficientd pentru Problem (PV) dacd nu existd
x € F(PV) astfel incat
fla) < ().

sau echivalent,

f(2°) = f(z) € RE \ {0}

4.1.1 Problema aproximanta (PV))

Scopul acestei sectiuni este de a stabili legaturi intre solutiile eficiente ale Problema (PV')
si solutiile eficiente ale problemei aproximante (PV ).

Urmatoarea teorema ne arata ca in anumite ipoteze, o solutie eficientda pentru Problema
(PV1,0) este o solutie eficientd pentru Problema (PV).

Teorema 4.1.2 (A. Ratiu, D.I. Duca [70]) Fie X o submultime nevida a lui R?, 2 un punct
interior a lui X, n: X x X - Xsi f: X - R* g, hs: X - R, (t€T, s € S). Presupunem ca:

0 in raport cu n,

(a) functia f este diferentiabild ini 2V si invexi in =
(b) n(2,2%) = 0.
Daci 2 este solutie eficientd pentru Problema (PV; ), atunci z¥ este solutie eficientd pentru

Problema (PV).



34

Teorema 4.1.3, ne arata cand o solutie eficienta pentru Problema (PV) este o solutie eficienta
pentru Problema (PV; ).

Teorema 4.1.3 (A. Ratiu, D.I. Duca [70]) Fie X o submultime nevidi a lui R”, 2 un punct
interior a lui X, n: X x X - Xsi f: X - R* g, hs: X - R, (t €T, s € S). Presupunem ca:
(a) functia f este diferentiabild in 20 si incava in 2°
(0) 77(370:950) = 0.
Daca 20 este solutie eficientd pentru Problema (PV), atunci 2° este solutie eficients pentru
Problema (PVi ).

in raport cu 7,

4.1.2 Problema aproximanta (PVj;)

Scopul acestei sectiuni este de a stabili legaturi intre solutiile eficiente pentru Problema
(PV) si solutiile eficiente pentru problema aproximanta (PVj ;).

In cele ce urmeazi urmitoarea teorema ne aratd cand o solutie eficienta pentru Problema
(PVp,1) este solutie eficientd pentru Problema (PV).

Teorema 4.1.4 (A. Ratiu, D.I. Duca [70]) Fie X o submultime nevidi a lui R", 2 un punct
interior alui X, n: X x X - X i f: X - RF g, hy: X =R, (t€T, s €S). Presupunem ca:

(a) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabils in 2° si invexa in 2°
0

in raport cu 7,

b) pentru fiecare s € S, functia hy este diferentiabild in 2 si avexs in z° in raport cu 7,
p 3 p n

(c) 2° € F(PV).
Dacs 2 este solutie eficienti pentru Problema (PVp,1), atunci 20 este solutie eficientd pentru
Problema (PV).

Relatia dintre solutia eficienta pentru Problema (PV') si solutia eficienta pentru Problema
(PVp,1) este stabilita in conformitate cu urmatoarele ipoteze.

Teorema 4.1.5 (A. Ratiu, D.I. Duca [70]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2 un punct
interior a lui X, 7: X x X - Xsi f: X - RF g, hy: X =R, (t €T, s €S). Presupunem ci:

(a) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabils in 2° si incava in 2°
0

in raport cu 7,
(b) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabils in 20 si avexa in z¥ in raport cu 7,
(c) 2° € F(PVoa).

Daca 2° este solutie eficientd pentru Problema (PV), atunci 2° este solutie eficients pentru

Problema (PVp1).

4.1.3 Problema aproximanta (PV;,)

Scopul acestei sectiuni este de a stabili legaturi intre solutiile eficiente pentru Problema
(PV) si solutiile eficiente pentru problema aproximanta (PVj 1).

Urmatoarea teorema ne arata ca in unele ipoteze, o solutie eficienta pentru Problema (PV 1)
este solutie eficienta pentru Problema (PV).

Teorema 4.1.6 (A. Ratiu, D.I. Duca [70]) Fie X o submultime nevidd a Iui R", 2° un punct

interior a lui X, n: X x X = Xsi f: X - RF g, hy: X =R, (t €T, s€S). Presupunem ci:

0

(a) functia f este diferentiabild in 20 si invexa in 20 in raport cu 7,
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in raport cu n,

b) pentru fiecare t € T, functia g; este diferentiabild in 2° si invexa in 2°
) 0 0

(
(c) pentru fiecare s € S, functia hs este diferentiabila in z” si avexa in z” in raport cu 7,
(d) 2° € F(PV),

(e) n(z®,2%) = 0.

Daci 1 este solutie eficientd pentru Problema (PV; 1), atunci z¥ este solutie eficientd pentru

Problema (PV).

Teorema urmaéatoare ne arata cand o solutie eficienta pentru Problema (PV') este solutie
eficienta pentru Problema (PVj ).

Teorema 4.1.7 (A. Ratiu, D.I. Duca [70]) Fie X o submultime nevida a lui R", 2 un punct

interior alui X, n: X x X - X i f: X > RF, g, hy: X =R, (t€T, s € S). Presupunem ca:

0

(a) functia f este diferentiabils in 20 si incava in 20 in raport cu 7,

(b) for each t € T, functia g; este diferentiabils in z° si incava in 2°
0

in raport cu 7,
(c) for each s € S, functia h este diferentiabila in 2° si avexs in
(d) 2° € F(PV1,4),
(e) n(2%2%) =0.
Daca 20 este solutie eficientd pentru Problema (PV), atunci 2° este solutie eficients pentru
Problema (PV7 7).

in raport cu 7,

Observatia 4.1.8 Problemele aproximante-n de optimizare vectoriala de ordinul doi pot fi abor-
date intr-o maniera similara cu problemele prezentate in capitolul anterior.

4.2 Metode de rezolvarea a problemelor de optimizare vectoriala

In aceasti sectiune vom considera doua metode pentru rezolvarea urmatoarei probleme de
optimizare vectoriala
min f(z)
in conditiile (ﬁ/f )
r = (x1,T2,...,2,) € X,

unde X este o multime nevida in R™, f = (f1, fo, ..., fx) : X — R,

4.2.1 Metoda ponderilor

In aceasta metoda, vom alege ponderile vectoriale p = (p1,...,pr) > 0, a caror coordonate
nu sunt toate zero si rezolvam problema scalara corespunzatoare

k
min ;Pifi(ﬂf)

in conditiile

(PSp)
e X,

care va genera multimea solutiilor minime si multimea valorilor minime pentru Problema (PV').
In reprezentarea grafica, punctele negre marcate reprezintd valorile eficiente ale problemei.
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Exemplul 4.2.4 (A. Ratiu [53]) Consideram problema

min f(z) = (23 + 29 — 2, 522 — 22129 + 23 + 3)
in conditiile z € X,

unde
X ={(z1,20) ER*:0< 21 <1, 0< 9 <2}

Pentru fiecare m > 1, obtinem o solutie eficienta x = (0,0) cu valoarea f(z) = (-2, 3).

N T N B (I R N B T A S O B D S s
30 24 18 12 06 00 06 12 18 24 30

Figura pentru Exemplul 4.2.4 | pentru m > 1

4.2.2 Metoda restrictiilor

In aceastd metods, alegem £ € {1,...,k}, LjeR,je{l,...,k},j#{, sirezolvam problema
scalara corespunzatoare

min fo(z)

in conditiile
fi() > Lj,j =1,k j#!
e X,

(PSee)

unde e = (0, ...,0,1,0,...,0) € RF,
Exemplul 4.2.12 (A. Ratiu [53]) Consideram problema

min f(z)= (=142 + 23, — 300z — 40022 + 2% + 23172 + 223)
in conditiile x € X,

unde
X ={(z1,20) ER*:0< 21 <1, 0< 29 <2}

Valorile eficiente obtinute pentru r» = 4, sunt reprezentate in figura urmatoare:



9659~ vBEp- z6lz-

868~

000~

Figura pentru Exemplul 4.2.12, pentru r = 4
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Capitolul 5

Rezolvarea unor probleme de
optimizare. Aplicatii In statistica

In acest capitol vom rezolva probleme de optimizare folosind teoria inegalitatilor. Inegali-
tatea lui Jensen, inegalitatea lui Radon, inegalitatea lui Holder, inegalitatea Liapunov sunt utilizate.
De asemenea noi inegalitati din articolul [72] sunt utilizate, inegalitati care ne apartin. In ultima
sectiune sunt obtinute noi margini pentru dispersie, deviatia standard si coeficientul de variatie.

5.1 Rezolvarea unor probleme de optimizare folosind inegalitati

Consideram expresia

n p
()
; =
A[P] (.I‘,y) = Z ypil - :l p—1" (51)

=1 Y1 (Z%)

unde z = (z1, ..., 2p) = 0,y = (Y1, .., yn) > 0, p > 1.
In [64], Radon a formulat urmstorul rezultat:

Teorema 5.1.1 Pentru toti z = (z1,...,2,) = 0,y = (y1,...,¥n) > 0 g1 p > 1, urmatoarea inegali-

tate
APl (z;9) 2 0, (5.2)

are loc. Daca existd un numar real A = 0 astfel incat x = Ay, atunci inegalitatea (5.2) (cunoscuta
sub numele de inegalitatea lui Radon) devine egalitate.
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Teorema 5.1.3 (A. Ratiu, N. Minculete [72]) Fie p = 1. Problema de optimizare

i Ly
min F(z,y)=p | AP (z;y) — %A[pfﬂ (z;9) | — APl (2 y)
> Yi
i=1
in conditiile
= (x1,...,xy) 20
Yy = (yl) )yn) > 0)

are valoarea optima 0. O solutie optima este orice punct (z,y) € R’} x intR"}, care are proprietatea
ca exista A\ > 0 astfel incat x = \y.

Teorema 5.1.4 (A. Ratiu, N. Minculete [72]) Fie p 2 1 §i M, m numere reale pozitive. Problema
de optimizare

I

min F(z,y) = 5(M —m)(MP~! — mP~ 1)( yi>—A[P}(x;y)

i=1

in conditiile
T = (xla "'7xn) 2 0

Yy = (y17 7yn) >0
my; < x; < My;, i € {1,...,n},

are F'(x,y) 2 0, pentru tote solutiile admisibile.

Teorema 5.1.9 (A. Ratiu, N. Minculete [72]) Fie p = 1 si M, m numere reale pozitive. Problema
de optimizare

D zP . P
min F(z,y) = AP(z;y) - max |t + 2 - (a;, +‘?])-1
1<i<js<n Y; Y; (yz + y])p

in conditiile
x=(T1,..,Tn) 20

y= (Y1, yn) >0
my; < x; S My;, i€ {1,...,n},

are valoarea optima 0. O solutie optima este orice punct (z,y) € RY x intR’} , care are proprietatea
ca exista A\ > 0 astfel incat x = \y.

Teorema 5.1.10 (A. Ratiu, N. Minculete [72]) Fie p 2 1 si M, m numere reale pozitive. Problema
de optimizare

. (M +m)?
min F(xz,y) = |MP +mP — ST Zyz A[p (z;9)
in conditiile
= (x1,.c,xp) =0

Y= (Y1, Yn) >0
my; < x; S My;, i€ {1,...,n},
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are functia obiectiv F'(z,y) = 0, pentru toate solutiile admisibile.

Teorema 5.1.11 (A. Ratiu, N. Minculete [72]) Fie p = 1 si M, m numere reale pozitive. Problema
de optimizare

min{

[EIRREPSES it LN
: (2r)-

n p—1 N op—1
(5w

+ (Z x) ~ all(ary))

=
i=1 Yi

in conditiile
x=(r1,...,xy) 20

Y= (1,-yn) >0
my; < xp S My;, i € {1,...,n},

are functia obiectiv nenegativa.

Teorema 5.1.13 (A. Ratiu, N. Minculete [72]) Fie p > 1 si % + % = 1. Problema de optimizare

in conditiile

unde

e NP=2( )2
ald (r;y) == (p—1) max (i + mj)p (xzy] —fﬂm
1i<j<n viy; (yi + y;)P

Y

are functia obiectiv nenegativa.

Teorema 5.1.14 (A. Ratiu, N. Minculete [72]) Fie r — 1 = s >t > 0. Problema de optimizare

k=1 k=1

() (&)

z2=(21,.y2n) >0,

min {(i Z,g>r_t + (i Z;>H. Tl (25 7))~

in conditiile
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are functia obiectiv nenegativa.

5.2 Noi margini pentru indicatori in statistica

In aceastd sectiune consideram urmatorii indicatori: dispersia, deviatia standard si coefi-
cientul de variatie.

Teorema 5.2.1 (N. Minculete, N.B. Pipu, A. Ratiu [57]) Problemele de optimizare

x — = ot |z, - =
min {
n
n
S
—2-min{zy, .., xp} - | T — Y1 @ |}

in conditiile
= (x1,.,x,) € RY,

n
> T

i=1

min {2 -max{xy,....,zn}- . Y1z | —
n 2 2
i=1 i=1
xr1 — + ...+ |z, —

n
in conditiile
x = (x1,...,2n) € R,
au functiile obiectiv nenegative.
Teorema 5.2.2 (N. Minculete, N.B. Pipu, A. Ratiu [57]) Pentru 1, ..., z,, = 0, avem urméatoarea
egalitate:
n

> Ti Zn:%

i=1 | =

max{zry,...,Tn} — —min{zy,...,z,} | —0% =

(max{z1,...,zn} — ;) (x; — min{x1,...,x,}).

Il
S|=

s
Il
—
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Teorema 5.2.3 (N. Minculete, N.B. Pipu, A. Ratiu [57]) Daca M’ = max{z;|lz; #
max{zi,...,Tn}} si m = min{z;|z; # min{x;,...,x,}}, i € {1,...,n}, atunci problema de opti-
mizare

n

=1

min {O'QY— max{xi,...,Tn} — —min{zy,...,zp} | —

n
>

—max{(m' — min{z1, ..., zp}) - | max{z1,..., 2, } — =%
n
) (5.2.9)
S
(max{zy, ...z} — M) - | E— —min{a1, ...,z.} |}
n

in conditiile

r = (21,...,o,) € RY,

are functia obiectiv nenegativa.

Observatia 5.2.4 (N. Minculete, N.B. Pipu, A. Ratiu [57]) Nenegativitatea functiei obiectiv
a problemei (5.2.9), ne duce la noi margini pentru variatie, deviatia standard si coeficientul de

variatie:

2m(Y—Yg) §02y§
< (M-X) (X —m) -
—max {(m' —m) (M - X), (M -M) (X -m)},

2m (X — Xy) Sogx <

— (m' —m) (M - X),
< (M—X)(X—m)—max{ (M—M’)(Y—m) }7
2m (X — X
(X ) <y <

V(M = X) (X = m) —max {(m' —m) (M ~X), (M~ M) (X —m)}
X

I
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unde M = max{xy,...,z2}, m = min{x1, ..., z2}.

In Observatia 5.2.4, avem margini inferioare si superioare pentru indicatorii statistici:
variatia, deviatia standard si coeficientul de variatie.
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