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Introducere

Cu o istorie ce dateaza din secolul al XVIII-lea, analiza complexa este un domeniu vast si bogat
in aplicatii, nu doar in alte ramuri ale analizei matematice, cat gi in alte domenii ale matematicii
si stiintei In general.

Teoria geometrica a functiilor de o variabild complexa isi are originile la inceputul secolului
al XX-lea, primele lucrari semnificative care au atras atentia asupra acestui subiect apartinand
lui P. Koebe [37], LW. Alexander [3] sau L. Bieberbach [8]. Koebe a initiat in 1907 studiul
functiilor univalente, in timp ce Bieberbach prezenta in 1916 ceea ce in curand avea si devina o
conjectura faimoasa. Un element fundamental in dezvoltarea ulterioara a domeniului, conjectura lui
Bieberbach afirma ca coeficientii dezvoltarii in serie de puteri a oricarei functii apartinand clasei S a
functiilor normate si univalente in discul unitate al planului complex satisfac inegalitatea |a,| < n.

Demonstrata abia in 1985 de catre L. de Branges [22], problema propusa de Bieberbach a
impulsionat cercetarile din acest domeniu, determinand aparitia unor noi metode de cercetare
precum metoda parametrica a a lui L. Lowner, metodele variationale introduse de M. Schiffer si
G.M. Goluzin, metoda punctelor extremale datorata lui L. Brickman, etc.

Chiar daca conjectura s-a dovedit greu de demonstrat pentru functiile clasei S, estimari exacte
ale coeficientilor pentru functiile din diferite subclase de functii univalente au fost adesea mai usor
de obtinut. A Inceput astfel studiul diverselor clase de functii analitice, univalente sau meromorfe,
ramanand pana in prezent un subiect de mare interes.

Un alt domeniu cu numeroase aplicatii in teoria geometrica a functiilor este acela al subor-
donarilor diferentiale, care isi regaseste punctul de plecare intr-un articol din 1981 al lui P.T.
Mocanu si S.S. Miller [53], o lucrare ce sta astizi la baza a sute de articole pe aceasta tema.

Dintre numeroasele tratate si monografii consacrate teoriei geometrice a functiilor le mentionam
pe cele ale lui L.V. Ahlfors [2], C. Pommerenke [68], J.B. Conway [13], A.W. Goodman [27], P.L.
Duren [23], D.J. Hallenbeck si T.H MacGregor [32], S.S. Miller i P.T. Mocanu [52] sau P.T. Mocanu,
T. Bulboaca si G.S. Salagean [62].

Aceasta tezd urmareste atat studiul unor clase de functii analitice si de functii meromorfe, cat
si prezentarea unor rezultate referitoare la subordonari diferentiale.

Primul capitol al tezei incepe cu o serie de notatii, notiuni si rezultate fundamentale ale teoriei
geometrice a functiilor. Sunt prezentate apoi anumite subclase de functii analitice si meromorfe.
Un alt subiect tratat in acest capitol introductiv este metodei subordonarilor diferentiale (numita
si metoda functiilor admisibile). Sectiunea finala a Capitolului 1 se opreste asupra unor operatori
diferentiali si integrali. Paragrafele 2.1 gi 2.1 ale celui de-al doilea capitol contin rezultate originale

utilizand un operator diferential nou introdus, DY ;, respectiv operatorul integral Sdldgean I™.

Rezultatele sunt obtinute folosind metoda subordonarilor diferentiale. In paragraful 2.3 se studiaza
problema estimarii coeficientilor unor subclase de functii bi-univalente in discul unitate.



Capitolul 3 este dedicat studiului functiilor meromorfe. In paragrafele 3.1 si 3.2 sunt introduse
prin subordonare si studiate noi clase de functii meromorfe, pentru care sunt date, printre alte
rezultate, estimari ale coeficientilor, relatii de incluziune, proprietati de conservare si de convolutie.
Paragraful 3.3 contine o serie de conditii suficiente pentru aproape convexitatea functiilor mero-
morfe multivalente.

In Capitolul 4 se urmaéreste obtinerea unor rezultate privind anumite subordonari diferentiale in
a caror expresie se utilizeaza o combinatie a mediilor aritmetice si geometrice. Cu exceptia Lemei
4.1.1, si rezultatele incluse in acest capitol sunt originale.

In cele ce urmeaza, am selectat cele mai relevante rezultate, cu precadere contributiile originale.
In final este inclusa intreaga bibliografie.

Aceast lucrare a fost posibila prin sprijinul financiar oferit prin Programul Operational Secto-
rial Dezvoltarea Resurselor Umane 2007-2013, cofinantat prin Fondul Social European, in cadrul
proiectului POSDRU/107/1.5/S/76841, cu titlul “Studii doctorale moderne: internationalizare si
interdisciplinaritate”.

Asg dori in incheiere sa le multumesc d-lui Prof. Univ. Dr. Grigore Stefan Silagean si d-nei
Prof. Univ. Dr. Hab. Stanistawa Kanas pentru indrumarea acordata, observatiile valoroase si
incurajarile lor pe intreg parcursul elaborarii acestei lucrari.



Cuvinte cheie: functii univalente, stelaritate, convexitate, aproape convexitate, functii spi-
ralate, functii cu partea reala pozitiva, subordonari diferentiale, operator diferential Ruscheweyh,
operator diferential Al-Oboudi, operator integral Salagean, operator integral Bernardi, functii bi-
univalente, functii meromorfe.



Capitolul 1

Rezultate preliminare

1.1 Notatii, definitii si rezultate elementare din teoria functiilor
univalente

In cele ce urmeaza, notam cu C planul complex si cu U(zp,r) discul deschis centrat in zg € C
si de raza r > 0,
U={z€C:|z—2z| <}

Discul U(0,r) va fi notat prin U,, iar discul unitate U; prin Y. Vom folosi de asemenea notatia
U* =U\{0}. Frontiera unei multimi G va fi notata cu 9G.

Daca G este o submultime deschisa a lui C, notam cu H(G) multimea functiilor analitice pe G
cu valori in C.

Pentru n numar natural gi a € C, vom considera de asemenea multimile

Hla,n)={f eHU) : f(z)=a+anz"+---, z€U}
si
An:{fE’H(L{) Cf(2) =24 appr2" T+ zeL{},
iar
AE.Al.

Definitia 1.1.1. Fie D un domeniu in C. O functie f : D — C se numeste univalenta daca este
analitica si injectiva pe D. Notam cu H,, (D) multimea tuturor functiilor univalente pe D si cu S
clasa functiilor f € H,(U) normate cu conditia f(0) = f'(0) — 1 =0.

Conjectura lui Bieberbach. Daca functia f(z) = z + agz? + - - - apartine clasei S, atunci
lan| <n, n=23,.... (1.1)

Egalitatea |a,| = n pentru un n > 2 dat are loc daca si numai daca f este o rotatie a functiei lui
Koebe.

Conjectura lui Bieberbach a fost demonstrata abia in 1985 de catre de Branges [22], prin metoda
lanturilor Lowner.



1.2 Clasa Carathéodory. Subordonare. Principiul subordonarii

In acest paragraf expunem proprietatile de baza ale functiilor cu partea reala pozitiva in discul
unitate. Vom prezenta de asemenea conceptul de subordonare in planul complex.

Definitia 1.2.1. Clasa Carathéodory, notata cu P, este multimea tuturor functiilor p analitice in
U cu p(0) =1 si care indeplinesc conditia Rep(z) > 0, z € U.

Definitia 1.2.2 ([62], [68]). Fie f si g doua functii analitice in &. Spunem ca f este subordonata
lui g, si notam
f =g sau f(2) <g(2),
dacd exista w o functie analitica in U cu w(0) =0 si |w(z)| < 1, z € U astfel incat sa avem
f(z) = g(w(z)), zelU.
Proprietatea 1.2.3 ([62]). Fie f,g € H(U). Daca f < g au loc urmdatoarele:
(i) fU,) C g(U,), pentru orice r € (0,1);
(ii) max{|f(2)| : |z] <r} <max{|g(2)| : |z]| <}, pentru orice r € (0,1);
(iii) 1£(0)] < l9/(0).
Egalitatile se obtin daca si numai daca f(z) = g(Az), unde A € C, |\ = 1.
In cazul in care functia g este univalenta, avem urmatoarea caracterizare a subordonarii:

Teorema 1.2.4 ([62], [68]). Fiec f o functie analitica si g o functie univalenta in U. Atunci f < g
daca st numai daca f(0) = g(0) si f(U) C g(U).

1.3 Functii stelate si functii convexe

Introducem acum doua clase importante de functii univalente, clasa functiilor stelate si clasa
functiilor convexe, definite prin proprietati geometrice, dar care pot fi in acelasi timp complet
caracterizare analitic, prin inegalitati simple.

Definitia 1.3.1. Fie functia f € H(U) cu f(0) = 0. Spunem ca f este stelatd in raport cu originea
in U (sau, pe scurt, stelatd) dacd f este univalenta si imaginea f(U) este un domeniu stelat in
raport cu originea.

Teorema 1.3.2 ([62]). Fie f € H(U) cu f(0) = 0. Functia f este stelata dacd si numai daca
f'(0) #0 gi

2f'(2)
Re >0, zel.
f(2)
Definitia 1.3.3 ([62]). Notam cu S* clasa functiilor stelate si normate in U, adica
!/
S*:{feA : Rezf(z) >0, zeu}.
f(2)

Definitia 1.3.4. Fie f € H(U). Spunem ca functia f este convexa in U (sau, pe scurt, convezd)
dacd f este univalentd in U si imaginea f(U) este un domeniu convex.



Teorema 1.3.5 ([62]). O functie f € H(U) este convexd dacd si numai dacd f'(0) # 0 si
. zf”(z)

f'(z)
Teorema 1.3.6 ([3], Teorema de dualitate a lui Alexander). O functie f este convexd in U daca
si numai dacd functia g definita prin g(z) = z2f'(2), z € U, este stelatd in U.

R

+1>0, zel.

Definitia 1.3.7 ([62]). Notam cu K clasa functiilor convexe si normate in U, adica
2f"(z)
f'(z)

Avem incluziunile L C §* C 8. Teorema de dualitate a lui Alexander se poate rescrie, utilizand
clasele §* i K, astfel:

/C:{fE.A:Re +1>0,z€Z/{}.

fz)eK e zf'(z) € S*.

1.4 Subclase de functii stelate sau convexe

Prezentam pentru inceput cateva subclase ale familiilor de functii stelate si convexe in U. Con-
sideram mai intat clasa functiilor a—convexe. Notiunea de a—convexitate a fost introdusa de
Mocanu in 1969 [59], cu scopul crearii unei treceri continue de la clasa functiilor stelate la cea a
functiilor convexe.

2)f'(2)

Definitia 1.4.1. Fie a € Rsi f € A astfel incat L #0, z € U. Fie de asemenea
z

)

2f'(2)

+a <1 +
Spunem ca f este a—convexrd in U daca
ReJ(a, f;2) >0, zel.

Notam cu M, clasa functiilor a—convexe in U. Este evident ca Mg = S* i M1 = K.

Teorema 1.4.2 ([59], [57]). Dacd o € R, atunci My C S*. Mai mult, pentru orice o, f € R cu
0 <a/f <1, avem incluziunea Mg C M.

Intr-o manier similars dar utilizind media geometrics, Lewandowski et al. [42] au definit clasa
functiilor y—stelate dupa cum urmeaza:

Definitia 1.4.3 ([42]). Fie v € Rsi f € A. Consideram de asemenea
L zf’<z>>1‘7 ( zf”(z))”
w0 =(77) (4 55)

Spunem ca functia f este y—stelata in U daca

L(v, f;2) >0, zel.

Vom nota cu £, clasa functiilor y—stelate in . In mod evident avem ci £y = S* si £1 = K.



Teorema 1.4.4 ([42], [43]). Fie v € R. Atunci L, C S*.

Definitia 1.4.5. Fie o € [0,1) si f o functie analitica in &. Spunem ca f este stelata de ordin «
in U daci £(0) = 0, f'(0) # 0 si
2f'(2)

f(2)

De asemenea, spunem ca f este convezd de ordin o in U daca f'(0) # 0 si
2f"(2)
f'(2)

Notam cu S*(«) si K(a) clasa functiilor stelate de ordin «, respectiv clasa functiilor convexe
de ordin o in Y.

Re

>a, zeU.

Re +1>a, z€lU.

Definitia 1.4.6. Fie v € (0,1]. O functie f € A se numeste tare stelata de ordin -y daca satisface
< E% z€eU.

inegalitatea
arg (Zf’(2)>
f(z) 2

De asemenea, spunem ca f € A este tare convexd de ordin v daca are loc

arg <1+ Z;’(i?)' < g% z€eU.

Vom nota cu SS§*(7y) si SK(7) clasa functiilor tare stelate de ordin ~, respectiv clasa functiilor
tare convexe de ordin 7.

Utilizand conditia ca zf'(2)/f(z) sau 1 + zf"(2)/f'(z) sa fie subordonata unei functii mai
generale o, Ma si Minda au realizat o generalizare a diverselor subclase de functii stelate i respectiv
convexe.

Definitia 1.4.7 ([49]). Fie ¢ o functie analitica cu partea reala pozitiva in U, cu ¢(0) = 1, ¢'(0) > 0
si avand proprietatea ca ¢(U) e o multime stelatd in raport cu 1 si simetricd in raport cu axa reala.
Vom spune ca functia f € A apartine clase S*(¢) a functiilor stelate de tip Ma-Minda, daca ea
satisface subordonarea

2f'(2)

f(z)
De asemenea, spunem ca f € A apartine clasei K(¢) a functiilor convexe de tip Ma-Minda daca
verifica subordonarea

2f"(2)

f'(z)
Prezentam in continuare clasa functiilor stelate in raport cu puncte simetrice, notata cu S,

care a fost introdusa si studiata de catre Sakaguchi in [77], precum si clasa functiilor convexe in
raport cu puncte simetrice, introdusa de Wang et al. [88].

< ¢(z2).

1+ < ¢(2).

Definitia 1.4.8 ([77]). Spunem ca o functie f € S este stelatd in raport cu puncte simetrice in U
daca are loc inegalitatea
2f'(2)

S TE T

>0, zelU.



Definitia 1.4.9 ([88]). Spunem ca f € S este convexd in raport cu puncte simetrice in U daca are
loc inegaliatatea
(2f'(2))'

P+ (=)

In stilul lui Ma si Minda, Ravichandran [69] generalizeazi clasele S* si K utilizand subordonari,
introducand clasele S!(¢) cu Ks(¢), cu ¢ definit precum in Definitia 1.4.7:

R >0, ze€l.

Definitia 1.4.10 ([69]). O functie f € A apartine clasei S¥(¢) daca verificd subordonarea

22f'(2)
f(z) = f(=2)
Definitia 1.4.11 ([69]). O functie f € A apartine clasei s(¢) daca are loc

2(zf"(2))
f'(2) + f'(=2)

< ¢(z).

< ¢(2).

In finalul paragrafului prezentam notiunea de functie prestelata, datorata lui Ruscheweyh.

Definitia 1.4.12 ([74]). Fie f € A iy < 1. Spunem ca f este prestelatd de ordin vy in U daca

z

f(z) A= ™ €S (7).

Vom nota cu R(7) clasa functiilor prestelate de ordin - in Y. Clasa R(1) se defineste ca multimea
functiilor f € A care satisfac inegalitatea Re(f(2)/z) > 1/2, z € U.

Teorema 1.4.13 ([74]). Fie v <1, f € R(7) si g € S*(7). Atunci

[*xgF
f*g

(U) C eo(F(U)),

unde F' e o functie analitica in U, iar ©o(F(U)) reprezinta inchiderea invelitorii convexe a lui F/(U).

1.5 Functii aproape convexe, functii qvasi-convexe si functii spi-
ralate

Definitia 1.5.1. Fie f € H(U). Spunem ca f este aproape convexa in U daca exista o functie g,

convexa in U, astfel incat
Re <f,/(z)> >0, zel. (1.2)
9'(2)

Observatia 1.5.2. Pe baza Teoremei de dualitate a lui Alexander 1.3.6, conditia (1.2) poate fi
inclocuita cu cerinta
/
Re (Zf (;;)) >0, zel,
9(2)

unde g e stelata in Y. Deducem de aici ca daca f este stelata in U, atunci f este de asemenea
aproape convexa.




Definitia 1.5.3. Notam cu C clasa functiilor normate si aproape convexe in U, i.e.

{fEA Re (522) > 0, g convexa, zeU}.

Observatia 1.5.4. Au loc incluziunile
KcsS*cccs.

Definitia 1.5.5 ([64]). Spunem ca o functie f € A este quasi-convezad in U daca exista g € K astfel

incat
(') .
Re < 70) > > 0, eu. (1.3)

Vom nota cu @Q clasa functiilor qvasi-convexe in U, i.e.

{feA Re((j((j)))>>0, gekK, zeu}.

Definitia 1.5.6. Daca A € (—n/2,7/2) si D este un domeniu in C astfel incat 0 € D, atunci
spunem ca D este A-spiralat daca oricare ar fi w € D, arcul de A-spirala ce uneste punctul w cu
originea este inclus in D.

Fie f € H(U) cu f(0) = 0. Spunem ca f este A\-spiralata dacd f e univalenta in U si domeniul
f(U) este A—spiralat. Spunem ca f este spiralata daca exista un numar real A € (—7/2,7/2) astfel
incat f sa fie A—spiralata.

Notim cu Sy clasa functiilor normate gi A—spiralate. Se observa ca Sy = S*.

Teorema 1.5.7 ([81]). Fie functia f € H(U) cu f(0) =0 si f'(0) # 0, si fie X € (—7/2,7/2).

Atunci f este A—spiralatd daca $i numai daca

Re <€sz’())> >0, ze€lU.

I
). Fie0<a<1si\e€ (—n/2,7/2). Spunem ca functia f € A este \-spiralata
2)

< z)\zf/

Definitia 1.5.9 ([12]). Fie 0 < a < 1si A € (—7/2,7/2). O functie f € A apartine clasei F*(«)
daca ea satisface inegalitatea

Definitia 1.5.8 ([45]
de ordin o In U daca

> >acos\, z€U. (1.4)

Re [ei’\ <1 + Z;,/;iz))ﬂ >acosh, zelU. (1.5)

1.6 Subordonari diferentiale

Metoda subordonarilor diferentiale (sau metoda functiilor admisibile) este una din cele mai
frecvent folosite metode in teoreia geometrica a functiilor analitice, facilitand atat demonstrarea
mai simpa a unor rezultate deja cunoscute, cat si obtinerea multor altor rezultate noi. Bazele teoriei
au fost puse de catre Miller si Mocanu in articolele [53] si [54], iar metoda a fost apoi dezvoltata,
analizata si folosita in numeroase alte lucrari.
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Definitia 1.6.1 ([53]). Fie v : C3 x U — C si fie h o functie univalentd in . Dacd p € H[a,n]
verifica subordonarea diferentiald

V(p(2), 2p/(2), 220" (2); 2) < h(z), =z €U, (1.6)

atunci functia p se numeste (a, n)-solutie (sau, pe scrut, solutie) a subordonarii diferentiale (1.6).
O functie univalenta ¢ se numeste (a,n)-dominanta (sau pe scurt, dominantd) a subordonarii
diferentiale (1.6) daca p(z) < ¢q(z), oricare ar fi functia p solutie pentru (1.6).
O dominanta g astfel incat ¢ < ¢ oricare ar fi dominanta ¢ pentru (1.6) se numeste cea mas
bunda (a,n)-dominantd (sau, pe scurt, cea mai buna dominantd) a subordonarii diferentiale (1.6).

Metoda subordonérilor diferentiale se bazeaza pe urmatoarele leme fundamentale:

Lema 1.6.2 ([54]). Fie 29 = roe®, 0 < rg < 1, si fie f(2) = anz™ + an12"T + appo2"T2 4,
(n > 1) continud pe Uy, si analitica in Uy, U {20}, cu f(z) #0. Daca

|f(20)] = max {[f(2)] : 2 € Uy},
atunci exista un numdadr real m > n astfel incat

z0f'(20)
L e
$1
3 z0.f"(20)
(ii) Re m—i— 1>m

Definitia 1.6.3. Notam cu @ multimea functiilor ¢ univalente in I\ E(q), unde
E(q) = {C €U : limq(z) = oo},
z—(

si care indeplinesc conditia ¢'(¢) # 0, ¢ € U\E(q).

Lema 1.6.4 ([53]). Fie functia p(z) = a + apz™ + - -+ analitica in U cu p(z) Za sin > 1, si fie
q € Q, q(0) = a. Dacd existd punctele zg = r9e® € U si (o € OU\E(q) astfel incit p(z) = q((o) si
p(Ur,) C qU), atunci exista un numdr real m > n > 1 pentru care avem
(i) zop'(20) = mCoq' (o)
$4

g z0f" (20)
(i) Rem—i—l > mRe W—i—l

Lema 1.6.5 ([52]). Fie ¢ € Q cu q(0) = a i fie p = a + apz™ + -+ o functie analitica in U
cup(z) £ a sin > 1. Daca p nu e subordonatd lui q, atunci existd punctele zy = roe® € U si
Co € OU \ E(q), si exista un numar real m > n > 1 astfel incat p(U.,|) C q(U) si

(i) p(z0) = q(Co),

(ii) zop'(20) = mCoq'(Co)

¢oq" (o)

11



20 f" (20) Coq" (o)
111) Re —————4+1 > mRe
(i) f'(z0) 7 (Go)
Definitia 1.6.6 ([53]). Fie Q@ € C, ¢ € @ si n € N*. Vom nota cu ¥,[Q2,¢| clasa functiilor
1 : C3 x U — C care satisfac conditia

+1

p(r,s,t;2) ¢ Q  atunci cand
¢q"(¢)

r=q(¢), s =m(q'(¢), Re 70
unde z € U, ¢ € OU\E(q) si m > n.

+1

)

t
-+ 1] > mRe
s

Multimea ¥, [€2, g] se numeste clasa functiilor admisibile, iar conditia de mai sus se numeste conditie
de admisibilitate.

Teorema 1.6.7 ([92]). Fie funclia p analitica in U cu p(0) =1 si fie h o functie stelata in U cu
h(0) = 0. Daca
2p/(2) < h(z),

p(z) < 1—|—/OZ hSt)dt.

Teorema 1.6.8 ([56]). Fie h o functie convexd in U si P o functie analiticd, cu Re P(z) > 0,
z €U. Daca p e analitica in U, p(0) = h(0) si p verifica subordonarea

atunct

p(2) + P(2)zp/(2) < h(2), (L.7)

atunci are loc
p(2) < h(z).

Definitia 1.6.9 ([52]). Fie h o functie univalenta in U cu h(0) = a, si fie functia p € Hla,n| si S,
v € C, B # 0. O subordonare diferentiala de forma

zp/(2)
* Bp(z) +

se numeste subordonare diferentiald Briot-Bouquet.

p(z) < h(z), (1.8)
Teorema 1.6.10 ([24]). Fie 8, v € C cu 8 # 0 si fie h o functie convexrd care verifica inegalitatea
Re[Bh(z) +~] >0, =ze€l.

Daca functia p este analitica in U, p(0) = h(0), si satisface subordonarea

D)
PE) g < h)

atunci p(z) < h(z).
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1.7 Subclase de functii meromorfe

Fie a
cp=C+ao+?1+-~~, Ceu (1.9)

o functie meromorfa apartinand clasei ¥ gi fie E(¢) = C\p(U ™).
Notam cu ¥y subclasa functiilor ¢ € ¥ care nu se anuleaza in exteriorul discului unitate, i.e.

So={peX: () #0, (el }.

Definitia 1.7.1 ([62]). Spunem ca functia ¢ avand forma (1.9) este stelata in U~ daca ¢ este
univalenta in U~ si multimea E(p) este stelata in raport cu originea.

Definitia 1.7.2 ([62]). Fie

1
f(z):;—i-ao—i-alz—&----, zeU”

1
o functie meromorfa in U*. Spunem ca f este stelata in U* daca functia ¢ = f <<> , €U este

stelata In U .

1
Teorema 1.7.3 ([62]). Fie f(z) = —+ao+ a1z + -+, z € U* o functie meromorfa in U* cu

z
f(z) #0, z € U*. Atunci functia f este stelata in U* dacd si numai daca f este univalentd in U*
s verifica

/
Re [—Zf (2)] >0, zel"
f(z)

Vom nota cu ¥*(«) clasa functiilor meromorfe si stelate de ordin o (0 < o < 1) In U,

1 !
Y (a) = {f meromorfa in U* : f(z) = ;+a0+a1z+--- , Re {_ZJJ:(S)] >, 2 EU*}.

(1.10)

Definitia 1.7.4 ([62]). Spunem ca functia ¢ de forma (1.9) este converd in U~ dacd ¢ este
univalenta In &/~ si multimea E(y) este convexa.

1
Teorema 1.7.5 ([62]). Fie f(z) = —+ a9+ a1z + -+, z € U* o functie meromorfa in U* cu
2

f(2) #0, z e U*. Atunci functia f este convexa in U* daca gi numai daca f este univalenta in U*

st verifica .
Re [— <ZJ£((Z§) + 1)] >0, zel".

Definitia 1.7.6 ([1]). Fie ¢ € ¥y. Spunem ca functia ¢ este aproape convexd in U~ daca exista o

¢¥'(€)
¥(C)

functie ¢ € ¥* astfel incat Re >0, (el

13



Definitia 1.7.7 ([1]). Fie
1
f(2) :;—I—ao+alz+--~ , zeU”
o functie meromorfa in U*. Spunem ca functia f este aproape convexrd in U* daca exista o functie

g, meromorfa si stelatd in U*, astfel incat p(¢) = f , ( € U™, este aproape-convexa in U~ in

1

¢
1

raport cu functia ¥({) =g (C) , ¢ € U™ (care este stelatda in U 7).

1
Teorema 1.7.8 ([1]). Fie functia f(z) = —+ap+a1z+---, z € U* meromorfa in U* cu f(z) # 0,
z
z € U*. Atunci f este aproape convexd in U* dacd si numai dacd f este univalenta in U™ si existd
o functie g, meromorfa si stelata in U*, astfel incat

Re [_Z;,C(IS)] >0, zeUu*

1.8 Operatori diferentiali si integrali

Prezentam in aceast paragraf cateva proprietati de baza ale unor operatori diferentiali si integrali
des utilizati In teoria geometrica a functiilor analitice.

Fie functiile f,g € H(U), f(2) = > 72, a2, g(z) = >0 bjz’. Notdm cu f * g convolutia (sau
produsul Hadamard) al functiilor f si g, definit prin

(f*9)(z) = f(z) x g(z) = D ajb;z’.
j=0

Definitia 1.8.1 ([75]). Fie n € N. Operatorul diferential Ruscheweyh R™ : A — A se definegte

prin
z

R'(E) = g # (), [€A zeU

Observatia 1.8.2 ([75]). Pentru n € Nsi f € A, f(2) = 2+ 372, ajz?, R"f are urmitoarea
dezvoltare in serie de puteri:

—z+z a2, zEeU. (1.11)

Observatia 1.8.3 ([75]). Fie n € N si functia f € A. Are loc relatia de recurenta
(n+ 1R f(2) = nR"f(2) + 2(R"f(2)), z€lU. (1.12)

Definitia 1.8.4 ([5]). Fie n € N si 6 > 0. Operatorul diferential Al-Oboudi D} : A — A, se
definete astfel:

Df(z) = f(2),
D'f(z) = Dsf(2) = zf'(2),
D f(z) = Ds(Dy ™' f(2)), z€l.

14



Observatia 1.8.5 ([5]). Daca f € A, f(z) =2+ 372, a;jz’, atunci
Dif(z)=z+ ) [14(j—1)d]"a;27, zeU. (1.13)
j=2

Definitia 1.8.6 ([79]). Fie n € N. Operatorul integral Salagean I" : A — A se defineste prin:
I°f(2) = f(2),
') =15 = [ rrat
0

si
I"f(z) = 11" f(2)), fe€A (1.14)
Definitia 1.8.7 ([7]). Fie ¢ € N. Operatorul integral Bernardi L. : A — A este definit prin
1 4
Lof(2) = C; / FOENdt, feA zell. (1.15)
0
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Capitolul 2

Noi clase de functii analitice

Acest capitol contine o serie de rezultate originale, incluse in lucrarile [16], [21], [17] si [18], se
refera la un nou operator diferential, DY; f, construit ulitizand operatorii Al-Oboudi si Ruscheweyh
(in paragraful 2.1), la operatorul integral Salagean (in paragragul 2.2), precum si la cateva noi clase
de functii bi-univalente (in paragrful 2.3).

2.1 Subordonari diferentiale obtinute cu ajutorul operatorilor Al-
Oboudi si Ruscheweyh

Introducem in acest paragraf un nou operator diferential, DY si, utilizand proprietatile acestuia,
studiem o serie de suboronari diferentiale.

Definitia 2.1.1 ([16]). Fien € N, § > 0 si A > 0 astfel incat 6 # (A — 1)/\. Definim operatorul
DYs: A — A, astfel

ot
T—A+ A

unde operatorii DY f si R" f sunt dati in Definitia 1.8.4 si respectiv Definitia 1.8.1.

DY f(2) = (1= ND}F(z) + MR f(2)], =z eld, (2.1)

Observatia 2.1.2 ([16]). Daca A = 0 in relatia (2.1), DY, se reduce la operatorul Al-Oboudi, iar
atunci cand A = 1 regasim operatorul diferential Ruscheweyh.
Este de asemenea ugor de observat ca pentru n = 0 avem

1

m[(l —AN)DYf(2) + MR f(2)] = f(2), zel.

DSsf(z) =

Observatia 2.1.3 ([16]). Remarcam ca DY este un operator liniar, iar pentru f € A de forma
o .
f(z)=z+ Zajzj,
j=2
utilizand ecuatiile (1.13) si (1.11), obtinem

n 1 - . n n j
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Teorema 2.1.4 ([16]). Fie0 < a <1 gi f € Ay,. Daca f satisface relatia

Aoz(6n + 6 — 1) (R™f(2))"
(1 =X+ X6)(n+1)

Re (Dz\l;lf(z))/ + } >a, z€U, (2.3)

atunci are loc inegalitatea
Re (D f(2)) >~ (2 €U),

Y= @) =201+ 2(1_0‘)5<1>

om om

1 ta:—l
5(@:/0 -

Exemplul 2.1.5 ([16]). In cazul f € A, n=1,A=1/2,6 =15 o = 1/2, avem cii y(a) = In2 iar
inegalitatea

unde

$t

Re [f'(2) +3zf"(2) +22f”'(z)] > %, zeU,

implica
Re [f'(2) + 2f"(z)] >In2, zelU.

Teorema 2.1.6 ([16]). Fie m € N, § > 0, r o functie convexd cu r(0) = 1 si h o functie cu
proprietatea ca
h(z) = r(z) + mdzr'(z), zel.

Daca f € Ay, atunci subordonarea

. A2(6n 46— 1) (R f(2))"
(D55 £ () + (1—XA+A)(n+1)

< h(z) =r(z) + mdzr'(z) (2.4)

mmplica
(D35 f(2)) = r(2),

1ar acest rezultat este exact.

Teorema 2.1.7 ([16]). Fie m € N, r o functie convezxa cu r(0) =1 si h o funlie cu proprietatea
h(z) =r(2) + mzr'(z), z€U.

Daca f € Ay, atunci subordonarea

(D3sf(2)) < h(z) = r(2) +mzr'(z) (2.5)
implica
7D§f§f(z) < r(z).

Rezultatul este exact.
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2.2 Subclase de functii analitice definite utilizand operatorul in-
tegral Salagean

Folosind operatorul integral Salaagean vom defini doua noi clase de functii, iar cu ajutorul
subordonarilor diferentiale se vor studia cateva proprietatti de incluziune si de conservare a clasei
sub operatorul integral Bernardi.

Definitia 2.2.1 ([21]). Fie A € (—7/2,7/2) si a € [0,1). Notdm cu S)(a) clasa tuturor functiilor
f € A cu proprietatea
I"f € S¥a),

unde S*(a) reprezinti clasa functiilor A-spiralate de ordin «, data in Definitia 1.5.8.
De asemenea, notim cu F, («)clasa functiilor f € A care verifica

I"f € FNa),
unde F*(a) e clasa introdusi in Definition 1.5.9.

Observatia 2.2.2 ([21]). Se verificd imediat c& f(2) € F) () daca si numai daca zf'(2) € S} ().
De asemenea avem S3(a) = S () si F3(a) = FA(a).

Teorema 2.2.3 ([21]). Fie A € (—7/2,7/2) si o € [0,1). Pentru orice n € N, are loc incluziunea
Sala) € Sy ().

Teorema 2.2.4 ([21]). Fie A € (—7/2,7/2) si a € [0,1). Pentru orice n € N, avem
Fale) € Fp(a).

Teorema 2.2.5 ([21]). Fiec € N, A € (—7/2,7/2) si a € [0,1). Daci f € S)(«a) atunci L.f €
SHa).

Teorema 2.2.6 ([21]). Fiec € N, A\ € (—7/2,7/2) si a € [0,1). Dacd f € F)a) atunci L.f €
FM ).

2.3 Subclase de functii bi-univalente. Estimari ale coeficientilor

Studiem in aceast paragraf estimari ale coeficientilor pentru o serie de subclase de functii bi-
univalente.

Spunem ca o functie f € A este bi-univalentd in U daci f si prelungirea analitica a lui f~! la
U sunt ambele univalente in /. Vom nota cu o clasa functiilor bi-univalente in .

z 1 142
Functiile 1 , —log(1—2) sau ilog 1 sunt cateva exemple de functii apartinand clasei
—z —z
. z
0. In schimb, functia lui Koebe sau functiile z — 5 si 1- 2 desi membre in S, nu sunt bi-univalente.
—z

Lewin [44] a fost primul care a studiat aceasta clasa a functiilor bi-univalente, aratand ca al
doilea coeficient al dezvoltarii in serie de puteri a unei functii din o verifica |ag| < 1.51. Functiile
bi-univalente au facut recent obiectul a numeroase lucrari de cercetare, cautandu-se in general a se
gari estimari ale coeficientilor ay si a3 pentru diverse subclase ale lui o (a se vedea, spre exemplu,
lucrarile [4], [25], [82]).
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Pe parcursul acestui paragraf, ¢ este o functie analitica cu partea reala pozitiva in U, ¢(0) =1
si ¢'(0) > 0, si cu proprietatea ca ¢(U) este un domeniu stelat in raport cu 1 si simetric fata de
axa reald. Prin urmare, ¢ are o dezvoltare in serie de puteri de forma

¢(2) =1+ Bz + Boz® +---, By >0. (2.6)

Definitia 2.3.1 ([17]). Spunem ca o functie f € o apartine clasei S; ,(¢) daca f si f~! apartin
lui 8} (¢), unde Sk (¢) este data in Definitia 1.4.10.

Definitia 2.3.2 ([17]). Spunem ci o functie f € o apartine clasei Ks ,(¢) daca f si f~! sunt functii
din Ks(¢), unde Ks(¢) este clasa introdusa in Definitia 1.4.11.

Prezentam in continuare cateva rezultate de estimare a coeficientilor pentru clasele definite
anterior.

Teorema 2.3.3 ([17]). Daca functia f, de forma (3.1), apartine clasei S;,(¢), atunci avem es-
timarile
las| < Bi1v By
" \/2|B} + 2By — 2By|

Teorema 2.3.4 ([17]). Daca functia f, de forma (3.1), apartine clasei Ks(¢), atunci se verifica
estimarile

1 1

BivVB1 ) 1 <1 1 >
as| < 1 las| < =B1[=+=-B1]. 2.8
‘ 2’ \/2|3Bf+8B1—SBQ| $ \ 3\ 5 1 37% 1 ( )

Doua cazuri particulare interesante, prezentate in corolarele urmatoare, se obtin atunci cand
functia ¢ e data de

o(2) = 1+ (1—2y)z

T =14+2(1 =)z +2(1—y)2% +---,
unde 0 < vy < 1.
Corolarul 2.3.5 ([17]). Fie 0 <~ <1 gi f € o de forma (3.1). Daca au loc inegalitatile
22f'(2)
Re| /———F—
(f(Z) - f(=2)

unde g reprezintd prelungirea analiticd lui f~1 la U, atunci avem
as] < /1—=7 si |ag| < (1—=7)(2-7).
Corolarul 2.3.6 ([17]). Fie0 <~ <1 ¢i f € 0 data de (3.1). Daca se verifica inegalitatile
2 / /
R (21
f'(z) + f'(==)

(2 (w)y .
" <gf<w>+g'<—w>>>% <t

unde g reprezintd prelungirea analiticd lui f~ la U, atunci avem

[1—v (L=(7=3y)
< /=7 < .
lag| < g & lag| < 15
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De asemenea, pentru

1 v
wa=<1fj>=ﬂwav+mﬂ+~-<o<wsn,

Teorema 2.3.3 si Teorema 2.3.4 implica respectiv urmatoarele doua corolare:
Corolarul 2.3.7. Fie 0 <~y <1 gi f € 0 de forma (3.1). Daca au loc inegalitatile

22f'(2) ) ‘

“g(fw>—f«w> <y FEU

2

St

<’yg, wEU,

(55~ )|

unde g reprezintd prelungirea analiticd lui f~1 la U, atunci avem estimarile

lao| < v s |ag] <y(147).

Corolarul 2.3.8. Fie 0 <~y <1 gi f € 0 data de (3.1). Daca f verifica inegalitatile

arg(W)’<7ﬂ, zeU

(2) + f'(=2) 2
5t
2(wg'(w))’ > ™
ar <7v=, weEU,
g<g%w>+g«—w> 2
unde g reprezintd prelungirea analiticd lui f~' la U, atunci avem estimarile
v ‘ 7(4+37)
< < —->".

Definitia 2.3.9 ([18]). Fie 0 < o < 1. Spunem ca o functie f € o apartine clasei S; ,(a, ¢) daca
au loc subordonarile:

2[(1 = )2f'(2) + az(2f'(2))]
(1= a)(f(2) = f(=2)) + az(f"(2) + f'(=2))

< ¢(z)
si
2[(1 — Jwg'(w) + aw(wg'(w))’
(1 —a)(g(w) — g(—w)) + aw(g'(w) + ¢'(—w))

unde g este prelungirea analitica Iui f~! la U.

< #(2),

Teorema 2.3.10 ([18]). Fie 0 < o < 1. Daca f € o, de forma (3.1), apartine clasei S; ,(a, $),
atunci se au loc estimarile

Biv By

|az| < 5 5 (2.9)
V2[(1+202) B} +2(1 + a)2(B; — Bo)|
St
1 1 1
<-B B ). 2.10
las] < 5 1(1+2a+2(1+a)2 1) (2.10)
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Daca ) Lo
o) = THIZ 202

Teorema 2.3.10 implica urmatorul corolar:

=142l —9)z+21—y)22+---, 0<y<1,

Corolarul 2.3.11. Fie0<a<1,0<+vy <1 g f € o de forma (3.1). Daca au loc inegalitatile

2l )efE) +aa(f ()] .
(@ - feo) taef ) + Fay) 0 24
5t
20— )ug () + aw(uwg/ ()] o weu

(1 = a)(g(w) = g(=w)) + aw(g'(w) + ¢'(-w))

unde g reprezintd prelungirea analiticd lui f~' la U, atunci avem

L—v . 1 1—7
< < (1 — .
ol <\ 1 g s laal < (=) (15 + 1)

Definitia 2.3.12 ([18]). Fie 0 < o < 1. Spunem cé o functie f € o apartine clasei L; ,(c, ¢) daca
se verifica subordonarile

<f <22>zf/}z<)—z>>a ((ff(i(;-{,gj)()—,z»)la <)

<9<3;U—g/5<01w>>a <<gf<ixui,2f<)zw>>>l_a < #w)

unde g este prelungirea analitica lui f~! la /.

si

Teorema 2.3.13 ([18]). Fie 0 < o < 1. Dacd functia f, avand forma (3.1), apartine clasei
Lso(, @), atunci au loc estimarile

BB

las| < V2L (2.11)

V2|(a? = 3a+3)Bf +2(2 — a)2(B1 — By))|

5t
1 1 1
<_-B B . 2.12
las] < 5 1<2(2—a)2 1+3—2a> (2.12)
Considerand din nou
1+ (1-2
(;S(z):w :1+2(1—’y)z+2(1—7)22+~- , 0<y<1,

Teorem 2.3.13 conduce la urmatorul corolar:

Corolarul 2.3.14. Fie 0 < a < 1,0 <~y < 1 i f € o data de (3.1). Daca sunt satisfacute

inegalitdtile | ) n -
(i) (it ] e

21

Re




$t

Re >y, weU,

(ortsis) (wateta)

unde g este prelungirea analiticd a lui f~' la U, atunci avem

1—7x _ 1—7 1
<4/ <(1- .
jas] = 2—3a+3 Jas] = ( fY)((l—a)z +3—2a>

Definitia 2.3.15 ([18]). Fie 0 < a < 1. Spunem ca o functie f € o apartine clasei de functii
Qs.»(a, ¢) dacd au loc subordonarile:

(1 —a)zf'(z) + az(zf'(2))

(1 —a)h(z) + azh/(z) <0(2) (2.13)
" (1 - a)wg' (w) + aw(wg'(w))
(1— a)h(w) + awh'(w) P(w) (2.14)
unde h satisface L () 4 (o))
fre [ A —a)h(s) +tazki(z) |~ 0, zel (2.15)

iar ¢ este prelungirea analiticd a lui f~! la U.

Teorema 2.3.16 ([18]). Fie 0 < o < 1. Daca funtia f de forma (3.1) apartine clasei Qs (c, @),
atunci au loc estimarile

B2+B3+4|Bl BQ|

a 2.16
2l <\ BT 20) B2 + 40 1 0)2(B1 — Ba)| (2.16)
$t
1 By 4|B; — By
<B 2.17
las] < 1<1+2a+4(1+a)2>+3(1+2a)31 (2.17)
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Capitolul 3

Noi clase de functii meromorfe

Acest capitol este dedicat studiului unor clase de functii meromorfe: in paragraful 3.1 se de-
fineste clasa de tip Janowski (A, B; «) si se prezinta , printre altele, o conditie suficienta pentru ca
o functie sa apartina clasei, estimari ale coeficientilor functiilor din clasa studiata sau o proprietate
de convolutie. Paragraful 3.2 cuprinde o serie de rezultate de incluziune, proprietati de conservare
si convolutie relative la doua noi subclase de functii meromorfe definite cu ajutorul operatorului
liniar L;‘(a, ¢), iar in sectiunea 3.3 se prezinta cateva criterii pentru aproape convexitatea functiilor
meromorfe p—valente. Contributiile originale din acest capitol sunt incluse in lucrarile [20], [14] si
[15].

Pentru p € N*, fie ¥, clasa functiilor de forma

o

f(z) = Zip + > and", zeU, (3.1)

n=1-p

meromorfe gi p-valente in U*. Pe parcurul acestui capitol, vom nota ¥ cu X.

3.1 O clasa de functii meromorfe de tip Janowski

Definitia 3.1.1 ([20]). Fie -1 < B < A <15 0 < «a < 1. Spunem ca o functie meromorfa f de
forma

1 oo
= - m n7 *7 2
f(z) Z+n§1a 2", zeld (3.2)

apartine clasei (A, B;«) daca exista o functie g € ¥*(1/2) astfel incat sa aiba loc subordonarea

(1—2a)f'(z) — azf"(z) - 1+ Az
9(2)g(—2) 1+ Bz’

(3.3)

unde ¥*(a), pentru 0 < a < 1 e clasa definita in relatia (1.10).

In [34], Janowski a introdus clasa P[A, B], unde —1 < B < A < 1, ca multimea tuturor functiilor

14+ Az
p analitice in U, cu p(0) = 1, subordonate functiei 1 . Din acest motiv clasele definite utilizand
z

Az
sunt adesea numite “de tip Janowski”.
z

1
subordonarea la functia 1
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Observatia 3.1.2 (][20]). Clasa X(A, B; «) reprezinta o generalizare a claselor studiate de Wang et
al. [89] (pentru cazul @« =0, A = —1si B = 1) si de catre Sim si Kwon [80] (pentru cazul a = 0).

Observatia 3.1.3 ([20]). Daca —1 < By < By < A; < Ay < 1, atunci avem X (A1, Bi;a) C
X (Asz, By ).

In demonstrarea rezultatelor referitoare la clasa (A, B; «), avem nevoie de urmatoarele leme:

Lema 3.1.4 ([89]). Fie g € ¥*(1/2). Atunci
—z9(2)g(—2) € ¥*.
Lema 3.1.5 ([89]). Fie

g(z) = % + anz” € ¥*(1/2).
n=1

Atuncs .
|Bap—1| < oo € N,

unde
Bop_1 = 2boy 1 + 2b1bap_3 — 2bobop g4 + -+ 4+ (—1)" b, _ob, + (—1)"02_. (3.4)

Lema 3.1.6 ([73]). Fie

h(z) —1+Zhnz si k(z —1+anz
n=1

doud functii analitice in U. Daca k este conveza si are loc subordonarea h < k, atunci
[hn| < k1], n €N

Urmatorul rezultat furnizeaza o conditie suficienta pentru ca o functie sa apartina clasei studiate
Y(A, B;«).

Teorema 3.1.7 ([20]). Fie - 1< B<A<1,0<a<1yi
1 o
== +anz", zeur.
o n=1
Daca f de forma (3.2) este o functie meromorfa pentru care are loc inegalitatea
o0
> 11+ [B])1 — o — anlan|n + (1 + |A])|Bon1]] < A= B (3.5)
n=1

unde coeficientii Boy—1 sunt dati de relatia (3.4), atunci f € X(A, B;«).

In urmatoarea teorema sunt date estimari ale coeficientilor functiilor apartinand clasei £(A, B; «).
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Teorema 3.1.8 ([20]). Fie - 1< B<A<1,0<a<1ygifeX(A B;a) de forma (3.2). Atunci

‘(11’ < 17
A_B nfll
nl < 1 k)]’ v !
(o] < = @n + Tal ( +k:1 k> n e (3.6)
$t

A-B 1
L . i N*. 3.7
il S (o i D= @n + 2)a] < +;k> " N

Teorema 3.1.9 ([20]). Daca -1 < B<A<1,0<a<1 g f € 3(A, B;a) atunci pentru |z| =,
0 <r <1, au loc urmatoarele inegalitati:

(1-7)21-Ar , , (14+7)2 1+ Ar
<|(1-2 — < . 3.8
r2 1—DBr — I ) f(2) —azf(z)] < r2 1+ Br (3:8)
Dam in cele ce urmeaza o proprietate de convolutie a functiilor din clasa (A, B; «) studiata.

Teorema 3.1.10 ([20]). Fie -1 < B< A<1,0<a<1,v<1gifeX(AB;a) astfel incat
functia corespunzatoare g € ¥*(1/2) sa satisfaca urmatoarea conditie:

“Re <Zgl(z>> <32 cew. (3.9)

9(z) 2 2

Dacd ¢ € X si 22¢(2) € R(7), atunci ¢ x f € X(A, B; ).

3.2 Clase de functii meromorfe multivalente utilizand un anumit
operator liniar

In acest paragraf definim si studiem doud noi subclase de functii meromorfe p-valente, utilizand
operatorul liniar LZA) i(a, c). Rezultatele sunt obtinute folosind metoda subordonarilor diferentiale.

Definitia 3.2.1. Functia ¢,(a, ¢; 2) este data prin

SOp((I, (X Z) =z P4 Z Ezgnzn—p
n=1 n

(a,ceR, c¢Zy ={0,-1,-2,...}, z€lU"),

unde (), reprezinta simbolul lui Pochhammer definit prin

T(z +n) {1, if k=0,

(@) = I'(x) B r(z+1)...(x+n—-1), ifkeN*

Corespunzator functiei ¢, (a, ¢; z), Liu si Srivastava [47] si Yang [92] au introdus, prin intermediul
produsului de convolutie, operatorul Ly(a,c) pe clasa ¥, dupa cum urmeaza:

Ly(a,c)f(z) = wpla,c;2) x f(2), f€X, zelU".
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In [6] autorii considers functia op(a, c; z) astfel:

1
. A . _
opla,c;z) * %(%C, z) = m (3.10)

(a,c e R\Zy, A>—p, pe N*, zelU"),

si operatorul liniar corespunzator L;,‘(a, ¢), definit similar cu Ly(a, c),

L;}(a, o)f(z) = gpz)?‘(a, C; 2) % =z P4 Z pn—;:”a n—pz" P, z€U”. (3.11)

Observatia 3.2.2. Din relatiile (3.10) si (3.11) se verifica ugor ca
ALppla+1,0f)(2) = alpi(a, ) f(2) = (a +p) Ly (a+1,¢) f(2) (3.12)

si
A Lpila, o) f) (2) = A+ p) Ly ae) f(2) = (A +2p) Ly (a, ) f(2). (3.13)

Pe parcursul acestei sectiuni, vom considera p,k € N*, a,c € Z; , €, = exp(2mi/k) si
1 ] _ *
oi(a,c)(2) = 7 - @ (Lyp(a, ) f)(ehz) = 2P+ (fE€T,), z€U", (3.14)

Definitia 3.2.3 ([14]). Fie h € P, convexa si fie f € X, astfel incat fﬁ\k(% c)(z) #0, z € U*.
Spunem ca functie f apatine clasei Z; x(a,c; h) daca ea satisface subordonarea

2(L) . (a,0)f) (2)
TN < h(2). (3.15)

Pentru —1 < B < A < 1, utilizdm notatia

1+ A
ng(a,c; A, B) := Ez,k <a, ot Z) .

C’l—i—Bz

Observatia 3.2.4 ([14]). Pentru k = A = 1, clasa ¥ | (a,¢; A, B) a fost introdusi si studiat de
catre Liu si Srivastava in [47]. Clasa Eg7l(a,c; h) a fost studiata de Srivastava et al. in [84], iar
pentru A = 1, Z‘,Zl)’k(a, c; h) a fost definita de Aouf et al. in [6].

Definitia 3.2.5 ([14]). Fie h € P, convexa si fie f € ¥, cu proprietatea f;k(a,c)(z) #0,zelU”.
Spunem ci f apartine clasei K k(a c; h) daca exista o functie g € E (a, c; h) astfel incat sa aiba
loc
2(L (a,¢)f) (2
A wonE) 510
png{;(a? C)(Z)
)

unde g;‘?k(a, ¢) se definegte precum in relatia (3.14), iar g$7k(a, c)(z) #0, z € U*. Pentru —1 < B <
A <1, notam

1+ Az
A . A .
ICp7k<CL,C7 A, B) = /Cp’k <a7 C, ]_—i-Bz) .
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Lema 3.2.6 ([14]). Fie h € P conveza. Daca f € E;"k(a,c; h), atunci

2(fp(a,0))'(2)

TR e o)

=< h(z). (3.17)

a

Teorema 3.2.7 ([14]). Fie h € P, convexd, cu Reh(z) <1+ —, z €U si fie f € E;‘k(a,c; h) astfel
p )

incat flf"k(a +1,¢)(z) #0, z € U*. Atunci avem f € E;‘?k(a +1,¢;h).

1+ Az

Daca h(Z) = 1_'_73
¥4

, 2z €U, unde —1 < B < A < 1, atunci obtinem urméatorul corolar:

1+A a
Corolarul 3.2.8 ([14]). Fie -1 < B< A<1 cu T+ B <1+ —-ysifiefe E;}k(a, c; A, B) astfel
p I’

incdt f;k(a—i— Le)(z) #0, z e U*. Atunci f € E;‘vk(a +1,¢ A, B).

a
Teorema 3.2.9 ([14]). Fie h € P, convezxd, cu Reh(z) < 1+ —, z € U i fie f o functie apartinind
p

clasei K;"k(a,c; h) in raport cu functia g € Eﬁk(a, c;h). Atunci f € ’C;\7k((l +1,¢;h), cu conditia ca
(@ 0)(2) £0, = € U,

1+A
Corolarul 3.2.10 ([14]). Fie—-1< B < A<1 cu T B
K;"k(a,c; A, B) in raport cu functia g € E;‘Jg(a, c; A, B). Avem atunci f € K;yk(a + 1,6 A,B), cu

conditia ca g;"k(a, c)(z) #0, z e U*.

a
< 14+ — i fie functia f apartinand clases
p

A
Teorema 3.2.11 ([14]). Fie h € P, convezxd, cu Reh(z) < 2+ —, z € U si fie f € E;",:l(a, ¢ h)
p K

astfel incat f;:;gl(a +1,¢)(2) #0, z € U*. Atunci f € Egk(a, ¢ h).

1+ A A
Corolarul 3.2.12 ([14]). Fie —1 < B < A <1 astfel incat 1B <2+-—gifief € E;‘Jlgl(a, c; A, B)
p b
indeplinind conditia fl;\}gl(a +1,¢)(2) #0, z € U*. Atunci f € E;\k(a, c; A, B).

A
Teorema 3.2.13 ([14]). Fie h € P, convexd, cu Reh(z) < 2+ —, z € U si fie f o functie
p

apartinand clasei K;‘zl(a, ¢; h) in raport cu g € Z;‘;l(a, c;h). Atunci f € Kg’k(a, c;h), cu condifia
sa avem gﬁk(a, c)(z) #0, z € U*.

1+ A
Corolarul 3.2.14. [1}] Fie =1 < B < A < 1 astfel incat 5B

clasei IC]’D\El(a,c;A,B) in raport cu functia g € Z;O\’J]gl(a, c; A, B). Atunci f € ’C;;\’k((l,c;A,B), cu
conditia sa avem gl’)\k(a, c)(z) #0, z e U*.

A
< 2+—gi fie f o functie apartinind
p

Prezentam incontinuare operatorul integral F),, : 3, — X, (1 > 0) :

Fup(D(z) = E2F /O L f(z)dt, f €Sy, 2 U (3.18)
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Ecuatia (3.18) implica relatia

P (0 (1)) + 2 (D) pla OFup() () = (0= p)Is(a, ) f (). (319)

Operatorul F), ,, a fost studiat de numerosi autori (a se vedea, spre exemplu, lucrarile [38], [87],
[92]).

Re
Teorema 3.2.15. [14] Fie h € P o functie convezxa care indeplineste conditia Re h(z) < pu,

zelU sifie fe Egyk(a,c; h). Avem atunci ca F,p,(f) € Eg7k(a,c; h).

Re
Teorema 3.2.16 ([14]). Fie h € P, convexd, astfel incat Reh(z) < ,u’ z €U si fie functia f
p
apartinand clasei K;k(a, c; h) in raport cu g € E?k(m c; h). Atunci, daca G;,k(a’ c)(z) #0, z €U,
avem ca Fy, ,(f) apartine clasei /C]’D\k(a, c; h) in raport cu functia G = F), p(g).
Teoremele 3.2.17 si 3.2.18 prezentate mai jos furnizeaza anumite proprietati de convolutie ale
functiilor apartinand claselor 22‘7 (@, c) si respectiv IC;) p(a,c).

11—«
Teorema 3.2.17 ([14]). Fie h € P o functie convezxd astfel incat Reh(z) < 1+ .2 €U,
p
a < 1. Consideram de asemenea
g €Y, cuproprietatea 2PTg(2) € R(a). (3.20)

Daca f € Z;‘?k(a,c; h), atunci f g € E;‘Jc(a,c; h).

a
Teorema 3.2.18 ([14]). Fie h € P o functie convexd astfel incat Re h(z) < 1+ zeU, <1

sifieg € ¥, cu 2Plg(z) € R(a). Dacd f € ICI))"k(a, ¢; h) in raport cu functia € ng(a, ¢; h), atunci

avem de asemenea cd [ * g € K;’k(a, ¢; h) in raport cu v * g.

In cazurile particulare & = 0 gi a = 1/2, Teorema 3.2.17 si Teorema 3.2.18 se reduc respectiv
la urmatoarele doua corolarii:

Corolarul 3.2.19 ([14]). Fie h € P o functie convexa si fie g € X, astfel incdt sa fie indeplinita
una din conditiile:

1
(i) Reh(z) <1+ —, z €U si 2P g(z) e o functie convexd in U
p
sau

1
(i1) Reh(z) < 1+ 5 z €U si 2PTg(2) € S*(1/2).
Daca f € E;‘Jﬂ(a,c; h), atunci f x g € Eg’k(a,c; h).

Corolarul 3.2.20 ([14]). Fie h € P o functie convezd i fie g € X, astfel incdt sa fie indeplinita
una din conditiile:

1
(i) Reh(z) <1+ —, 2z €U si 2PT1g(2) e o functie convexd in U
p
sau

1
(ii) Reh(z) < 1+ T €U si 2PT1g(z) € S*(1/2).
Daca f € ICZ))"k(a,c; h), atunci f * g € IC;"k(a, e h).
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3.3 Ciriterii de aproape convexitate pentru functii meromorfe mu-
tivalente

Fie 0 < a < p, p € N*. Spunem ca o functie f € X, apartine subclasei MC,(«) de functii
meromorfe p-valente i aproape convexe daca ea verifica inegalitatea

Re[zPT1f(2)] < —a, ze€U*.

Prezentam in continuare o serie de conditii suficiente de apartenenta a unei functii meromorfe
p—valente la clasa MCp(a).

Teorema 3.3.1 ([15]). Dacd f € E,, satisface inegalitatea
Re [27T (f'(2) + 2f"(2))] < ap + ]%, zeUr, (3.21)

atunci avem f € MCp(a).

Teorema 3.3.2 ([15]). Daca f € X, verifica inegalitatea

e
1 Y 0<ac< 137
Re (T (2) ) > 2(ac — p) 2 zeU” (3.22)
D / ) )
2 f'(2) a-p P_
2% ' 9= b,
atunci avem f € MCp(a).
Teorema 3.3.3 ([15]). Daca f € X, verifica inegalitatea
p 2f"(2) :
W (p + 1+ f/(Z) <a z€eU, (323)

atunci f € MC)p (1 —fpa) .
Teorema 3.3.4 ([15]). Fie p € [0,1/2] si functia f € ¥, astfel incat sa fie indeplinita conditia

2f"(2)
f'(2)

‘p+1+ ‘<1—,U,, zelU*. (3.24)

Atunci avem f € MCp(pp).
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Capitolul 4

Subordonari diferentiale utilizand
media aritmetica si media geometrica

Acest capitol este dedicat studiului anumitor subordonari diferentiale in a caror expresie apar
media aritmetica si geometricd. Pentru demonstrarea rezultatelor, utilizam metoda subordonarilor
diferetiale si anumite rationamente geometrice. Cu exceptia lemei 4.1.1, rezultatele prezentate sunt
originale si sunt publicate in articolul [19].

Lema urmatoare, datorata lui Nunokawa, va fi utila in demonstrarea rezultatelor originale ce
urmeaza:
Lema 4.1.1 ([66]). Fie p o functie analitica in U astfel incdt p(0) = 1 si p(z) # 1. Daca zp € U
verifica
s . :
|arg p(z0)| = max{argp(z) : [2] <20} =75, st p(20) = (iz),

2
vz 1
s ()l

Definitia 4.1.2. Fiea € [0,1], 6 € [1,2] si p € [1,3/2]. Notam cu H (e, d, ) clasa tuturor functiilor
p analitice in U cu p(0) = 1, p # 1, cu proprietatea ca functia

atunct
T

jarglzop'(20)]] = (v+ 1) 91 |00/ (20)] =

=« z 0 — z Zp/(Z) ' z =
Q) =alpl + (- a) o)+ T ceu Qo -1,

este bine definita in U (consideram ramurile principale ale functiilor putere).

Teorema 4.1.3 ([19]). Fie a € [0,1], a € [0,1), § € [1,2] si p € [1,3/2]. Fie de asemenea
p € H(w, 6, ). Daca p verifica

J — o z p'(2)]" a, z
Re <a[p(z)] +(1 ) [p( )+ () } > > a, cu, (4.1)
atunci are loc
Rep(z) >a, zelU. (4.2)

Observatia 4.1.4. Observam ca pentru a = 0, concluzia Teoremei 3.3.1 se pastreaza daca avem
p € [1,2], dupa cum rezulta si din teorema care urmeaza.
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Teorema 4.1.5 ([19]). Fie o € [0,1], v € (0,1], 6 € [1,2] si u € [1,2]. Fie de asemenea p €
H(a, 0, ). Daca funtia p verifica

SRR IV LG 8 Y . S
axg (ab) + (1 -0 [pe)+ ZE] ) <23, seu (1)
atunci
largp(2)| <75, zE€U. (4.4)

2

Definitia 4.1.6. Fiea € [0,1], 6 € [1,2] si p € [0, 1]. Notam cu F(«, d, u) clasa functiilor p analitice
in U cu p(0) =1, p# 1, pentru care functia

o' (2 1-p
Q) = alpll + (1= b o)+ 2] T seu Qo=

este bine definitd in U (consideram ramurile principale ale functiilor putere).

Teorema 4.1.7 ([19]). Fie o € [0,1], a € [0,1), § € [1,2], u € [0,1]. De asemenea, fie functia
p € F(a,0,1). Daca p verifica

' (2 1—p
Re <a[p(z)]5 +(1—a)[p(2)]" [p(z) A )] ) >a, zel, (4.5)
atunci are loc
Rep(z) >a, zelU. (4.6)

Teorema 4.1.8 ([19]). Fie a € [0,1], v € (0,1], § € [1,2], u € [0,1]. Fie de asemenea functia
p € F(a, 0, ). Daca p verifica

<v=, zZ€U, (4.7)

2 (2 1—p
- (““’“”5 b o)+ 25 >

atunct -
larg p(2)| <75, z€U.

Dam in continuare o serie de aplicatii ale teoremelor prezentate anterior, care se obtin pentru
anumite forme particulare ale functiei p.

Alegand p(z) = zf'(2)/f(z) In Teorema 4.1.3 si Teorema 4.1.5, obtinem urmatorul rezultat:

Corolarul 4.1.9. Fie functia f € A si numerele o € [0,1], a € [0,1), 6 € [1,2], u € [1,3/2] si

v €10, 7/2].
e 2f'(2)]° 2f"(2) 1"
Re (a [ 5 } +(1—-a) [l—i- ) ] ) >a, z€U,
atunci

Re [Z]{é’;)} >a, zel.

Prin urmare, f este stelata de ordin a in U.
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(ii) Daca

s (a [ + 0o |14 HE] ) <7, e
atunci arg [ZJJ:;S)H - 7; ceu,

gt deci f este tare stelatd de ordin v in U.

Observatia 4.1.10. Pentru § = p = 1, regasim rezultatul lui Mocanu [59] conform caruia clasa
functiilor a—convexe (de ordin a) este este inclusa in clasa functiilor stelate (de ordin a) in U.

Aceeasi substitutie p(z) = zf'(2)/f(z) in Teorema 4.1.7 gi Teorema 4.1.8 conduce la rezultatul
prezentat mai jos:

Corolarul 4.1.11. Fie functia f € A si numerele « € [0,1], a € [0,1), § € [1,2], p € [0,1] si

~v €10, 7/2].
(i) Daca
(o8] 0o PR e ] ) e
atunci

Re {Z]{;S)} >a, z€lU,

deci f este o functie stelatd de ordin a in U.

(ii) Dacd
w5 o ETE R

atunci

<~v=, z€U,

w705

sau, echivalent, f este tare stelata de ordin v in U.

Observatia 4.1.12. In cazul particular § = 1, v =1, a =0, u:= obtinem rezultatul datorat lui
Lewandowski et al. [44], conform caruia functiile y—stelate sunt stelate in U.

Corolarul 4.1.13. Fie f € A si fie a € 0,1], a €[0,1), 6 € [1,2], u € [1,3/2] si v € [0,7/2].
(i) Daca

Re <a[f’(z)}5 +(1-a) [f’(z) + ZJ{;S’)D >a, zel,

atunci
Re f'(2) >a, z€elU.

Prin urmare, conform criteriului de univalentd al lui Noshiro, Warschawski si Wolff, f este uni-
valenta in U.
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(ii) Daca

<y=, zelU
-,z
'72a

(ool )

atunci -
Jarg f/(2) <75, z€U.
Rezultatul precedent este o consecinta a Teoremelor 4.1.3 si 4.1.5, pentru cazul special p(z) =
f'(z), f € A. Considerand p(z) = f’(z) in Teoremele 4.1.7 gai 4.1.8, obtinem urmatorul corolar:

Corolarul 4.1.14. Fie functia f € A si fiea € [0,1],a € [0,1), § € [1,2], p € [0,1] siy € [0,7/2].
(i) Daca

5 2f"(2)]
Re (a[f/(z)] + (1= a)[f' ()" [f/(Z)JF 72) ] ) >a, z€U,

atunct
Re f'(2) >a, z€elU.

In consecinta f este univalentd in U.
(ii) Daca

2 (5 1—p
arg (a[f’(Z)]5+(1—a)[f’(Z)]“ o+ )] )

atunci -
arg /()| <75,z €U

In cazul particular p(z) = f(z)/z, Teorema 4.1.3 i Teorema 4.1.5 implici:

Corolarul 4.1.15. Fie functia f € A si fie « € [0,1], a € [0,1), § € [1,2], u € [1,3/2] si

~v €10, 7/2].
o f@]° 1), =26 ]
Re(a[ . } —l—(l—a)[ T B —1] ) >a, z€U,
e Re (fiz)) >a, z€U.
(ii) Dacd
arg (a [f(zz)rJr(l—a) [f(Z'Z)Jr Zj:(/i";) — 1]M) <7g, zelU
atunci

27

arg<fiz))'<f el

In final, considerand aceeasi substitutie p(z) = f(z)/z in Teoremele 4.1.7 si 4.1.8, avem urmétorul
rezultat:



Corolarul 4.1.16. Fie f € A si fie a € 0,1], a € [0,1), 6 € [1,2], u € [0,1] si v € [0,7/2].
(i) Daca

zeu
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