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Introduction

Teoria geometrică a funcţiilor este ramura analizei complexe care se ocupă cu

studiul proprietăţilor geometrice ale funcţiilor analitice. Această teorie este bazată

pe noţiunea de reprezentare conformă unde funcţiile univalente ocupă un rol esenţial.

Un rezultat remarcabil ı̂n acest sens ı̂l constituie teorema Riemann de reprezentare

conformă. Primele lucrări importante ı̂n această direcţie au apărut la ı̂nceputul

secolului al XX-lea, odată cu lucrările lui P. Koebe [46] ı̂n 1907, T. H. Gronwall

[28] ı̂n 1914, J.W. Alexander [1] ı̂n 1915, L. Bieberbach [10] ı̂n 1916. Conjectura lui

Bieberbach, demonstrată de către Louis de Branges ı̂n 1984, a dus la apariţia unor

noi direcţii de studiu ı̂n teoria geometrică a funcţiilor analitice, una dintre aceste

direcţii fiind definirea unor noi clase de funcţii univalente pentru care conjectura

ar putea fi verificată. Odată cu acestea au apărut şi s-au dezvoltat noi metode

de cercetare cum ar fi metoda parametrică a lui Löwner şi metoda reprezentării

integrale introdusă de Herglotz.

Merită menţionat faptul că matematicienii români au adus numeroase contribuţii

ı̂n dezvoltarea acestei ramuri a matematicii. G. Călugăreanu a obţinut, ı̂n anul 1931,

condiţii necesare şi suficiente de univalenţa ı̂n discul unitate. Continuând munca lui

G. Călugăreanu, P.T. Mocanu a obţinut rezultate semnificative ı̂n domeniu: a in-

trodus noţiunea de α-convexitate; a obţinut criterii de univalenţa pentru funcţii

neanalitice; a dezvoltat, in colaborare cu S.S. Miller, metoda subordonărilor şi su-

perordonărilor diferenţiale.

Lucrarea de faţa este structurată ı̂n cinci capitole. Capitolul 1 cuprinde nouă

subcapitole ı̂n care sunt prezentate definiţii fundamentale şi rezultate ce constituie

baza necesară pentru următoarele capitole. Astfel, sunt prezentate rezultate impor-

tante cu privire la funcţii univalente, funcţii cu partea reală pozitivă, funcţii stelate,

convexe, aproape stelate, aproape convexe, spiralate, precum si rezultate privind

funcţiile armonice.
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Capitolul al doilea este dedicat studiului subordonărilor diferencţiale. În primul

subcapitol sunt prezentate definiţii şi rezultate de bază cu privire la subordonările

diferenţiale precum şi o scurtă prezentare a metodei funcţiilor admisibile. Următoarele

două subcapitole conţin rezultate originale introduse ı̂n lucrările [87] şi [43]. Ast-

fel, ı̂n cel de-al doilea subcapitol sunt prezentate câteva exemple de subordonări

diferenţiale pentru binecunoscutele cazuri particulare ala discului şi semiplanului

iar ı̂n ultimul subcapitol sunt introduse subordonări diferenţiale legate de media

armonică a unor expresii de forma p(z), p(z) + zp′(z) şi p(z) +
zp′(z)

p(z)
, unde p este

o funcţie analitică pe discul unitate, astfel ı̂ncât p(0) = 1, p(z) 6≡ 1,.

În cel de-al treilea capitol sunt definite noi subclase de funcţii bi-univalente pen-

tru care s-au obţinut estimări ale coeficienţilor a2 şi a3. Rezultatele din acest capitol

sunt originale şi se găsesc ı̂n lucrările [86] şi [88].

Capitolul al patrulea este dedicat studiului unor noi clase de funcţii definite cu

ajutorul a diferiţi operatori. Acest capitol cuprinde rezultate originale prezentate

ı̂n articolele [85], [89], [90], [19] şi [91]. În primul paragraf este definită o clasă de

funcţii analitice cu ajutorul operatorilor Carlson-Shaffer şi Cho-Srivastava şi sunt

prezentate câteva proprietăţi ale acestei clase cum ar fi condiţii suficiente pentru ca

o funţie să aparţină clasei precum şi estimări unghiulare. În cel de-al doilea sub-

capitol este definită o subclasă de funcţii armonice univalente tot cu ajutorul unui

operator generalizat. Pentru aceasta s-au determinat condiţii necesare şi suficiente

de apartenenţa, puncte extreme, convoluţie, incluziune. În cel de-al treilea subcapi-

tol este definită o clasă de funcţii analitice cu ajutorul operatorului integral Sălăgean

pentru care se studiază proprietăţi de incluziune, subordonare, puncte extreme şi

delimitări ale coeficienţilor. Subcapitolul al patrulea cuprinde două subclase de

funcţii analitice introduse tot cu ajutorul operatorului integral Sălăgean. În ultimul

subcapitol se defineşte o clasă de funcţii aproape stelate cu ajutorul operatorului

Srivastava-Attiya pentru care sunt prezentate proprietăţi de incluziune, delimitări

ale coeficienţilor precum şi reprezentare integrală.

În ultimul capitol este prezentată metoda lanţurilor Löwner şi utilitatea aces-

tei metode ı̂n obţinerea unor noi criterii de univalenţa. În primul subcapitol este

prezentată teoria generală a lanţurilor Löwner iar următoarele două capitole conţin

rezultate originale care se regăsesc ı̂n lucrarea [92], unde sunt obţinute noi condiţii

de univalenţa cu ajutorul acestei metode a lanţurilor de subordonare.

Bibliografia conţine 92 de titluri, 9 dintre acestea fiind semnate de autoare, două
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diferenţial, operator integral, criteriu univalenţa, lanţ Löwner.



Capitolul 1

Rezultate preliminare

1.1 Definiţii şi notaţii

În această secţiune sunt prezentate noţiunile de bază cu privire la funcţii com-

plexe, continuare analitică şi puncte extreme.

Vom folosi următoarele notaţii:

• Discul unitate: U = {z ∈ C : |z| < 1},

• Ur = {z ∈ C : |z| < r},

• Ū = {z ∈ C : |z| ≤ r},

• ∂U {z ∈ C : |z| = r}.

Fie H(U) mulţimea funcţiilor olomorfe ı̂n U . Pentru a ∈ C şi n ∈ N∗, avem

• H[a, n] = {f ∈ H(U) : f(z) = a+ anz
n + an+1z

n+1 + · · · },

• An = {f ∈ H(U) : f(z) = z + an+1z
n+1 + · · · } , (A1 = A).

O funcţie f ∈ A are următoarea dezvoltare ı̂n serie Taylor:

f(z) = z +
∞∑
n=2

anz
n. (1.1)
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CAPITOLUL 1. REZULTATE PRELIMINARE 8

1.2 Funcţii univalente

Definiţia 1.2.1. [20] O funcţie f se numeşte univalentă pe D ⊂ C dacă nu ia

aceeasi valoare de două ori; adica, dacă f(z1) 6= f(z2) oricare ar fi z1 şi z2 ı̂n D cu

z1 6= z2.

Notăm cu S clasa funcţiilor univalente pe discul unitate, normalizate prin condiţiile

f(0) = 0 şi f ′(0) = 1. Aşadar, fiecare funcţie din clasa S are dezvoltarea ı̂n serie

Taylor de forma:

f(z) = z + a2z
2 + · · · , z ∈ U.

Teorema 1.2.1 (Conjectura lui Bieberbach). Coeficienţii oricărei funcţii f ∈ S
satisfac inegalitatea |an| ≤ n pentru n = 2, 3, · · · . Egalitatea are loc dacă f este

funcţia Koebe sau o rotaţie a acesteia.

1.3 Funcţii cu partea reală pozitivă

Clasa funcţiilor Caratheodory se notează cu:

P = {p ∈ H(U) : p(0) = 1, <p(z) > 0, z ∈ U} .

Teorema 1.3.1. [65] Fie p ∈ P. Atunci

|pn| ≤ 2, n ≥ 1,

∣∣∣∣p2 − p21
2

∣∣∣∣ ≤ 2− |p1|
2

2
.

(1.2)

1.4 Funcţii stelate

Definiţia 1.4.1. [57] Spunem că o funcţie f ∈ H(U) este stelată dacă este univa-

lentă şi f(U) este un domeniu stelat.

Caracterizarea analitică a funcţiilor stelate:

Teorema 1.4.1. [57] O funcţie f ∈ H(U) este stelată dacă şi numai dacă f(0) =

0, f ′(0) 6= 0 şi

<zf
′(z)

f(z)
> 0, z ∈ U.
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Clasa funcţiilor stelate se notează cu S∗ şi reprezintă mulţimea tuturor funcţiilor

f din S pentru care f(U) este stelată.

S∗ =

{
f ∈ A : <zf

′(z)

f(z)
> 0

}
. (1.3)

Teorema 1.4.2. [26] Dacă f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + · · · este ı̂n S∗ atunci

|an| ≤ n, n = 2, 3, · · · .

Egalitatea are loc dacă şi numai dacă f este funcţia Koebe.

1.5 Funcţii aproape stelate

Definiţia 1.5.1. [67] O funcţie f ∈ A se numeşte aproape stelată dacă şi numai

dacă există o funcţie g ∈ S∗ astfel ı̂ncât

<
(
f(z)

g(z)

)
≥ 0, z ∈ U.

Notăm cu CS∗ clasa funcţiilor aproape stelate.

Teorema 1.5.1. [67] Dacă f ∈ A este o funcţie aproape stelată atunci coeficienţii

satisfac următoarea inegalitate:

|an| ≤ n2, n = 2, 3, · · · .

Egalitatea are loc pentru funcţiile Robertson stelate intr-o direcţie [70].

1.6 Funcţii convexe

Definiţia 1.6.1. [57] Spunem că o funcţie f ∈ H(U) este convexă dacă şi numai

dacă f(U) este un domeniu convex.

Teorema 1.6.1. [57] O funcţie f ∈ H(U) este convexă dacă şi numai dacă f ′(0) 6= 0

şi

<
[
zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1

]
> 0, z ∈ U.
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Clasa funcţiilor convexe se notează cu K şi constă ı̂n acele funcţii f din S pentru

care f(U) este convexă.

Caracterizarea analitică:

K =

{
f ∈ A : <

[
zf ′′(z)

f ′(z)
+ 1

]
> 0

}
. (1.4)

Teorema 1.6.2. [26] Dacă f(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + · · · estêın K atunci

|an| ≤ 1, n = 2, 3, · · · .

Egalitatea are loc dacă şi numai dacă f este de forma:

f(z) =
z

1 + eiσz
, σ ∈ R.

1.7 Funcţii aproape convexe

Definiţia 1.7.1. [67] O funcţie f ∈ A este aproape convexă dacă şi numai dacă

există o funcţie g ∈ K astfel ı̂ncât

<
(
f ′(z)

g′(z)

)
≥ 0, z ∈ U.

Notăm cu CK clasa funcţiilor aproape convexe.

Teorema 1.7.1. [67] Dacă f ∈ A este o funcţie aproape convexă atunci coeficienţii

satisfac următoarea inegalitate:

|an| ≤ n, n = 2, 3, · · · .

1.8 Funcţii spiralate

Teorema 1.8.1. [65] O funcţie f ∈ A se numeşte λ- spiralată,
(
−π

2
< λ <

π

2

)
dacă şi numai dacă

<
[
eiλ
zf ′(z)

f(z)

]
> 0, z ∈ U.

În 1967, R. Libera [52] extinde definiţia către funcţii λ-spiralate de ordin α.



CAPITOLUL 1. REZULTATE PRELIMINARE 11

Definiţia 1.8.1. Pentru 0 ≤ α < 1 şi |λ| < π/2, o funcţie f ∈ A se numeşte

λ-spiralată de ordin α ı̂n U dacă

<
[
eiλ
zf ′(z)

f(z)

]
> α cosλ, z ∈ U. (1.5)

1.9 Funcţii armonice

În această secţiune vom câteva noţiuni de bază şi proprietăţi cu privire la funcţiile

armonice. Aceste funcţii sunt strâns legate de funcţiile olomorfe deoarece părţile

reală şi imaginară ale unei funcţii olomorfe sunt funcţii armonice şi orice funcţie

armonică pe un domeniu simplu conex D din C este partea reală (imaginară) a unei

funcţii olomorfe din D.

Definiţia 1.9.1. [21] Fie D ⊆ C o regiune. Spunem că o funcţie u(x, y) este

armonică pe D dacă satisface ecuaţia lui Laplace:

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

Propoziţia 1.9.1. [21] Fie f = u+ iv o funcţie olomorfă pe D. Atunci u şi v sunt

armonice pe D.

Observaţia 1.9.1. Inversa propoziţiei 1.9.1 este de asemenea adevărată dar numai

ı̂n cazul ı̂n care D este un domeniu simplu conex.

Teorema 1.9.1. [21] Presupunem că u este o funcţie armonică pe un domeniu

simplu conex D. Atunci există o funcţie armonică v astfel ı̂ncât f = u + iv este

olomorfă pe D.

Observaţia 1.9.2. Funcţia v se numeşte conjugatul armonic al lui u.

Teorema 1.9.2 (Valoarea medie). [21] Fie u o funcţie armonică pe D. Dacă D

conţine un disc ı̂nchis de rază r centrat ı̂n z0 atunci

u(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

u(z0 + reiθ)dθ.

Teorema 1.9.3 (tPrincipiul maximului modulului). [21] Fie u o funcţie ar-

monică pe D. Dacă u ı̂şi atinge valoarea maximă ı̂n z0 ∈ D atunci u este constantă.
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Teorema 1.9.4 (formula integrală Poisson). [21] Fie r > 0 şi u : Ū(0, r) → R
o funcţie armonică pe U(0, r) şi continuă pe Ū(0, r). Atunci

u(ρeiϕ) =
1

2π

∫ 2π

0

r2 − ρ2

r2 − 2ρ cos(θ − ϕ) + ρ2
u(reiθ)dθ,

pentru orice ρ ∈ [0, r) şi ϕ ∈ R.



Capitolul 2

Subordonări diferenţiale

În [56] şi [58], S.S. Miller şi P.T. Mocanu au extins studiul inegalităţilor diferenţiale

pentru funcţii de variabilă reală la funcţii de variabilă complexă definite ı̂n discul

unitate. Aceştia au dezvoltat o nouă metodă de cercetare ı̂n teoria geometrică a

funcţiilor analitice numită metoda subordonărilor diferenţiale sau metoda funcţiilor

analitice. Această metodă s-a dovedit a fi foarte eficientă ı̂n obţinerea unor noi

rezultate ı̂n domeniu sau demonstrarea, ı̂ntr-o manieră mai simpla, a unor rezultate

deja cunoscute.

2.1 Definiţii şi rezultate de bază

Definiţia 2.1.1. [65] Dacă f şi g sunt două funcţii analitice pe U , spunem că f

este subordonată lui g, şi vom nota cu

f ≺ g sau f(z) ≺ g(z),

dacă există o funcţie Schwarz ω (funcţie analitică pe U , cu ω(0) = 0 şi |ω(z)| < 1,

pentru orice z ∈ U) astfel ı̂ncât

f(z) = g(ω(z)), z ∈ U.

Teorema 2.1.1. [65] Fie f, g ∈ H(U) şi fie g o funcţie univalentă pe U . Atunci

f ≺ g dacă şi numai dacă f(0) = g(0) şi f(U) ⊆ g(U).

Fie Ω,∆ ⊂ C, p ∈ H(U) cu p(0) = a, a ∈ C şi fie ψ : C3 × U → C. Metoda

13
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subordonărilor diferenţiale constă ı̂n generalizarea unor implicaţii de forma:{
ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z) : z ∈ U

}
⊂ Ω⇒ p(U) ⊂ ∆. (2.1)

Definiţia 2.1.2. Fie ψ : C3 × U → C şi fie h o funcţie univalentă pe U . Dacă p

este analitică pe U şi satisface subordonarea diferenţială de ordinul al doilea:

ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z) ≺ h(z), (2.2)

atunci p se numeşte soluţie a subordonării diferenţiale.

Funcţia univalentă q se numeşte dominantă a soluţiei subordonării diferenţiale

dacă p ≺ q pentru orice p ce satisface (2.2).

O dominantă q̃ care satisface q̃ ≺ q pentru orice dominantă q din (2.2) se numeşte

cea mai bună dominantă.

Definiţia 2.1.3. [57] Notăm cu Q clasa funcţiilor q care sunt analitice şi injective

pe Ū \ E(q), unde

E(q) =

{
ζ ∈ ∂U : lim

z→ζ
q(z) =∞

}
,

astfel ı̂ncât q′(ζ) 6= 0 pentru ζ ∈ ∂U \ E(q).

Dacă q ∈ Q atunci ∆ = q(U) este un domeniu simplu conex.

Lema 2.1.1. [57] Fie q ∈ Q, cu q(0) = a, şi fie p(z) = a+anz
n+ · · · analitică pe U

cu p(z) 6≡ a şi n ≥ 1. Dacă p nu este subordonată lui q atunci există z0 = r0e
iθ0 ∈ U ,

ζ0 ∈ ∂U \ E(q) şi m ≥ n ≥ 1 pentru care p(Ur0) ⊂ q(U),

i) p(z0) = q(ζ0),

ii) z0p
′(z0) = mζ0q

′(ζ0),

iii) <z0p
′′(z0)

p′(z0)
+ 1 ≥ m<

[
ζ0q
′′(ζ0)

q′(ζ0)
+ 1

]
.

În continuare vom defini clasa funcţiilor admisibile:

Definiţia 2.1.4. [57] Fie Ω ı̂n C, q ∈ Q şi n un ı̂ntreg pozitiv. Clasa funcţiilor

admisibile Ψn[Ω, q] constă ı̂n acele funcţii ψ : C3 × U → C care satisfac condiţiile
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de admisibilitate:
ψ(r, s, t; z) /∈ Ω, atunci când

r = q(ζ), s = mζq′(ζ), <
(

1 +
t

s

)
≥ m<

(
1 +

ζq′′(ζ)

q′(ζ)

)
,

ζ ∈ ∂U \ E(q), z ∈ U, m ≥ n.

Teorema 2.1.2. [57] Fie ψ ∈ Ψn[Ω, q] with q(0) = a.

Dacă p ∈ H[a, n] şi ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z) este analitică pe U atunci

ψ(p(z), zp′(z), z2p′′(z); z) ∈ Ω⇒ p(z) ≺ q(z).

Definiţia 2.1.5. [57] Fie h o funcţie univalentă pe U cu h(0) = a şi fie p ∈ H[a, n]

ce satisface

p(z) +
zp′(z)

βp(z) + δ
≺ h(z).

Subordonarea diferenţială de ordinul I se numeşte subordonare diferenţială Briot-

Bouquet.

Lema 2.1.2. [57] Fie h o funcţie convexă pe U cu <[βh(z) + δ] > 0, z ∈ U. Dacă

q este o funcţie analitică pe U astfel ı̂ncât q(0) = h(0) şi

q(z) +
zq′(z)

βq(z) + δ
≺ h(z),

atunci q(z) ≺ h(z).

2.2 Exemple

În acest paragraf vom prezenta câteva exemple de subordonări pentru cazurile

particulare ale discului şi semiplanului:

În primele trei exemple considerăm diferite condiţii pentru funcţiile A,B,C astfel

ı̂ncât să aibă loc implicaţia:

<[A(z)p(z) +B(z)zp′(z) + C(z)z2p′′(z)] > 0⇒ Rep(z) > 0, z ∈ U.

Examplul 2.2.1. [87] Fie A,B : U → C, C : U → R astfel ı̂ncât =A(z) ≤ 1 şi
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<B(z) ≤ 1 + C(z), z ∈ U . Dacă p(z) = 1 + a1z + · · · atunci

<[A(z)p(z) +B(z)zp′(z) + C(z)z2p′′(z)] > 0⇒ Rep(z) > 0, z ∈ U.

Examplul 2.2.2. [87] Fie A,B : U → C, C : U → R astfel ı̂ncât <A(z) >

0, <B(z) ≤ <A(z) + C(z), C(z) > 0 şi =2A(z) ≤ <2A(z), z ∈ U . Dacă p(z) =

1 + a1z + · · · atunci

<[A(z)p(z) +B(z)zp′(z) + C(z)z2p′′(z)] > 0⇒ Rep(z) > 0, z ∈ U.

Examplul 2.2.3. [87] Fie A,B,C : U → C astfel ı̂ncât =C(z) < 0, <B(z) =

<C(z), <C(z) > 0 şi =2A(z) ≤ =2C(z), z ∈ U . —Dacă p(z) = 1 + a1z + · · ·
atunci

<[A(z)p(z) +B(z)zp′(z) + C(z)z2p′′(z)] > 0⇒ Rep(z) > 0, z ∈ U.

În următoarele trei exemple considerăm diferite condiţii pentru funcţiile A,B,C

astfel ı̂ncât∣∣A(z)p(z) +B(z)zp′(z) + C(z)z2p′′(z)
∣∣ < 1⇒ |p(z)| < 1, z ∈ U.

Examplul 2.2.4. [87] Fie A,B : U → C, C : U → R astfel ı̂ncât C(z) ≥
1, <A(z) ≥ 1 + =A(z) şi (<B(z) − 1)2 ≤ 4=A(z), z ∈ U . Dacă p ∈ H[0, n]

atunci ∣∣A(z)p(z) +B(z)zp′(z) + C(z)z2p′′(z)
∣∣⇒ |p(z)| < 1, z ∈ U.

Examplul 2.2.5. [87] Fie A,B,C : U → C astfel ı̂ncât <C(z) = <B(z), <A(z) ≥
1−<C(z) şi <C(z) ≥ 0, z ∈ U . Dacă p ∈ H[0, n] atunci∣∣A(z)p(z) +B(z)zp′(z) + C(z)z2p′′(z)

∣∣⇒ |p(z)| < 1, z ∈ U.

Examplul 2.2.6. [87] Fie A,B,C : U → C astfel ı̂ncât <C(z) = <B(z)− 2<A(z),

<B(z) ≥ 1 + 2<A(z) şi <A(z) ≥ 1 + <2A(z), z ∈ U . Dacă p ∈ H[0, n] atunci∣∣A(z)p(z) +B(z)zp′(z) + C(z)z2p′′(z)
∣∣⇒ |p(z)| < 1, z ∈ U.
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2.3 Aplicaţii ale subordonărilor diferenţiale

În acest paragraf vom studia apicaţii ale subordonărilor diferenţiale obţinute cu

ajutorul mediei armonice.

Teorema 2.3.1. [43] Fie p(z) = 1 + a1z+ · · · o funcţie analitică pe U cu p(z) 6≡ 1.

Atunci

<
{

2p(z) [p(z) + zp′(z)]

2p(z) + zp′(z)

}
> 0⇒ <p(z) > 0. (2.3)

Observaţia 2.3.1. Observăm că expresia din partea stângă a relaţiei (2.3) reprezintă

media armonică a doua elemente x1 = p(z) şi x2 = p(z) + zp′(z) (z ∈ U).

Pentru p(z) =
f(z)

z
obţinem următorul corolar:

Corolarul 2.3.1. [43] Fie f(z) = z + a2z
2 + · · · o funcţie analitică pe U . Atunci

< 2f(z)f ′(z)

f(z) + zf ′(z)
> 0⇒ <f(z)

z
> 0.

Teorema 2.3.2. [43] Fie p(z) = 1 + a1z+ · · · o funcţie analitică pe U cu p(z) 6≡ 1.

Atunci

<
[

2p(z) + 2zp′(z)

1 + p2(z) + zp(z)p′(z)

]
> 0⇒ <p(z) > 0.

Pentru p(z) =
f(z)

z
obţinem:

Corolarul 2.3.2. [43] Fie f(z) = z + a2z
2 + · · · o funcţie analitică pe U . Atunci

<

 2
z

f(z)
f ′(z)

z

f(z)
+ f ′(z)

 > 0⇒ <f(z)

z
> 0.

Teorema 2.3.3. [43] Fie p(z) = 1 + a1z+ · · · o funcţie analitică pe U cu p(z) 6≡ 1.

Atunci

<


2

[
p(z) +

zp′(z)

p(z)

]
2 +

zp′(z)

p2(z)

 > 0⇒ <p(z) > 0.

Pentru p(z) =
zf ′(z)

f(z)
obţinem:
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Corolarul 2.3.3. [43] Fie f(z) = z + a2z
2 + · · · o funcţie analitică pe U . Atunci

<


2
zf ′(z)

f(z)

[
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

]
1 +

zf ′(z)

f(z)
+
zf ′′(z)

f ′(z)

 > 0⇒ <zf
′(z)

f(z)
> 0.

Teorema 2.3.4. [43] Fie p(z) = 1 + a1z+ · · · o funcţie analitică pe U cu p(z) 6≡ 1.

Atunci

<


2

[
p(z) +

zp′(z)

p(z)

]
1 + p2(z) + zp′(z)

 > 0⇒ <p(z) > 0.

Pentru p(z) =
zf ′(z)

f(z)
obţinem:

Corolarul 2.3.4. [43] Fie f(z) = z + a2z
2 + · · · o funcţie analitică pe U . Atunci

<


2
f(z)

zf ′(z)

[
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

]
1 +

f(z)

zf ′(z)
+
zf ′′(z)

f ′(z)

 > 0⇒ <zf
′(z)

f(z)
> 0.

Teorema 2.3.5. [43] Fie p(z) = 1 + a1z + a2z
2 + · · · o funcţie analitică pe U cu

p(z) 6≡ 1, şi fie 0 < M < 1
3
. Atunci∣∣∣∣2p(z) [p(z) + zp′(z)]

2p(z) + zp′(z)
− 1

∣∣∣∣ < M ⇒ |p(z)− 1| < M. (2.4)

Pentru p(z) =
f(z)

z
obţinem următorul corolar:

Corolarul 2.3.5. [43] Fie f(z) = z + a2z
2 + · · · o funcţie analitică pe U şi fie

0 < M < 1
3
. Atunci ∣∣∣∣∣∣∣∣

2f ′(z)

2 +
zf ′(z)

f(z)

− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ < M ⇒
∣∣∣∣f(z)

z
− 1

∣∣∣∣ < M.

Pentru cazul p(z) = f ′(z), obţinem:
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Corolarul 2.3.6. [43] Fie f(z) = z + a2z
2 + · · · o funcţie analitică pe U şi fie

0 < M < 1
3
. Atunci∣∣∣∣∣∣∣∣

2(f ′(z) + zf ′′(z))

2 +
zf ′′(z)

f ′(z)

− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ < M ⇒ |f ′(z)− 1| < M.

Alegând p(z) =
zf ′(z)

f(z)
ı̂n Teorema (2.3.5), avem:

Corolarul 2.3.7. [43] Fie f(z) = z + a2z
2 + · · · o funcţie analitică pe U şi fie

0 < M < 1
3
. Atunci∣∣∣∣∣∣∣∣

2
zf ′(z)

f(z)

(
2 +

zf ′′(z)

f ′(z)
− zf ′(z)

f(z)

)
3 +

zf ′′(z)

f ′(z)
− zf ′(z)

f(z)

− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ < M ⇒
∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ < M.

Teorema 2.3.6. [43] Fie p(z) = 1 + a1z + · · · o funcţie analitică pe U cu p(z) 6≡ 1

şi fie γ ∈ (0, 1]. Atunci∣∣∣∣arg
2p(z) [p(z) + zp′(z)]

2p(z) + zp′(z)

∣∣∣∣ < γ
π

2
⇒ |arg p(z)| < γ

π

2
. (2.5)

Pentru p(z) =
f(z)

z
obţinem:

Corolarul 2.3.8. [43] Fie f(z) = z + a2z
2 + · · · o funcţie analitică pe U . Atunci∣∣∣∣arg

2f(z)f ′(z)

f(z) + zf ′(z)

∣∣∣∣ < γ
π

2
⇒
∣∣∣∣arg

f(z)

z

∣∣∣∣ < γ
π

2
.

Alegând p(z) =
zf ′(z)

f(z)
ı̂n Teorema (2.3.6), obţinem:

Corolarul 2.3.9. Fie f(z) = z + a2z
2 + · · · o funcţie analitică pe U . Atunci∣∣∣∣∣∣∣∣arg

2
zf ′(z)

f(z)

(
2 +

zf ′′(z)

f ′(z)
− zf ′(z)

f(z)

)
3 +

zf ′′(z)

f ′(z)
− zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣ < γ
π

2
⇒
∣∣∣∣arg

zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ < γ
π

2
.
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Teorema 2.3.7. [43] Fie p(z) = 1 + a1z + · · · o funcţie analitică pe U cu p(z) 6≡ 1

şi fie γ ∈ (0, 1]. Atunci∣∣∣∣∣∣∣∣arg

2

[
p(z) +

zp′(z)

p(z)

]
2 +

zp′(z)

p2(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣ < γ
π

2
⇒ |arg p(z)| < γ

π

2
.

Pentru p(z) =
zf ′(z)

f(z)
avem:

Corolarul 2.3.10. [43] Fie f(z) = z + a2z
2 + · · · o funcţie analitică pe U . Atunci∣∣∣∣∣∣∣∣arg

2
zf ′(z)

f(z)

[
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

]
1 +

zf ′(z)

f(z)
+
zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣ < γ
π

2
⇒
∣∣∣∣arg

zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ < γ
π

2
.



Capitolul 3

Funcţii bi-univalente

3.1 Delimitări ale coeficienţilor pentru clasa Rτ
γ,σ(ϕ)

Definiţia 3.1.1. [86] O funcţie f , dată de (1.1) se găseşte ı̂n clasa Rτ
γ,σ(ϕ) (0 ≤ γ ≤ 1,

τ ∈ C \ {0}) dacă satisface următoarele condiţii:

f ∈ σ şi 1 +
1

τ
(f ′(z) + γzf ′′(z)− 1) ≺ ϕ(z)

şi 1 +
1

τ
(g′(w) + γwg′′(w)− 1) ≺ ϕ(w),

unde g reprezintă prelungirea lui f−1 pe U .

Dacă alegem ϕ(z) =
1 + Az

1 +Bz
, −1 ≤ B < A ≤ 1, z ∈ U vom obţine subclasa

Rτ
γ,σ(A,B) funcţiilor f ce satisfac:

f ∈ σ şi

∣∣∣∣ f ′(z) + γzf ′′(z)− 1

τ(A−B)−B (f ′(z) + γzf ′′(z)− 1)

∣∣∣∣ < 1,

şi

∣∣∣∣ g′(w) + γwg′′(w)− 1

τ(A−B)−B (g′(w) + γwg′′(w)− 1)

∣∣∣∣ < 1.

Teorema 3.1.1. [86] Dacă f ∈ Rτ
γ,σ(ϕ) este dată de (1.1) atunci

|a2| ≤
|τ |B1

√
B1√∣∣3τB2

1(1 + 2γ)− 4(B2 −B1)(1 + γ)2
∣∣ (3.1)

21
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şi

|a3| ≤
B1|τ |

3(1 + 2γ)
+

B2
1 |τ |2

4(1 + γ)2
. (3.2)

Dacă alegem, ı̂n Teorema 3.1.1, τ = 1 şi γ = 0 vom obţine rezultatul demonstrat

de Ali [5, Th. 2.1].

Pentru A = 1 and B = −1 ı̂n Corolarul 3.1.1 şi pentru τ = 1 and γ = 0, obţinem

următoarele estimări pentru a2 şi a3

|a2| ≤
√

2

3
and |a3| ≤

5

3
.

Pentru ϕ(z) =

(
1 + z

1− z

)α
, 0 < α ≤ 1 obţinem:

Corolarul 3.1.1. [86] Dacă f ∈ Rτ
γ,σ

((
1 + z

1− z

)α)
, atunci

|a2| ≤
2|τ |α

√
α√

|6τα2(1 + 2γ)− 4α(α− 1)(1 + γ)2|

şi

|a3| ≤
|τ |

1 + 2γ

(
2α

3
+

α2|τ |2

(1 + γ)2

)
.

Dacă alegem τ = 1 şi γ = 0 ı̂n corolarul precedent, obţinem rezultatul din [81,

Th. 1].

3.2 Delimitări ale coeficienţilor pentru clasa Mα,λ,σ(ϕ)

Definiţia 3.2.1. [86] O funcţie f , dată de (1.1) se găseşte ı̂n clasa Mα,λ,σ(ϕ), (α ≥
0, λ ≥ 0) dacă satisface următoarele condiţii:

f ∈ σ

şi

{
zf ′(z)

f(z)

(
f(z)

z

)α
+ λ

[
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)
− zf ′(z)

f(z)
+ α

(
zf ′(z)

f(z)
− 1

)]}
≺ ϕ(z)

şi

{
wg′(w)

g(w)

(
g(w)

w

)α
+ λ

[
1 +

wg′′(w)

g′(w)
− wg′(w)

g(w)
+ α

(
wg′(w)

g(w)
− 1

)]}
≺ ϕ(w),

unde g reprezintă prelungirea lui f−1 pe U .
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Teorema 3.2.1. [86] Dacă f ∈Mα,λ,σ(ϕ) este de forma (1.1) atunci

|a2| ≤
B1

√
B1√∣∣∣∣12B2

1(α + 1)(α + 2λ+ 2) + (1 + α)2(1 + λ)2(B1 −B2)

∣∣∣∣
(3.3)

şi

|a3| ≤
2 (B1 + |B2 −B1|)

(α + 1)(α + 2λ+ 2)
. (3.4)

Pentru α = 0 şi λ = 0 obţinem estimări ale coeficienţilor pentru funcţiile bi-

stelate şi pentru α = 0 şi λ = 1 obţinem estimări ale coeficienţilor pentru funcţiile

bi-convexe.

Pentru α = 1 and λ = 0 obţinem estimări ale coeficienţilor pentru clasa Hσ(ϕ),

introdusă de Ali ı̂n [5]:

Corolarul 3.2.1. Fie f o funcţie din clasa M1,0,σ(ϕ). Atunci

|a2| ≤
B1

√
B1√

|3B2
1 + 4B1 − 4B2|

and

|a3| ≤
1

3
(B1 + |B2 −B1|).

Observăm că estimarea pentru a3 ı̂n Corolarul 3.2.1 este imbunătăţită ([5, Th.

2.1]).

3.3 Delimitări ale coeficienţilor pentru clasa CKσ(ϕ)

Definiţia 3.3.1. [88] O funcţie f , de forma (1.1), se găseşte ı̂n clasa CKσ(ϕ) dacă

satisface următoarele condiţii:

f ∈ σ şi există o funcţie φ ∈ K astfel ı̂ncât
f ′(z)

φ′(z)
≺ ϕ(z) şi

g′(w)

φ′(w)
≺ ϕ(w),

unde g reprezintă prelungirea lui f−1 pe U .
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Teorema 3.3.1. [88] Dacă f ∈ CKσ(ϕ) este de forma (1.1) atunci

|a2| ≤ min

{√
B2

1(B1 + 1) + 4 |B2 −B1|
|3B2

1 − 4(B2 −B1)|
,
B1

2

}
(3.5)

şi

|a3| ≤ B1 +
B2

1

4
+

4

3

|B2 −B1|
B1

. (3.6)

Pentru ϕ(z) =

(
1 + z

1− z

)α
, 0 < α ≤ 1 obţinem:

Corolarul 3.3.1. Dacă f ∈ CKσ
((

1 + z

1− z

)α)
este de forma (1.1) atunci

|a2| ≤
√

2α2 − α + 2

α + 2

şi

|a3| ≤ α2 +
2

3
α +

4

3
.

3.4 Delimitări ale coeficienţilor pentru clasa CS∗σ(ϕ)

Definiţia 3.4.1. [88] O funcţie f , de forma (1.1), se găseşte ı̂n clasa CS∗σ(ϕ) dacă

satisface următoarele condiţii:

f ∈ σ şi există o funcţie h ∈ S∗ astfel ı̂ncât
f(z)

h(z)
≺ ϕ(z) şi

g(w)

h(w)
≺ ϕ(w).

unde g reprezintă prelungirea lui f−1 pe U .

Teorema 3.4.1. [88] Dacă f ∈ CS∗σ(ϕ) este de forma (1.1) atunci

|a2| ≤ min

{√
B3

1 +B2
1 + 4 |B2 −B1|

|B2
1 −B2 +B1|

, B1

}
(3.7)

şi

|a3| ≤ 3B1 +B2
1 +

8|B2 −B1|
B1

. (3.8)
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Pentru ϕ(z) =

(
1 + z

1− z

)α
, 0 < α ≤ 1 obţinem:

Corolarul 3.4.1. Dacă f ∈ CS∗σ
((

1 + z

1− z

)α)
este de forma (1.1) atunci

|a2| ≤
√

4α2 − 2α + 4

α + 1

şi

|a3| ≤ 4α2 − 2α + 8.



Capitolul 4

Clase de funcţii definite cu

ajutorul operatorilor

În acest capitol vom introduce noi clase de funcţii analitice definite cu ajutorul

unor operatori cunoscuţi prezentaţi ı̂n continuare:

• Operatorul diferenţial Sălăgean:

Pentru o funcţie f ∈ A Sălăgean [76] a introdus operatorul Dn definit prin:

D0f(z) = f(z),

D1f(z) = Df(z) = zf ′(z),
...

Dnf(z) = D(Dn−1f(z)), n = 1, 2, · · · , z ∈ U.

(4.1)

• Operatorul integral Sălăgean:

Pentru o funcţie f ∈ A Sălăgean [76] a introdus operatorul In definit prin:

I0f(z) = f(z),

I1f(z) = If(z) =

∫ z

0

f(t)t−1dt,

...

Inf(z) = I(In−1f(z)), n = 1, 2, · · · , z ∈ U.

(4.2)

26
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• Operatorul Ruscheweyh:

Pentru o funcţie f ∈ A Ruscheweyh [73] a introdus operatorul Rλ : A → A
definit prin:

Rλf(z) =
1

(1− z)λ+1
∗ f(z), λ > −1, z ∈ U.

În particular, pentru λ = n, avem

Rn(z) =
z

n!

dn

dzn
{
zn−1f(z)

}
, n ∈ N, z ∈ U. (4.3)

• Operatorul Carlson-Shaffer:

Fie funcţia φ(a, c; z) dată de

φ(a, c; z) :=
∞∑
k=0

(a)k
(c)k

zk+1 (c 6= 0,−1,−2, ...; z ∈ U)

unde (x)k este simbolul Pochhammer definit prin:

(x)k :=

{
1, k = 0

x(x+ 1)(x+ 2)...(x+ k − 1), k ∈ N∗

Carlson şi Shaffer [15] au introdus operatorul liniar L(a, c), ce corespunde

funcţiei φ(a, c; z), definit prin:

L(a, c) := φ(a, c; z) ∗ f(z) = z +
∞∑
k=1

(a)k
(c)k

ak+1z
k+1. (4.4)

• Operatorul Cho-Srivastava:

În [17], Cho şi Srivastava au introdus operatorul liniar de forma:

I(m, l)f(z) = z +
∞∑
k=2

(
l + k

l + 1

)m
akz

k, m ∈ Z, l ≥ 0. (4.5)

• Operatorul Srivastava-Attiya:
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Srivastava şi Attiya [82] au introdus operatorul liniar

Js,b : A → A

definit prin

Js,b(f)(z) := Gs,b(z) ∗ f(z), z ∈ U, b ∈ C− Z−0 , s ∈ C, (4.6)

unde

Gs,b(z) := (1 + b)s

[
∞∑
n=0

zn

(n+ b)s
− b−s

]
, z ∈ U. (4.7)

4.1 Clasă de funcţii analitice definită cu ajutorul

unui operator generalizat

Fie L(m, l, a, c, λ) operatorul definit prin:

L(m, l, a, c, λ)f(z) = λI(m, l)f(z) + (1− λ)L(a, c)f(z) (4.8)

unde I(m, l)f(z) este de forma (4.4) şi L(a, c)f(z) este de forma(4.5).

Pentru c = 1 and a = n+ 1 avem

L(m, l, n, α)f(z) = z +
∞∑
k=2

[
α

(
l + k

l + 1

)m
+ (1− α)Cn

n+k−1

]
akz

k, (4.9)

Cu ajutorul operatorului L(m, l, a, c, λ) introducem următoarea subclasă de funcţii

analitice:

Definiţia 4.1.1. [85] Spunem că o funcţie f ∈ An se află ı̂n clasa BL(m, l, a, c, µ, α, λ),

n,m ∈ N, l, µ, λ ≥ 0, α ∈ [0, 1) dacă∣∣∣∣L(m+ 1, l, a+ 1, c, λ)f(z)

z

(
z

L(m, l, a, c, λ)f(z)

)µ
− 1

∣∣∣∣ < 1− α, z ∈ U. (4.10)

Observaţia 4.1.1. [85] Clasa BL(m, l, a, c, µ, α, λ) include diferite clase de funcţii

univalente, printre care:
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• BL(0, 0, a, c, 1, α, 1) ≡ S∗(α)

• BL(1, 0, a, c, 1, α, 1) ≡ K(α)

• BL(0, 0, a, c, 0, α, 1) ≡ R(α)

• BL(0, 0, a, c, 2, α, 1) ≡ B(α) introdusă de Frasin şi Darus ı̂n [24]

• BL(0, 0, a, c, µ, α, 1) ≡ B(µ, α) introdusă de Frasin şi Jahangiri ı̂n [23]

• BL(m, 0, a, c, µ, α, 1) ≡ BS(m,µ, α) introdusă de A. Alb Lupaş şi A. Cătaş ı̂n

[4]

• BL(m, 0,m+1, 1, µ, α, 0) ≡ BR(m,µ, α) introdusă de A. Alb Lupaş şi A. Cătaş

ı̂n [3]

• BL(m, 0,m + 1, 1, µ, α, λ) ≡ BL(m,µ, α, λ) introdusă de A. Alb Lupaş şi A.

Cătaş ı̂n [2]

În prima teoremă prezentăm condiţia suficientă pentru o funcţie să fie ı̂n clasa

BL(m, l, a, c, µ, α, λ).

Teorema 4.1.1. [85] Fie f ∈ An, n,m ∈ N, l, µ, λ ≥ 0, α ∈ [1/2, 1). Dacă

λ
(l + 1)I(m+ 2, l)f(z)− lI(m+ 1, l)f(z)

L(m+ 1, l, a+ 1, c, λ)

+(1− λ)
(a+ 1)L(a+ 2, c)f(z)− aL(a+ 1, c)f(z)

L(m+ 1, l, a+ 1, c, λ)

−µλ(l + 1)I(m+ 1, l)f(z)− lI(m, l)f(z)

L(m, l, a, c, λ)

+µ(1− λ)
aL(a+ 1, c)f(z)− (a− 1)L(a, c)f(z)

L(m, l, a, c, λ)

+µ ≺ 1 +
3α− 1

2α
z, z ∈ U, (4.11)

atunci f ∈ BL(m, l, a, c, µ, α, λ).

Dacă alegem a = l ı̂n Teorema 4.1.1, obţinem:
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Corolarul 4.1.1. [85] Fie f ∈ An, n,m ∈ N, l, µ, λ ≥ 0, α ∈ [1/2, 1). Dacă

(l + 1)L(m+ 2, l, a+ 2, c, λ)

L(m+ 1, l, a+ 1, c, λ)
− µ(l + 1)L(m+ 1, l, a+ 1, c, λ)

L(m, l, a, c, λ)

−l + µ(l + 1) ≺ 1 +
3α− 1

2α
z, z ∈ U,

atunci f ∈ BL(m, l, a, c, µ, α, λ).

Teorema 4.1.2. [85] Fie f(z) ∈ A. Dacă f(z) ∈ BL(m, l, l + 1, c, µ, α, λ), atunci∣∣∣∣arg
L(m, l, l + 1, c, λ)

z

∣∣∣∣ < π

2
α,

pentru 0 < α ≤ 1 şi 2/π tan−1 (α/(l + 1))− α(µ− 1) = 1.

Dacă alegem, ı̂n Teorema 4.1.2, m = l = 0, µ = 2 şi λ = 1, obţinem următorul

corolar, demonstrat de B. A. Frasin şi M. Darus ı̂n [24]:

Corolarul 4.1.2. [24] Fie f(z) ∈ A. Dacă f(z) ∈ B(α), atunci∣∣∣∣arg

(
f(z)

z

)∣∣∣∣ < π

2
α, z ∈ U,

pentru α(0 < α < 1) şi (2/π) tan−1 α− α = 1.

4.2 Subclasă de funcţii armonice

Fie

f(z) = z +
∞∑
k=2

akz
k +

∞∑
k=1

bkzk, |b1| < 1. (4.12)

Observăm că familia SH se reduce la binecunoscuta clasă S dacă partea co-analitică

a lui f = h + g este zero (g ≡ 0). Silverman [77] a introdus o subclasă a lui SH,
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notată cu SH, care conţine funcţii de forma f = h+ g unde

h(z) = z −
∞∑
k=2

|ak|zk şi

g(z) =
∞∑
k=1

|bk|zk, |b1| < 1.

(4.13)

Pentru f = h+ g de forma (4.12), vom defini operatorul L(m, l, n, α) prin

L(m, l, n, α)f(z) = L(m, l, n, α)h(z) + L(m, l, n, α)g(z), (4.14)

unde

L(m, l, n, α)h(z) = z +
∞∑
k=2

[
α

(
l + k

l + 1

)m
+ (1− α)Cn

n+k−1

]
akz

k

şi

L(m, l, n, α)g(z) =
∞∑
k=1

[
α

(
l + k

l + 1

)n
+ (1− α)Cn

n+k−1

]
bkz

k, |b1| < 1.

Notăm cu HL(m, l, n, α, γ) clasa funcţiilor armonice f de forma (4.12), astfel ı̂ncât

<
[
z (L(m, l, n, α)f(z))′

L(m, l, n, α)f(z)

]
≥ γ, 0 ≤ γ < 1.

Pentru n = l, obţinem clasa HL(m, l, α, γ)

<
[

(l + 1)L(m+ 1, l, l + 1, α)f(z)

L(m, l, l, α)f(z)
− l
]
≥ γ, (4.15)

unde L(m, l, n, α) este de forma (4.14).

Mai mult, notăm cu HL(m, l, α, γ) clasa funcţiilor f = h + g in HL(m, l, α, γ),

unde h şi g sunt de forma (4.13).

Teorema 4.2.1. [89] Fie f = h+ g dată de (4.12). Dacă

∞∑
k=2

(k − γ)

[
α

(
l + k

l + 1

)m
+ (1− α)C l

l+k−1

]
(|ak|+ |bk|) + |b1| ≤ 1− γ, (4.16)
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unde l,m ≥ 0, a1 = 1, α, γ ∈ [0, 1), atunci f(z) este armonică univalenta ce

păstrează sensul pe U şi f(z) ∈ HL(m, l, α, γ).

Pentru m, l, γ = 0 şi α = 1 ı̂n teorema precedentă, obţinem următoarea teoremă

demonstrată de Jahangiry and Silverman ı̂n [37].

Corolarul 4.2.1. Fie f = h+ g de forma (4.12). Dacă

∞∑
k=2

k(|ak|+ |bk|) ≤ 1− |b1|,

atunci f păstrează sensul, este armonică univalentă pe U şi f ∈ S∗H.

Funcţia armonică

f(z) = z +
∞∑
k=2

1− γ
(k − γ)Ak

xkz
k +

∞∑
k=1

2(1− γ)

[(1− γ + k) + |1 + γ − k|]Ak
ykzk, (4.17)

unde

Ak =

[
α

(
l + k

l + 1

)m
+ (1− α)C l

l+k−1

]
.

∞∑
k=2

|xk|+
∞∑
k=1

|yk| = 1

ne arată că rezultatul este exact.

Funcţiile de forma (4.17) sunt ı̂n clasa HL(n, l, α, γ) deoarece

∞∑
k=2

(k − γ)Ak(|ak|+ |bk|) + |b1|

=
∞∑
k=2

(k − γ)Ak|ak|+
∞∑
k=1

(1− γ + k) + |1 + γ − k|
2

Ak|bk|

= (1− γ)

(
∞∑
k=2

|xk|+
∞∑
k=1

|yk|

)
= 1− γ.
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Teorema 4.2.2. [89] Fie f = h + g de forma (4.13). Atunci f ∈ HL(m, l, α, γ)

dacă şi numai dacă

∞∑
k=2

(k − γ)

[
α

(
l + k

l + 1

)m
+ (1− α)C l

l+k−1

]
(|ak|+ |bk|) + |b1| ≤ 1− γ. (4.18)

Teorema 4.2.3. [89] Fie f de forma 4.13. Atunci f ∈ HL(m, l, α, γ) dacă şi numai

dacă

f(z) =
∞∑
k=1

(Xkhk(z) + Ykgk(z)) , (4.19)

unde

h1(z) = z, hk(z) = z − 1− γ
(k − γ)Ak

zk, k ≥ 2,

gk(z) = z +
2(1− γ)

((1− γ + k) + |1 + γ − k|)Ak
zk, k ≥ 1,

∞∑
k=1

(Xk + Yk) = 1, Xk ≥ 0, Yk ≥ 0.

Teorema 4.2.4. [89] Fie f ∈ HL(m, l, α, γ). Atunci, pentru |z| = r < 1, avem

|f(z)| ≤ (1 + |b1|)r +
1

α

(
l + 2

l + 1

)m
+ (1− α)(l + 1)

(
1− γ
2− γ

− 1

2− γ
|b1|
)
r2

şi

|f(z)| ≥ (1− |b1|)r −
1

α

(
l + 2

l + 1

)m
+ (1− α)(l + 1)

(
1− γ
2− γ

− 1

2− γ
|b1|
)
r2.

Teorema 4.2.5. [89] Fie f(z) ∈ HL(m, l, α, γ) şi F (z) ∈ HL(m, l, α, δ), pentru

0 ≤ δ ≤ γ < 1. Atunci f(z) ∗ F (z) ∈ HL(m, l, α, γ) ⊂ HL(m, l, α, δ).
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4.3 Subclasă de funcţii analitice definită cu aju-

torul operatorului integral Sălăgean

În acest paragraf vom studia o nouă clasă de funcţii analitice, Lnα,β. Pentru

această clasă vom prezentă o proprietate de incluziune, vom găsi punctele extreme

precum şi delimitări ale coeficienţilor.

Definiţia 4.3.1. [90] Pentru α ∈ (−π, π], β ∈ (0, 1] şi n ∈ N, fie

Lnα,β :=

{
f ∈ A :

∣∣∣∣arg

(
(Inf(z))′ +

1 + eiα

2
z(Inf(z))′′

)∣∣∣∣ < β
π

2
, z ∈ U

}
(4.20)

Observăm că pentru β = 1 şi n = 0 L0
α,1 := Lα.

Teorema 4.3.1. [90] Presupunem că există o funcţie ω(z) astfel ı̂ncât

(In+1f(z))′ +
1 + eiα

2
z(In+1f(z))′′ =

(
1 + ω(z)

1− ω(z)

)β
, (4.21)

unde ω(0) = 0. Atunci

Lnα,β ⊂ Ln+1
α,β , pentru orice n ∈ N, α ∈ (−π, π], şi β ∈ (0, 1].

Teorema 4.3.2. [90] Fie α ∈ (−π, π), β ∈ (0, 1] şi n ∈ N. Dacă f ∈ Lnα,β atunci

(Inf(z))′ ≺ q(z) =
c

zc

∫ z

0

tc−1
(

1 + t

1− t

)β
dt, z ∈ U,

unde c =
2

1 + eiα
.

Funcţia q este cea mai bună dominantă.

Teorema 4.3.3. [90] Fie α ∈ (−π, π), β ∈ (0, 1] şi n ∈ N. Punctele extreme ale

clasei Lnα,β sunt

fx(z) = z + 2
∞∑
k=2

λk−1k
n−1

eiα(k − 1) + (k + 1)
xk−1zk, (4.22)
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unde |x| = 1, z ∈ U ,

λk =


∞∑
j=0

(
β

j

)(
−β
k − j

)
(−1)k−j 0 < β < 1,

(−2)k−1 β = 1.

(4.23)

şi (
β

j

)
=


β(β − 1) . . . (β − j + 1)

j!
j = 1, . . . , k,

1 j = 0.

În ultima teoremă prezentăm delimitări ale coeficienţilor clasei Lnα,β. Rezultatul

pentru cazul k = 2 este exact.

Teorema 4.3.4. [90] Fie f(z) = z +
∞∑
k=2

akz
k ∈ Lnα,β, unde α ∈ (−π, π], β ∈ (0, 1]

şi n ∈ N. Atunci

|ak| ≤
2
√

2βkn−1√
k2 + 1 + (k2 − 1) cosα

, k = 2, 3, . . . . (4.24)

Pentru k = 2 rezultatul este exact, egalitatea având loc pentru funcţia fx dată de

(4.22)

4.4 Subclasă de funcţii λ-spiralate de ordin α

În acest paragraf, folosind operatorul integral Sălăgean, introducem două noi

clase de funcţii analitice pentru care vom studia proprietăţi de incluziune.

Pentru ı̂nceput, considerăm operatorul Lc, introdus de Bernardi ı̂n [9].

Pentru f(z) ∈ A şi c ∈ N, definim operatorul integral Lcf(z) de forma

Lcf(z) =
c+ 1

zc

∫ z

0

f(t)tc−1dt. (4.25)

Considerând operatorul integral In definit ı̂n [76], de forma (4.2), introducem

următoarele subclase de funcţii analitice:
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Sλn(α) = {f ∈ A | Inf(z) ∈ Sλ(α)},

F λ
n (α) = {f ∈ A | Inf(z) ∈ F λ(α)}.

Observăm că f(z) ∈ F λ
n (α) dacă şi numai dacă zf ′(z) ∈ Sλn(α). De asemenea,

Sλ0 (α) = Sλ(α) şi F λ
0 (α) = F λ(α).

Teorema 4.4.1. [19] Pentru n ∈ N,

Sλn(α) ⊂ Sλn+1(α),

unde λ ∈ (−π/2, π/2) şi α ∈ [0, 1).

Teorema 4.4.2. [19] Pentru n ∈ N,

F λ
n (α) ⊂ F λ

n+1(α),

unde λ ∈ (−π/2, π/2) şi α ∈ [0, 1).

Teorema 4.4.3. [19] Fie c ∈ N, λ ∈ (−π/2, π/2), α ∈ [0, 1). Dacă f(z) ∈ Sλn(α)

atunci Lcf(z) ∈ Sλn(α), pentru z ∈ U.

Teorema 4.4.4. [19] Fie c ∈ N, λ ∈ (−π/2, π/2), α ∈ [0, 1). Dacă f(z) ∈ F λ
n (α)

atunci Lcf(z) ∈ F λ
n (α), pentru z ∈ U.

4.5 Subclasă de funcţii aproape stelate

În acest paragraf vom studia câteva proprietăţi ale clasei CS∗s,b(α) : relaţie de

incluziune, inegalităţi ale coeficienţilor precum şi reprezentare integrală.

Definiţia 4.5.1. [91] O funcţie f ∈ A este ı̂n clasa CS∗s,b(α), α ∈ [0, 1] dacă funcţia

F (f)(z) = (1− α)Js,b(f)(z) + αzJ ′s,b(f)(z) este aproape stelată, adică

∫ θ2

θ1

<
(
zF ′(f)(z)

F (f)(z)

)
dθ > −π, z = reiθ, 0 < r < 1

.
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Condiţia de mai sus este echivalentă cu∫ θ2

θ1

<

(
zJ ′s,b(f)(z) + αz2J ′′s,b(f)(z)

(1− α)Js,b(f)(z) + αzJ ′s,b(f)(z)

)
dθ > −π, z = reiθ, 0 < r < 1. (4.26)

Definiţia 4.5.2. [91] O funcţie f este ı̂n clasa CS∗s,b(α) dacă şi numai dacă există

o funcţie g ∈ S∗ astfel ı̂ncât

<
[
F (f)(z)

g(z)

]
> 0, z ∈ U. (4.27)

Primil rezultat este un rezultat de incluziune pentru clasa CS∗s,b(α).

Teorema 4.5.1. [91] Pentru α ∈ (0, 1], CS∗s,b(α) ⊂ CS∗s,b.

Teorema 4.5.2. [91] Dacă funcţia f de forma f(z) = z +
∞∑
n=2

anz
n este ı̂n clasa

CS∗s,b(α), atunci

|an| ≤
n2

1− α + αn

∣∣∣∣(n+ b

1 + b

)s∣∣∣∣ , n ∈ N \ {1} .

Rezultatul este exact.

În continuare, vom arăta că CS∗s,b(α) este ı̂nchisă la convoluţia cu o funcţie

convexă.

Teorema 4.5.3. [91] Fie φ ∈ K şi f ∈ CS∗s,b(α). Atunci φ ∗ f ∈ CS∗s,b(α).

În cele din urmă, prezentăm reprezentarea integrală a funcţiilor din clasa CS∗s,b(α)

Teorema 4.5.4. [91] Dacă funcţia f este ı̂n clasa CS∗s,b(α), atunci

f(z) = hs,b(z) ∗ 1

αz1/α−1

∫ z

0

t1/α−2g(t)p(t)dt,

unde g ∈ S∗, p ∈ P şi

hs,b(z) = z +
∞∑
n=2

(
n+ b

1 + b

)s
zn.



Capitolul 5

Criterii de univalenţa

5.1 Lanţuri Löwner. Definiţii şi notaţii

Definiţia 5.1.1. O funcţie L(z, t) : U × [0,∞) → C se numeşte lanţ Löwner dacă

satisface următoarele condiţii:

i) L(z, t) este analitică şi univalentă pe U pentru t ∈ [0,∞),

ii) L(z, s) ≺ L(z, t) pentru 0 ≤ s ≤ t <∞,

5.2 Criteriu de univalenţa definit cu ajutorul op-

eratorului Sălăgean

Teorema 5.2.1. [92] Fie f ∈ A şi p o funcţie analitică cu p(0) = 1. Dacă ine-

galităţile: ∣∣∣∣ 2

p(z) + 1
· zf ′(z)

Dn+1f(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1 (5.1)

şi ∣∣∣∣( 2

p(z) + 1
· zf ′(z)

Dn+1f(z)
− 1

)
|z|2 + (1− |z|2)

(
Dn+2f(z)

Dn+1f(z)
− 1 +

zp′(z)

p(z) + 1

)∣∣∣∣ ≤ 1

(5.2)

sunt adevărate pentru z ∈ U , atunci funcţia f este univalentă pe U .

Pentru n = 0 ı̂n Teorema 5.2.1 obţinem rezultatul datorat lui Lewandowski [49].

38
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Pentru p ≡ 1 şi n = 0 criteriul se reduce la binecunoscutul criteriu al lui Becker

[8] şi Duren et al. [22].

Pentru n = 1, Teorema 5.2.1 ne conduce la rezultatul următor:

Corolarul 5.2.1. [92] Fie f ∈ A şi p o funcţie analitică cu p(0) = 1. Dacă

inegalităţile ∣∣∣∣ 2

p(z) + 1
· f ′(z)

f ′(z) + zf ′′(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1

şi ∣∣∣∣( 2

p(z) + 1
· f ′(z)

f ′(z) + zf ′′(z)
− 1

)
|z|2

+ (1− |z|2)
(

2zf ′′(z) + z2f ′′′(z)

f ′(z) + zf ′′(z)
+

zp′(z)

p(z) + 1

)∣∣∣∣ ≤ 1

sunt adevărate pentru z ∈ U atunci f ∈ S.

Pentru lanţul Löwner de forma

L(z, t) := f(e−tz) + (etz − e−tz) · p(e
−tz) + 1

2
· D

n+1f(e−tz)

Dnf(e−tz)
, z ∈ U, t ∈ [0,∞),

urmând aceiaşi paşi ca şi ı̂n demonstraţia teoremei 5.2.1, vom obţine:

Teorema 5.2.2. [92] Fie f ∈ A şi p o funcţie analitică cu p(0) = 1. Dacă ine-

galităţile ∣∣∣∣ 2

p(z) + 1
· f ′(z)

Dnf(z)

Dn+1f(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1

şi ∣∣∣∣( 2

p(z) + 1
· f ′(z)

Dnf(z)

Dn+1f(z)
− 1

)
|z|2

+(1− |z|2)
(
Dn+2f(z)

Dn+1f(z)
− Dn+1f(z)

Dnf(z)
+

zp′(z)

p(z) + 1

)∣∣∣∣ ≤ 1

sunt adevărate pentru z ∈ U , atunci funcţia f este univalentă pe U .

Pentru n = 0 obţinem:

Corolarul 5.2.2. Fie f ∈ A şi p o funcţie analitică cu p(0) = 1. Dacă inegalităţile∣∣∣∣ 2

p(z) + 1
· f(z)

z
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1
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şi ∣∣∣∣( 2

p(z) + 1
· f(z)

z
− 1

)
|z|2

+(1− |z|2)
(

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
− zf ′(z)

f(z)
+

zp′(z)

p(z) + 1

)∣∣∣∣ ≤ 1

sunt adevărate pentru z ∈ U , atunci funcţia f este univalentă pe U .

Pentru p ≡ 1 ı̂n corolarul precedent, obţimen Corolarul 3.5 demonstrat de Kanas

şi Lecko [42].

Pentru p(z) =
f(z)

z
obţinem:

Corolarul 5.2.3. [92] Fie f ∈ A cu <f(z)

z
> 0 . Dacă inegalităţile

∣∣∣∣(f(z)

z
− 1

)
|z|2 + (1− |z|2)

[
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

(
f(z)

z
+ 1

)
− zf ′(z)

f(z)

]∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣f(z)

z
+ 1

∣∣∣∣
sunt adevărate pentru z ∈ U , atunci funcţia f este univalentă pe U .

Acum, pentru p(z) =
zf ′(z)

f(z)
ı̂n Corolarul 5.2.2, obţinem următorul rezultat:

Corolarul 5.2.4. Fie f ∈ A. Dacă inegalităţile∣∣∣∣2f(z)

z
− zf ′(z)

f(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1 +
zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣
şi ∣∣∣∣(2

f(z)

z
− zf ′(z)

f(z)
− 1

)
|z|2

+(1− |z|2)
(

2
zf ′(z)

f(z) + 1

)(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)
− zf ′(z)

f(z)

)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣1 +
zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣
sunt adevărate pentru z ∈ U , atunci funcţia f este univalentă pe U .
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5.3 Criteriu de univalenţă definit cu ajutorul op-

eratorului Ruscheweyh

Teorema 5.3.1. [92] Fie f ∈ A şi fie p o funcţie analitică cu p(0) = 1. Dacă

inegalităţile ∣∣∣∣ 2

p(z) + 1
· zf ′(z)

(n+ 1)Rn+1f(z)− nRnf(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1 (5.3)

şi ∣∣∣∣( 2

p(z) + 1
· zf ′(z)

(n+ 1)Rn+1f(z)− nRnf(z)
− 1

)
|z|2

+(1− |z|2)
[
(n+ 1)

(
(n+ 2)Rn+2f(z)− (n+ 1)Rn+1f(z)

(n+ 1)Rn+1f(z)− nRnf(z)
− 1

)
+

zp′(z)

p(z) + 1

]∣∣∣∣ ≤ 1

(5.4)

sunt adevărate pentru z ∈ U , atunci funcţia f este univalentă pe U .

Pentru n = 0 ı̂n Teorema 5.3.1 obţinem rezultatul datorat lui Lewandowski [49]

şi pentru n = 0 şi p = 1 obţinem rezultatul datorat lui Becker [8].

Pentru n = 1 ı̂n Teorema 5.3.1, avem

Corolarul 5.3.1. [92] Fie f ∈ A şi fie p o funcţie analitică cu p(0) = 1. Dacă

inegalităţile ∣∣∣∣ 2

p(z) + 1
· zf ′(z)

zf ′(z) + z2f ′′(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1

şi ∣∣∣∣( 2

p(z) + 1
· zf ′(z)

zf ′(z) + z2f ′′(z)
− 1

)
|z|2

+(1− |z|2)
[
zp′(z)

p(z) + 1
+

2zf ′(z) + 4z2f ′′(z) + z3f ′′′(z)

zf ′(z) + z2f ′′(z)
− 2

]∣∣∣∣ ≤ 1

sunt adevărate pentru z ∈ U , atunci funcţia f este univalentă pe U .

Teorema 5.3.2. [92] Fie f ∈ A şi fie p o funcţie analitică cu p(0) = 1. Dacă

inegalităţile ∣∣∣∣ 2

p(z) + 1
· f ′(z)

Rnf(z)

Rn+1f(z)
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1
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şi ∣∣∣∣( 2

p(z) + 1
· f ′(z)

Rnf(z)

Rn+1f(z)
− 1

)
|z|2

+(1− |z|2)
(

(n+ 2)
Rn+2f(z)

Rn+1f(z)
− (n+ 1)

Rn+1f(z)

Rnf(z)
− 1 +

zp′(z)

p(z) + 1

)∣∣∣∣ ≤ 1

sunt adevărate pentru z ∈ U , atunci funcţia f este univalentă pe U .

Pentru n = 0 obţinem rezultatul din Corolarul 5.2.2.
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by differential Sălăgean operator, Buletinul Academiei de Ştiinţe a Republicii
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