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Introduction

Teoria geometrica a functiilor este ramura analizei complexe care se ocupa cu
studiul proprietatilor geometrice ale functiilor analitice. Aceasta teorie este bazata
pe notiunea de reprezentare conforma unde functiile univalente ocupa un rol esential.
Un rezultat remarcabil in acest sens il constituie teorema Riemann de reprezentare
conforma. Primele lucrari importante in aceasta directie au aparut la inceputul
secolului al XX-lea, odata cu lucrarile lui P. Koebe [46] in 1907, T. H. Gronwall
[28] in 1914, J.W. Alexander [1] in 1915, L. Bieberbach [10] in 1916. Conjectura lui
Bieberbach, demonstrata de catre Louis de Branges in 1984, a dus la aparitia unor
noi directii de studiu in teoria geometrica a functiilor analitice, una dintre aceste
directii fiind definirea unor noi clase de functii univalente pentru care conjectura
ar putea fi verificata. Odata cu acestea au aparut si s-au dezvoltat noi metode
de cercetare cum ar fi metoda parametrica a lui Lowner si metoda reprezentarii
integrale introdusa de Herglotz.

Merita mentionat faptul ca matematicienii romani au adus numeroase contributii
in dezvoltarea acestei ramuri a matematicii. G. Calugareanu a obtinut, in anul 1931,
conditii necesare si suficiente de univalenta in discul unitate. Continuand munca lui
G. Calugareanu, P.T. Mocanu a obtinut rezultate semnificative in domeniu: a in-
trodus notiunea de a-convexitate; a obtinut criterii de univalenta pentru functii
neanalitice; a dezvoltat, in colaborare cu S.S. Miller, metoda subordonarilor si su-
perordonarilor diferentiale.

Lucrarea de fata este structurata in cinci capitole. Capitolul 1 cuprinde noua
subcapitole in care sunt prezentate definitii fundamentale si rezultate ce constituie
baza necesara pentru urmatoarele capitole. Astfel, sunt prezentate rezultate impor-
tante cu privire la functii univalente, functii cu partea reala pozitiva, functii stelate,
convexe, aproape stelate, aproape convexe, spiralate, precum si rezultate privind

functiile armonice.
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Capitolul al doilea este dedicat studiului subordonarilor diferenctiale. In primul
subcapitol sunt prezentate definitii si rezultate de baza cu privire la subordonarile
diferentiale precum si o scurta prezentare a metodei functiilor admisibile. Urmatoarele
doua subcapitole contin rezultate originale introduse in lucrarile [87] si [43]. Ast-
fel, In cel de-al doilea subcapitol sunt prezentate cateva exemple de subordonari
diferentiale pentru binecunoscutele cazuri particulare ala discului si semiplanului

iar in ultimul subcapitol sunt introduse subordonari diferentiale legate de media

2p'(2)

armonica a unor expresii de forma p(z),p(z) + 2p'(z) si p(z) + , unde p este

o functie analitica pe discul unitate, astfel incat p(0) = 1,p(z) # 1,.

In cel de-al treilea capitol sunt definite noi subclase de functii bi-univalente pen-
tru care s-au obtinut estimari ale coeficientilor as si a3. Rezultatele din acest capitol
sunt originale si se gasesc in lucrarile [86] si [88].

Capitolul al patrulea este dedicat studiului unor noi clase de functii definite cu
ajutorul a diferiti operatori. Acest capitol cuprinde rezultate originale prezentate
in articolele [85], [89], [90], [19] i [91]. In primul paragraf este definiti o clasi de
functii analitice cu ajutorul operatorilor Carlson-Shaffer gi Cho-Srivastava si sunt
prezentate cateva proprietati ale acestei clase cum ar fi conditii suficiente pentru ca
o funtie si aparting clasei precum si estimiri unghiulare. In cel de-al doilea sub-
capitol este definita o subclasa de functii armonice univalente tot cu ajutorul unui
operator generalizat. Pentru aceasta s-au determinat conditii necesare si suficiente
de apartenenta, puncte extreme, convolutie, incluziune. In cel de-al treilea subcapi-
tol este definita o clasa de functii analitice cu ajutorul operatorului integral Salagean
pentru care se studiaza proprietati de incluziune, subordonare, puncte extreme si
delimitari ale coeficientilor. Subcapitolul al patrulea cuprinde doua subclase de
functii analitice introduse tot cu ajutorul operatorului integral Salagean. In ultimul
subcapitol se defineste o clasa de functii aproape stelate cu ajutorul operatorului
Srivastava-Attiya pentru care sunt prezentate proprietati de incluziune, delimitari
ale coeficientilor precum si reprezentare integrala.

In ultimul capitol este prezentatd metoda lanturilor Lowner gi utilitatea aces-
tei metode 1n obtinerea unor noi criterii de univalenta. In primul subcapitol este
prezentata teoria generala a lanturilor Lowner iar urmatoarele doua capitole contin
rezultate originale care se regasesc in lucrarea [92], unde sunt obtinute noi conditii
de univalenta cu ajutorul acestei metode a lanturilor de subordonare.

Bibliografia contine 92 de titluri, 9 dintre acestea fiind semnate de autoare, doua
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Cuvinte cheie: functie analitica, functie univalenta, functie bi-univalenta, functie
armonica, stelaritate, convexitate, spiralitate, subordonare diferentiala, operator

diferential, operator integral, criteriu univalenta, lant Lowner.



Capitolul 1

Rezultate preliminare

1.1 Definitii si notatii

In aceasta sectiune sunt prezentate notiunile de baza cu privire la functii com-
plexe, continuare analitica gi puncte extreme.

Vom folosi urmatoarele notatii:
e Discul unitate: U = {z € C: |z| < 1},
o U ={2€C:|z| <r},
e U={z€C:|z| <},
e U{zeC:|z| =1}
Fie H(U) multimea functiilor olomorfe in U. Pentru a € C si n € N*, avem
o Hla,n|={f e HU): f(2) =a+anz" + an 12"+ },
o A, ={feHU): f(z) =z+ap 12" +---}, (4 =A).

O functie f € A are urmatoarea dezvoltare in serie Taylor:

flz) = z—i—Zanz”. (1.1)
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1.2 Functii univalente

Definitia 1.2.1. [20] O functie f se numeste univalenta pe D C C daca nu ia

aceeasi valoare de doud ori; adica, daca f(z1) # f(z2) oricare ar fi z1 §i zo in D cu
Z1 7é z9.

Notam cu S clasa functiilor univalente pe discul unitate, normalizate prin conditiile
f(0) =0si f/(0) = 1. Asadar, fiecare functie din clasa S are dezvoltarea in serie
Taylor de forma:

f)=z+az*+--+, 2€U.

Teorema 1.2.1 (Conjectura lui Bieberbach). Coeficientii oricarei functii f € S
satisfac inegalitatea |a,| < n pentru n = 2,3,---. Egalitatea are loc daca f este
functia Koebe sau o rotatie a acesteia.
1.3 Functii cu partea reala pozitiva
Clasa functiilor Caratheodory se noteaza cu:
P={peHU):p(0)=1, Rp(z) >0, z€U}.
Teorema 1.3.1. [65] Fie p € P. Atunci

o] <2, n>1,

2
<2_|p1| .

- 2

o
2

’p2

1.4 Functii stelate

Definitia 1.4.1. [57] Spunem ca o functie f € H(U) este stelatda daca este univa-

lenta si f(U) este un domeniu stelat.
Caracterizarea analitica a functiilor stelate:

Teorema 1.4.1. [57] O functie f € H(U) este stelata daca si numai daca f(0) =
0, f(0) # 0 g

G I
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Clasa functiilor stelate se noteaza cu S* §i reprezinta multimea tuturor functiilor
f din S pentru care f(U) este stelata.

SC

S = ceA: R >0p. 1.3
{reasni 1

Teorema 1.4.2. [26] Dacd f(2) = z + agz® + a3z + - -+ este in 8* atunci

la,| <n, n=2,3,---

FEgalitatea are loc daca si numai daca f este functia Koebe.

1.5 Functii aproape stelate

Definitia 1.5.1. [67] O functie f € A se numeste aproape stelatd daca si numai

daca exista o functie g € S* astfel incat

%(f(z))zo, 2 el

9(2)

Notam cu CS™* clasa functiilor aproape stelate.

Teorema 1.5.1. [67] Daca f € A este o functie aproape stelata atunci coeficientii

satisfac urmatoarea inegalitate:
2 _
la,| <n®, n=2,3--.

FEgalitatea are loc pentru functiile Robertson stelate intr-o directie [70].

1.6 Functii convexe

Definitia 1.6.1. [57] Spunem ca o functie f € H(U) este convexd dacd si numai

daca f(U) este un domeniu convez.

Teorema 1.6.1. [57] O functie f € H(U) este conveza daca i numai daca f'(0) # 0
S0

[0

72) +1] >0, zeU
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Clasa functiilor convexe se noteaza cu K gi consta in acele functii f din S pentru
care f(U) este convexa.

Caracterizarea analitica:

2f"(2)
f'(2)

Teorema 1.6.2. [26] Dacd f(z) = z + agz® + azz® + - -+ estein K atunci

+1

K={rean|

> O}. (1.4)

la,| <1, n=2,3,---.

Egalitatea are loc daca si numai daca f este de forma:

z

=— oc€eR.
1+ez

f(z)

1.7 Functii aproape convexe

Definitia 1.7.1. [67] O functie f € A este aproape convexd dacd gi numai dacd

exista o functie g € K astfel incat

%(5:((2) >0, zel.

Notam cu CK clasa functiilor aproape convexe.

Teorema 1.7.1. [67] Daca f € A este o functie aproape convexa atunci coeficientii

satisfac urmatoarea inegalitate:

la,) <n, n=2,3,---.

1.8 Functii spiralate

Teorema 1.8.1. [65] O functie f € A se numeste \- spiralatd, (—g <A< g)

daca si numai daca

R [e“%} >0, ze€U.

In 1967, R. Libera [52] extinde definitia citre functii A-spiralate de ordin .
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Definitia 1.8.1. Pentru 0 < o < 1 gi |A| < 7/2, o functie f € A se numeste
A-spiralata de ordin o in U daca

R {e“w} >acosA, zeU. (1.5)

f(2)
1.9 Functii armonice

In aceasti sectiune vom cateva notiuni de baza si proprietati cu privire la functiile
armonice. Aceste functii sunt strans legate de functiile olomorfe deoarece partile
reala gi imaginara ale unei functii olomorfe sunt functii armonice si orice functie
armonica pe un domeniu simplu conex D din C este partea reala (imaginara) a unei

functii olomorfe din D.

Definitia 1.9.1. [21] Fie D C C o regiune. Spunem ca o functie u(z,y) este

armonica pe D daca satisface ecuatia lui Laplace:

0’u  O%*u

AUZ@—Fa—yz:

0.
Propozitia 1.9.1. [21] Fie f = u+iv o functie olomorfa pe D. Atunciu gi v sunt
armonice pe D.

Observatia 1.9.1. Inversa propozitiei 1.9.1 este de asemenea adevarata dar numazi

wn cazul in care D este un domeniu simplu conex.

Teorema 1.9.1. [21] Presupunem ca u este o functie armonica pe un domeniu
simplu conex D. Atunci existd o funclie armonica v astfel incat f = u + v este
olomorfa pe D.

Observatia 1.9.2. Functia v se numeste conjugatul armonic al lui u.

Teorema 1.9.2 (Valoarea medie). [21] Fie u o functie armonicd pe D. Dacda D

contine un disc inchis de raza r centrat in zy atunci

1

u(zg) = Dy

2m
/ u(zo + re'?)do.
0

Teorema 1.9.3 (tPrincipiul maximului modulului). [21] Fie u o functie ar-

monica pe D. Daca u st atinge valoarea maxima in zg € D atunci u este constanta.



CAPITOLUL 1. REZULTATE PRELIMINARE 12

Teorema 1.9.4 (formula integrald Poisson). [21] Fier > 0 siu: U(0,7) = R

o functie armonicd pe U(0,7) si continud pe U(0,7). Atunci

( i(p) 1 /271' 7"2 _ p2 ( Ze)de
u(pe’?) = — u(re
P 21 Jo 12 —2pcos(f — ) + p? ’

pentru orice p € [0,7) si ¢ € R.



Capitolul 2
Subordonari diferentiale

In [56] si [58], S.S. Miller si P.T. Mocanu au extins studiul inegalitatilor diferentiale
pentru functii de variabila reala la functii de variabila complexa definite in discul
unitate. Acestia au dezvoltat o noua metoda de cercetare in teoria geometrica a
functiilor analitice numita metoda subordonarilor diferentiale sau metoda functiilor
analitice. Aceasta metoda s-a dovedit a fi foarte eficienta in obtinerea unor noi
rezultate in domeniu sau demonstrarea, intr-o maniera mai simpla, a unor rezultate

deja cunoscute.

2.1 Definitii si rezultate de baza

Definitia 2.1.1. [65] Daca [ si g sunt doud functii analitice pe U, spunem ca f

este subordonata lui g, st vom nota cu

f =g sau f(z) <g(2),

daca ezista o functie Schwarz w (functie analitica pe U, cu w(0) =0 i |w(2)| < 1,

pentru orice z € U) astfel incat

f(z) = g(w(z)), z€U.

Teorema 2.1.1. [65] Fie f,g € H(U) si fie g o functie univalenta pe U. Atunci
f =< g daca si numai daca f(0) = g(0) si f(U) C g(U).

Fie Q,A C C,p e H(U) cu p(0) =a, a € Csifiey : C3 x U — C. Metoda

13
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subordonarilor diferentiale consta in generalizarea unor implicatii de forma:
{©(p(2), 20/ (2), 2P (2);2) 1 2 € U} C Q = p(U) C A, (2.1)

Definitia 2.1.2. Fie ¢ : C3 x U — C si fie h o functie univalentd pe U. Dacd p

este analitica pe U si satisface subordonarea diferentiala de ordinul al doilea:

U(p(2), 20/ (2), 2°p"(2); 2) < h(2), (2.2)

atunci p se numeste solutie a subordonarii diferentiale.

Functia univalenta q se numeste dominanta a solutiei subordonarii diferentiale
daca p < q pentru orice p ce satisface (2.2).

O dominanta G care satisface ¢ < q pentru orice dominantd q din (2.2) se numeste

cea mai buna dominanta.

Definitia 2.1.3. [57] Notam cu Q clasa functiilor q care sunt analitice si injective
pe U\ E(q), unde

E(q) = {C € U : limq(z) = oo} :
z2—(
astfel incat ¢'(¢) # 0 pentru ¢ € OU \ E(q).
Daca ¢ € @ atunci A = ¢(U) este un domeniu simplu conex.

Lema 2.1.1. [57] Fie g € Q, cu q(0) = a, si fie p(z) = a+anz"+- -+ analitica pe U
cup(z) #a sin > 1. Dacd p nu este subordonatd lui q atunci existd zy = roe'® € U,
o € OU \ E(q) st m >n > 1 pentru care p(U,,) C q(U),

1) p(z0) = ¢(),

i) zop'(20) = mCoq' (o),
. w2op"(20) {Coq//(go) }
iii) %—p’(zo) +1>mR —q’(Co) +1].

In continuare vom defini clasa functiilor admisibile:

Definitia 2.1.4. [57] Fie Q in C, ¢ € Q st n un intreg pozitiv. Clasa functiilor

admisibile V,[Q, q] constd in acele functii ¢ : C3> x U — C care satisfac conditiile
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de admisibilitate:
W(r, s, t;2) ¢ Q, atunci cand

P40 s=meg (@) R (14 2) z (14
(e€dU\ E(q), z€ U, m>n.

¢q"(¢)
7(¢) ) ’

Teorema 2.1.2. [57] Fie ¢ € V,,[Q, q] with ¢(0) = a.
Dacd p € Hla,n| si ¥(p(2), zp'(2), 2%p"(2); 2) este analiticd pe U atunci

U(p(2), 20’ (2), 2°p" (2); 2) € 2= p(2) < q(2).

Definitia 2.1.5. [57] Fie h o functie univalenta pe U cu h(0) = a si fie p € H[a,n]
ce satisface

p(z) + ﬁ% =< h(z).

Subordonarea diferentiala de ordinul I se numeste subordonare diferentiala Briot-

Bouquet.
Lema 2.1.2. [57] Fie h o functie convexd pe U cu R[Sh(z) + ] > 0, z € U. Daca
q este o functie analitica pe U astfel incat q(0) = h(0) si

)+ s <),

atunci q(z) < h(z).

2.2 Exemple

In acest paragraf vom prezenta cateva exemple de subordonari pentru cazurile
particulare ale discului si semiplanului:
In primele trei exemple consideram diferite conditii pentru functiile A, B, C astfel

incat sa aiba loc implicatia:
RIA(2)p(2) + B(2)zp'(2) + C(2)2*p"(2)] > 0 = Rep(z) >0, z € U.

Examplul 2.2.1. [87] Fie A,B : U — C, C : U — R astfel incat SA(z) <1 gi
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RB(2) <1+C(z), z€U. Dacap(z) =1+arz+--- atunci
RIA(2)p(2) + B(2)zp'(2) + C(2)2*p"(2)] > 0 = Rep(z) >0, z € U.

Examplul 2.2.2. [87] Fie A/B : U — C, C : U — R astfel incit RA(z) >
0, RB(z) < RA(z) + C(z2), C(z) > 0 si S*A(2) < R?A(z), 2 € U. Dacd p(z) =
1+aiz+--- atunci

RIA(2)p(2) + B(2)zp'(2) + C(2)2*p"(2)] > 0 = Rep(z) >0, z € U.

Examplul 2.2.3. [87] Fie A,B,C : U — C astfel incat IC(z) < 0, RB(z) =
RC(2), RC(2) > 0 i S?A(2) < $?C(2), 2 € U. —Dacd p(z) = 1+ a1z + -~

atunci
RIA(2)p(2) + B(2)zp'(2) + C(2)2*p"(2)] > 0 = Rep(z) >0, z € U.

In urmitoarele trei exemple considerim diferite conditii pentru functiile A, B, C'

astfel incat
|A(2)p(2) + B(2)2p'(2) + C(2)2°p"(2)| < 1= |p(2)| < 1, z € U.

Examplul 2.2.4. [87] Fie AAB : U — C, C : U — R astfel incit C(z)
1, RA(z) > 1+ SA(2) si (RB(2) — 1)* < 4SA(2), z € U. Dacd p € H[0,n

atuncs

v

—

|A(2)p(2) + B(2)2p'(2) + C(2)2%p"(2)| = [p(2)| < 1, 2 € U.

Examplul 2.2.5. [87] Fie A, B,C : U — C astfel incit RC(z) = RB(z), RA(z) >
1 —RC(2) si RC(2) >0, z € U. Daca p € H[0,n] atunci

|A(2)p(2) + B(2)2p'(2) + C(2)2%p"(2)| = [p(2)| < 1, 2 € U.

Examplul 2.2.6. [87] Fie A, B,C : U — C astfel incat RC(z) = RB(z) — 2RA(z),
RB(z) > 1+ 2RA(2) si RA(z) > 14+ R?*A(z), z € U. Dacd p € H|[0,n] atunci

|A(2)p(2) + B(2)2p/(2) + C(2)2%p"(2)| = [p(2)| < 1, 2 € U.
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2.3 Aplicatii ale subordonarilor diferentiale

In acest paragraf vom studia apicatii ale subordonarilor diferentiale obtinute cu

ajutorul mediei armonice.
Teorema 2.3.1. [43] Fie p(z) = 14+ a1z+--- o funclie analitica pe U cu p(z) # 1.

Atunci
2p(2) [p(2) + 2p'(2)]
§R{ 20(2) + 20 (2) } > 0= Rp(z) > 0. (2.3)

Observatia 2.3.1. Observam ca expresia din partea stanga a relatiei (2.3) reprezintd

media armonica a doua elemente x1 = p(z) $i x5 = p(2) + 2p'(2) (z € U).

Pentru p(z) = /(z) obtinem urmatorul corolar:
2
Corolarul 2.3.1. [43] Fie f(z) = 2z + as2® + - -+ 0 functie analiticd pe U. Atunci
2 !
f(2) +2f'(2) z
Teorema 2.3.2. [43] Fie p(z) = 14+ a1z+--- o funclie analitica pe U cu p(z) # 1.
Atunci 5 -
p(2) + 22p(2) > 0= Rp(z) > 0.
1+p*(2) + 2p(2)p/(2)
Pentru p(z) = @ obtinem:

Corolarul 2.3.2. [43] Fie f(z) = z + asz® + - -+ 0 functie analiticd pe U. Atunci

Teorema 2.3.3. [43] Fie p(z) = 14+a1z+--- o funclie analitica pe U cu p(z) # 1.

Atunct /()
zp'(z
2 o)+ 25|
2p/(2)
P*(2)

R > 0= Rp(z) > 0.

2+

2f'(2)
f(2)

Pentru p(z) = obtinem:
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Corolarul 2.3.3. [43] Fie f(z) = z + as2® + - -+ 0 functie analiticd pe U. Atunci

SICYRt]

f(2) f'(2) 2f'(2)
i T T G (N E M
fz) — f'(2)
Teorema 2.3.4. [43] Fie p(z) = 14+a1z+--- o functie analitica pe U cu p(z) # 1.
Atunci
2o+ 57|
T4 7205 + 20/ (2) > 0= Rp(z) > 0.
_ 2
Pentru p(z) = 8 obtinem:

Corolarul 2.3.4. [/3] Fie f(z) = z + a22® + - -+ 0 functie analiticd pe U. Atunci

1G) [, 2

9|14 2 ,

. Fiel f@a] oo il

A CRNE 1)
2P 1)

Teorema 2.3.5. [/3] Fie p(z) = 1+ a1z + ax2* + -+ o functie analiticd pe U cu
p(z) # 1, sifie0< M < % Atunci

> 0.

2p(z) [p(z) + 2p'(2)]

20() + 2 (2) — 1| <M= |p(z) — 1] < M. (2.4)
Pentru p(z) = M obtinem urmatorul corolar:
z

Corolarul 2.3.5. [/3] Fie f(2) = 2z + ax2* + -+ o functie analiticd pe U si fie
0<M< % Atunci

2?;@‘1<M$F?_4<M
e

Pentru cazul p(z) = f’(2), obtinem:
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Corolarul 2.3.6. [43] Fie f(z) = z + az2* + --+ o functie analiticd pe U si fie
0<M< % Atunci

2(f'(2) + 2/"(2))
2f"(2)
f'(2)

-1l <M=|f'(z) - 1| < M.
2+

2f'(2)
/()
Corolarul 2.3.7. [43] Fie f(z) = z + az2* + --+ o functie analiticd pe U si fie
0<M< % Atunci

L) (5 ) a)
2 2+ -
O \TTE @) 2(2)
5 2TE) A TG) heE ‘ 7 1' R
7))

Teorema 2.3.6. [43] Fie p(z) =1+ a1z+--- o functie analitica pe U cu p(z) # 1
si fie v € (0,1]. Atunci

Alegand p(z) =

in Teorema (2.3.5), avem:

2 /
arg p(;;([f)(z—: jp;z(i;z)] < 'yg = |largp(2)| < 'yg. (2.5)
Pentru p(z) = %Z) obtinem:
Corolarul 2.3.8. [43] Fie f(z) = z + asz® + - -+ 0 functie analiticd pe U. Atunci
2f(2)f'(2) ™ f(z) T
argm <’Y§ = arg > <’}/§
2f'(2)

Alegand p(z) =

in Teorema (2.3.6), obtinem:

f(2)
Corolarul 2.3.9. Fie f(z) = 2z + as2*> + -+ o functie analiticd pe U. Atunci

Q) [, ) )
S ER G e Y, <nf = e 2.
S E ) 2 1)
ENTE

arg

’72-
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Teorema 2.3.7. [43] Fie p(z) =1+ a1z +--- o functie analitica pe U cu p(z) # 1
si fie v € (0,1]. Atunci

) {p(z) LG
arg /p(z) < 'yz = |argp(z)| < 'yz.
54 2P (2) 2 2
P*(2)
Pentru p(z) = Z;;g) avem

Corolarul 2.3.10. [/5] Fie f(z) = z + ax2® 4+ - -+ o functie analiticd pe U. Atunci

Q) [, )
A | ] BN
FUCITUCN P

1 TG

™
B .

2f'(2)
f(2)

arg arg

1+



Capitolul 3

Functii bi-univalente

3.1 Delimitari ale coeficientilor pentru clasa R;ja(go)

Definitia 3.1.1. /86 O functie f, data de (1.1) se gaseste in clasa RT () (0 <y <1,

7 € C\ {0}) daca satisface urmatoarele conditii:

feo s 1 (f(2)+72"() — 1) < 9(2)

i1 (g 0) + g (w) — 1) < olw),

unde g reprezintd prelungirea lui f=1 pe U.

1+ Az

T 1+ B2
RT (A, B) functiilor f ce satisfac:

Daca alegem ¢(z) —1 < B<A<L1, zeUvom obtine subclasa

. [(z) +v2f"(2) =1
Feo S \TAB) - B((2) +12/"(2) — 1) ‘ <
. q (w) +ywg"(w) — 1 <1
> |7(A=B) - B(¢'(w) + ywg"(w) — 1) '

Teorema 3.1.1. [86] Daca f € RI () este data de (1.1) atunci

|a2| < |T’Bl\/ B1
VI3rBH(1 +29) — (B, — By)(1+7)?|

21
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§t
By|7| Bi|r|?

14+2y)  4(1+7)%
Daca alegem, in Teorema 3.1.1, 7 = 1 gi v = 0 vom obtine rezultatul demonstrat
de Ali [5, Th. 2.1].
Pentru A =1 and B = —1 in Corolarul 3.1.1 i pentru 7 = 1 and v = 0, obtinem

|as| < 3 (3.2)

urmatoarele estimari pentru as si as

2 5
| < \/; and Jog] < .

1 [0
+Z> , 0 < a <1 obtinem:

1—=z2

Pentru o(z) = (

1 o
Corolarul 3.1.1. [86] Daca f € RT , ((1 * Z) >, atunct
’ —z

2|7/
\/]6Ta2(1 +27y) —da(a — 1)(1 +7v)?

|az| <

§t

ool < 1L (224 ol
1429\ 3 (1+47)?2)

Daca alegem 7 = 1 si v = 0 in corolarul precedent, obtinem rezultatul din [81,
Th. 1].

3.2 Delimitari ale coeficientilor pentru clasa M, , ,(¢)

Definitia 3.2.1. [86] O functie f, data de (1.1) se gaseste in clasa My » (@), (o >

0, A > 0) daca satisface urmatoarele conditii:

feo
5 () o[ 5 -5 e (B ) e
[ () 0 - () <

unde g reprezintd prelungirea lui f=! pe U.



CAPITOLUL 3. FUNCTII BI-UNIVALENTE 23

Teorema 3.2.1. [86] Daca f € M, () este de forma (1.1) atunci
By By

\/‘%Bf(a + (42X +2) + (14 a)*(1 + A\)*(By — By)

las| <

(3.3)

§t
2(B1+ B2 — Bi)

a+1)(a+2X+2) (34)

lag| <
(

Pentru a = 0 si A = 0 obtinem estimari ale coeficientilor pentru functiile bi-
stelate si pentru @ = 0 si A = 1 obtinem estimari ale coeficientilor pentru functiile
bi-convexe.

Pentru v = 1 and A = 0 obtinem estimari ale coeficientilor pentru clasa H,(y),
introdusa de Ali in [5]:

Corolarul 3.2.1. Fie f o functie din clasa My, (p). Atunci

ag] < B1v/B1
~ 3B} + 4B, — 4B,

1
las| < 3 (B1+ By — Bi).

Observam ca estimarea pentru as in Corolarul 3.2.1 este imbunatatita ([5, Th.
2.1]).

3.3 Delimitari ale coeficientilor pentru clasa C/C, ()

Definitia 3.3.1. [88] O functie f, de forma (1.1), se gaseste in clasa CK,(p) dacd

satisface urmatoarele condifii:

f'(2)
¢'(2)

f €0 siexista o functie ¢ € K astfel incat

< p(z) si

unde g reprezintd prelungirea lui f=! pe U.
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Teorema 3.3.1. [88] Daca f € CK,(p) este de forma (1.1) atunci

2 _
‘GQ‘Smin{\/Bl(Bl+1)+4|Bg B ﬁ} (3.5)

3B —4(B, — B)| = 2

$1
B? 4|B,— B
|a3‘§B1+—1—|——M.

1 T3 (3.6)

1+ =2
1—=z

Pentru ¢(z) = ( ) , 0 < a <1 obtinem:

1 (03
. i Z) ) este de forma (1.1) atunci
-z

Corolarul 3.3.1. Daca f € CKC, ((

202 — v+ 2

<
o] < o+ 2

§t
|a|<a2+2a+%
3= 373

3.4 Delimitari ale coeficientilor pentru clasa CS*,(¢p)

Definitia 3.4.1. [88] O functie f, de forma (1.1), se gaseste in clasa CS*,(p) daca

satisface urmatoarele conditii:

f €o siexista o functie h € S* astfel incat J2) < p(z) si
2

unde g reprezintd prelungirea lui f=1 pe U.

Teorema 3.4.1. [88] Daca f € CS*,(p) este de forma (1.1) atunci

. B} + B? +4|By — By|
< B 3.7
|a2|_m1n{\/ B2 — B, + Bi| » D1 (3.7)

§t
8| By — By

< 3B, + B?
|CL3| ~ 1 -+ 1 + Bl

(3.8)
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1 [e%
Pentru ¢(z) = (1 i Z) , 0 < a <1 obtinem:
—z
. 1+ 2\“ .
Corolarul 3.4.1. Daca f € CS*, 1=, este de forma (1.1) atunci
-z
402 — 200+ 4
< =T
laz] < a+1

1
las| < 4a* — 2a + 8.

25



Capitolul 4

Clase de functii definite cu

ajutorul operatorilor

In acest capitol vom introduce noi clase de functii analitice definite cu ajutorul

unor operatori cunoscuti prezentati in continuare:

e Operatorul diferential Salagean:

Pentru o functie f € A Salagean [76] a introdus operatorul D" definit prin:
Df(z) = f(2),
D'f(z) = Df(z) = zf'(2), (4.1)
D"f(z) = D(D"lf(z):), n=12---, zeU.

e Operatorul integral Salagean:

Pentru o functie f € A Salagean [76] a introdus operatorul I™ definit prin:

I°f(2) = f(2),
116 =156 = [ st (42)
I"f(z) =1(I""'f(2)), n=1,2,---, z€ U.

26
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e Operatorul Ruscheweyh:

Pentru o functie f € A Ruscheweyh [73] a introdus operatorul R* : A — A
definit prin:

1
(1 — 21

RMf(2) = x f(z), \>—1, ze U.

In particular, pentru A = n, avem

Rz =2

- n—1
= S ? f(z)}, neN, zeU. (4.3)

e Operatorul Carlson-Shaffer:

Fie functia ¢(a, c; z) data de

%z}“r1 (c#0,—-1,-2,..;2€U)

= ()

NE

o(a,cz) =

(2) 1, k=0
k= rz+1)(x+2)..(z+k—-1), keN*

Carlson si Shaffer [15] au introdus operatorul liniar L(a,c), ce corespunde

functiei ¢(a, c; z), definit prin:

—~

(l

L(a,c) :=¢(a,c;z) = f(z z—i—Z

k=1

o P g 25 (4.4)

\./

e Operatorul Cho-Srivastava:

In [17], Cho si Srivastava au introdus operatorul liniar de forma:

[+1

I(m, _z+2<”k> W mez, 130, (4.5)

e Operatorul Srivastava-Attiya:



CAPITOLUL 4. CLASE DE FUNCTII DEFINITE CU AJUTORUL OPERATORILOR28

Srivastava si Attiya [82] au introdus operatorul liniar

JSJ, cA—- A
definit prin
Jso(f)(2) := Gsp(2) x f(2), 2€U, beC—1Z,, s €C, (4.6)
unde
s - 2" _ s
Gsp(2) = (14 D) nZ:O CFL b ] , ze€U. (4.7)

4.1 Clasa de functii analitice definita cu ajutorul

unui operator generalizat

Fie £(m,l,a,c, \) operatorul definit prin:

L(m,l,a,e,\)f(z) = AXZ(m, 1) f(z) + (1 — X)L(a,c)f(z) (4.8)

unde Z(m, () f(z) este de forma (4.4) si L(a,c)f(z) este de forma(4.5).

Pentruc=1and a =n+ 1 avem
L(m,l,n,a)f(z) =z+ Z al—] +(1-a)Cr 1] arz", (4.9)

Cu ajutorul operatorului £(m, 1, a, ¢, ) introducem urmatoarea subclasa de functii

analitice:
Definitia 4.1.1. [85] Spunem ca o functie f € A, se afld in clasa BL(m, 1, a,c, p, o, N),
n,m €N u,A>0,a€l0,1) daca

Llm+1La+1¢M)f(2) z p
: (E(m,l,a,c, A)f(z)) - 1‘ <l-a, z€U. (410)

Observatia 4.1.1. [85] Clasa BL(m, 1, a,c, u, a, \) include diferite clase de functii

univalente, printre care:
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e 5L£(0,0,a,¢,1,,1) = S*(v)

e BL£(1,0,a,c,1,c,1) = K(a)

e B3L£(0,0,a,c,0,a,1)

R(a)

e BL£(0,0,a,c,2,a,1)

B(«) introdusa de Frasin si Darus in [24]

e BL(0,0,a,c,p,,1) = B(u,«) introdusa de Frasin i Jahangiri in [23]

e BL(m,0,a,c,p,a,1l)=BS(m,u,«) introdusa de A. Alb Lupas si A. Catas in
[4]

e BL(m,0,m+1,1,u,a,0) = BR(m, p, @) introdusa de A. Alb Lupas si A. Catas

e BLmM,0,m + 1,1, u,a, \) = BL(m, p, e, A) introdusa de A. Alb Lupas si A.
Catas in [2]

In prima teorema prezentam conditia suficienta pentru o functie sa fie in clasa

BL(m,l, a,c, p, o, ).
Teorema 4.1.1. [85] Fie f € A,, n,m € NI, u, A > 0, € [1/2,1). Daca

I+ 1D)Z(m+2,0)f(z) —1Z(m+ 1,1)f(2)
Lm+1,l,a+1,¢, )
(a+1)L(a+2,¢)f(z) —aL(a+1,c¢)f(2)
Lm+1,l,a+1,¢N)

A

(1= )

(l+1DZ(m+1,1)f(z) = 1Z(m,l)f(z)
L(m,l a,c, \)

aL(a+1,¢)f(z) — (a — 1)L(a,c) f(2)
L(m, 1 a,c, \)

—u\

+u(l = A)

Ja —1

+p <1+
2c0

z, z€U, (4.11)

atunci f € BL(m, 1, a,c, p, o, N).

Daca alegem a = [ in Teorema 4.1.1, obtinem:



CAPITOLUL 4. CLASE DE FUNCTII DEFINITE CU AJUTORUL OPERATORILOR30

Corolarul 4.1.1. [85] Fie f € A,, n,m € N[, u, A >0, € [1/2,1). Daca

(+DL(m+2,l,a+2¢c)\) B (+DLm+1,La+1,¢ M)

Lm+1,La+1¢ M) a L(m,l,a,c, \)
3o —

1
—l+p(l+1) <1+ z, ze€U,

atunci f € BL(m, 1, a,c, p, o, N).

Teorema 4.1.2. [85] Fie f(z) € A. Daca f(z) € BL(m,l,l+1,¢,u,a, \), atunci

Lim, I+ 1,¢,)) T
z

arg Q,

pentru 0 < o <1 g1 2/m tan™! (a/(I+ 1)) —a(p—1) = 1.

Daca alegem, in Teorema 4.1.2, m =1 = 0,u = 2 gi A = 1, obtinem urmatorul

corolar, demonstrat de B. A. Frasin gi M. Darus in [24]:

Corolarul 4.1.2. [2}] Fie f(z) € A. Daca f(z) € B(«), atunci

()

1

T
<§a, zeU,

pentru a0 < a < 1) g1 (2/7) tan ' v — v = 1.

4.2 Subclasa de functii armonice

Fie

f(z) :z+2akzk+2bkzk, |b| < 1. (4.12)
k=2 k=1

Observam ca familia Sy se reduce la binecunoscuta clasa S daca partea co-analitica

alui f = h+ g este zero (g = 0). Silverman [77] a introdus o subclasa a lui Sy,
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notata cu Sz, care contine functii de forma f = h + g unde

h(z) =z — Z lag| 2" s
k=2

(4.13)
o) = Sl ol < 1
k=1
Pentru f = h + g de forma (4.12), vom defini operatorul £(m, [, n,a) prin
Cm, L n,0)f(2) = L(m,1,n, a)h(z) + E(m L a)g(2), (4.14)

unde

L(m,l,n,a)h(z) =z + Z {a (l i k> +(1— a)CZJrkI] a2
k=2

[+1

o0

I+ E\"
L(m,l,n,a)g(z) = Z {a (l—l——l) + (1 - a)CZJrk_l] bzt |by| < 1.
k=1

Notam cu HL(m, [, n,a, ) clasa functiilor armonice f de forma (4.12), astfel incat

" [z (L(m,1,n,0)f(2))

L(m,l,n,a)f(2) }Z% Os7y<1

Pentru n = [, obtinem clasa HL(m, [, a, )

- l(l—l— DLm+ 1,11+ 1,a)f(2)

L(m, L1, o) f(z) - l] > (4.15)

unde L(m, [, n,«) este de forma (4.14).
Mai mult, notam cu HL(m, [, «,v) clasa functiilor f = h + g in HL(m, [, a, ),
unde A si g sunt de forma (4.13).

Teorema 4.2.1. [89] Fie f = h+7 data de (4.12). Daca

Stk o (705) @ -a)hun|Gal+ )+ <17 (@10)
k=2
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unde l,m > 0, a; = 1, a,y € [0,1), atunci f(z) este armonica univalenta ce

pastreaza sensul pe U si f(z) € HL(m, I, o, 7).

Pentru m,l,v = 0 gi @« = 1 in teorema precedenta, obtinem urmatoarea teorema

demonstrata de Jahangiry and Silverman in [37].

Corolarul 4.2.1. Fie f = h+7g de forma (4.12). Daca
> k(lar] + [brl) < 1= |ba],
k=2

atunct f pastreaza sensul, este armonica univalenta pe U si f € S5,.

Functia armonica

- 2(1 —7) —k
= 4.1

unde

I+ E\"™
Ap = la( +1) +(1_04>Cll+k1}

D olwl ) el =1
k=2 s

ne arata ca rezultatul este exact.

‘

Functiile de forma (4.17) sunt in clasa HL(n, [, «, ) deoarece

> (k=) Ax(|ax| + [b]) + [b1]
k=2

— +E) |1+ —k
k:2 =

)] (Z!mHZ!%!) =1-—9
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Teorema 4.2.2. [89] Fie f = h+g de forma (4.13). Atunci f € HL(m,l,a,7)

daca si numai daca

;(k’ —9) {oz (éi—lf)m +(1- a)C’llJrk_l] (lak| + |b&]) + 01| <1 —17. (4.18)

Teorema 4.2.3. [89] Fie f de forma 4.13. Atunci f € HL(m, 1, o,v) dacd si numai

daca

Z (Xihi(2) + Yige(2)) , (4.19)
k=1
unde
hi(z) = z, hg(z )_2_1——72/@7 k> 2,
(k — ) A
2(1 —
ge(z) = 2 + (1-7) k> 1,

(L=~v+Ek)+1+v—Fk|)Ax

ZXk+Yk )=1, Xz >0, Y}, > 0.
k=1

Teorema 4.2.4. [89] Fie f € HL(m,l,a,7). Atunci, pentru |z| =7 < 1, avem

1 I—7 1 2
|f(2)] < X+ |ba[)r + 0 - b1 | 7
a(—ﬁii) F—a)i+1) <2_7 200 >
§t
1 1—7 1 9
) = (1= Il - ; i)
a(f—ﬁ (=)l +1) <2_” 2= )

Teorema 4.2.5. [89] Fie f(z) € HL(m,l,a,7) si F(2) € HL(m,l,,6), pentru
€

0<d<7vy<l. Atunci f(z)* F(z) € HL(m,l,a,y) C HL(m, 1, ,6).
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4.3 Subclasa de functii analitice definita cu aju-

torul operatorului integral Salagean

In acest paragraf vom studia o noua clasa de functii analitice, Lf, ;. Pentru
aceasta clasa vom prezenta o proprietate de incluziune, vom gasi punctele extreme

precum si delimitari ale coeficientilor.
Definitia 4.3.1. [90] Pentru o € (—m, x|, B € (0,1] sin € N, fie

2

Zﬁ::{fEA:

arg ((I” F(2)) + (I f(z))”) ‘ < ﬁg, e U} (4.20)

Observam ca pentru § =1gin =20 ESM = L,.

Teorema 4.3.1. [90] Presupunem ca existd o functie w(z) astfel incat

1+ e 1+w(2))’
ITL+1 / - ]”n+1 n _ -\ 421
sy + ey = () (1.21)
unde w(0) = 0. Atunci

Ly 5 C EZ’J%I, pentru orice n € N, € (—m, 7], g1 5 € (0,1].

Teorema 4.3.2. [90] Fie a € (—7,7), € (0,1] sin € N. Daca f € L}, 5 atunci

1+1

(I"f(2)) < a(z) = ;/Ozt“ (1 - t)ﬁdt’ zel,

Functia q este cea mai buna dominanta.

Teorema 4.3.3. [90] Fie o € (—m,m), B € (0,1] si n € N. Punctele extreme ale

claser L7, 5 sunt

- Apa k! k—1_k
= 2 , 4.22
fo(2) =2+ kz:;ela(k—l)+(k+1)x 2F (4.22)
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unde |z| =1, z € U,

i(ﬁ.> ({@)(—U’H’ 0<p<1,
A= =0\ — (4.23)

§t

n

In ultima teorema prezentam delimitari ale coeficientilor clasei L7,

8 Rezultatul

pentru cazul k = 2 este exact.

Teorema 4.3.4. [90] Fie f(z) = z + Zakzk € Ly 5, unde o € (-7, 7, B € (0,1]
k=2
sin € N. Atunci

n—1
] < 2v20k k=23, (4.24)

VE+ 1+ (k2 —1)cosa’

Pentru k = 2 rezultatul este exact, egalitatea avand loc pentru functia f, data de
(4.22)

4.4 Subclasa de functii A-spiralate de ordin «

In acest paragraf, folosind operatorul integral Salagean, introducem doua noi
clase de functii analitice pentru care vom studia proprietati de incluziune.

Pentru inceput, consideram operatorul L., introdus de Bernardi in [9].

Pentru f(z) € A si ¢ € N, definim operatorul integral L.f(z) de forma

Cc

Lof(z) = tl /O ) f)etat. (4.25)

z

Considerand operatorul integral I definit in [76], de forma (4.2), introducem

urmatoarele subclase de functii analitice:
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Sala) = {f € A|I"f(2) € SNa)},

F(a) = {f € A|I"f(2) € F}(a)}.

Observam ci f(z) € F2(a) dacd si numai daca zf/(2) € S} («a). De asemenea,
Si(@) = SMa) st (@) = F*(a).

Teorema 4.4.1. [19] Pentru n € N,
ST)I,\(a) - S?i\—i-l(&)?

unde A € (—7/2,7/2) si o € [0,1).

Teorema 4.4.2. [19] Pentrun € N,

F (o) € Fpy(a),

unde \ € (—m/2,7/2) si o € [0,1).

Teorema 4.4.3. [19] Fie c € N, A\ € (—7/2,7/2), a € [0,1). Daca f(z) € S)(«)
atunci L.f(z) € S} (), pentru z € U.

Teorema 4.4.4. [19] Fie c € N, A € (—n/2,7/2), a € [0,1). Dacd f(z) € F}(«)
atunci L.f(z) € F)(«a), pentru z € U.

4.5 Subclasa de functii aproape stelate

In acest paragraf vom studia citeva proprietiti ale clasei CS:y(a) @ relatie de

incluziune, inegalitati ale coeficientilor precum si reprezentare integrala.

Definitia 4.5.1. [91] O functie f € A este in clasa CS7 (o), a € [0,1] daca functia
F(f)(z) = (1 —a)Jsp(f)(2) + azJ,(f)(2) este aproape stelatd, adicd

/:2§R<%)de>_m z=re’, 0<r<1
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Conditia de mai sus este echivalenta cu

) do > —m, z=re”, 0 <r < 1. (4.26)

/92 g [ 2TaN)(E) + a2t TG (£)(2)
0 (1= a)Jsp()(2) + azd(,(£)(2)

Definitia 4.5.2. [91] O functie f este in clasa CSy () dacd si numai dacd existd
o functie g € 8* astfel incat

FINET L, .
&e{ e }>o, e (4.27)

Primil rezultat este un rezultat de incluziune pentru clasa CS7 ().

Teorema 4.5.1. [91] Pentru a € (0,1], CS;,(a) C CSy,,.

Teorema 4.5.2. [91] Daca functia f de forma f(z) = z + Zanz" este in clasa
n=2

n+0b\*
1+5b

In continuare, vom arata ca CS;,(«) este inchisa la convolutia cu o functie

CS; (), atunci

TL2

a,| <
jan] < 1—a+an

, neN\{1}.

Rezultatul este exact.

convexa.
Teorema 4.5.3. [91] Fie ¢ € K si f € CS,(a). Atunci ¢ x f € CS, ().
In cele din urma, prezentam reprezentarea integrala a functiilor din clasa CSY ()

Teorema 4.5.4. [91] Dacd functia f este in clasa CSY, (), atunci

1
azl/e—1

f(2) = hsp(2) *

/O o ““2g(t)p(t)dt,

unde g € S*, pe P s

> /n+0b\°
hs,b(z):z+z<1+b) 2"
n=2



Capitolul 5

Criterii de univalenta

5.1 Lanturi Lowner. Definitii si notatii

Definitia 5.1.1. O functie L(z,t) : U x [0,00) — C se numeste lan{ Léwner dacd

satisface urmatoarele conditii:
i) L(z,t) este analitica i univalentd pe U pentru t € [0, 00),

it) L(z,s) < L(z,t) pentru 0 < s <t < o0,

5.2 Criteriu de univalenta definit cu ajutorul op-

eratorului Salagean

Teorema 5.2.1. [92] Fie f € A si p o functie analitica cu p(0) = 1. Daca ine-
galitatile:

2 2f'(2)
P 1 Df(s)

- 1‘ <1 (5.1)

$1

G ooy~ 1) =) (g -1 )| <

sunt adevarate pentru z € U, atunci functia f este univalenta pe U.

Pentru n = 0 in Teorema 5.2.1 obtinem rezultatul datorat lui Lewandowski [49].
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Pentru p =1 si n = 0 criteriul se reduce la binecunoscutul criteriu al lui Becker
[8] i Duren et al. [22].

Pentru n = 1, Teorema 5.2.1 ne conduce la rezultatul urmator:
Corolarul 5.2.1. [92] Fie f € A si p o funclie analitica cu p(0) = 1. Daca

inegalitatile

‘ 2 f'(2)

OISO 1‘ =1

$1

Kp(z)i 1 f/(@f;(z)f,,@ - 1) |22

e (EPE R )
+a '”( 7o)+ 27(2) +p<z>+1)‘<1

sunt adevarate pentru z € U atunci f € S.

Pentru lantul Lowner de forma

ple'z) +1 D™f(etz)

Det) = (7)o (et =) PO S

, ze€Utel0,00),

urmand aceiasi pasi ca si iIn demonstratia teoremei 5.2.1, vom obtine:
Teorema 5.2.2. [92] Fie f € A si p o functie analitica cu p(0) = 1. Daca ine-
galitatile

> L D)
'p<z>+1 AR TETS 1‘ =1

& ‘(zﬁ | f'(Z>DDni+ﬁi) - 1) 122

o (D) DR | p(2)
= 1=) (D”“f(z) D7) pe) + 1)‘ =1

sunt adevarate pentru z € U, atunci functia f este univalenta pe U.
Pentru n = 0 obtinem:
Corolarul 5.2.2. Fie f € A sip o functie analitica cu p(0) = 1. Daca inegalitatile

’ 2 f(z)
p(z)+1 =z

—1‘§1
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‘(p(2)2+ L f(ZZ) - 1) -+

(1 2 )
- ‘)(” ZORNIO +p<z>+1>'§1

sunt adevarate pentru z € U, atunci functia f este univalenta pe U.

§t

Pentru p = 1 in corolarul precedent, obtimen Corolarul 3.5 demonstrat de Kanas
si Lecko [42].

obtinem:

Pentru p(z) = @

f(2)

‘(ff) e 0 o [ S (161 Zf’(Z)H . ’f(z) N 1‘

Corolarul 5.2.3. [92] Fie f € A cu R > 0 . Daca inegalitatile

f'z) \ = f(z) z
sunt adevarate pentru z € U, atunci functia f este univalenta pe U.

_ 2f'(2)

Acum, pentru p(z) = in Corolarul 5.2.2, obtinem urmatorul rezultat:

f(z)
Corolarul 5.2.4. Fie f € A. Daca inegalitatile

Iz@ _AHE) 1' <

2f'(2)
f(2)

/()

i+

§t

[EERECENE

+(1 —|2?) <2f§g(i)1) (1 + Z;/;ij) B z;;(;))‘ = ‘1 ! ZJ{;S)

sunt adevarate pentru z € U, atunci functia f este univalenta pe U.
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5.3 Criteriu de univalenta definit cu ajutorul op-

eratorului Ruscheweyh

Teorema 5.3.1. [92] Fie f € A si fie p o functie analitica cu p(0) = 1. Daca
inegalitatile

’ 2 2f'(2)

o) 41 nt DRLf(2) — nRrf(2)

- 1‘ <1 (5.3)

$1

' <p(2)2+ 1 (n+ 1)Rn+f§/(f)>_ W f(z) 1) |2

2 (n+ R™21(2) — (n+ DR f(2) (2)
“1_M>k”+”( (n+ DR (z) — nR(2) ‘1)+ H<1

sunt adevarate pentru z € U, atunci functia f este univalenta pe U.

Pentru n = 0 in Teorema 5.3.1 obtinem rezultatul datorat lui Lewandowski [49]
si pentru n = 0 §i p = 1 obtinem rezultatul datorat lui Becker [8].

Pentru n = 1 in Teorema 5.3.1, avem

Corolarul 5.3.1. [92] Fie f € A si fie p o functie analitica cu p(0) = 1. Daca
wnegalitatile
‘ 2 2f'(2)
p(z) +1 zf'(z) +22f"(2)

—1‘§1

§t

‘(p(2)2+ 1 zf’(zji(jgf//(z) - 1) |2[?

iy [E) | 276) ) + )
1 ")Lu»+1+ )+ 20(2) 2”

sunt adevarate pentru z € U, atunci functia f este univalenta pe U.

<1

Teorema 5.3.2. [92] Fie f € A si fie p o functie analitica cu p(0) = 1. Daca
inegalitatile

‘ 2 R"f(z)

ma+1"””3mwu»‘4<l
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§t

‘<p(z)2+ 1 'f/(z>]—§i+% - 1) |22

R"2f(2)
RnJrlf(Z)

—(n+1)w—l+

H= ) (042 RefG) b+

sunt adevarate pentru z € U, atunci functia [ este univalenta pe U.

Pentru n = 0 obtinem rezultatul din Corolarul 5.2.2.
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