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Departamentul de Matematică
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3.4 O condiţie Leray-Schauder pentru problemele de coincidenţă . . . . . . 23
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Introducere

Teoria punctului fix pentru operatorii univoci şi multivoci este un domeniu al analizei
neliniare cu o mare dezvoltare ı̂n ultimele decenii, dovezile fiind o mulţime de monografii
şi articole ştiinţifice apărute ı̂n aceşti ani.

În literatura de specialitate privind teoria punctului fix, condiţiile metricii asupra
operatorilor joacă un rol important ı̂n demonstrarea existenţei şi unicităţii punctului
fix. Teorema lui Banach este fundamentală ı̂n analiza funcţională, analiza neliniară şi
ı̂n cadrul ecuaţiilor diferenţiale.

Urmând teorema lui Banach sau principiul contracţiei, aşa cum se mai numeşte, ı̂n
1969 Nadler introduce conceptul de contracţie multivocă şi stabileşte că o contracţie
multivocă are un punct fix ı̂ntr-un spaţiu metric complet (a se vedea S. B. Nadler [83]).
Ulterior, mulţi autori au generalizat teorema de punct fix a lui Nadler ı̂n diferite mo-
duri. Rezultatele de punct fix pentru operatori univoci au fost extinse pentru operatori
multivoci, a se vedea de exemplu Y. Feng şi S. Liu [44], W. A. Kirk şi B. Sims [65], D.
Klim şi D. Wardowski [66], I. A. Rus [102] şi altele.

O generalizare a teoremei de punct fix a lui Brouwer, din 1912, a fost obţinută de
Schauder ı̂n 1930. Generalizări ale acestei teoreme se cunosc luând ı̂n considerare opera-
tori φ-contracţie sau operatori condensatori. Gradul de necompactitate al unei mulţimi
se măsoară utilizând funcţia µ numită măsură de necompactitate. Prima măsură de
necompactitate a fost definită ı̂n anul 1930 de către K. Kuratowski ı̂n lucrarea [67].
Mulţi autori, precum I. Gohberg, L. S. Gol’denshtein şi A. S. Markus [54] şi V. I.
Istrăţescu [61] au definit mai târziu şi alte măsuri de necompactitate.

Pe de altă parte, problema stabilităţii pentru ecuaţii funcţionale porneşte de la
ı̂ntrebarea lui Stanislav Ulam [124], din anul 1940, ı̂n ceea ce priveşte stabilitatea mor-
fismelor de grupuri. Anul următor, Donald H. Hyers [56] a dat un răspuns parţial
afirmativ pentru ı̂ntrebarea lui Ulam ı̂n contextul spaţiilor Banach. Acest răspuns a
fost primul progres semnificativ şi un pas spre mai multe soluţii ı̂n acest domeniu. De
atunci, un număr mare de lucrări au fost publicate ı̂n legătură cu diverse generalizări
ale problemei lui Ulam şi Teoremei lui Hyers. Prin urmare, acest tip de stabilitate
se numeşte stabilitate Ulam-Hyers. În ceea ce priveşte stabilitatea Ulam-Hyers, există
multe rezultate pentru ecuaţii diferenţiale şi ecuaţii integrale, a se vedea T. P. Petru,
A. Petruşel şi J.-C. Yao [94], I. A. Rus [110], I. A. Rus [111]. Pentru alte rezultate ı̂n
cazul problemelor de punct fix şi a problemelor de coincidenţă, a se vedea M. Bota şi
A. Petruşel [21], V. L. Lazăr [68], T. P. Petru, A. Petruşel şi J.-C. Yao [94], I. A. Rus
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Introducere

[112], I. A. Rus [108], I.A. Rus, A. Petruşel şi G. Petruşel [114]. Pentru teoria punctului
fix ı̂n spaţii metrice, vezi Q. H. Ansari [4], M. A. Khamsi şi W. A. Kirk [64], W. A.
Kirk şi B. Sims [65], I. A. Rus [102].

Din punct de vedere matematic, multe probleme care decurg din diverse domenii
ale ştiinţei implică existenţa unor soluţii pentru ecuaţii neliniare de forma

t(u) = s(u), u ∈M, (1)

unde M este o submulţime nevidă a spaţiului Banach X, iar s, t : M → Y sunt operatori
neliniari care iau valori ı̂ntr-un alt spaţiu Banach Y . Problema găsirii unei soluţii pentru
ecuaţia (1) este cunoscută sub numele de problemă de coincidenţă. Teoria coincidenţei
este o tehnică importantă ı̂n demonstrarea existenţei soluţiilor pentru ecuaţii neliniare.
De exemplu, ı̂n R.F. Brown [25], A. Buică [29], T. Chen, W. Liu şi Z. Hu [32], K. Goebel
[52], Y. Mao şi J. Lee [73] au fost aplicate astfel de rezultate pentru a rezolva probleme
cu valori pe frontieră.

Problema de coincidenţă poate fi considerată o generalizare a problemei de punct
fix, deoarece dacă t : M ⊆ X → X este un operator, studiul existenţei unui punct fix
pentru t coincide cu găsirea unei soluţii pentru problema de coincidenţă, unde s este
operatorul identitate pe M . În acest sens, R. Machuca [72] demonstrează o teoremă
de coincidenţă care este o generalizare a teoremei lui Banach. Generalizări ale acestui
rezultat pot fi găsite, de exemplu ı̂n J. Garcia-Falset şi O. Mleşniţe [49], K. Goebel
[52], O. Mleşniţe [75]. Pe de altă parte, R.E. Gaines şi J.L. Mawhin [45] au introdus
teoria gradului de coincidenţă, ı̂n 1970, ı̂n analiza ecuaţiilor funcţionale şi diferenţiale.
Scopul, ı̂n teoria gradului de coincidenţă, este existenţa soluţiilor pentru ecuaţia (1) ı̂n
submulţimea M , mărginită şi ı̂nchisă, a spaţiului Banach X pentru operatorul liniar
t şi operatorul neliniar s folosind teoria gradului Leray-Schauder (vezi A. Sirma şi S.
Sevgin [121]).

Problema
S(x) ∩ T (x) 6= ∅, x ∈ X (2)

unde X este spaţiu metric şi S, T : X → P (Y ) sunt doi operatori multivoci se numeşte
problemă de coincidenţă multivocă. În ceea ce priveşte existenţa şi stabilitatea Ulam-
Hyers a soluţiilor pentru aceste tipuri de probleme, a se vedea V. Berinde [16], M. Bota
şi A. Petruşel [21], A. Buică [29], O. Mleşniţe şi A. Petruşel [76], A. Petruşel, C. Urs şi
O. Mleşniţe [93], T. P. Petru, A. Petruşel şi J.-C. Yao [94], I. A. Rus [102], [108].

Această teză este ı̂mpărţită ı̂n patru capitole, fiecare capitol conţinând secţiuni.

Capitolul 1: Preliminarii.
Scopul acestui capitol este de a aminti câteva noţiuni şi rezultate de bază necesare

ı̂n prezentarea capitolelor ce urmează ı̂n această teză. Pentru a realiza acest capitol am
folosit următoarele surse bibliografice: J.-P. Aubin şi H. Frankowska [12], J. Dugundji şi
A. Granas [55], S. Hu şi N. S. Papageorgiou [57], W.A. Kirk şi B. Sims [65], A. Petruşel
[90], A. Petruşel [91], I.A. Rus [107], I. A. Rus [109], I.A. Rus, A. Petruşel şi G. Petruşel
[114]. Acest capitol conţine următoarele secţiuni:
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Introducere

§1 Spaţii metrice. Spaţii metrice generalizate. În această secţiune amintim conceptul
de spaţiu metric generalizat ı̂n sens Perov cu câteva dintre proprietăţile sale.

§2 Operatori univoci slab Picard. În această secţiune sunt prezentate rezultatele
importante din teoria operatorilor univoci slab Picard. Conceptul de operator Picard
şi operator slab Picard au fost introduse de I. A. Rus ı̂n [102]. Teoria operatorilor
slab Picard este importantă pentru a studia proprietăţile soluţiilor ecuaţiilor pentru
care funcţionează metoda aproximaţiilor succesive. În termenii operatorilor slab Picard
rezultatele clasice iau o formă destul de simplă.

§3 Operatori multivoci slab Picard. În această secţiune descriem rezultatele şi con-
ceptele de bază pentru operatori multivoci slab Picard. Sunt, de asemenea, prezentate
şi câteva noţiuni de continuitate pentru operatorii multivoci. Primele idei referitoare la
continuitatea operatorilor multivoci apar ı̂n anii 1926-1927 ı̂n lucrările unor matema-
ticieni precum W. A. Wilson, L. S. Hill şi W. Hurewicz. Noţiuni despre continuitatea
operatorilor multivoci pot fi găsite ı̂n carţi şi articole precum J.-P. Aubin şi A. Cellina
[11], J.-P. Aubin şi H. Frankowska [12], S. Hu şi N. S. Papageorgiou [57], W. A. Kirk şi
B. Sims [65], A. Petruşel [91].

Capitolul 2: Teoreme de coincidenţă pentru operatori univoci.
Este binecunoscut faptul că o problemă de coincidenţă este, ı̂n anumite condiţii,

echivalentă cu o problemă de punct fix pentru operatori univoci. Folosind această abor-
dare, prezentăm, ı̂n acest capitol, teoreme de existenţă, unicitate şi stabilitate Ulam-
Hyers pentru problema de coincidenţă menţionată mai sus. De asemenea, prezentăm
extinderi ale acestor rezultate ı̂n spaţii metrice generalizate. Apar şi câteva exemple care
ilustrează rezultatele principale ale acestui capitol. Acest capitol conţine următoarele
secţiuni:

§1 Operatori de acoperire şi rezultate de stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme de
coincidenţă. În această secţiune prezentăm rezultate de existenţă şi stabilitate Ulam-
Hyers pentru probleme de coincidenţă cu operatori univoci. Ipoteza de bază ale acestor
rezultate este proprietatea de acoperire a operatorilor. Contribuţiile proprii din această
secţiune sunt: Teorema 2.1.1 care este un rezultat de existenţă şi stabilitate Ulam-
Hyers pentru doi operatori univoci de acoperire; Teorema 2.1.2 care este un rezultat de
existenţă şi stabilitate Ulam-Hyers pentru doi operatori univoci de acoperire ı̂n raport
cu două mulţimi. Acest rezultat generalizează teorema de punct fix dată de către A.
Arutyunov, E. Avakov, B. Gel’man, A. Dmitruk şi V. Obukhovskii ı̂n [10]. Rezultatele
prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n următoarea lucrare: O. Mleşniţe [78].

§2 Rezultate de existenţă şi stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme de coincidenţă.
În această secţiune prezentăm rezultate de existenţă şi stabilitate Ulam-Hyers pen-
tru probleme de coincidenţă cu operatori univoci. Contribuţiile proprii din această
secţiune sunt: Lema 2.2.1 care arată că o problemă de coincidenţă este, ı̂n anumite
condiţii, echivalentă cu o problemă de punct fix; Teorema 2.2.1 care este o generalizare
a Teoremei lui Banach; Teoremele 2.2.3 şi 2.2.4 sunt rezultate referitoare la dependenţa
de date pentru stabilitatea Ulam-Hyers pentru problema de coincidenţă cu operatori
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univoci; Teorema 2.2.5 este un rezultat de stabilitate Ulam-Hyers pentru problema de
coincidenţă ı̂n raport cu două metrici tare echivalente. Rezultatele prezentate ı̂n această
secţiune sunt incluse ı̂n următoarele lucrări: O. Mlesņiţe [74], [75].

§3 Probleme de coincidenţă pentru contracţii generalizate. În această secţiune pre-
zentăm rezultate de existenţă, unicitate şi stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme de
coincidenţă folosind contracţii generalizate şi generalizăm teorema de coincidenţă a lui
Goebel din K. Goebel [52]. Contribuţiile proprii din această secţiune sunt: Teorema
2.3.1 este un rezultat de stabilitate Ulam-Hyers pentru teorema lui Goebel; Teorema
2.3.2 care extinde teorema lui Goebel considerând condiţia de ϕ-contracţie al unui
operator ı̂n raport cu un alt operator; Teoremele 2.3.3 şi 2.3.4 sunt generalizări ale
Teoremelor 2.2.1 şi respectiv 2.2.2 folosind contracţii generalizate; Teorema 2.3.5 este
o generalizare a Teoremei 2.3.3; Corolarul 2.3.2; Teorema 2.3.6 este un rezultat de
existenţă, unicitate şi stabilitate Ulam-Hyers pentru o problemă de coincidenţă folosind
noţiunea de contracţie separată. Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse
ı̂n următoarele lucrări: O. Mlesņiţe [74], [77], J. Garcia-Falset şi O. Mleşniţe [49].

§4 Rezultate de coincidenţă prin teoreme de punct fix ı̂n spaţii metrice generalizate.
În această secţiune prezentăm rezultate de existenţă, unicitate şi stabilitate Ulam-Hyers
pentru probleme de punct fix şi probleme de coincidenţă cu operatori univoci ı̂n spaţii
metrice generalizate. Contribuţiile proprii din această secţiune sunt: Teorema 2.4.1 este
o extensia a Teoremei lui Perov; Teorema 2.4.2 este un rezultat de existenţă şi unicitate
pentru problemele de coincidenţă cu operatori univoci ı̂n spaţii metrice generalizate;
Teorema 2.4.3 este o aproximare şi o estimare a erorii pentru soluţia unei probleme
de coincidenţă. Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n următoarea
lucrare: O. Mleşniţe [75]

§5 O condiţie Leray-Schauder pentru problemele de coincidenţă. În această secţiune
obţinem câteva versiuni, fără a invoca teoria gradului, de probleme de coincidenţă,
unde operatorii univoci pot fi neliniari. Contribuţiile proprii din această secţiune sunt:
Teoremele 2.5.4 este o extindere a Teoremei 2.5.2; Teorema 2.5.5 este o extindere a
Teoremei 2.5.3 (vezi W. V. Petryshyn [95]); Corolarul 2.5.2. Rezultatele prezentate ı̂n
această secţiune sunt incluse ı̂n următoarea lucrare: J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-
Linares şi O. Mleşniţe [50].

Capitolul 3: Teoreme de coincidenţă pentru operatori multivoci.
Scopul acestui capitol este de a prezenta rezultate de existenţă şi stabilitate Ulam-

Hyers pentru probleme de coincidenţă cu operatori multivoci. Această abordare se
bazează pe tehnica operatorilor slab Picard ı̂n contextul spaţiilor metrice generalizate
ı̂n sens Perov, adică spaţii ı̂nzestrate cu o metrică vectorială d : X×X → Rm

+ . Folosind
tehnica produsului cartezian pentru doi operatori multivoci, aceste rezultate extind
rezultatele existente ı̂n literatură precum M. Bota şi A. Petruşel [21], T. P. Petru, A.
Petruşel şi J.-C. Yao [94], I. A. Rus [108]. Acest capitol conţine următoarele secţiuni:

§1 Metric regularitate şi rezultate de stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme de
coincidenţă. Proprietăţile de metric regularitate şi de acoperire deschisă a operatorilor
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joacă un rol important ı̂n multe subiecte ale analizei variaţionale moderne. În această
secţiune prezentăm rezultate de existenţă şi stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme
de coincidenţă cu operatori multivoci. Ipoteza de bază a acestor rezultate este propri-
etatea de metric regularitate a operatorilor. Contribuţiile proprii din această secţiune
sunt: Lema 3.1.1 care arată că o problemă de coincidenţă este, ı̂n anumite condiţii,
echivalentă cu o problemă de punct fix pentru operatori multivoci; Teoremele 3.1.1 şi
3.1.2 sunt generalizări ale teoremelor date de A. V. Blaga ı̂n [19]. Rezultatele prezentate
ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n următoarea lucrare: O. Mleşniţe [79].

§2 Rezultate de existenţă şi stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme de coincidenţă.
În această secţiune prezentăm rezultate de existenţă şi stabilitate Ulam-Hyers pentru
probleme de coincidenţă cu operatori multivoci folosind tehnica operatorilor slab Picard.
Contribuţiile proprii din această secţiune sunt: Teorema 3.2.1 este o generalizare a
teoremei de punct fix a lui Covitz-Nadler; Teorema 3.2.2 este un rezultat referitor la
dependenţa de date pentru problema de coincidenţă cu operatori multivoci. Rezultatele
prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n următoarea lucrare: O. Mleşniţe şi A.
Petruşel [76].

§3 Rezultate de coincidenţă prin teoreme de punct fix ı̂n spaţii metrice generalizate.
În această secţiune prezentăm rezultate de existenţă şi stabilitate Ulam-Hyers pentru
probleme de coincidenţă cu operatori multivoci folosind tehnica operatorilor slab Picard
ı̂n spaţii metrice generalizate. Contribuţiile proprii din această secţiune sunt: Teorema
3.3.1 este o generalizare a Teoremei de punct fix a lui Perov. Rezultatele prezentate ı̂n
această secţiune sunt incluse ı̂n următoarele lucrări: O. Mleşniţe şi A. Petruşel [76], A.
Petruşel, C. Urs şi O. Mleşniţe [93].

§4 O condiţie Leray-Schauder pentru problemele de coincidenţă. În acestă secţiune
prezentăm rezultate de existenţă pentru probleme de coincidenţă cu operatori multi-
voci folosind condiţii de tip Leray-Schauder şi Teorema 2.5.2. Contribuţiile proprii din
această secţiune sunt: Teorema 3.4.1 este un rezultat de existenţă pentru problema
de coincidenţă şi o generalizare a Teoremei 2.5.2; Teorema 3.4.2 este un rezultat de
existenţă pentru problema de coincidenţă cu operatori care sunt condensatori, dar nu
neaparat k-contracţie de mulţimi; Corolarele 3.4.2 şi 3.4.3 sunt consecinţe ale Teoremei
3.4.2. Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n următoarea lucrare: J.
Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50].

Capitolul 4: Aplicaţii.
Scopul acestui capitol este de a prezenta aplicaţii ale rezultatelor prezentate pe

parcursul acestei teze. În primul rând este prezentată o aplicaţie referitoare la sta-
bilitatea Ulam-Hyers pentru ecuaţii diferenţiale şi incluziuni operatoriale, după care
urmează studiul existenţei pentru soluţiile clasice şi tari ale ecuaţiilor diferenţiale de
ordinul ı̂ntâi şi de ordinul doi. În final prezentăm existenţa soluţiilor pentru o problemă
Dirichlet. Acest capitol conţine următoarele secţiuni:

§1 Stabilitate Ulam-Hyers pentru ecuaţii diferenţiale. În această secţiune stabilim
noi rezultate de existenţă, unicitate şi stabilitate Ulam-Hyers pentru ecuaţii diferenţiale.
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Contribuţiile proprii din această secţiune sunt: Aplicaţia 1 este un rezultat de stabilitate
Ulam-Hyers pentru ecuaţii diferenţiale folosindu-se Teorema 2.3.4; Aplicaţia 2 este un
rezultat de stabilitate Ulam-Hyers pentru ecuaţii diferenţiale folosind contracţii gene-
ralizate utilizându-se Teorema 2.3.2. Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt
incluse ı̂n următoarele lucrări: J. Garcia-Falset şi O. Mleşniţe [49], O. Mleşniţe [77].

§2 Stabilitate Ulam-Hyers pentru incluziuni operatoriale. În această secţiune demon-
străm o teoremă de stabilitate Ulam-Hyers pentru problema Cauchy cu operatori mul-
tivoci ı̂n raport cu incluziunea diferenţială de ordinul ı̂ntâi. Contribuţia proprie din
această secţiune este: Teorema 4.2.1 care este un rezultat ı̂n ceea ce priveşte stabili-
tatea Ulam-Hyers pentru problema Cauchy. Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune
sunt incluse ı̂n următoarea lucrare: O. Mlesņiţe [74].

§3 Existenţa soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale de ordinul ı̂ntâi. În această secţiune
dorim să studiem existenţa soluţiilor tari ale unei ecuaţii diferenţiale de ordinul ı̂ntâi.
Contribuţiile proprii din această secţiune sunt: Lemele 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3, 4.3.4, 4.3.5
şi Teorema 4.3.1 reprezentând rezultatele principale pentru existenţa soluţiilor tari ale
unei ecuaţii diferenţiale de ordinul ı̂ntâi. Pentru a obţine aceste rezultate de existenţă
aplicăm Corolarul 2.5.2. Rezultatele prezentate ı̂n această secţiune sunt incluse ı̂n
următoarea lucrare: J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50].

§4 Existenţa soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale de ordinul doi. În această secţiune
dorim să studiem existenţa soluţiilor tari şi clasice ale unei ecuaţii diferenţiale de or-
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secţiune sunt incluse ı̂n următoarea lucrare: J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares
şi O. Mleşniţe [50].
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• O. Mleşniţe and A. Petruşel, Existence and Ulam-Hyers stability results for
multivalued coincidence problems, Filomat, 26, 5 (2012), 965-976 (IF: 0.714).
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Capitolul 1

Preliminarii

Scopul acestui capitol este de a prezenta noţiunile de bază şi rezultatele utile ı̂n descri-
erea următoarelor capitole ale acestei teze. De-a lungul acestei teze folosim noţiunile şi
notaţiile din Analiza Neliniară. Pentru teoria punctului fix ı̂n spaţii metrice, a se vedea
G. Allaire şi S.M. Kaber [2], Q. H. Ansari [4], A. Granas şi J. Dugundji [55], M. A.
Khamsi şi W. A. Kirk [64], W. A. Kirk şi B. Sims [65], M. A. Khamsi şi W. A. Kirk
[64], G. Moţ, A. Petruşel şi G. Petruşel [82], A. Petruşel [90], I. A. Rus [101], I. A. Rus
[102], I. A. Rus [107], I. A. Rus [109], I.A. Rus, A. Petruşel şi G. Petruşel [114], R. S.
Varga [125] şi altele.

1.1 Spaţii metrice. Spaţii metrice generalizate

În multe ramuri ale matematicii este convenabil să cunoaştem o noţiune legată de
distanţa dintre elementele unei mulţimi abstracte. De exemplu, demonstraţiile unor
teoreme din analiza reală depind doar de proprietăţile distanţei dintre puncte şi nu de
puncte efectiv. Când aceste proprietăţi ale distanţei sunt abstracte, obţinem conceptul
de spaţiu metric. Scopul nostru, ı̂n această secţiune, este de a defini spaţiul metric şi
apoi spaţiul metric generalizat, cu proprietăţile lor.

În 1905 M. Frechet a introdus noţiunea de spaţiu metric cu scopul de a studia
proprietăţile spaţiilor funcţionale.

La sfârşitul secolului XX şi ı̂nceputul secolului XXI apar lucrări ı̂n care rezultatele
se referă la o metrică vectorială care ia valori ı̂ntr-un spaţiu infinit dimensional (vezi
W. A. J. Luxemburg şi A. C. Zaanen [70], A.C. Zaanen [131]). În continuare definim
noţiunea de spaţiu metric generalizat.

Definiţia 1.1.1 (A. I. Perov [87]). Fie X o mulţime nevidă. O funcţie d : X×X → Rm

se numeşte metrică vectorială pe X dacă următoarele proprietăţi sunt ı̂ndeplinite:

• (i) d(x, y) ≥ O oricare ar fi x, y ∈ X; dacă d(x, y) = O, atunci x = y; (unde
O := (0, 0, · · · , 0)︸ ︷︷ ︸

m−ori

)

1
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• (ii) d(x, y) = d(y, x) oricare ar fi x, y ∈ X;

• (iii) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) oricare ar fi x, y, z ∈ X.

O mulţime nevidă X ı̂nzestrată cu o metrică vectorială d se numeşte spaţiu metric
generalizat ı̂n sens Perov (pe scurt spaţiu metric generalizat) şi va fi notat prin (X, d).

Spaţiul metric generalizat ı̂n sens Perov este un caz particulat al spaţiilor Riesz (vezi
W. A. J. Luxemburg şi A. C. Zaanen [70], A. C. Zaanen [131]).

1.2 Operatori univoci slab Picard

Metoda aproximaţiilor succesive este una dintre teoriile de bază ı̂n cadrul ecuaţiilor
operatoriale, ı̂n special ı̂n teoria punctului fix. Teoria operatorilor slab Picard este utilă
ı̂n studiul proprietăţilor soluţiilor acestor ecuaţii pentru care se poate utiliza metoda
aproximaţiilor succesive. În termenii operatorilor slab Picard, rezultatele clasice iau o
formă mai simplă. În această secţiune folosim terminologia şi notaţiile din lucrările I.
A. Rus [102] şi I.A. Rus [104], A. Petruşel şi G. Petruşel [114].

Fie X o mulţime nevidă şi f : X → X un operator. Folosim notaţia:

Fix(f) := {x ∈ X | f(x) = x} − pentru mulţimea punctelor fixe ale operatorului f.

Fie (X, d), (Y, ρ) două spaţii metrice şi fie f : X → Y un operator.

(a) f se numeşte Lipschitz dacă există constanta k ≥ 0 astfel ı̂ncât

ρ(f(x), f(y)) ≤ k · d(x, y), oricare ar fi x, y ∈ X.

Dacă k ∈ [0, 1) atunci f se numeşte contracţie.

Dacă k = 1, atunci f se numeşte neexpansiv.

(b) f se numeşte dilataţie dacă există constanta h > 1 astfel ı̂ncât

ρ(f(x), f(y)) ≥ h · d(x, y), oricare ar fi x, y ∈ X.

Dacă h = 1, atunci f se numeşte expansiv.

(c) f este contractiv dacă

ρ(f(x), f(y)) < d(x, y), oricare ar fi x, y ∈ X cu x 6= y.

Rezultatul principal pentru contracţii ı̂n spaţii metrice generalizate este teorema de
punct fix a lui Perov, vezi A. I. Perov [87].
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Teorema 1.2.1 (A. I. Perov [87]). Fie (X, d) un spaţiu metric generalizat complet şi
operatorul f : X → X cu proprietatea că există o matrice A ∈Mm,m(R) astfel ı̂ncât

d(f(x), f(y)) ≤ Ad(x, y) oricare ar fi x, y ∈ X.

Dacă A este o matrice convergentă la zero, atunci:

1) Fix(f) = {x∗};

2) şirul aproximaţiilor succesive (xn)n∈N, xn = fn(x0) este convergent şi are limita
x∗, oricare ar fi x0 ∈ X;

3) avem următoarea estimare

d(xn, x
∗) ≤ An(I − A)−1d(x0, x1);

4) Dacă g : X → X este un operator pentru care există y∗ ∈ Fix(g) şi dacă există
η := (η1, ..., ηm) ∈ Rm

+ cu ηi > 0 pentru orice i ∈ {1, 2, ...,m}, astfel ı̂ncât

d(f(x), g(y)) ≤ η, oricare ar fi x ∈ X,

atunci
d(y∗, x∗) ≤ (I − A)−1η.

5) Dacă g : X → X este un operator, yn = gn(x0) şi dacă există η := (η1, ..., ηm) ∈
Rm

+ cu ηi > 0 pentru orice i ∈ {1, 2, ...,m} astfel ı̂ncât

d(f(x), g(x)) ≤ η, oricare ar fi x ∈ X,

avem următoarea estimare

d(yn, x
∗) ≤ (I − A)−1η + An(I − A)−1d(x0, x1).

1.3 Operatori multivoci slab Picard

În această secţiune descriem câteva concepte şi rezultate de bază pentru operatori
multivoci, notaţii referitoare la operatori multivoci (vezi J.-P. Aubin şi A. Cellina [11],
J.-P. Aubin şi H. Frankowska [12], W. A. Kirk şi B. Sims [65], A. Petruşel [91]) precum
şi operatori multivoci slab Picard (vezi A. Petruşel [90], I. A. Rus [108], I. A. Rus [107],
I.A. Rus, A. Petruşel şi G. Petruşel [114]).

Un punct x ∈ X se numeşte punct fix (respectiv punct fix strict) pentru F dacă

x ∈ F (x) ( respectiv {x} = F (x)).

Notăm prin Fix(F ) (sau SFix(F )) mulţimea punctelor fixe (respectiv mulţimea punctelor
fixe stricte) pentru operatorul multivoc F , adică,

Fix(F ) := {x ∈ X | x ∈ F (x)} − mulţimea punctelor fixe ale operatorului F ;

SFix(F ) := {x ∈ X | {x} = F (x)}− mulţimea punctelor fixe stricte ale operatorului F .
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Definiţia 1.3.1. Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice şi fie F : X → P̂ı(X) un
operator multivoc. Atunci

(a) F se numeşte k-Lipschitz dacă şi numai dacă există k > 0 şi

Hρ(F (x), F (y)) ≤ k · d(x, y), oricare ar fi x, y ∈ X.

Dacă F este k-Lipschitz cu constanta k < 1, atunci F se numeşte k-contracţie
multivocă.

(b) F se numeşte ϕ-contracţie dacă ϕ : R+ → R+ este strict funcţie de comparaţie şi

Hρ(F (x), F (y)) ≤ ϕ(d(x, y)), oricare ar fi x, y ∈ X.

Următorul rezultat este cunoscut ı̂n literatură ca şi teorema de punct fix a lui Covitz-
Nadler (vezi H. Covitz şi S. B. Nadler [35] şi S. B. Nadler [83]).

Teorema 1.3.1 (H. Covitz şi S. B. Nadler [35], S. B. Nadler [83]). Fie (X, d) un spaţiu
metric complet şi x0 ∈ X arbitrar. Dacă F : X → P̂ı(X) este k-contracţie multivocă,
atunci F are cel puţin un punct fix şi există un şir al aproximaţiilor succesive pentru F
pornind din x0 care converge la un punct fix al lui F .

Următorul rezultat este o generalizare a teoremei de punct fix a lui Covitz-Nadler,
cunoscut ı̂n literatură sub numele de teorema de punct fix a lui Wȩgrzyk’s (vezi R.
Wȩgrzyk [129]).

Teorema 1.3.2 (R. Wȩgrzyk [129]). Fie (X, d) un spaţiu metric complet şi F : X →
P̂ı(X) o ϕ-contracţie multivocă. Atunci F are cel puţin un punct fix şi pentru orice
x0 ∈ X există un şir al aproximaţiilor succesive pentru F pornind din x0 care converge
la un punct fix al lui F .
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Teoreme de coincidenţă pentru
operatori univoci

Este binecunoscut faptul că o problemă de coincidenţă este, ı̂n anumite condiţii, echiva-
lentă cu o problemă de punct fix pentru operatori univoci generată de operatorii s şi
t. Folosind această abordare, vom prezenta, ı̂n acest capitol, teoreme de existenţă,
unicitate, de acoperire a operatorilor, de stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme de
coincidenţă. Prezentăm, de asemenea câteva extinderi ale acestor rezultate ı̂n spaţii
metrice generalizate. Exemplele date ilustrează rezultatele principale ale acestui capi-
tol.

Câteva dintre referinţele bibliografice folosite pentru a dezvolta acest capitol sunt: J.
M. Ayerbe Toledano, T. Domı́nguez-Benavides şi G. Lopez Acedo [13], A. V. Arutyunov
[7], A. Arutyunov, E. Avakov, B. Gel’man, A. Dmitruk şi V. Obukhovskii [10], A. V.
Dmitruk [38], K. Goebel [52], L. A. Lyusternik [71], O. Mleşniţe [78], [75], [74], [77], T.
P. Petru, A. Petruşel şi J.-C. Yao [94], W. V. Petryshyn [95], I. A. Rus [108], [112].

Fie X, Y două mulţimi nevide şi s, t : X → Y doi operatori univoci. Considerăm
următoarea problemă de coincidenţă:

să se găsească (x, y) ∈ X × Y astfel ı̂ncât s(x) = t(x) = y. (2.1)

Notăm prin C(s, t) mulţimea tuturor punctelor de coincidenţă pentru operatorii s şi t.
O soluţie pentru problema de coincidenţă (2.1) pentru operatorii s şi t este perechea

(x∗, y∗) ∈ X × Y astfel ı̂ncât
s(x∗) = t(x∗) = y∗.

Notăm prin CP (s, t) ⊂ X×Y mulţimea tuturor soluţiilor pentru problema de coincidenţă
(2.1).

Stabilitate Ulam-Hyers pentru problema de coincidenţă (2.1):

Fie (X, d), (Y, ρ) două spaţii metrice şi s, t : X → Y doi operatori. Problema de
coincidenţă (2.1) se numeşte Ulam-Hyers stabilă ı̂n sens generalizat dacă şi numai dacă
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există ψ : R+ → R+ crescătoare, continuă ı̂n 0 şi ψ(0) = 0 astfel ı̂ncât oricare ar fi ε > 0
şi oricare ar fi w∗ ∈ X o soluţie aproximativă pentru problema de coincidenţă, adică

ρ(s(w∗), t(w∗)) ≤ ε (2.2)

există o soluţie exactă z∗ a problemei (2.1) astfel ı̂ncât

d(w∗, z∗) ≤ ψ(ε). (2.3)

Dacă există c > 0 astfel ı̂ncât ψ(t) = ct, oricare ar fi, t ∈ R+ atunci problema de
coincidenţă (2.1) se numeşte Ulam-Hyers stabilă.

Pentru rezultate referitoare la stabilitatea Ulam-Hyers ı̂n cazul problemelor de punct
fix şi al problemelor de coincidenţă pentru operatori univoci, a se vedea M. Bota şi A.
Petruşel [21], V. L. Lazăr [68], T. P. Petru, A. Petruşel şi J.-C. Yao [94], I. A. Rus [102],
[108], [112], I.A. Rus, A. Petruşel şi G. Petruşel [114].

2.1 Operatori de acoperire şi rezultate de stabilitate

Ulam-Hyers pentru probleme de coincidenţă

În această secţiune prezentăm rezultate de existenţă şi stabilitate Ulam-Hyers pentru
problemele de coincidenţă cu operatori univoci. Ipoteza de bază pentru acestor rezultate
este proprietatea de acoperire a operatorilor. Aceste rezultate generalizează teoremele
de punct fix date de A. V. Arutyunov [7], A. Arutyunov, E. Avakov, B. Gel’man, A.
Dmitruk şi V. Obukhovskii [10].

Definiţia 2.1.1 (A. Arutyunov [7]). Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice. Pentru
α > 0, un operator f : X → Y se numeşte α- acoperire dacă oricare ar fi x ∈ X şi
r > 0 avem

BY (f(x), αr) ⊆ f(BX(x, r)). (2.4)

Supremumul pentru care α satisface incluziunea (2.4) se numeşte coeficientul de acoperire
globală al lui f şi notăm, pe scurt, prin cov(f) (̂ın loc de covX×Y (f)).
Observăm că datorită validităţii globale a incluziunii (2.4) avem

BY (f(x), cov(f)r) ⊆ f(BX(x, r)), oricare ar fi x ∈ X, r > 0.

Proprietatea de acoperire a operatorilor a fost studiată de către A. Arutyunov [7],
A. V. Dmitruk, A. A. Milyutin, N. P. Osmolovskii [39], A. D. Ioffe [59], [60], B. S.
Mordukhovich şi B. Wang [81].

Urmând ideea lui A. Uderzo [123] avem următoarea observaţie:

Observaţia 2.1.1. Un operator f : X → Y satisface Definiţia 2.1.1 dacă şi numai dacă
există k > 0 astfel ı̂ncât

d(x, f−1(y)) ≤ kρ(f(x), y), oricare ar fi x ∈ X, y ∈ Y. (2.5)
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Vom mai spune că f este metric regulară pe X.
Infimumul pentru care k satisface inegalitatea (2.5) se numeşte coeficientul de metric

regularitate globală al lui f şi se notează prin reg(f). Are loc următoarea relaţie
ı̂ntre coeficientul de acoperire globală şi coeficietul de metric regularitate globală al
operatorului f :

reg(f) =
1

cov(f)
,

unde cazul reg(f) =∞, corespunde la cov(f) = 0, ceea ce inseamnă absenţa acoperirii
globale/metric regularităţii globale pentru operatorul f .

O altă caracterizare pentru acoperire/metric regularitate poate fi obţinută ı̂n ceea ce
priveşte comportamentul Lipschitz al operatorului multivoc invers. De fapt, f acoperă
pe X dacă şi numai dacă f−1 este Lipschitz continuă ı̂n Y şi are loc

lip(f−1) =
1

cov(f)
.

Lema 2.1.1 (A. Arutyunov, E. Avakov, B. Gel’man, A. Dmitruk şi V. Obukhovskii
[10]). Fie f : X → Y un operator surjectiv şi k-Lypschitz cu k > 0. Operatorul multivoc
invers f−1 : Y → P(X), f−1(x) = {y ∈ P(X) : f(y) = x} este operator de acoperire
cu constanta 1

k
.

Observaţia 2.1.2. Menţionăm faptul că inversa acestei afirmaţii este de asemenea
adevărată: dacă f−1 este operator de acoperire cu constanta 1

k
, atunci f este k-Lipschitz.

Considerăm o versiune relativă a proprietăţii operatorilor de acoperire cu constanta
α.

Definiţia 2.1.2 (A. Arutyunov, E. Avakov, B. Gel’man, A. Dmitruk şi V. Obukhovskii
[10]). Fie M ⊆ X şi N ⊆ Y mulţimi oarecare şi α > 0. Un operator f : X → Y se
numeşte operator de α-acoperire ı̂n raport cu mulţimile M şi N dacă oricare ar fi x ∈M
şi r > 0 astfel ı̂ncât BX(x, r) ⊆M avem

BY (f(x), αr) ∩N ⊆ f(BX(x, r)). (2.6)

Dacă N = Y spunem că f este operator de α-acoperire pe M .

Alte definiţii despre acoperirea operatorilor se pot găsi ı̂n lucrări precum A. D. Ioffe
[59], [60], B. S. Mordukhovich [80].

Definiţia 2.1.3. Fie M ⊆ X şi N ⊆ Y mulţimi. Un operator f : X → Y se numeşte
ı̂nchis ı̂n raport cu M şi N dacă intersecţia graficului său cu mulţimea M × N este
ı̂nchisă.

Teorema 2.1.1 (O. Mleşniţe [78]). Fie (X, d) un spaţiu metric complet şi (Y, ρ) un
spaţiu metric. Presupunem că:
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(i) t : X → Y este un operator deschis, bijectiv şi kt-Lipschitz, cu constanta kt > 0;

(ii) s : X → Y este un operator continuu şi de acoperire cu constanta ks şi ks > kt;

Atunci problema de coincidenţă (2.1) are cel puţin o soluţie (adică există x∗ ∈ X astfel
ı̂ncât s(x∗) = t(x∗)) şi avem

ρ(y0, t(x
∗)) ≤ kt

ks − kt
ρ(y0, s(t

−1(y0))), oricare ar fi y0 ∈ t(X). (2.7)

Dacă, ı̂n plus, t : X → Y este metric regular pe X cu constanta α > 0 atunci problema
de coincidenţă (2.1) este Ulam-Hyers stabilă.

Teorema 2.1.2 (O. Mleşniţe [78]). Fie (X, d) un spaţiu metric complet, (Y, ρ) un spaţiu
metric, x0 ∈ X şi R1, R2 ∈ (0,∞]. Presupunem că:

(i) t : X → Y este un operator deschis, bijectiv şi kt- Lipschitz, cu constanta kt > 0;

(ii) s : X → Y este un operator continuu şi de acoperire, cu constanta ks, ı̂n raport
cu bilele BX(x0, R1) şi BY (s(x0), ksR2) şi ks > kt astfel ı̂ncât

ρ(s(x0), t(x0)) ≤
(
ks
kt
− 1

)
min{R1, R2}. (2.8)

Atunci problema de coincidenţă (2.1) are cel puţin o soluţie (adică există x∗ ∈ X astfel
ı̂ncât s(x∗) = t(x∗)) şi avem

ρ(y0, t(x
∗)) ≤ kt

ks − kt
ρ(y0, s(t

−1(y0))), oricare ar fi y0 ∈ t(X). (2.9)

Dacă, ı̂n plus, t : X → Y este metric regulară pe X cu constanta α > 0 atunci problema
de coincidenţă (2.1) este Ulam-Hyers stabilă.

2.2 Rezultate de existenţă şi stabilitate Ulam-Hyers

pentru probleme de coincidenţă

Scopul acestei secţiuni este de a prezenta rezultate de existenţă şi stabilitate Ulam-
Hyers pentru probleme de coincidenţă cu operatori univoci. Folosind tehnica produsului
cartezian pentru doi operatori univoci, aceste rezultate sunt bazate pe următoarele
lucrări: M. Bota şi A. Petruşel [21], O. Mleşniţe [74], [75], I. A. Rus [108].

Fie (X, d), (Y, ρ) două spaţii metrice şi s, t : X → Y doi operatori astfel ı̂ncât t
este un operator injectiv. În acest caz t admite inversa la stânga t−1l : t(X) → X.
Presupunem, de asemenea, că s(X) ⊆ t(X). Considerăm f : X × t(X) → X × t(X)
definită prin

f(x1, x2) = (t−1l (x2), s(x1)).

8
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Lema 2.2.1. În condiţiile de mai sus, avem CP (s, t) = Fix(f).

Fie (X, d), (Y, ρ) două spaţii metrice, dZ metrica (generată de d şi ρ) pe Z := X×Y
definită prin

d∗((x1, x2), (u1, u2)) = d(x1, u1) + ρ(x2, u2)

sau
d∗((x1, x2), (u1, u2)) = max{d(x1, u1), ρ(x2, u2)}

oricare ar fi (x1, x2), (u1, u2) ∈ Z şi s, t : X → Y doi operatori. Considerăm problema
de coincidenţă (2.1).

Teorema 2.2.1 (O. Mleşniţe [75]). Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice complete.
Presupunem că operatorul t : X → Y este dilataţie cu constanta kt > 1, operatorul
s : X → Y este contracţie cu constanta ks < 1 şi s(X) ⊆ t(X). Atunci problema de
coincidenţă (2.1) pentru s şi t are soluţie unică.

Teorema 2.2.2 (O. Mleşniţe [75]). Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice complete.
Presupunem că toate ipotezele Teoremei 2.2.1 au loc şi ı̂n plus presupunem că t : X → Y
este metric regulară pe X cu constanta α > 0. Atunci problema de coincidenţă (2.1)
este Ulam-Hyers stabilă.

Observaţia 2.2.1. Demonstraţii similare pentru Teorema 2.2.1 şi Teorema 2.2.2 sunt
posibile dacă considerăm pe Z := X × t(X) metrica d∗ : Z × Z → R+ definită prin

d∗((x1, x2), (u1, u2)) = max{d(x1, u1), ρ(x2, u2)}.

În continuare demonstrăm câteva rezultate de dependenţă de date pentru stabili-
tatea Ulam-Hyers a problemelor de coincidenţă pentru două perechi de operatori uni-
voci.

Teorema 2.2.3 (O. Mleşniţe [75]). Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice şi fi, gi :
X → Y , i ∈ {1, 2} patru operatori. Considerăm următoarele ecuaţii de coincidenţă:

f1(x) = g1(x), x ∈ X, (2.10)

f2(x) = g2(x), x ∈ X. (2.11)

Considerăm mulţimile:

Ciε := {x ∈ X|ρ(fi(x), gi(x)) ≤ ε}, i ∈ {1, 2}.

Dacă următoarele condiţii sunt ı̂ndeplinite:
(i) C(f2, g2) ⊆ C(f1, g1);
(ii) ecuaţia de coincidenţă (2.11) este Ulam-Hyers stabilă;
(iii) C1ε ⊆ C2ε, oricare ar fi ε > 0;

atunci ecuaţia de coincidenţă (2.10) este Ulam-Hyers stabilă.
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În caz particular dacă Y := X şi g1 = g2 := 1X , obţinem următorul rezultat de
stabilitate Ulam-Hyers pentru ecuaţii de punct fix.

Teorema 2.2.4 (O. Mleşniţe [75]). Fie (X, d) un spaţiu metric şi f1, f2 : X → X doi
operatori. Considerăm următoarele ecuaţii de punct fix:

f1(x) = x, x ∈ X (2.12)

f2(x) = x, x ∈ X. (2.13)

Considerăm mulţimile:

Fiε := {x ∈ X|d(fi(x), x) ≤ ε}, i = {1, 2}.

Dacă următoarele condiţii sunt ı̂ndeplinite:
(i) Fix(f1) = Fix(f2);
(ii) ecuaţia de punct fix (2.13) este Ulam-Hyers stabilă;
(iii) F1ε ⊆ F2ε, oricare ar fi ε > 0;

atunci ecuaţia de punct fix (2.12) este Ulam-Hyers stabilă.

Dacă presupunem că X = Y şi ρ, d sunt două metrici tare echivalente pe X, atunci
obţinem un rezultat de stabilitate Ulam-Hyers pentru ecuaţia de coincidenţă (2.10).

Teorema 2.2.5 (O. Mleşniţe [75]). Fie X o mulţime nevidă, ρ şi d două metrici tare
echivalente. Dacă ecuaţia de coincidenţă (2.10) este Ulam-Hyers stabilă ı̂n raport cu
metrica d, atunci ea este Ulam-Hyers stabilă ı̂n raport cu metrica ρ.

2.3 Probleme de coincidenţă pentru contracţii gen-

eralizate

În această secţiune studiem existenţa, unicitatea şi stabilitatea Ulam-Hyers pentru
probleme de coincidenţă, extidem rezultatele date ı̂n O. Mleşniţe [75] şi dorim să
obţinem o generalizare a Teoremei 2.1 din T. Xiang and R. Yuan [130].

În O. Mleşniţe [74] este prezentat următorul rezultat de stabilitate Ulam-Hyers ı̂n
cazul teoremei de coincidenţă a lui Goebel.

Teorema 2.3.1 (O. Mleşniţe [74]). Fie X 6= ∅ o mulţime arbitrară şi fie (Y, ρ) un
spaţiu metric. Fie s, t : X → Y doi operatori astfel ı̂ncât s(X) ⊂ t(X) şi (t(X), ρ)
este un subspaţiu complet al lui Y . Presupunem că există 0 ≤ k < 1 astfel ı̂ncât
ρ(s(x), s(y)) ≤ kρ(t(x), t(y)), oricare ar fi x, y ∈ X. Atunci:

a) C(s, t) 6= ∅ (Teorema lui Goebel, vezi [52]);
b) Dacă ı̂n plus:

ρ(y, s(t−1(y))) ≤ ρ(t(y), s(y)), oricare ar fi y ∈ t(X), (2.14)

atunci problema de coincidenţă (2.1) este Ulam-Hyers stabilă.
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În O. Mleşniţe [77] este prezentat următorul rezultat care extinde Teorema lui
Goebel (K. Goebel [52]) considerând condiţia de ϕ-contracţie a lui s ı̂n raport cu t.

Teorema 2.3.2 (O. Mleşniţe [77]). Fie X 6= ∅ o mulţime arbitrară şi fie (Y, ρ) un
spaţiu metric. Fie s, t : X → Y doi operatori astfel ı̂ncât s(X) ⊆ t(X) şi (t(X), ρ) este
un subspaţiu complet al lui Y . Presupunem că există funcţia ϕ : R+ → R+ crescătoare
şi (ϕn(t))→ 0 când n→∞, oricare ar fi t ∈ R+ astfel ı̂ncât

ρ(s(x), s(y)) ≤ ϕ(ρ(t(x), t(y))), oricare ar fi x, y ∈ X.

Atunci:
a) C(s, t) 6= ∅;
b) Dacă ı̂n plus există ψ : R+ → R+ crescătoare, continuă ı̂n 0 şi ψ(0) = 0 astfel

ı̂ncât:
ρ(y, s(t−1(y))) ≤ ψ(ρ(t(y), s(y))), oricare ar fi y ∈ t(X), (2.15)

atunci problema de coincidenţă (2.1) este (β−1 ◦ ψ)− Ulam-Hyers stabilă ı̂n sens gen-
eralizat, unde β(t) := t− ϕ(t) este crescătoare şi bijectivă.

În continuare prezentăm rezultatele principale ale acestei secţiuni care extind rezul-
tatele din O. Mleşniţe [75, Teoremele 1.6, 1.8, 1.11, 1.13].

Teorema 2.3.3 (J. Garcia-Falset şi O. Mleşniţe [49]). Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii
metrice complete. Presupunem că:

(i) t : X → Y este un operator expansiv,
(ii) operatorul s : X → Y este φ-contracţie,
(iii) s(X) ⊆ t(X).
Atunci problema de coincidenţă (2.1) are soluţie unică.

În ceea ce priveşte stabilitatea Ulam-Hyers, ideea a fost dată ı̂n T. P. Petru, A.
Petruşel şi J.-C. Yao [94, Theorem 2.3] ceea ce ne permite să obţinem următorul rezultat.

Teorema 2.3.4 (J. Garcia-Falset şi O. Mleşniţe [49]). Fie (X, d), (Y, ρ) două spaţii
metrice complete. Presupunem că toate ipotezele Teoremei 2.3.3 au loc şi ı̂n plus funcţia
β : R+ → R+, β(r) := r−φ(r) este strict crescătoare şi surjectivă. Atunci problema de
coincidenţă (2.1) este Ulam-Hyers stabilă ı̂n sens generalizat.

Dacă t : X → Y este dilataţie, atunci t este un operator expansiv. Ca şi consecinţă
a Teoremelor 2.3.3 şi 2.3.4, avem:

Corolarul 2.3.1 (J. Garcia-Falset şi O. Mleşniţe [49]). Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii
metrice complete. Presupunem că operatorul t : X → Y este dilataţie şi s : X → Y
este φ-contracţie cu s(X) ⊆ t(X). Atunci

1. problema de coincidenţă (2.1) are soluţie unică.
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2. Dacă ı̂n plus funcţia β : R+ → R+, β(r) := r − φ(r) este strict crescătoare şi
bijectivă atunci problema de coincidenţă (2.1) este Ulam-Hyers stabilă ı̂n sens
generalizat.

Teorema 2.3.5 (J. Garcia-Falset şi O. Mleşniţe [49]). Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii
metrice complete. Presupunem că:

(i) t : X → Y este un operator pentru care există o funcţie φ1 : R+ → R+, continuă,
crescătoare, φ1(r) > r şi φ1(0) = 0 care satisface următoarea relaţie:

ρ(t(y), t(z)) ≥ φ1(d(y, z)), oricare ar fiy, z ∈ X,

(ii) operatorul s : X → Y este lipschizian cu constanta ks > 0,
(iii) s(X) ⊆ t(X),
(iv) r < φ1(

r
ks

).
Atunci problema de coincidenţă (2.1) are soluţie unică.

Următorul rezultat este o generalizare a Teoremei 2.1 din T. Xiang şi R. Yuan [130].

Corolarul 2.3.2 (J. Garcia-Falset şi O. Mleşniţe [49]). Fie (X, d) un spaţiu metric
complet şi t : X → X un operator surjectiv care satisface condiţia (i) a Teoremei 2.3.5.
Atunci el are un punct fix unic.

Teorema 2.3.6 (J. Garcia-Falset şi O. Mleşniţe [49]). Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii
metrice complete. Presupunem că operatorul t : X → Y este expansiv şi operatorul
s : X → Y este contracţie separată şi s(X) ⊆ t(X). Atunci

(i) Dacă ϕ este nedescrescătoare atunci problema de coincidenţă (2.1) are soluţie
unică.

(ii) Dacă ψ este surjectivă, problema de coincidenţă (2.1) este Ulam-Hyers stabilă ı̂n
sens generalizat.

Observaţia 2.3.1. Alte rezultate despre stabilitatea Ulam-Hyers pentru probleme de
punct fix folosind contracţii generalizate (adică α − ψ-contracţii) ı̂n spaţii (b)-metrice
sunt prezentate ı̂n M.-F. Bota, E. Karapinar şi O. Mleşniţe [20].

2.4 Rezultate de coincidenţă prin teoreme de punct

fix ı̂n spaţii metrice generalizate

În această secţiune sunt prezentate rezultate de existenţă, unicitate şi stabilitate Ulam-
Hyers pentru probleme de punct fix şi probleme de coincidenţă cu operatori univoci ı̂n
spaţii metrice generalizate. Alte contribuţii pe această temă se găsesc ı̂n lucrări precum
R. P. Agarwal [1], A. Bucur, L. Guran şi A. Petruşel [27], A. D. Filip şi A. Petruşel
[43], D. O’Regan, N. Shahzad şi R. P. Agarwal [85], R. Precup [97], R. Precup şi A.
Viorel [98], [99].

12



Capitolul 2. Teoreme de coincidenţă pentru operatori univoci

Următoarea teoremă este o extensie a Teoremei lui Perov. În acelaşi timp, acest
rezultat este o generalizare a teoremei principale din M. Berinde şi V. Berinde [17] ı̂n
spaţii metrice generalizate.

Teorema 2.4.1 (A. Petruşel, O. Mleşniţe şi C. Urs [93]). Fie (X, d) un spaţiu metric
complet generalizat şi fie f : X → X o (A,B,C,D)-contracţie, adică, A,B,C,D ∈
Mmm(R+) sunt astfel ı̂ncât matricile D şi M := (I −D)−1(A+ C) converg la zero şi

d(f(x), f(y)) ≤ Ad(x, y)+Bd(y, f(x))+Cd(x, f(x))+Dd(y, f(y)), oricare ar fi x, y ∈ X.

Atunci au loc următoarele condiţii:

(1) f are cel puţin un punct fix şi oricare ar fi x0 ∈ X, şirul xn := fn(x0) al
aproximaţiilor succesive al lui f pornind din x0 converge la x∗(x0) ∈ Fix(f),
când n→∞;

(2) Pentru orice x0 ∈ X avem

d(xn, x
∗(x0)) ≤Mn(I −M)−1d(x0, f(x0)), oricare ar fi n ∈ N

şi
d(x0, x

∗(x0)) ≤ (I −M)−1d(x0, f(x0));

(3) Dacă, ı̂n plus, matricea A+B converge la zero, atunci f are punc fix unic ı̂n X.

Observaţia 2.4.1. În particular, dacă B = C = D = Omm (unde Omm este matricea
nulă din Mmm(R+)), atunci obţinem rezultatul clasic al lui Perov, vezi Teorema 1.2.1.

Introducem metrica vectorială de tip Perov. Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice.
Fie Z := X × Y şi definim pe Z × Z metrica vectorială dV : Z × Z → R2

+ prin

dV (x, u) = dV ((x1, x2), (u1, u2)) = (d(x1, u1), ρ(x2, u2)), (2.16)

oricare ar fi x = (x1, x2), u = (u1, u2) ∈ Z.
Un rezultat principal al acestei secţiuni este următorul:

Teorema 2.4.2 (O. Mleşniţe [75]). Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice complete.
Presupunem că operatorul t : X → Y este dilataţie cu constanta kt > 0, operatorul

s : X → Y este Lipschitz cu constanta ks > 0 şi s(X) ⊆ t(X). Dacă
ks
kt
∈ [0, 1), atunci

problema de coincidenţă (2.1) are soluţie unică.

Următorul rezultat este unul de aproximare şi de estimare a erorii pentru soluţia
problemei de coincidenţă.

Teorema 2.4.3 (O. Mleşniţe [75]). Fie (X, d), (Y, ρ) două spaţii metrice complete.
Presupunem că toate ipotezele Teoremei 2.4.2 au loc şi ı̂n plus presupunem că t : X → Y
este metric regular pe X cu constanta α > 0. Atunci problema de coincidenţă (2.1) este
Ulam-Hyers stabilă.

13



Capitolul 2. Teoreme de coincidenţă pentru operatori univoci

2.5 O condiţie Leray-Schauder pentru problemele

de coincidenţă

Primul pas ı̂n extinderea Teoremei lui Schauder la operatori care nu sunt compacţi a
fost făcut de către G. Darbo [36] ı̂n 1955. Prima măsură de necompactitate a fost
definită de către K. Kuratowski [67] ı̂n 1930. Darbo foloseşte acestă măsură pentru a
generaliza Teorema lui Schauder pentru o clasă mai largă de operatori, numită clasa
operatorilor k-contracţie de mulţimi, care satisface condiţia: α(T (A)) ≤ kα(A) pentru
k ∈ [0, 1). În 1967, B. N. Sadovskii [117], generalizează Teorema lui Darbo pentru
mulţime de operatori condensatori.

Măsurile de necompactitate sunt utile ı̂n teoria ecuaţiilor cu operatori ı̂n spaţii
Banach. S-au scris multe lucrări pe această temă, de exemplu: R. R. Akhmerov, M. I.
Kamenskii, A. S. Potapov, A. E. Rodkina şi B. N. Sadovskii, [3], J. Banaś şi K. Goebel
[14], V. I. Istrăţescu [61], [62], J. M. Ayerbe Toledano, T. Domı́nguez-Benavides şi G.
Lopez Acedo [13], W. Zhao [134], etc.

În această secţiune prezentăm rezultate, fară a folosi teoria gradului, pentru proble-
me de coincidenţă, unde s şi t pot fi operatori neliniari.

Definiţia 2.5.1. Fie X un spaţiu normat şi B(X) := {A ⊂ X : A este mărginită }. O
măsură de necompactitate este o funcţie µ : B(X)→ R+ care satisface condiţiile:

1. µ(A) = 0⇔ A este compactă.

2. µ(A) = µ(A).

3. µ(A ∪B) = max{µ(A), µ(B)}

4. µ(conv(A)) = µ(A).

Pentru a evita confuzia atunci când folosim spaţii diferite, vom adăuga, ı̂n unele
cazuri, numele subspaţiului ca şi indice.

Punctul 3 din ultima definiţie implică faptul că µ(A) ≤ µ(B), când A ⊂ B.
Câteva măsuri uzuale de necompactitate sunt următoarele:

Definiţia 2.5.2. Fie (X, ‖ · ‖) un spaţiu normat. Măsura de nocompactitate a lui
Kuratowski pentru o submulţime mărginită A a lui X este dată prin

α(A) = inf {r > 0 : A ⊂ ∪ni=1Di, diam(Di) ≤ r} .

Definiţia 2.5.3. Fie (X, ‖ · ‖) un spaţiu normat. Măsura de necompactitate a lui
Hausdorff pentru o submulţime mărginită A a lui X este dată prin

χ(A) = inf {r > 0 : A ⊂ ∪ni=1B(xi, r), xi ∈ X} .
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O prezentare detaliată a teoriei şi aplicaţiilor măsurilor de necompactitate pot fi
găsite ı̂n monografiile R. R. Akhmerov, M. I. Kamenskii, A. S. Potapov, A. E. Rodkina
şi B. N. Sadovskii [3], J. M. Ayerbe Toledano, T. Domı́nguez-Benavides şi G. Lopez
Acedo [13].

Definiţia 2.5.4. Fie (X, ‖·‖X) şi (Y, ‖·‖Y ) două spaţii normate ı̂nzestrate cu măsurile
de necompactitate µX şi, respectiv, µY . Dacă C este o submulţime nevidă a lui X şi
T : C → Y este un operator, atunci

(a) Pentru k > 0, operatorul T se numeşte (µX , µY )-k contracţie de mulţimi dacă
µY (T (A)) ≤ kµX(A), oricare ar fi A ∈ B(C).

(b) Operatorul T se numeşte (µX , µY )-condensator dacă µY (T (A)) < µX(A) pentru
orice submulţime mărginită A a lui C cu µX(A) > 0.

(c) Operatorul T se numeşte expansiv dacă inegalitatea ‖T (x)− T (y)‖Y ≥ ‖x− y‖X
are loc, oricare ar fi x, y ∈ C.

(d) Operatorul T se numeşte neexpansiv dacă inegalitatea ‖T (x)−T (y)‖Y ≤ ‖x−y‖X
are loc, oricare ar fi x, y ∈ C.

(e) Operatorul T se numeşte mărginit dacă există k > 0 astfel ı̂ncât ‖T (x)‖Y ≤ k,
oricare ar fi x ∈ C.

Următoarea teoremă a fost demonstrată ı̂n 1967 de către B. N. Sadovskii [117], ea
este o generalizare a teoremei de punct fix a lui G. Darbo [36]. În lucrarea lui J. Appel
[5], cititorul poate găsi aplicaţii ale acestor teoreme.

Teorema 2.5.1 (B. N. Sadovskii [117]). Presupunem că C este o submulţime ı̂nchisă,
convexă a spaţiului Banach X şi T : C → C un operator continuu şi condensator,
atunci T are un punct fix.

Când domeniul C, ı̂n teorema lui Sadovskii, este nemărginit se obţine următorul
rezultat.

Teorema 2.5.2 (J. Garcia-Falset [46]). Presupunem că C este o submulţime ı̂nchisă,
convexă şi nemărginită a spaţiului Banach X şi T : C → C un operator continuu şi
condensator. Dacă există R > 0 şi z ∈ C astfel ı̂ncât oricare ar fi u ∈ C ∩ SR(z)

T (u)− z 6= λ(u− z), ∀λ > 1,

atunci T are un punct fix.

Reamintim următoarea teoremă demonstrată de W. V. Petryshyn ı̂n [95].
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Teorema 2.5.3 (W. V. Petryshyn [95]). Presupunem că U este o submulţime deschisă,
mărginită a spaţiului Banach X şi T : U → X un operator continuu şi condensator.
Dacă există z ∈ U astfel ı̂ncât oricare ar fi u ∈ ∂U

u 6= λT (u) + (1− λ)z, ∀λ ∈ (0, 1),

atunci T are un punct fix.

Fie T : X → Y un operator care transformă submulţimi mărginite ale lui X ı̂n
submulţimi mărginite ale lui Y . Pentru un astfel de operator, definim

l(T ) := sup{r > 0 : rµX(A) ≤ µY (T (A)), A ∈ B(X)}.

În ceea ce urmează folosim măsura de necompactitate a lui Kuratowski. Presupunem
că (X, ‖ · ‖X) şi (Y, ‖ · ‖Y ) sunt spaţii normate şi dacă operatorul T : C → Y este
(αX , αY )-condensator atunci vom spune simplu că T este α-condensator.

În continuare ne propunem să stabilim rezultate de coincidenţă folosind Teorema
2.5.2.

Teorema 2.5.4 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50]). Fie
(X, ‖ · ‖X) şi (Y, ‖ · ‖Y ) două spaţii Banach. Considerăm C o submulţime convexă şi
ı̂nchisă a mulţimii X astfel ı̂ncât operatorii t : C → Y şi s : C → Y satisfac condiţiile:

1. t(C) este o submulţime convexă a lui Y şi t−1 : t(C)→ C este uniform continuu
pe submulţimi mărginite ale lui t(C),

2. s este un operator continuu şi k-contracţie de mulţimi,

3. s(C) ⊆ t(C),

4. k < l(t),

5. Există R > 0 şi x0 ∈ C astfel ı̂ncât oricare ar fi x ∈ C cu ‖x− x0‖ ≥ R avem

s(x)− t(x0) 6= λ(t(x)− t(x0)) ∀λ > 1. (2.17)

Atunci există z ∈ C astfel ı̂ncât s(z) = t(z).

Corolarul 2.5.1 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50]). Fie
(X, ‖·‖X) şi (Y, ‖·‖Y ) spaţii Banach şi fie t : X → Y un operator continuu şi inversabil
şi C o submulţime ı̂nchisă şi convexă a lui X. Fie s : C → Y un operator continuu şi
k-contracţie de mulţimi cu k < l(t) şi care satisface relaţia s(C) ⊂ t(C). Dacă există
R > 0 şi x0 ∈ C astfel ı̂ncât

x ∈ C, ‖x− x0‖X ≥ R⇒ s(x)− t(x0) 6= λ(t(x)− t(x0)) ∀λ > 1,

atunci există z ∈ C astfel ı̂ncât s(z) = t(z).

16



Capitolul 2. Teoreme de coincidenţă pentru operatori univoci

Următorul rezultat poate fi considerat o generalizare a Teoremei 2.5.3.

Teorema 2.5.5 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50]). Fie
X un spaţiu normat şi fie Y un spaţiu Banach. Presupunem că U este o submulţime
mărginită şi deschisă a lui X, t : U → Y un operator expansiv astfel ı̂ncât t(U) este
o submulţime mărginită şi deschisă a lui Y cu ∂(t(U)) ⊂ t(∂U) şi s : U → Y este un
operator continuu şi condensator. Dacă există x0 ∈ U astfel ı̂ncât oricare ar fi x ∈ ∂U

t(x) 6= λs(x) + (1− λ)t(x0) ∀λ ∈ (0, 1) (2.18)

atunci există z0 ∈ Y astfel ı̂ncât t(z0) = s(z0).

Corolarul 2.5.2 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50]). Fie
(X, ‖ · ‖X) şi (Y, ‖ · ‖Y ) două spaţii Banach şi fie t : X → Y un operator continuu,
expansiv, inversabil, afin şi U o submulţime deschisă, mărginită a lui X. Fie s : U → Y
un operator condensator continuu. Dacă există x0 ∈ U astfel ı̂ncât oricare ar fi x ∈ ∂U ,

t(x) 6= λs(x) + (1− λ)t(x0) ∀λ ∈ (0, 1),

atunci există z ∈ U astfel ı̂ncât s(z) = t(z).
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Capitolul 3

Teoreme de coincidenţă pentru
operatori multivoci

Scopul acestui capitol este de a prezenta rezultate de existenţă, metric regularitate
şi stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme de punct fix şi probleme de coincidenţă
cu operatori multivoci. Această abordare se bazează pe tehnica operatorului Picard
ı̂n contextul spaţiilor metrice generalizate ı̂n sens Perov, adică spaţii ı̂nzestrate cu o
metrică vectorială d : X ×X → Rm

+ . Folosind tehnica produsului cartezian pentru doi
operatori multivoci, aceste rezultate extind rezultatele existente ı̂n literatură precum
M. Bota şi A. Petruşel [21], T. P. Petru, A. Petruşel şi J.-C. Yao [94], I. A. Rus [108].

Fie (X, d) un spaţiu metric, Y o mulţime nevidă şi S, T : X → P (Y ) doi operatori
multivoci. Un element x∗ ∈ X este punct de coincidenţă pentru S şi T dacă S(x∗) ∩
T (x∗) 6= ∅. Notăm prin C(S, T ) mulţimea tuturor punctelor de coincidenţă pentru S şi
T .

Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice şi S, T : X → P (Y ) doi operatori multivoci.
Fie dZ o metrică scalară tradiţională pe X × Y . Considerăm următoarea problemă de
coincidenţă cu operatori multivoci:

să se găsească (x, y) ∈ X × Y astfel ı̂ncât y ∈ S(x) ∩ T (x). (3.1)

Prin definiţie, o soluţie pentru problema de coincidenţă (3.1) este perechea (x∗, y∗) ∈
X × Y astfel ı̂ncât

y∗ ∈ T (x∗) ∩ S(x∗).

Notăm prin CP (S, T ) ⊂ X×Y mulţimea tuturor soluţiilor pentru problema de coincidenţă
pentru S şi T .

Este binecunoscut faptul că problema de coincidenţă este, ı̂n anumite condiţii,
echivalentă cu o problemă de punct fix pentru operatori multivoci generată de s şi
t.

Stabilitate Ulam-Hyers pentru problema de coincidenţă (3.1):

Fie (X, d), (Y, ρ) două spaţii metrice şi S, T : X → Y doi operatori multivoci.
Problema de coincidenţă (3.1) se numeşte Ulam-Hyers stabilă ı̂n sens generalizat dacă
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şi numai dacă există ψ : R+ → R+ crescătoare, continuă ı̂n 0 şi ψ(0) = 0 astfel
ı̂ncât oricare ar fi ε > 0 şi pentru orice w∗ ∈ X soluţie aproximativă a problemei de
coincidenţă, adică

Dρ(S(w∗), T (w∗)) ≤ ε (3.2)

atunci există z∗ soluţie pentru (3.1) astfel ı̂ncât

dZ(w∗, z∗) ≤ ψ(ε). (3.3)

Dacă există c > 0 astfel ı̂ncât ψ(t) = ct, oricare ar fi t ∈ R+, atunci problema de
coincidenţă (3.1) este Ulam-Hyers stabilă.

Pentru stabilitatea Ulam-Hyers a ecuaţiilor diferenţiale şi integrale, vezi L.P. Castro
şi A. Ramos [31], S.-M. Jung [63], I.A. Rus [110], [111], ı̂n timp ce pentru stabilitatea
Ulam-Hyers pentru probleme de punct fix ı̂n spaţii metrice, a se vedea I.A. Rus [108],
M. Bota şi A. Petruşel [21], P.T. Petru, A. Petruşel şi J.C. Yao [94].

3.1 Metric regularitate şi rezultate de stabilitate

Ulam-Hyers pentru probleme de coincidenţă

În general, metric regularitatea se face cu studiul ecuaţiei de tipul y ∈ F (x), unde
y ∈ X este fixat, pentru un operator multivoc F : X → P (Y ). Mulţi autori au obţinut
rezultate ı̂n domeniul metric regularităţii printre care amintim A. L. Dontchev, A. S.
Lewis şi R. T. Rockafellar [40], A. L. Dontchev şi A. S. Lewis [42], A. D. Ioffe [59], [60],
L. A. Lyusternik [71] şi alţii. Un punct x este o soluţie aproximativă pentru ecuaţia
generalizată y ∈ F (x) dacă distanţa de la punctul y la mulţimea F (x) este mică.

Fie F : X → P (Y ) un operator multivoc ı̂ntre spaţiile metrice (X, d) şi (Y, d) şi
U ⊆ X, V ⊆ Y submulţimi date. Conform cu A. D. Ioffe [59] şi B. S. Mordukhovich
[80], F se numeşte ı̂nvelitoare deschisă ı̂n raport cu U × V dacă există o constantă
pozitivă a astfel ı̂ncât

F (B(x, r)) ⊇ B(F (x) ∩ V, ar), oricare ar fi x ∈ U, r > 0 : B(x, r) ⊆ U. (3.4)

Supremumul tuturor constantelor care satisfac incluziunea (3.4) se numeşte modulul
ı̂nvelitorii deschise al lui F ı̂n raport cu U × V şi se notează prin covU×V F .

Metric regularitatea ia forma unei inegalităţi provenind din estimarea a cât de de-
parte este x faţă de o soluţie generală a ecuaţiei y ∈ F (x). În majoritatea teoremelor
din calculul subdiferenţial condiţiile apar asupra regularităţii/̂ınvelitoare deschisă pen-
tru operatori multivoci, a se vedea A. D. Ioffe [59] şi B. S. Mordukhovich [80].

Noţiunea de ı̂nvelitoare deschisă ı̂n sens global se obţine pentru U = X şi V = Y .

Definiţia 3.1.1 (A. D. Ioffe [59]). Un operator multivoc F : X → P (Y ) ı̂ntre spaţiile
metrice (X, d) şi (Y, d) acoperă pe X dacă există o constantă a > 0 astfel ı̂ncât

F (B(x, r)) ⊇ B(F (x), ar), oricare ar fi x ∈ X, r > 0. (3.5)
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Supremumul tuturor valorilor a care satisfac incluziunea (3.5) se numeşte modulul
ı̂nvelitorii globale al lui F şi se notează pe scurt prin cov(F ) (̂ın loc de covX×Y F ).

Observaţia 3.1.1 ( A. Uderzo [123]).

(i) Proprietatea de ı̂nvelitoare deschisă a operatorilor multivoci admite câteva for-
mulări utile. Se ştie că un operator F ı̂ndeplineşte condiţiile Definiţiei 3.1.1 dacă
şi numai dacă există l > 0 astfel ı̂ncât

D(x, F−1(y)) ≤ lD(y, F (x)), oricare ar fi x ∈ X, y ∈ Y. (3.6)

Infimumul tuturor valorilor l care satisfac inegalitatea (3.6) se numşte modulul
metric regularităţii globale al lui F şi se notează prin reg(F ).

(ii) O altă caracterizare a ı̂nvelitorii deschise / metric regularităţii poate fi obţinută
ı̂n ceea ce priveşte comportamentu Lipschitz al operatorului invers. De fapt, F
acoperă pe X dacă şi numai dacă F−1 este Lipschitz continuu ı̂n Y şi are loc:

lip(F−1) =
1

cov(F )
.

În plus, presupunem că T şi S sunt surjectivi şi considerăm F : X × Y → P (X)×
P (Y ) definită prin F (x, y) = T−1(y)×S(u). Deducem că F−1 : X×Y → P (X)×P (Y )
este definită prin F−1(u, v) = S−1(v)× T (u).

Lema 3.1.1 (O. Mleşniţe şi A. Petruşel [76]). În condiţiile de mai sus, avem:

CP (S, T ) = Fix(F ) = Fix(F−1).

Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice şi următoarele două metrici pe X × Y :

d∗((x1, y1), (x2, y2)) := d(x1, x2) + ρ(y1, y2), oricare ar fi (x1, y1), (x2, y2) ∈ X × Y

d∗((x1, y1), (x2, y2)) := max{d(x1, x2), ρ(y1, y2)}, oricare ar fi (x1, y1), (x2, y2) ∈ X × Y.

Notăm prin Hd∗ şi Hd∗ funcţionalele Hausdorff-Pompeiu pe P (X × Y ) generate de d∗

şi respectiv d∗.

Următoarele rezultate principale sunt generalizări ale teoremelor principale din lu-
crarea A. V. Blaga [19].

Teorema 3.1.1 (O. Mleşniţe [79]). Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice complete.
Fie T, S : X → P (Y ) doi operatori multivoci surjectivi, astfel ı̂ncât:

(i) T : X → Pcl(Y ) este contracţie cu constanta kT < 1;

(ii) S : X → P (Y ) este metric regulară pe X cu constanta kS ∈ (0, 1) şi S−1(y) este
ı̂nchisă pentru orice y ∈ Y .
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Atunci există cel puţin o soluţie pentru problema de coincidenţă cu operatori multi-
voci (3.1).

Dacă , ı̂n plus, S−1 şi T au valori compacte atunci problema (3.1) este Ulam-Hyers
stabilă.

Teorema 3.1.2 (O. Mleşniţe [79]). Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice complete.
Fie T, S : X → P (Y ) doi operatori multivoci surjectivi, astfel ı̂ncât:

(i) T : X → Pcl(Y ) satisface relaţia:

∃ kT > 2 astfel ı̂ncât Dρ(x, T
−1(y)) ≥ kT ·Dd(y, T (x)), oricare ar fi (x, y) ∈ X×Y ;

(ii) S : X → P (Y ) este metric regulară pe X cu constanta kS ∈ (0, 1
2
) şi S−1(y) este

ı̂nchisă, pentru orice y ∈ Y ;

(iii) (x, y) ∈ X × Y dacă şi numai dacă (y, x) ∈ X × Y.

Atunci există cel puţin o soluţie pentru problema de coincidenţă cu operatori multivoci
(3.1).

Dacă, ı̂n plus S−1 şi T au valori compacte atunci problema (3.1) este Ulam-Hyers
stabilă.

3.2 Rezultate de existenţă şi stabilitate Ulam-Hyers

pentru probleme de coincidenţă

În această secţiune vom prezenta rezultate de existenţă şi stabilitate Ulam-Hyers pentru
probleme de coincidenţă cu operatori multivoci folosind tehnica operatorilor Picard.
Aceste rezultate se bazează pe următoarele lucrări: W. A. Kirk şi B. Sims [65], O.
Mleşniţe şi A. Petruşel [76], A. Petruşel [90], I. A. Rus [108], [102], I.A. Rus, A. Petruşel
şi A. Ŝıntămărian [115]

Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice şi considerăm următoarele două spaţii metrice
pe X × Y :

d∗((x1, y1), (x2, y2)) := d(x1, x2) + ρ(y1, y2), oricare ar fi (x1, y1), (x2, y2) ∈ X × Y

d∗((x1, y1), (x2, y2)) := max{d(x1, x2), ρ(y1, y2)}, oricare ar fi (x1, y1), (x2, y2) ∈ X × Y.

Notăm prin Hd∗ şi Hd∗ funcţionalele Hausdorff-Pompeiu pe P (X × Y ) generate de d∗

şi respectiv d∗.

Teorema 3.2.1 (O. Mleşniţe şi A. Petruşel [76]). Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice
complete. Fie T, S : X → P (Y ) doi operatori multivoci astfel ı̂ncât:

(i) T : X → P (Y ) este operator surjectiv, kT - tare dilataţie cu constanta kT > 1
şi T−1(y) este ı̂nchisă oricare ar fi y ∈ Y ;
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(ii) S : X → Pcl(Y ) este kS-contracţie.
Atunci există cel puţin o soluţie pentru problema de coincidenţă cu operatori multi-

voci (3.1).
Dacă, ı̂n plus operatorii multivoci S şi T−1 au valori compacte şi T este metric regular
pe X cu constanta l > 0 atunci problema de coincidenţă multivocă (3.1) este Ulam-
Hyers stabilă.

Observaţia 3.2.1. Un rezultat similar se obţine dacă ı̂nlocuim, ı̂n demonstraţia teore-
mei anterioare, metrica d∗ cu d∗ şi Hd∗ cu Hd∗.

În continuare prezentăm rezultate legate de dependenţa de date pentru stabilitatea
Ulam-Hyers a problemei de coincidenţă pentru două perechi de operatori multivoci.

Teorema 3.2.2 (O. Mleşniţe şi A. Petruşel [76]). Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice
şi Ti, Si : X → P (Y ), i ∈ {1, 2} patru operatori multivoci. Considerăm următoarele
probleme de coincidenţă cu operatori multivoci:

T1(x) ∩ S1(x) 6= ∅ (3.7)

şi
T2(x) ∩ S2(x) 6= ∅. (3.8)

Considerăm mulţimile:

Ciε := {x ∈ X|Dρ(Ti(x), Si(x)) ≤ ε}, i ∈ {1, 2}.

Dacă au lor următoarele condiţii:
(i) C(T2, S2) ⊆ C(T1, S1);
(ii) problema de coincidenţă multivocă (3.8) este Ulam-Hyers stabilă;
(iii) C1ε ⊆ C2ε, oricare ar fi ε > 0;

atunci, problema de coincidenţă multivocă (3.7) este Ulam-Hyers stabilă.

3.3 Rezultate de coincidenţă prin teoreme de punct

fix ı̂n spaţii metrice generalizate

Scopul acestei secţiuni este de a prezenta rezultate de existenţă şi stabilitate Ulam-Hyers
pentru probleme de punct fix şi probleme de coincidenţă cu operatori multivoci. Această
abordare este bazată pe tehnica operatorilor Picard ı̂n contextul spaţiilor metrice gene-
ralizate ı̂n sens Perov, adică, spaţii ı̂nzestrate cu metrica vectorială d : X ×X → Rm

+ .
Folosind tehnica produsului cartezian pentru doi operatori multivoci, aceste rezultate
ı̂mbunătăţesc teoremele existente ı̂n literatură, vezi M. Bota şi A. Petruşel [21], T. P.
Petru, A. Petruşel şi J.-C. Yao [94], I. A. Rus [108], [110], [111].
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Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice. Fie Z := X×Y şi definim pe Z×Z metrica

vectorială dV (u, v) :=

(
d(u1, v1)
ρ(u2, v2)

)
, oricare ar fi u = (u1, u2), v = (v1, v2) ∈ Z.

Considerăm funcţionala de tip Hausdorff-Pompeiu H∗ : (P (X)× P (Y ))× (P (X)×
P (Y ))→ R2

+ dată prin

H∗(A×B,U × V ) :=

(
Hd(A,U)
Hρ(B, V )

)
.

Conform definiţiei, rezultă că H∗ este o metrică vectorială pe Pcl(X)× Pcl(Y ).
Următorul rezultat este unul de existenţă şi stabilitate Ulam-Hyers pentru proble-

mele de coincidenţă.

Teorema 3.3.1 (O. Mleşniţe şi A. Petruşel [76]). Fie (X, d) şi (Y, ρ) două spaţii metrice
complete. Fie T, S : X → P (Y ) doi operatori multivoci astfel ı̂ncât:

(i) T : X → P (Y ) este un operator surjectiv, kT - tare dilataţie şi T−1(y) este
ı̂nchisă oricare ar fi y ∈ Y ;

(ii) S : X → Pcl(Y ) este kS-Lipschitz;
(iii) kS

kT
< 1.

Atunci există cel puţin o soluţie pentru problema de coincidenţă (3.1).
Dacă, ı̂n plus operatorii multivoci S, T−1 au valori compacte şi T este metric regular pe
X cu constanta l > 0, atunci problema de coincidenţă multivocă (3.1) este Ulam-Hyers
v-stabilă.

3.4 O condiţie Leray-Schauder pentru problemele

de coincidenţă

În această secţiune stabilim rezultate pentru probleme de coincidenţă cu operatori mul-
tivoci folosind conditţii de tip Leray-Schauder type şi Teorema 2.5.2. Aceste rezultate
au la bază următoarele lucrări: V. Barbu [15], J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares
şi O. Mleşniţe [50].

Definiţia 3.4.1. Un operator F ⊂ X × X se numeşte acretiv dacă şi numai dacă
‖x − y‖ ≤ ‖x − y + λ(u − v)‖, oricare ar fi x, y ∈ Dom(F ), u ∈ F (x), v ∈ F (y) şi
λ > 0. Dacă, ı̂n plus, R(F + I) = X, spunem că F este m-acretiv.

Mai multe detalii şi aplicaţii despre operatorii acretivi se pot găsi, de exemplu, ı̂n
monografia V. Barbu [15].

Teorema 3.4.1 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50]). Fie X
un spaţiu normat şi fie Y un spaţiu Banach. Considerăm o mulţime nevidă D a lui X.
Presupunem că t : D → P (Y ) este un operator multivoc şi s : D → Y este un operator
care satisface condiţiile:
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1. R(t) = Y şi t−1 : Y → D este un operator univoc continuu şi compact,

2. s este un operator continuu şi duce submulţimi mărginite ı̂n submulţimi mărginite,

3. Există R > 0 astfel ı̂ncât

‖x‖X ≥ R, x ∈ D ⇒ λs(x) /∈ t(x) ∀λ ∈ (0, 1). (3.9)

Atunci există x0 ∈ D cu s(x0) ∈ t(x0).

Corolarul 3.4.1 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50]). Fie X
un spaţiu Banach şi F : Dom(F )→ P (X) un operator m-acretiv astfel ı̂ncât 0 ∈ F (0)
şi s : Dom(F ) → X un operator continuu. Presupunem că următoarele condiţii sunt
ı̂ndeplinite:

1. JFλ este compact,

2. există R > 0 astfel ı̂ncât ‖s(x)‖ ≤ a+ b‖x‖, când x ∈ Dom(F ) cu ‖x‖ ≥ R.

Atunci pentru ρ > b există x0 ∈ Dom(F ) astfel ı̂ncât s(x0) ∈ ρx0 + F (x0).

Următorul rezultat are loc ı̂n cazul operatorilor condensatori, dar care nu sunt nea-
parat operatori k-contracţie de mulţimi. Exemple de astfel de operatori se găsesc ı̂n J.
Appel [5], J. M. Ayerbe Toledano, T. Domı́nguez-Benavides şi G. Lopez Acedo [13].

Teorema 3.4.2 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50]). Fie
(X, ‖ ·‖X) un spaţiu normat şi fie (Y, ‖ ·‖Y ) un spaţiu Banach. Presupunem că t : X →
P (Y ) este un operator multivoc cu R(t) = Y astfel ı̂ncât t−1 : Y → X este un operator
univoc neexpansiv şi s : Dom(t)→ Y este un operator continuu, α-condensator pentru
care există R > 0 şi y0 ∈ Y astfel ı̂ncât

‖x− t−1y0‖X ≥ R⇒ µs(x) + (1− µ)y0 /∈ t(x) ∀µ ∈ (0, 1). (3.10)

Atunci există x0 ∈ X astfel ı̂ncât s(x0) ∈ t(x0).

Corolarul 3.4.2 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50]). Fie
(X, ‖·‖X) un spaţiu normat şi fie (Y, ‖·‖Y ) un spaţiu Banach. Presupunem că t : X → Y
este un operator expansiv şi surjectiv şi s : X → Y este un operator continuu, mărginit
şi α-condensator. Atunci există x0 ∈ X astfel ı̂ncât s(x0) = t(x0).

Corolarul 3.4.3 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50]). Fie
(X, ‖·‖X) un spaţiu normat şi fie (Y, ‖·‖Y ) un spaţiu Banach. Presupunem că t : X → Y
este un operator expansiv şi surjectiv şi s : X → Y un operator continuu, α-condensator
pentru care există R > 0 şi y0 ∈ Y astfel ı̂ncât

‖x− t−1y0‖X ≥ R⇒ ‖s(x)− y0‖Y ≤ ‖x− t−1(y0)‖X . (3.11)

Atunci există x0 ∈ X astfel ı̂ncât s(x0) = t(x0).
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Aplicaţii

Scopul acestui capitol este de a prezenta câteva aplicaţii ale rezultatelor prezentate
ı̂n această teză. În primul rând este dată o aplicaţie ı̂n ceea ce priveşte stabilitatea
Ulam-Hyers pentru ecuaţii diferenţiale şi incluziuni operatoriale, după care se studiază
existenţa soluţiilor clasice şi tari pentru ecuaţiile diferenţiale de ordinul ı̂ntâi şi doi.

Câteva referinţe folosite ı̂n dezvoltarea acestui capitol sunt: J. Appell şi P.P. Zabre-
jko [6], H. Brezis şi W. Strauss [23], J. Garcia-Falset [47], J. Garcia-Falset şi O. Mleşniţe
[49], J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50], K. Goebel [52], O.
Mleşniţe [74], [77]

4.1 Stabilitate Ulam-Hyers pentru ecuaţii diferenţiale

În această secţiune, stabilim noi rezultate de existenţă, unicitate şi stabilitate Ulam-
Hyers pentru ecuaţii diferenţiale. În acest caz, următoarea teoremă este o aplicaţie a
Teoremelor 2.3.3 şi 2.3.4.

Aplicaţia 1.(J. Garcia-Falset şi O. Mleşniţe [49]) Considerăm ecuaţia diferenţială{
u′(t) = f(t, u(t)),
u(0) = ξ ∈ R, (4.1)

unde f : [0,+∞)× R→ R satisface următoarele condiţii:

• (i) f(t, ·) este o funcţie continuă pentru aproape toţi t ≥ 0;

• (ii) f(·, u) este o funcţie măsurabilă pentru orice u ∈ R;

• (iii) Inegalitatea Lipschitz, adică, |f(t, x)− f(t, y)| ≤ L(t)|x− y|, unde L : R+ →
R+ este o funcţie local integrabilă pe intervalul (0,∞);

• (iv)
∫ t
0
f(τ, 0)dτ = O(e

∫ t
0 L(τ)dτ ) := {u ∈ C([0,∞)) : |u(t)| ≤Me

∫ t
0 L(τ)dτ +N}.
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Atunci ecuaţia (4.1) are soluţie unică uξ pentru orice ξ ∈ R,

uξ ∈ C([0,+∞)) := {u : [0,+∞)→ R continuă },

şi, mai mult, ea este Ulam-Hyers stabilă.

Considerăm mulţimile

X = {u ∈ C([0,+∞)) | u(t) = O(e
∫ t
0 L(τ)dτ )},

şi metrica dp : X ×X → R+ definită prin dp(u, v) = sup
t∈[0,+∞)

{|u(t)− v(t)| · e−p
∫ t
0 L(τ)dτ}

unde p > 1, Y = BC([0,+∞)) este mulţimea funcţiilor continue şi mărginite pe [0,+∞)
şi ı̂nzestrăm această mulţime cu metrica ρ : Y × Y → R+ definită prin ρ(u, v) =
‖u− v‖∞ = sup

t∈[0,+∞)

|u(t)− v(t)|. În acest caz (Y, ρ) este un spaţiu metric complet.

Avem: (X, dp) şi (Y, ρ) sunt spaţii metrice complete.
Definim operatorii T, S : X → Y prin

Tu(t) = u(t) · e−p
∫ t
0 L(τ)dτ şi Su(t) =

{∫ t

0

f(τ, u(τ))dτ + ξ

}
e−p

∫ t
0 L(τ)dτ .

Ecuaţia (4.1) poate fi scrisă ca şi o problemă de coincidenţă astfel:

să se găsească u ∈ X astfel ı̂ncât Tu = Su. (4.2)

T şi S satisfac ipotezele Teoremei 2.3.3, deci problema de coincidenţă (4.2) are
soluţie unică ı̂n X, ceea ce ı̂nseamnă că există x̄ ∈ X astfel ı̂ncât S(x̄) = T (x̄).

Pentru cea de-a doua concluzie, dacă definim β(r) := r− r
p

(p > 1) şi ţinând cont că

β este o funcţie continuă strict crescătoare, lim
r→0+

β(r) = 0 şi lim
r→+∞

β(r) = +∞, atunci

β este strict crescătoare şi surjectivă.
Toate ipotezele Teoremei 2.3.4 au loc, deci problema de coincidenţă (4.2) este Ulam-

Hyers stabilă. Astfel, deducem că ecuaţia (4.1) este Ulam-Hyers stabilă.

În continuare prezentăm o aplicaţie a Teoremei 2.3.2.

Aplicaţia 2.(O. Mleşniţe [77]) Considerăm aceeaşi ecuaţie diferenţială (4.1) unde f :
[0,+∞)×R→ R satisface toate condiţiile din Aplicaţia 1. Dacă ı̂n plus, f ı̂ndeplineşte
următoarea condiţie

• f(t, γu) ≥ γf(t, u) oricare ar fi γ ≥ 1, t > 0, u ∈ R,

atunci ecuaţia diferenţială (4.1) are soluţie unică pentru orice ξ ∈ R şi ı̂n plus ea este
Ulam-Hyers stabilă.

Operatorii S şi T ı̂ndeplinesc condiţiile Teoremei 2.3.2, deci există x̄ ∈ X astfel ı̂ncât
S(x̄) = T (x̄).

În continuare demonstrăm că ecuaţia (4.1) este Ulam-Hyers stabilă.
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Avem (T−1y)(t) = y(t) · ep
∫ t
0 L(τ)dτ . Demonstrăm că d(y, S(T−1(y))) ≤ αd(Ty, Sy),

oricare ar fi y ∈ T (A). Obţinem:

S(T−1(y))(t) = e−p
∫ t
0 L(τ)dτ

{∫ t

0

f(τ, y(τ)ep
∫ t
0 L(τ)dτ )dτ + ξ

}
.

Prin calcul obţinem:

|y(t)− S(T−1(y))(t)| =
∣∣∣∣y(t)− e−p

∫ t
0 L(τ)dτ

{∫ t

0

f(τ, y(τ)ep
∫ t
0 L(τ)dτ )dτ + ξ

}∣∣∣∣ ≤
≤ ep

∫ t
0 L(τ)dτ |(Sy)(t)− (Ty)(t)|.

Astfel, toate condiţiile Teoremei 2.3.2 au loc, atunci ecuaţia diferenţială (4.1) este Ulam-
Hyers stabilă.

4.2 Stabilitate Ulam-Hyers pentru incluziuni ope-

ratoriale

Scopul acestui capitol este de a demonstra o teoremă de stabilitate Ulam-Hyers pentru
problema Cauchy multivocă ı̂n raport cu ecuaţia diferenţială de ordinul ı̂ntâi.

Considerăm următoarea problemă Cauchy multivocă:{
x′(t) ∈ F (t, x(t)), a.p.t t ∈ [a, b];
x(a) = α,

(4.3)

unde α ∈ Rn şi F : [a, b] × Rn → Pcp,cv(Rn) este un operator multivoc. Notăm prin∫ b

a

F (s, x(s))ds (unde x : [a, b] → Rn este o funcţie dată) integrala multivocă in sens

Aumann, vezi J.-P. Aubin şi H. Frankowska [12].

Definiţia 4.2.1. Fie F : [a, b]×Rn → Pcp,cv(Rn) un operator multivoc, a ∈ R şi α ∈ Rn.
O funcţie ϕ : [a, T ]→ Rn se numeşte soluţie pentru problema (4.3) dacă şi numai dacă
T ≤ b, ϕ este absolut continuă pe intervalul [a, T ] şi satisface relaţiile:{

ϕ′(t) ∈ F (t, ϕ(t)), a.p.t pe [a, T ];
ϕ(a) = α.

Echivalenţa ı̂ntre incluziunea diferenţială de mai sus şi o incluziune integrală este
dată de următoarea lemă:

Lema 4.2.1. Fie I ⊂ R un interval şi F : I × Rn → Pcp,cv(Rn) un operator multivoc
semi-continuu superior. Atunci x : I → R este o soluţie pentru incluziunea diferenţială

x′(t) ∈ F (t, x(t)) (4.4)
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dacă şi numai dacă

x(t2) ∈ x(t1) +

∫ t2

t1

F (t, x(t))dt, pentru orice t1, t2 ∈ I. (4.5)

Ţinând cont de Lema 4.2.1 deducem că problema (4.3) este echivalentă cu o inclu-
ziune integrală de tip Volterra:

x(t) ∈ α +

∫ t

a

F (s, x(s))ds, t ∈ [a, b]. (4.6)

Următoarea teoremă este un rezultat ı̂n ceea ce priveşte stabilitatea Ulam-Hyers
pentru problema Cauchy (4.3).

Teorema 4.2.1 (O. Mleşniţe [74]). Fie F : [a, b]× Rn → Pcl,cv(Rn) astfel ı̂ncât:
(a) există o funcţie integrabilă M : [a, b] → R+ astfel ı̂ncât pentru orice u ∈ Rn

avem F (s, u) ⊂M(s)B(0, 1), a.p.t. s ∈ [a, b];
(b) pentru orice u ∈ Rn, F (·, u) : [a, b]→ P̂ı,cv(R

n) este măsurabilă;

(c) pentru orice u ∈ Rn, F (·, u) : [a, b]→ P̂ı,cv(R
n) este semi-continuă inferior;

(d) există o funcţie continuă p : [a, b] → R+ astfel ı̂ncât oricare ar fi s ∈ [a, b] şi
oricare ar fi u, v ∈ Rn avem:

H(F (s, u), F (s, v)) ≤ p(s) · |u− v|. (4.7)

Atunci au loc următoarele concluzii:
(i) există cel puţin o soluţie pentru problema Cauchy (4.3);
(ii) problema Cauchy (4.3) este Ulam-Hyers stabilă.

4.3 Existenţa soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale de

ordinul ı̂ntâi

În această secţiune ne propunem să obţinem câteva rezultate, fără a invoca teoria gradu-
lui, pentru problemele de coincidenţă unde operatorii s şi t pot fi neliniari. Pentru acest
tip de aplicaţii folosim Corolarul 2.5.2. Aceste rezultate sunt bazate pe următoarele
lucrări: J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50].

În această secţiune ne propunem să găsim o funcţie absolut continuă u : [0, 1] →
Rn astfel ı̂ncât derivatele ei u′ ∈ L1(0, 1;Rn) satisfac aproape pentru orice punct din
intervalul (0, 1) următoarea ecuaţie diferenţială:{

u′(t)− g(t, u(t), u′(t)) = f(t), t ∈ (0, 1) a.p.t.
u(0) = ξ ∈ Rn,

(4.8)

unde f ∈ L1(0, 1;Rn) este o funcţie fixată şi g : [0, 1] × Rn × Rn → Rn este o funcţie
Carathéodory. O astfel de funcţie u se numeşte o soluţie tare a ecuaţiei (4.8).
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Considerăm spaţiul Banach (Rn, ‖ · ‖n) şi L1(0, 1;Rn) spaţiul Banach al funcţiilor
x : [0, 1]→ Rn integrabile ı̂n sens Bochner ı̂nzestrat cu norma

‖x‖1 =

∫ 1

0

‖x(t)‖ndt.

Se ştie că dacă x : [0, 1] → Rn este absolut continuă, atunci ea este diferenţiabilă
aproape peste tot pe [0, 1], derivatele ei x′ ∈ L1(0, 1;Rn) şi

x(t) = x(0) +

∫ t

0

x′(s)ds.

Mai ı̂ntâi observăm că ecuaţia (4.8) este echivalentă cu ecuaţia diferenţială{
u′(t)− g(t, u(t) + ξ, u′(t)) = f(t), t ∈ (0, 1) a.p.t.
u(0) = 0,

(4.9)

Deci, scopul nostru este de a studia existenţa soluţiilor tari pentru ecuaţia (4.9).
Introducem spaţiul Sobolev W 1,1(0, 1;Rn), spaţiul funcţiilor absolut continue. Acest

spaţiu ı̂l putem scrie astfel:

W 1,1(0, 1;Rn) :=
{
u ∈ L1(0, 1;Rn) : u′ ∈ L1(0, 1;Rn)

}
,

Spaţiul W 1,1(0, 1;Rn) poate fi ı̂nzestrat cu norma

‖u‖1,1 := max{‖u‖1, ‖u′‖1},

unde ‖ · ‖1 este norma uzuală ı̂n L1(0, 1;Rn). (W 1,1(0, 1;Rn), ‖ · ‖1,1) este un spaţiu
Banach.

Considerăm următorul subspaţiu X := {u ∈ W 1,1(0, 1;Rn) : u(0) = 0}. Acesta este
un subspaţiu ı̂nchis al lui (W 1,1(0, 1;Rn), ‖ · ‖1,1), deci el este, de asemenea, un spaţiu
Banach.

Lema 4.3.1. Fie u un element din X. Atunci ‖u‖1,1 = ‖u′‖1.

Lema 4.3.2. Fie f un element fixat din L1(0, 1;Rn). Operatorul T : X → L1(0, 1;Rn)
definit prin T (u)(t) = u′(t)− f(t) este expansiv şi bijectiv.

Fie M(0, 1;Rn) mulţimea tuturor funcţiilor măsurabile ϕ : [0, 1] → Rn. Dacă
f : [0, 1] × Rn → Rn este o funcţie Carathéodory, atunci f defineşte un operator
Nf :M(0, 1;Rn)→M(0, 1;Rn) prin Nf (ϕ)(t) := f(t, ϕ(t)). Acest operator se numeşte
operator de superpoziţie (sau operator Nemytskii) generat de f . Următoarele trei leme
au o mare importanţă ı̂n obţinerea rezultatelor dorite.

Lema 4.3.3. Fie f : [0, 1]×Rn → Rn o funcţie Carathéodory. Dacă există o constantă
b ≥ 0 şi o funcţie a(·) ∈ L1

+(0, 1;R) astfel ı̂ncât

‖f(t, x)‖n ≤ a(t) + b‖x‖n,

atunci funcţia Nf : L1(0, 1;Rn)→ L1(0, 1;Rn) este continuă.
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Urmând idee lui J. Appell şi P.P. Zabrejko din [6, Lemma 9.5] obţinem:

Lema 4.3.4. Fie g : [0, 1] × Rn × Rn → Rn o funcţie Carathéodory. Dacă există o
constantă b ≥ 0 şi o funcţie a(·) ∈ L1

+(0, 1;R) astfel ı̂ncât

‖g(t, x, y)‖n ≤ a(t) + b(‖x‖n + ‖y‖n),

atunci funcţia Ng : W 1,1(0, 1;Rn)→ L1(0, 1;Rn) definită prin

Ng(ϕ)(t) = g(t, ϕ(t), ϕ′(t))

este continuă.

Lema 4.3.5. Fie g : [0, 1]× Rn × Rn → Rn o funcţie Carathéodory pentru care există
a ∈ L1

+(0, 1,R), b, k > 0 astfel ı̂ncât

1. ‖g(t, x, 0)‖n ≤ a(t) + b‖x‖n,

2. ‖g(t, x, y1)− g(t, x, y2)‖n ≤ k‖y1 − y2‖n.

Atunci, operatorul Ng : X → L1(0, 1;Rn) este 2k- contracţie de mulţimi.

Pentru a studia existnţa soluţiilor tari ale ecuaţiei (4.9), definim

T : X → L1(0, 1;Rn) prin T (u) = u′ − f

şi
S : X → L1(0, 1;Rn) prin S(u) = Ng̃(u),

unde g̃(t, x, y) = g(t, x+ ξ, y).
Astfel, pentru a arăta că ecuaţia (4.9) are o soluţie trebuie să arătăm că problema

de coincidenţă T (u) = S(u) admite o soluţie.

Teorema 4.3.1 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50]). Dacă
max{b+k, 2k} < 1, ecuaţia (4.9) are cel puţin o soluţie ı̂n spaţiul Sobolev W 1,1(0, 1;Rn).

Exemplul 4.3.1.{
u′(t)− cos(u(t))√

t
− u(t)+sin(u′(t))

2
√
t+2

= f(t), t ∈ (0, 1)

u(0) = ξ,
(4.10)

are o soluţie tare, deoarece ı̂n acest exemplu avem g(t, x, y) = cos(x)√
t

+ x+sin(y)

2
√
t+2

şi deci

|g(t, x, 0)| ≤ 1√
t
+ 1

2
√
2
|x| şi |g(t, x, y1)− g(t, x, y2)| ≤ 1

2
√
2
|y1− y2|, ceea ce implică faptul

că g ı̂ndeplineşte condiţiile Teoremei 4.3.1.
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4.4 Existenţa soluţiilor unei ecuaţii diferenţiale de

ordinul doi

În această secţiune se studiază existenţa soluţiilor clasice şi tari ale unei ecuaţii diferenţiale
cu condiţii Dirichlet neomogene (ne referim la ecuaţia (4.11)). Pentru aceste tipuri de
aplicaţii folosim Teorema 2.3.3 şi Corolarul 3.4.3. Aceste rezultate sunt bazate pe
următoarea lucrare: J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50].

În primul rând studiem existenţa soluţiilor clasice pentru o ecuaţie dieferenţială de
ordinul doi.

Fie Y := (C([0, 1]), ‖ · ‖0) spaţiul Banach al funcţiilor continue u : [0, 1] → R,
unde‖u‖0 := sup{|u(t)| : t ∈ [0, 1]}.

Notăm prin C2([0, 1]) := {u : [0, 1]→ R : u′′ ∈ C([0, 1])}. Acest lucru ne permite să
introducem următorul spaţiu liniar

X := {u ∈ C2([0, 1]) : u(0) = u(1) = 0},

iar dacă pe acest spaţiu liniar definim norma ‖u‖2 := max{‖u‖0, ‖u′‖0, ‖u′′‖0}, atunci
(X, ‖ · ‖2) este un spaţiu Banach.

Pe de altă parte, dacă g : [0, 1] × R × R → R este o funcţie continuă, atunci g
defineşte un operator Ng : Y → X prin Ng(u)(t) = g(t, u(t), u′′(t)). Acest operator se
numeşte operator de superpoziţie (sau operator Nemytskii) generat de g. Următoarele
leme sunt importante ı̂n analiza pe care dorim sa o facem ı̂n continuare.

Lema 4.4.1. Fie u un element din X. Atunci ‖u‖2 = ‖u′′‖0.

Lema 4.4.2. Fie f un element fixat din Y . Operatorul T : X → Y definit prin
T (u)(t) = u′′(t)− f(t) este un operator expansiv şi surjectiv.

Lema 4.4.3. Fie g : [0, 1] × R × R × R → R o funcţie continuă pentru care există
k ∈ [0, 1) astfel ı̂ncât

|g(t, x, y, z)− g(t, u, v, w)| ≤ kmax{|x− u|, |y − v|, |z − w|},

oricare ar fi (t, x, y, z), (t, u, v, w) ∈ [0, 1] × R3. Atunci operatorul de superpoziţie Ng :
X → Y este k-contracţie.

Lema 4.4.4. Fie g : [0, 1] × R × R → R o funcţie continuă. Atunci operatorul de
superpoziţie Ng : X → Y este un operator continuu şi compact.

Dorim să studiem existenţa soluţiilor clasice pentru ecuaţia diferenţială cu condiţii
Dirichlet neomogene. {

u′′(t)− g(t, u(t), u′(t)) = f(t), t ∈ [0, 1],
u(0) = ξ, u(1) = ν,

(4.11)

unde f ∈ Y este o funcţie fixată.
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În primul rând, observăm că ecuaţia (4.11) este echivalentă cu o ecuaţie diferenţială
cu condiţii Dirichlet{

u′′(t)− g(t, u(t) + (ν − ξ)t+ ξ, u′(t)− (ν − ξ)) = f(t), t ∈ [0, 1],
u(0) = 0, u(1) = 0.

(4.12)

Deci, scopul nostru este să studiem existenţa soluţiilor clasice ale ecuaţiei (4.12). Pentru
aceasta, definim

T : X → Y prin T (u)(t) = u′′(t)− f(t)

şi
S : X → Y prin S(u)(t) = Ng̃(u)(t),

unde g̃(t, x, y) = g(t, x+ (ν − ξ)t+ ξ, y − (ν − ξ)).
Pentru a arăta că ecuaţia (4.12) are o soluţie clasică trebuie să găsim un element

u0 ∈ X astfel ı̂ncât T (u0) = S(u0). Aceasta se reduce la a găsi o soluţie pentru problema
de coincidenţă.

Ca o consecinţă a Lemelor 4.4.1, 4.4.2, 4.4.3 şi Teoremei 2.3.3 este următorul rezul-
tat.

Teorema 4.4.1 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50]). Dacă
g : [0, 1] × R × R → R ı̂ndeplineşte ipotezele Lemei 4.4.3, atunci problema (4.12) are
soluţie unică.

O altă consecinţă a Lemelor 4.4.1, 4.4.2, 4.4.4 şi Corolarul 3.4.2 este următorul
rezultat.

Teorema 4.4.2. Dacă g : [0, 1] × R × R → R este o funcţie continuă şi mărginită
atunci problema (4.12) are o soluţie.

Teorema 4.4.3 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50]). Dacă
g : [0, 1]× R× R→ R este o funcţie continuă cu proprietăţile:

(a) există M > 0 astfel ı̂ncât dacă |x| > M , atunci xg(t, x + t(ν − ξ) + ξ, 0) >
max{0,−xf(t)},

(b) există A,B > 0 astfel ı̂ncât dacă |x| ≤ M , atunci |g(t, x + t(ν − ξ) + ξ, y)| <
A(y + (ν − ξ))2 +B oricare ar fi t ∈ [0, 1] şi oricare ar fi y ∈ R,

atunci problema (4.12) are o soluţie.

Exemplul 4.4.1. {
u′′(t)− u3(t) = f(t), t ∈ [0, 1],
u(0) = ξ, u(1) = ν,

(4.13)

are o soluţie, deoarece ı̂n acest exemplu avem g(t, x, p) = x3 şi astfel g ı̂ndeplineşte
condiţiile Teoremei 4.4.3.

32



Capitolul 4. Aplicaţii

În continuare, studiem existenţa soluţiilor tari ale unei ecuaţii diferenţiale de ordinul
doi.

Considerăm intervalul I := (0, 1) şi definim spaţiul Sobolev

W 2,1(I) := {u ∈ W 1,1(I) : u′ ∈ W 1,1(I)}.

Spaţiul W 2,1(I) poate fi inzestrat cu norma

‖u‖2,1 := max{‖u‖1, ‖u′‖1, ‖u′′‖1},

unde ‖ · ‖1 este norma uzuală din L1(I). Se ştie că (W 2,1(I), ‖ · ‖2,1) este un spaţiu
Banach.

Considerăm următorul subspaţiu X := {u ∈ W 2,1(I) : u(0) = 0, u′(0) = 0}. Acesta
este un subspaţiu ı̂nchis al lui (W 2,1(I), ‖ · ‖2,1) şi deci el este, de asemenea un spaţiu
Banach.

Pe de altă parte, dacă g : [0, 1]× R× R→ R este o funcţie Carathéodory, atunci g
defineşte un operator Ng : L1(I) →M(I) prin Ng(u)(t) = g(t, u(t), u′(t)), unde M(I)
este mulţimea tuturor funcţiilor măsurabile φ : I → R. Acest operator se numeşte
operator de superpoziţie generat de g. Următoarele leme sunt importanta in analiza pe
care dorim sa o efectuăm.

Lema 4.4.5. Fie u un element din X. Atunci ‖u‖2,1 = ‖u′′‖1.

Lema 4.4.6. Fie f un element fixat din L1(I). Operatorul T : X → L1(I) definit prin
T (u)(t) = u′′(t)− f(t) este un operator expansiv şi surjectiv.

Lema 4.4.7. Fie g : [0, 1] × R × R → R o funcţie Carathéodory pentru care există
b, c > 0 şi a ∈ L1

+(I) care ı̂ndeplineşte relaţia |g(t, x, y)| ≤ a(t) + b|x| + c|y|. Atunci
operatorul de superpoziţie Ng : X → L1(I) este un operator compact şi continuu.

Dorim să studiem existenţa cel puţin a unei funcţii u ∈ W 2,1(I) astfel ı̂ncât{
u′′(t)− g(t, u(t), u′(t)) = f(t), t ∈ (0, 1) a.p.t.
u(0) = ξ, u(1) = ν,

(4.14)

unde f ∈ L1(I) este o funcţie fixată.
În primul rând, observăm că ecuaţia (4.14) este echivalentă cu ecuaţia diferenţială{
u′′(t)− g(t, u(t) + t(ν − ξ) + ξ, u′(t) + (ν − ξ)) = f(t), t ∈ (0, 1) a.p.t.
u(0) = 0 = u(1).

(4.15)

Deci, scopul nostru este să demonstrăm că funcţia u ∈ X verifică ecuaţia (4.15). Pentru
aceasta definim

T : X → L1(I) prin T (u) = u′′ − f

şi
S : X → L1(I) prin S(u) = Ng̃(u),
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unde g̃(t, x, y) = g(t, x+ t(ν − ξ) + ξ, y + (ν − ξ)).
Pentru a arăta că ecuaţia (4.15) are o soluţie trebuie să găsim un element u0 ∈ X

astfel ı̂ncât T (u0) = S(u0). Deci, trebuie să vedem dacă problema de coincidenţă are
soluţie.

Teorema 4.4.4 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50]). Dacă
b+ c < 1, ecuaţia (4.15) are cel puţin o soluţie ı̂n W 2,1(I).

4.5 O problemă Dirichlet neliniară

În această secţiune folosim rezultatele problemelor de coincidenţă pentru a obţine
existenţa soluţiilor unei probleme Dirichlet de forma (4.16). Cu scopul de a găsi o
soluţie pentru astfel de probleme aplicăm Teorema 3.4.1. Aceste aplicaţii sunt bazate
pe lucrarea: J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50].

Fie Ω o submlţime măsurabilă pe Rn care pentru simplitate presupunem că este
mărginită.

Spaţiul Sobolev Wm,p(Ω) este spaţiul Banach al tuturor funcţiilor din Lp(Ω) ale
cărui derivate până la ordinul m sunt de asemenea din Lp(Ω). Norma ı̂n acest spaţiu
este dată prin

‖u‖m,p = ‖u‖p +
∑

1≤|α|≤m

‖Dαu‖p,

unde α = (α1, ..., αn) ∈ Nn, |α| =
∑n

i=1 αi, şi Dαu = ∂α1+...+αn

∂x
α1
1 ...∂xαnn

u.

Wm,p
0 (Ω) este ı̂nchiderea lui C∞0 (Ω) ı̂n Wm,p(Ω).

În continuare studiem existenţa soluţiilor din L1(Ω) pentru ecuaţia{
∆ρ(u(x)) = f(x, u(x)) x ∈ Ω
ρ(u(x)) = 0 x ∈ ∂Ω

(4.16)

Specificăm condiţiile care asigură existenţa soluţiei pentru ecuaţia (4.16):

1. Ω este un domeniu mărginit din Rn cu frontiera, ∂Ω, netedă.

2. ρ ∈ C(R) ∩ C1(R \ {0}), ρ(0) = 0.

3. există C > 0 şi γ ∈ R+ cu γ > 1 astfel ı̂ncât

ρ′(r) ≥ C|r|γ−1 pentru orice r ∈ R \ {0}.

4. f : Ω × R → R este o funcţie Carathéodory astfel ı̂ncât |f(s, x)| ≤ a(s) + b|x|,
unde a ∈ L1(Ω) şi b ≥ 0. Aceste condiţii ne asigură că operatorul de superpoziţie
asociat lui f ,

Nf (u)(s) = f(s, u(s)),

este definit pe L1(Ω) cu valori ı̂n L1(Ω) şi este continuu. Facem referire la J. Apell
şi P. P. Zabrejko [6] pentru mai multe detalii asupra operatorilor de superpoziţie.
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H. Brezis şi W. Strauss ı̂n [23] arată că ı̂n condiţiile (1) şi (2), operatorul{
D(P ) = {u ∈ L1(Ω) : ρ(u) ∈ W 1,1

0 (Ω), ∆ρ(u) ∈ L1(Ω)}
P (u) = ∆ρ(u), u ∈ D(P )

(4.17)

este m-disipativ, ceea ce ı̂nseamnă că −P este m-acretiv.

Definiţia 4.5.1. Spunem că v ∈ L1(Ω) este soluţie pentru problema (4.16) dacă v ∈
L1(Ω), ρ(v) ∈ W 1,1

0 (Ω), ∆ρ(v) ∈ L1(Ω) şi ∆ρ(v(x)) = f(x, v(x)) a.p.t. x ∈ Ω. Aceasta
ı̂nseamnă că v ∈ D(P ) este o soluţie pentru problema de coincidenţă P (v) = Nf (v),
unde D(P ) şi P sunt definite ı̂n (4.17).

Teorema 4.5.1 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernández-Linares şi O. Mleşniţe [50]). Dacă
condiţiile (1-4) sunt ı̂ndeplinite, atunci problema (4.16) are o soluţie.
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Verlag, 1997.

36



Bibliografie
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