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Introducere

Teoria punctului fix pentru operatorii univoci si multivoci este un domeniu al analizei
neliniare cu o mare dezvoltare in ultimele decenii, dovezile fiind o multime de monografii
si articole gtiintifice aparute in acesti ani.

In literatura de specialitate privind teoria punctului fix, conditiile metricii asupra
operatorilor joaca un rol important in demonstrarea existentei si unicitatii punctului
fix. Teorema lui Banach este fundamentala in analiza functionala, analiza neliniara si
in cadrul ecuatiilor diferentiale.

Urmand teorema lui Banach sau principiul contractiei, asa cum se mai numeste, in
1969 Nadler introduce conceptul de contractie multivoca gi stabileste ca o contractie
multivoca are un punct fix intr-un spatiu metric complet (a se vedea S. B. Nadler [83]).
Ulterior, multi autori au generalizat teorema de punct fix a lui Nadler in diferite mo-
duri. Rezultatele de punct fix pentru operatori univoci au fost extinse pentru operatori
multivoci, a se vedea de exemplu Y. Feng si S. Liu [44], W. A. Kirk si B. Sims [65], D.
Klim si D. Wardowski [66], I. A. Rus [102] si altele.

O generalizare a teoremei de punct fix a lui Brouwer, din 1912, a fost obtinuta de
Schauder in 1930. Generalizari ale acestei teoreme se cunosc luand in considerare opera-
tori ¢-contractie sau operatori condensatori. Gradul de necompactitate al unei multimi
se masoara utilizand functia g numita masura de necompactitate. Prima masura de
necompactitate a fost definita in anul 1930 de catre K. Kuratowski in lucrarea [67].
Multi autori, precum I. Gohberg, L. S. Gol’denshtein si A. S. Markus [54] si V. L.
Istratescu [61] au definit mai tarziu si alte masuri de necompactitate.

Pe de alta parte, problema stabilitatii pentru ecuatii functionale porneste de la
intrebarea lui Stanislav Ulam [124], din anul 1940, in ceea ce priveste stabilitatea mor-
fismelor de grupuri. Anul urmator, Donald H. Hyers [56] a dat un raspuns partial
afirmativ pentru intrebarea lui Ulam in contextul spatiilor Banach. Acest raspuns a
fost primul progres semnificativ si un pas spre mai multe solutii in acest domeniu. De
atunci, un numar mare de lucrari au fost publicate in legatura cu diverse generalizari
ale problemei lui Ulam si Teoremei lui Hyers. Prin urmare, acest tip de stabilitate
se numeste stabilitate Ulam-Hyers. In ceea ce priveste stabilitatea Ulam-Hyers, exista
multe rezultate pentru ecuatii diferentiale si ecuatii integrale, a se vedea T. P. Petru,
A. Petrusel si J.-C. Yao [94], I. A. Rus [110], I. A. Rus [111]. Pentru alte rezultate in
cazul problemelor de punct fix si a problemelor de coincidenta, a se vedea M. Bota si
A. Petrusgel [21], V. L. Lazar [68], T. P. Petru, A. Petrusel si J.-C. Yao [94], I. A. Rus
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Introducere

[112], I. A. Rus [108], [.A. Rus, A. Petrusel si G. Petrusel [114]. Pentru teoria punctului
fix in spatii metrice, vezi Q. H. Ansari [4], M. A. Khamsi si W. A. Kirk [64], W. A.
Kirk si B. Sims [65], I. A. Rus [102].

Din punct de vedere matematic, multe probleme care decurg din diverse domenii
ale stiintei implica existenta unor solutii pentru ecuatii neliniare de forma

t(u) = s(u), ue M, (1)

unde M este o submultime nevida a spatiului Banach X, iar s, : M — Y sunt operatori
neliniari care iau valori intr-un alt spatiu Banach Y. Problema gasirii unei solutii pentru
ecuatia (1) este cunoscuta sub numele de problema de coincidentd. Teoria coincidentei
este o tehnica importanta in demonstrarea existentei solutiilor pentru ecuatii neliniare.
De exemplu, in R.F. Brown [25], A. Buica [29], T. Chen, W. Liu si Z. Hu [32], K. Goebel
[52], Y. Mao si J. Lee [73] au fost aplicate astfel de rezultate pentru a rezolva probleme
cu valori pe frontiera.

Problema de coincidenta poate fi considerata o generalizare a problemei de punct
fix, deoarece daca t : M C X — X este un operator, studiul existentei unui punct fix
pentru t coincide cu gasirea unei solutii pentru problema de coincidenta, unde s este
operatorul identitate pe M. In acest sens, R. Machuca [72] demonstreaza o teorema
de coincidenta care este o generalizare a teoremei lui Banach. Generalizari ale acestui
rezultat pot fi gasite, de exemplu in J. Garcia-Falset si O. Mlegnite [49], K. Goebel
[52], O. Mlesnite [75]. Pe de alta parte, R.E. Gaines i J.L.. Mawhin [45] au introdus
teoria gradului de coincidenta, in 1970, in analiza ecuatiilor functionale si diferentiale.
Scopul, in teoria gradului de coincidenta, este existenta solutiilor pentru ecuatia (1) in
submultimea M, marginita si inchisa, a spatiului Banach X pentru operatorul liniar
t si operatorul neliniar s folosind teoria gradului Leray-Schauder (vezi A. Sirma si S.
Sevgin [121]).

Problema

Sx)NT(x)#0, € X (2)

unde X este spatiu metric si S, T : X — P(Y') sunt doi operatori multivoci se numesgte
problema de coincidenta multivoca. In ceea ce priveste existenta gi stabilitatea Ulam-
Hyers a solutiilor pentru aceste tipuri de probleme, a se vedea V. Berinde [16], M. Bota
si A. Petrugel [21], A. Buica [29], O. Mlesnite si A. Petrusel [76], A. Petrusel, C. Urs si
O. Mlesnite [93], T. P. Petru, A. Petrusel si J.-C. Yao [94], I. A. Rus [102], [108].

Aceasta teza este impartita in patru capitole, fiecare capitol continand sectiuni.

Capitolul 1: Preliminarii.

Scopul acestui capitol este de a aminti cateva notiuni si rezultate de baza necesare
in prezentarea capitolelor ce urmeaza in aceasta teza. Pentru a realiza acest capitol am
folosit urmatoarele surse bibliografice: J.-P. Aubin si H. Frankowska [12], J. Dugundji si
A. Granas [55], S. Hu si N. S. Papageorgiou [57], W.A. Kirk si B. Sims [65], A. Petrusel
[90], A. Petrusel [91], I.A. Rus [107], I. A. Rus [109], I.A. Rus, A. Petrusel si G. Petrusel

[114]. Acest capitol contine urméatoarele sectiuni:

v



Introducere

81 Spatii metrice. Spatii metrice generalizate. In aceasti sectiune amintim conceptul
de spatiu metric generalizat in sens Perov cu cateva dintre proprietatile sale.

§2 Operatori univoci slab Picard. In aceasts sectiune sunt prezentate rezultatele
importante din teoria operatorilor univoci slab Picard. Conceptul de operator Picard
i operator slab Picard au fost introduse de I. A. Rus in [102]. Teoria operatorilor
slab Picard este importanta pentru a studia proprietatile solutiilor ecuatiilor pentru
care functioneaza metoda aproximatiilor succesive. In termenii operatorilor slab Picard
rezultatele clasice iau o forma destul de simpla.

83 Operatori multivoci slab Picard. In aceasti sectiune descriem rezultatele si con-
ceptele de baza pentru operatori multivoci slab Picard. Sunt, de asemenea, prezentate
si cateva notiuni de continuitate pentru operatorii multivoci. Primele idei referitoare la
continuitatea operatorilor multivoci apar in anii 1926-1927 in lucrarile unor matema-
ticieni precum W. A. Wilson, L. S. Hill i W. Hurewicz. Notiuni despre continuitatea
operatorilor multivoci pot fi gasite in carti si articole precum J.-P. Aubin si A. Cellina
[11], J.-P. Aubin si H. Frankowska [12], S. Hu si N. S. Papageorgiou [57], W. A. Kirk si
B. Sims [65], A. Petrusel [91].

Capitolul 2: Teoreme de coincidenta pentru operatori univoci.

Este binecunoscut faptul ca o problema de coincidenta este, in anumite conditii,
echivalenta cu o problema de punct fix pentru operatori univoci. Folosind aceasta abor-
dare, prezentam, in acest capitol, teoreme de existenta, unicitate gi stabilitate Ulam-
Hyers pentru problema de coincidenta mentionata mai sus. De asemenea, prezentam
extinderi ale acestor rezultate in spatii metrice generalizate. Apar si cateva exemple care
ilustreaza rezultatele principale ale acestui capitol. Acest capitol contine urmatoarele
sectiuni:

81 Operatori de acoperire si rezultate de stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme de
coincidentd. In aceastd sectiune prezentam rezultate de existenta si stabilitate Ulam-
Hyers pentru probleme de coincidenta cu operatori univoci. Ipoteza de baza ale acestor
rezultate este proprietatea de acoperire a operatorilor. Contributiile proprii din aceasta
sectiune sunt: Teorema 2.1.1 care este un rezultat de existenta si stabilitate Ulam-
Hyers pentru doi operatori univoci de acoperire; Teorema 2.1.2 care este un rezultat de
existenta si stabilitate Ulam-Hyers pentru doi operatori univoci de acoperire in raport
cu doua multimi. Acest rezultat generalizeaza teorema de punct fix data de catre A.
Arutyunov, E. Avakov, B. Gel’'man, A. Dmitruk si V. Obukhovskii in [10]. Rezultatele
prezentate In aceasta sectiune sunt incluse in urmatoarea lucrare: O. Mlegnite [78].

82 Rezultate de existenta si stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme de coincidenta.
In aceasti sectiune prezentam rezultate de existenta si stabilitate Ulam-Hyers pen-
tru probleme de coincidenta cu operatori univoci. Contributiile proprii din aceasta
sectiune sunt: Lema 2.2.1 care arata ca o problema de coincidenta este, in anumite
conditii, echivalenta cu o problema de punct fix; Teorema 2.2.1 care este o generalizare
a Teoremei lui Banach; Teoremele 2.2.3 si 2.2.4 sunt rezultate referitoare la dependenta
de date pentru stabilitatea Ulam-Hyers pentru problema de coincidenta cu operatori
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univoci; Teorema 2.2.5 este un rezultat de stabilitate Ulam-Hyers pentru problema de
coincidenta in raport cu doua metrici tare echivalente. Rezultatele prezentate in aceasta
sectiune sunt incluse in urmatoarele lucrari: O. Mlesnite [74], [75].

83 Probleme de coincidenta pentru contractii generalizate. In aceasti sectiune pre-
zentam rezultate de existenta, unicitate si stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme de
coincidenta folosind contractii generalizate si generalizam teorema de coincidenta a lui
Goebel din K. Goebel [52]. Contributiile proprii din aceasta sectiune sunt: Teorema
2.3.1 este un rezultat de stabilitate Ulam-Hyers pentru teorema lui Goebel; Teorema
2.3.2 care extinde teorema lui Goebel considerand conditia de @-contractie al unui
operator in raport cu un alt operator; Teoremele 2.3.3 si 2.3.4 sunt generalizari ale
Teoremelor 2.2.1 si respectiv 2.2.2 folosind contractii generalizate; Teorema 2.3.5 este
o generalizare a Teoremei 2.3.3; Corolarul 2.3.2; Teorema 2.3.6 este un rezultat de
existenta, unicitate gi stabilitate Ulam-Hyers pentru o problema de coincidenta folosind
notiunea de contractie separata. Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt incluse
in urmatoarele lucrari: O. Mlesyite [74], [77], J. Garcia-Falset i O. Mlegnite [49].

84 Rezultate de coincidenta prin teoreme de punct fix in spatii metrice generalizate.
In aceasti sectiune prezentam rezultate de existenta, unicitate si stabilitate Ulam-Hyers
pentru probleme de punct fix si probleme de coincidenta cu operatori univoci in spatii
metrice generalizate. Contributiile proprii din aceasta sectiune sunt: Teorema 2.4.1 este
o extensia a Teoremei lui Perov; Teorema 2.4.2 este un rezultat de existenta si unicitate
pentru problemele de coincidenta cu operatori univoci in spatii metrice generalizate;
Teorema 2.4.3 este o aproximare si o estimare a erorii pentru solutia unei probleme
de coincidenta. Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt incluse in urmatoarea
lucrare: O. Mlesnite [75]

85 O conditie Leray-Schauder pentru problemele de coincidenta. In aceastd sectiune
obtinem cateva versiuni, fara a invoca teoria gradului, de probleme de coincidenta,
unde operatorii univoci pot fi neliniari. Contributiile proprii din aceasta sectiune sunt:
Teoremele 2.5.4 este o extindere a Teoremei 2.5.2; Teorema 2.5.5 este o extindere a
Teoremei 2.5.3 (vezi W. V. Petryshyn [95]); Corolarul 2.5.2. Rezultatele prezentate in
aceasta sectiune sunt incluse in urmatoarea lucrare: J. Garcia-Falset, C. A. Hernandez-
Linares gi O. Mlesnite [50].

Capitolul 3: Teoreme de coincidenta pentru operatori multivoci.

Scopul acestui capitol este de a prezenta rezultate de existenta si stabilitate Ulam-
Hyers pentru probleme de coincidenta cu operatori multivoci. Aceasta abordare se
bazeaza pe tehnica operatorilor slab Picard in contextul spatiilor metrice generalizate
in sens Perov, adica spatii inzestrate cu o metrica vectoriald d : X x X — R'!'. Folosind
tehnica produsului cartezian pentru doi operatori multivoci, aceste rezultate extind
rezultatele existente in literatura precum M. Bota gi A. Petrusel [21], T. P. Petru, A.
Petrusgel si J.-C. Yao [94], I. A. Rus [108]. Acest capitol contine urmatoarele sectiuni:

81 Metric reqularitate si rezultate de stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme de
coincidenta. Proprietatile de metric regularitate si de acoperire deschisa a operatorilor

vi
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joaca un rol important in multe subiecte ale analizei variationale moderne. In aceastd
sectiune prezentam rezultate de existenta si stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme
de coincidenta cu operatori multivoci. Ipoteza de baza a acestor rezultate este propri-
etatea de metric regularitate a operatorilor. Contributiile proprii din aceasta sectiune
sunt: Lema 3.1.1 care arata ca o problema de coincidenta este, in anumite conditii,
echivalenta cu o problema de punct fix pentru operatori multivoci; Teoremele 3.1.1 i
3.1.2 sunt generalizari ale teoremelor date de A. V. Blaga in [19]. Rezultatele prezentate
in aceasta sectiune sunt incluse in urmatoarea lucrare: O. Mlegnite [79].

82 Rezultate de existenta si stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme de coincidenta.
In aceastd sectiune prezentam rezultate de existenta si stabilitate Ulam-Hyers pentru
probleme de coincidenta cu operatori multivoci folosind tehnica operatorilor slab Picard.
Contributiile proprii din aceasta sectiune sunt: Teorema 3.2.1 este o generalizare a
teoremei de punct fix a lui Covitz-Nadler; Teorema 3.2.2 este un rezultat referitor la
dependenta de date pentru problema de coincidenta cu operatori multivoci. Rezultatele

prezentate in aceasta sectiune sunt incluse in urmatoarea lucrare: O. Mlesnite gi A.
Petrusel [76].

83 Rezultate de coincidenta prin teoreme de punct fix in spatii metrice generalizate.
In aceasti sectiune prezentam rezultate de existenta si stabilitate Ulam-Hyers pentru
probleme de coincidenta cu operatori multivoci folosind tehnica operatorilor slab Picard
in spatii metrice generalizate. Contributiile proprii din aceasta sectiune sunt: Teorema
3.3.1 este o generalizare a Teoremei de punct fix a lui Perov. Rezultatele prezentate in
aceasta sectiune sunt incluse in urméatoarele lucrari: O. Mlegnite si A. Petrusel [76], A.
Petrugel, C. Urs si O. Mlesnite [93].

84 O conditie Leray-Schauder pentru problemele de coincidenta. In acesta sectiune
prezentam rezultate de existenta pentru probleme de coincidenta cu operatori multi-
voci folosind conditii de tip Leray-Schauder si Teorema 2.5.2. Contributiile proprii din
aceasta sectiune sunt: Teorema 3.4.1 este un rezultat de existenta pentru problema
de coincidenta si o generalizare a Teoremei 2.5.2; Teorema 3.4.2 este un rezultat de
existenta pentru problema de coincidenta cu operatori care sunt condensatori, dar nu
neaparat k-contractie de multimi; Corolarele 3.4.2 si 3.4.3 sunt consecinte ale Teoremei
3.4.2. Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt incluse in urmatoarea lucrare: J.
Garcia-Falset, C. A. Herndandez-Linares si O. Mlegnite [50].

Capitolul 4: Aplicatii.

Scopul acestui capitol este de a prezenta aplicatii ale rezultatelor prezentate pe
parcursul acestei teze. In primul rand este prezentata o aplicatie referitoare la sta-
bilitatea Ulam-Hyers pentru ecuatii diferentiale si incluziuni operatoriale, dupa care
urmeaza studiul existentei pentru solutiile clasice si tari ale ecuatiilor diferentiale de
ordinul intai si de ordinul doi. In final prezentim existenta solutiilor pentru o problema
Dirichlet. Acest capitol contine urmatoarele sectiuni:

81 Stabilitate Ulam-Hyers pentru ecuatii diferentiale. In aceastd sectiune stabilim
noi rezultate de existenta, unicitate si stabilitate Ulam-Hyers pentru ecuatii diferentiale.

vil
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Contributiile proprii din aceasta sectiune sunt: Aplicatia 1 este un rezultat de stabilitate
Ulam-Hyers pentru ecuatii diferentiale folosindu-se Teorema 2.3.4; Aplicatia 2 este un
rezultat de stabilitate Ulam-Hyers pentru ecuatii diferentiale folosind contractii gene-
ralizate utilizandu-se Teorema 2.3.2. Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt
incluse in urmatoarele lucrari: J. Garcia-Falset si O. Mlegnite [49], O. Mlesnite [77].

§2 Stabilitate Ulam-Hyers pentru incluziuni operatoriale. In aceast’ sectiune demon-
stram o teorema de stabilitate Ulam-Hyers pentru problema Cauchy cu operatori mul-
tivoci in raport cu incluziunea diferentiala de ordinul intai. Contributia proprie din
aceasta sectiune este: Teorema 4.2.1 care este un rezultat in ceea ce priveste stabili-
tatea Ulam-Hyers pentru problema Cauchy. Rezultatele prezentate in aceasta sectiune
sunt incluse in urmatoarea lucrare: O. Mlesyite [74].

83 FExistenta solutiilor unei ecuatit diferentiale de ordinul intas. In aceasti sectiune
dorim sa studiem existenta solutiilor tari ale unei ecuatii diferentiale de ordinul intai.
Contributiile proprii din aceasta sectiune sunt: Lemele 4.3.1, 4.3.2, 4.3.3, 4.3.4, 4.3.5
si Teorema 4.3.1 reprezentand rezultatele principale pentru existenta solutiilor tari ale
unei ecuatii diferentiale de ordinul intai. Pentru a obtine aceste rezultate de existenta
aplicam Corolarul 2.5.2. Rezultatele prezentate in aceasta sectiune sunt incluse in
urmatoarea lucrare: J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares si O. Mlesnite [50].

84 Fxistenta solutiilor unei ecuatii diferentiale de ordinul doi. In aceasti sectiune
dorim sa studiem existenta solutiilor tari si clasice ale unei ecuatii diferentiale de or-
dinul doi cu conditii Dirichlet neomogene. Contributiile proprii din aceasta sectiune
sunt: Lemele 4.4.1, 4.4.2, 4.4.3, 4.4.4 si Teoremele 4.4.1 si 4.4.3 reprezentand rezul-
tatele principale pentru existenta solutiilor clasice ale unei ecuatii diferentiale de ordinul
doi. Pentru a obtine aceste rezultate de existenta aplicam Teorema 2.3.3 si Corolarul
3.4.2. Lemele 4.4.5, 4.4.6, 4.4.7 si Teorema 4.4.4 reprezinta rezultatele principale pen-
tru existenta solutiilor tari ale unei ecuatii diferentiale de ordinul doi. Pentru a obtine
aceste rezultate de existenta aplicam Corolarul 3.4.3. Rezultatele prezentate in aceasta
sectiune sunt incluse in urmatoarea lucrare: J. Garcia-Falset, C. A. Hernandez-Linares
si O. Mlesnite [50].

85 O problema Dirichlet neliniara. In aceasti sectiune obtinem existenta solutiilor
pentru o problema Dirichlet folosind rezultatele pentru problemele de coincidenta.
Contributia proprie din aceasta sectiune este: Teorema 4.5.1 este un rezultat principal
de existenta a solutiilor pentru o problema Dirichlet. Rezultatele prezentate in aceasta
sectiune sunt incluse in urmatoarea lucrare: J. Garcia-Falset, C. A. Hernandez-Linares
si O. Mlegnite [50].

Contributiile autorului prezentate in aceasta teza se regasesc si In urmatoarele
lucrari:

e O. Mlesnite, Ulam-Hyers stability for operatorial inclusions, Creat. Math. In-
form., 21 (2012), No. 1, 87-94 (MR2984982).
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O. Mlesnite, Ezistence and Ulam-Hyers stability results for coincidence prob-
lems, J. Nonlinear Sci. Appl. 6 (2013), 108-116 (MR3017894).

e O. Mlesnite and A. Petrusel, Ezistence and Ulam-Hyers stability results for
multivalued coincidence problems, Filomat, 26, 5 (2012), 965-976 (IF: 0.714).

e O. Mlesnite, Existence and Ulam-Hyers stability result for a coincidence prob-
lems with applications, Miskolc Mathematical Notes, Vol. 14 (2013), No 1, 183-189
(IF: 0.304).

e J. Garcia-Falset si O. Mlesnite, Coincidence problems for generalized contrac-
tions, trimis spre publicare.

e J. Garcia-Falset, C. A. Hernandez-Linares si O. Mlesnite, The Leray-Schauder
condition in the coincidence problem for two mappings, trimis spre publicare.

e O. Mlesnite, Covering mappings and Ulam-Hyers stability results for coinci-
dence problems, Carpathian Journal of Mathematics, acceptat spre publicare, (IF:
0.852).

e O. Mlesnite, Metric regularity and Ulam-Hyers stability results for coincidence
problems with multivalued operators, trimis spre publicare.

e A. Petrusel, C. Urs gi O. Mlesnite, Vector-valued Metrics in Fized Point Theory,
Contemporary Math. Series, Amer. Math. Soc., 2013.

e M.-F. Bota, E. Karapinar si O. Mlesnite, Ulam-Hyers stability results for fized
point problems via o — -contractive mapping in (b)-metric space, Abstract and
Applied Analysis, Volume 2013 (2013), Article ID 825293, 6 pages (IF: 1.102).
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Capitolul 1

Preliminarii

Scopul acestui capitol este de a prezenta notiunile de baza si rezultatele utile in descri-
erea urmatoarelor capitole ale acestei teze. De-a lungul acestei teze folosim notiunile si
notatiile din Analiza Neliniara. Pentru teoria punctului fix in spatii metrice, a se vedea
G. Allaire si S.M. Kaber [2], Q. H. Ansari [4], A. Granas si J. Dugundji [55], M. A.
Khamsi si W. A. Kirk [64], W. A. Kirk si B. Sims [65], M. A. Khamsi si W. A. Kirk
[64], G. Mot, A. Petrusel si G. Petrusel [82], A. Petrusel [90], I. A. Rus [101], I. A. Rus
[102], I. A. Rus [107], I. A. Rus [109], I.A. Rus, A. Petrusel si G. Petrusel [114], R. S.
Varga [125] si altele.

1.1 Spatii metrice. Spatii metrice generalizate

In multe ramuri ale matematicii este convenabil s& cunoastem o notiune legata de
distanta dintre elementele unei multimi abstracte. De exemplu, demonstratiile unor
teoreme din analiza reala depind doar de proprietatile distantei dintre puncte si nu de
puncte efectiv. Cand aceste proprietati ale distantei sunt abstracte, obtinem conceptul
de spatiu metric. Scopul nostru, in aceasta sectiune, este de a defini spatiul metric si
apoi spatiul metric generalizat, cu proprietatile lor.

In 1905 M. Frechet a introdus notiunea de spatiu metric cu scopul de a studia
proprietatile spatiilor functionale.

La sfargitul secolului XX si inceputul secolului XXI apar lucrari in care rezultatele
se refera la o metrica vectoriala care ia valori intr-un spatiu infinit dimensional (vezi
W. A. J. Luxemburg si A. C. Zaanen [70], A.C. Zaanen [131]). In continuare definim
notiunea de spatiu metric generalizat.

Definitia 1.1.1 (A. I. Perov [87]). Fie X o multime nevida. O functied : X x X — R™
se numeste metrica vectoriala pe X daca urmatoarele proprietati sunt indeplinite:

° (z) d(z, ) > O oricare ar fi x,y € X; daca d(z,y) = O, atunci v = y; (unde
=(0,0,---,0))

m—ort
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o (i) d(x,y) = d(y,x) oricare ar fiz,y € X;
o (iii) d(x,y) < d(z,z) 4+ d(z,y) oricare ar fix,y,z € X.

O multime nevida X inzestrata cu o metrica vectoriala d se numeste spatiu metric
generalizat in sens Perov (pe scurt spatiu metric generalizat) si va fi notat prin (X, d).
Spatiul metric generalizat in sens Perov este un caz particulat al spatiilor Riesz (vezi

W. A. J. Luxemburg si A. C. Zaanen [70], A. C. Zaanen [131]).

1.2 Operatori univoci slab Picard

Metoda aproximatiilor succesive este una dintre teoriile de baza in cadrul ecuatiilor
operatoriale, in special in teoria punctului fix. Teoria operatorilor slab Picard este utila
in studiul proprietatilor solutiilor acestor ecuatii pentru care se poate utiliza metoda
aproximatiilor succesive. In termenii operatorilor slab Picard, rezultatele clasice iau o
formi mai simpld. In aceasti sectiune folosim terminologia si notatiile din lucrarile I.
A. Rus [102] si I.A. Rus [104], A. Petrusel si G. Petrusel [114].

Fie X o multime nevida si f : X — X un operator. Folosim notatia:

Fiz(f) :={x € X | f(x) = 2} — pentru multimea punctelor fixe ale operatorului f.
Fie (X, d), (Y, p) doua spatii metrice si fie f : X — Y un operator.
(a) f se numeste Lipschitz daca exista constanta k > 0 astfel incat
p(f(z), fly)) <k-d(x,y), oricare ar fi x,y € X.

Daca k € [0,1) atunci f se numeste contractie.

Daca k =1, atunci f se numeste neexpansiv.
(b) f se numeste dilatatie daca exista constanta h > 1 astfel incat
p(f(x), fly)) > h-d(z,y), oricare ar fi x,y € X.
Daca h = 1, atunci f se numeste expansiv.

(c) f este contractiv daca
p(f(x), fly)) < d(x,y), oricare ar fi z,y € X cu x # y.

Rezultatul principal pentru contractii in spatii metrice generalizate este teorema de
punct fix a lui Perov, vezi A. 1. Perov [87].
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Teorema 1.2.1 (A. L. Perov [87]). Fie (X,d) un spatiu metric generalizat complet si
operatorul f : X — X cu proprietatea ca existd o matrice A € My, n(R) astfel incat

A(F (@), F()) < Ad(z,y) oricare ar fi 3,y € X.
Daca A este o matrice convergenta la zero, atunci:
1) Fix(f) =A{z"};

2) sirul aproximatiilor succesive (Tp)nen, Tn = f"(z0) este convergent si are limita

*

x*, oricare ar fi xog € X;
3) avem urmatoarea estimare
d(x,, x*) < AM(I — A) td(xg, 21);
4) Daca g : X — X este un operator pentru care exista y* € Fiz(g) si daca exista
n = (M, .sNm) € RY cun; >0 pentru orice i € {1,2,...,m}, astfel incat
d(f(x),q(y)) <n, oricare ar fi x € X,
atunci
A", 2%) < (1 — Ay,
5) Daca g : X — X este un operator, y, = g"(xo) si daca exista n:= (N1, ..., Nm) €
R cun; > 0 pentru orice © € {1,2,...,m} astfel incat
d(f(x),g(x)) <mn, oricare ar fix € X,

avem urmdatoarea estimare

Ay, 2*) < (I — A)'n+ A"(I — A) " d(xg, 21).

1.3 Operatori multivoci slab Picard

In aceasti sectiune descriem cateva concepte si rezultate de baza pentru operatori
multivoci, notatii referitoare la operatori multivoci (vezi J.-P. Aubin si A. Cellina [11],
J.-P. Aubin si H. Frankowska [12], W. A. Kirk si B. Sims [65], A. Petrusel [91]) precum
si operatori multivoci slab Picard (vezi A. Petrusel [90], I. A. Rus [108], I. A. Rus [107],
[.A. Rus, A. Petrusgel si G. Petrugel [114]).

Un punct x € X se numeste punct fix (respectiv punct fix strict) pentru F' daca

x € F(x) ( respectiv {z} = F(x)).

Notam prin Fiz(F) (sau SFiz(F)) multimea punctelor fixe (respectiv multimea punctelor
fixe stricte) pentru operatorul multivoc F'; adica,

Fiz(F) :={x € X | € F(z)} — multimea punctelor fixe ale operatorului F;
SFix(F):={z € X |{z} = F(z)}— multimea punctelor fixe stricte ale operatorului F.
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Definitia 1.3.1. Fie (X,d) si (Y,p) doua spatii metrice si fie F'': X — PyX) un
operator multivoc. Atunci

(a) F se numeste k-Lipschitz daca $i numai daca exista k > 0 i
H,(F(z),F(y)) <k-d(z,y), oricare ar fiz,y € X.

Daca F' este k-Lipschitz cu constanta k < 1, atunci F' se numeste k-contractie
multivoca.

b) F se numeste p-contractie daca ¢ : Ry — R este strict functie de comparatie si
¥ ¥ Iy + D

H,(F(x), F(y)) < ¢(d(x,y)), oricare ar fi z,y € X.

Urmatorul rezultat este cunoscut in literatura ca si teorema de punct fix a lui Covitz-
Nadler (vezi H. Covitz si S. B. Nadler [35] si S. B. Nadler [83]).

Teorema 1.3.1 (H. Covitz si S. B. Nadler [35], S. B. Nadler [83]). Fie (X,d) un spatiu
metric complet si xg € X arbitrar. Daca F : X — PZA(X) este k-contractie multivoca,
atunci ' are cel putin un punct fiz si exista un sir al aproximatiilor succesive pentru F
pornind din xqy care converge la un punct fix al lui F.

Urmatorul rezultat este o generalizare a teoremei de punct fix a lui Covitz-Nadler,
cunoscut in literatura sub numele de teorema de punct fix a lui Wegrzyk’s (vezi R.
Wegrzyk [129]).

Teorema 1.3.2 (R. Wegrzyk [129]). Fie (X, d) un spatiu metric complet si F : X —
PAX) o g-contractie multivocd. Atunci F' are cel putin un punct fizx si pentru orice
ro € X ewista un sir al aproximatiilor succesive pentru F' pornind din xo care converge
la un punct fix al lui F.
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Teoreme de coincidenta pentru
operatori univoci

Este binecunoscut faptul ca o problema de coincidenta este, in anumite conditii, echiva-
lenta cu o problema de punct fix pentru operatori univoci generata de operatorii s si
t. Folosind aceasta abordare, vom prezenta, in acest capitol, teoreme de existenta,
unicitate, de acoperire a operatorilor, de stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme de
coincidenta. Prezentam, de asemenea cateva extinderi ale acestor rezultate in spatii
metrice generalizate. Exemplele date ilustreaza rezultatele principale ale acestui capi-
tol.

Cateva dintre referintele bibliografice folosite pentru a dezvolta acest capitol sunt: J.
M. Ayerbe Toledano, T. Dominguez-Benavides si G. Lopez Acedo [13], A. V. Arutyunov
[7], A. Arutyunov, E. Avakov, B. Gel'man, A. Dmitruk si V. Obukhovskii [10], A. V.
Dmitruk [38], K. Goebel [52], L. A. Lyusternik [71], O. Mlesnite [78], [75], [74], [77], T.
P. Petru, A. Petrusel si J.-C. Yao [94], W. V. Petryshyn [95], I. A. Rus [108], [112].

Fie X,Y doua multimi nevide gi s,t : X — Y doi operatori univoci. Consideram
urmatoarea problema de coincidenta:

sa se gaseasca (x,y) € X x Y astfel incat s(z) =t(z) =y. (2.1)

Notam prin C(s,t) multimea tuturor punctelor de coincidenta pentru operatorii s si ¢.
O solutie pentru problema de coincidenta (2.1) pentru operatorii s si t este perechea
(x*,y*) € X x Y astfel incat
s(z*) =t(z*) = y".
Notam prin C'P(s,t) C X xY multimea tuturor solutiilor pentru problema de coincidenta
(2.1).
Stabilitate Ulam-Hyers pentru problema de coincidenta (2.1):

Fie (X,d), (Y, p) doua spatii metrice si s,t : X — Y doi operatori. Problema de
coincidenta (2.1) se numegte Ulam-Hyers stabila in sens generalizat daca si numai daca
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exista ¥ : R, — R, crescatoare, continua in 0 si ¢(0) = 0 astfel incat oricare ar fi € > 0
si oricare ar fi w* € X o solutie aproximativa pentru problema de coincidenta, adica

p(s(w?), t(w”)) < e (2.2)
exista o solutie exacta z* a problemei (2.1) astfel incat

d(w*, 2%) < ¢(e). (2.3)

Daca exista ¢ > 0 astfel incat ¢(t) = ct, oricare ar fi, t € R, atunci problema de
coincidenta (2.1) se numeste Ulam-Hyers stabila.

Pentru rezultate referitoare la stabilitatea Ulam-Hyers in cazul problemelor de punct
fix ¢i al problemelor de coincidenta pentru operatori univoci, a se vedea M. Bota gi A.
Petrusel [21], V. L. Lazar [68], T. P. Petru, A. Petrusel si J.-C. Yao [94], I. A. Rus [102],
[108], [112], I.A. Rus, A. Petrusel si G. Petrusel [114].

2.1 Operatori de acoperire si rezultate de stabilitate
Ulam-Hyers pentru probleme de coincidenta

In aceastd sectiune prezentam rezultate de existenta si stabilitate Ulam-Hyers pentru
problemele de coincidenta cu operatori univoci. Ipoteza de baza pentru acestor rezultate
este proprietatea de acoperire a operatorilor. Aceste rezultate generalizeaza teoremele
de punct fix date de A. V. Arutyunov [7], A. Arutyunov, E. Avakov, B. Gel’'man, A.
Dmitruk si V. Obukhovskii [10].

Definitia 2.1.1 (A. Arutyunov [7]). Fie (X,d) si (Y,p) doud spatii metrice. Pentru
a > 0, un operator f : X — Y se numeste a- acoperire daca oricare ar fi x € X si
r >0 avem

By (f(x),ar) C f(Bx(z,r)). (2.4)

Supremumul pentru care « satisface incluziunea (2.4) se numeste coeficientul de acoperire
globala al lui f gi notam, pe scurt, prin cov(f) (in loc de covyxy (f)).
Observam ca datorita validitatii globale a incluziunii (2.4) avem

By (f(z),cov(f)r) C f(Bx(x,r)), oricare ar fi x € X,r > 0.

Proprietatea de acoperire a operatorilor a fost studiata de catre A. Arutyunov [7],
A. V. Dmitruk, A. A. Milyutin, N. P. Osmolovskii [39], A. D. Ioffe [59], [60], B. S.
Mordukhovich si B. Wang [81].

Urmand ideea lui A. Uderzo [123] avem urmatoarea observatie:

Observatia 2.1.1. Un operator f : X — Y satisface Definitia 2.1.1 daca si numai daca
exista k > 0 astfel incat

d(z, f(y)) < kp(f(x),y), oricare ar fi x € X,y € Y. (2.5)
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Vom mai spune ca f este metric requlara pe X.

Infimumul pentru care k satisface inegalitatea (2.5) se numeste coeficientul de metric
regularitate globala al lui f si se noteaza prin reg(f). Are loc urméatoarea relatie
intre coeficientul de acoperire globala si coeficietul de metric regularitate globala al

operatorului f:
1

cou(f)’

unde cazul reg(f) = oo, corespunde la cov(f) = 0, ceea ce inseamna absenta acoperirii
globale/metric regularitatii globale pentru operatorul f.

O alta caracterizare pentru acoperire/metric regularitate poate fi obtinuta in ceea ce
priveste comportamentul Lipschitz al operatorului multivoc invers. De fapt, f acopera
pe X dacd si numai daca f~! este Lipschitz continua in Y si are loc

reg(f) =

1
cov(f)

Lema 2.1.1 (A. Arutyunov, E. Avakov, B. Gel'man, A. Dmitruk si V. Obukhovskii
[10]). Fie f : X — Y un operator surjectiv gi k-Lypschitz cu k > 0. Operatorul multivoc
invers 71 Y — P(X), f~Hz) ={y € P(X) : f(y) = x} este operator de acoperire
cu constanta %

lip(f~') =

Observatia 2.1.2. Mentionam faptul ca inversa acestei afirmatii este de asemenea
adevdratd: dacd f~1 este operator de acoperire cu constanta %, atunci f este k-Lipschitz.

Consideram o versiune relativa a proprietatii operatorilor de acoperire cu constanta
a.

Definitia 2.1.2 (A. Arutyunov, E. Avakov, B. Gel’'man, A. Dmitruk si V. Obukhovskii
[10]). Fie M C X ¢i N CY multimi oarecare $i o > 0. Un operator f : X — Y se
numeste operator de a-acoperire in raport cu multimile M st N daca oricare ar fix € M
sir > 0 astfel incit Bx(xz,7) C M avem

By (f(z),ar) NN C f(Bx(z,7)). (2.6)
Daca N =Y spunem ca f este operator de a-acoperire pe M.

Alte definitii despre acoperirea operatorilor se pot gasi in lucrari precum A. D. Ioffe
[59], [60], B. S. Mordukhovich [80].

Definitia 2.1.3. Fie M C X st N CY multimi. Un operator f : X — Y se numeste
inchis tn raport cu M 1 N daca intersectia graficului sau cu multimea M x N este
inchisa.

Teorema 2.1.1 (O. Mlesnite [78]). Fie (X,d) un spatiu metric complet si (Y,p) un
spatiu metric. Presupunem ca:
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(i) t: X =Y este un operator deschis, bijectiv si ky-Lipschitz, cu constanta k; > 0;
(ii) s : X —Y este un operator continuu i de acoperire cu constanta kg si ks > ky;

Atunci problema de coincidenta (2.1) are cel putin o solutie (adica exista x* € X astfel
incat s(z*) = t(z*)) si avem

Ky

T ktp(yo, s(t ™Y (w))), oricare ar fi yo € t(X). (2.7)

p(Yo, t(z")) <

Daca, in plus, t : X —'Y este metric reqular pe X cu constanta o > 0 atunci problema
de coincidenta (2.1) este Ulam-Hyers stabila.

Teorema 2.1.2 (O. Mlesnite [78]). Fie (X, d) un spatiu metric complet, (Y, p) un spatiu
metric, xog € X si Ry, Ry € (0,00]. Presupunem cd:

(i) t : X =Y este un operator deschis, bijectiv gi k- Lipschitz, cu constanta ky > 0;

(ii) s : X =Y este un operator continuu $i de acoperire, cu constanta ks, in raport
cu bilele Bx(xo, Ry) si By (s(xo), ksR2) i ks > ky astfel incat

p(s(zo),t(zg)) < (% - 1> min{ Ry, R }. (2.8)

t

Atunci problema de coincidenta (2.1) are cel putin o solutie (adica exista x* € X astfel
incat s(z*) = t(z*)) si avem

ky

ks_kt

p(yo, t(x7)) < p(yo, s(t™ (o)), oricare ar fi yy € t(X). (2.9)
Daca, in plus, t : X — 'Y este metric requlara pe X cu constanta o > 0 atunci problema
de coincidenta (2.1) este Ulam-Hyers stabila.

2.2 Rezultate de existenta si stabilitate Ulam-Hyers
pentru probleme de coincidenta

Scopul acestei sectiuni este de a prezenta rezultate de existenta si stabilitate Ulam-
Hyers pentru probleme de coincidenta cu operatori univoci. Folosind tehnica produsului
cartezian pentru doi operatori univoci, aceste rezultate sunt bazate pe urmatoarele
lucrari: M. Bota si A. Petrusel [21], O. Mlegnite [74], [75], I. A. Rus [108].

Fie (X,d), (Y, p) doua spatii metrice si s, : X — Y doi operatori astfel incat ¢
este un operator injectiv. In acest caz t admite inversa la stanga ;7! : t(X) — X.
Presupunem, de asemenea, ca s(X) C t(X). Consideram f : X x t¢(X) — X x t(X)
definita prin

flar, x) = (7 (22), 5(21)).
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Lema 2.2.1. In conditiile de mai sus, avem C'P(s,t) = Fiz(f).

Fie (X, d), (Y, p) doua spatii metrice, dz metrica (generata de d si p) pe Z := X xY
definita prin

d*((w1, 22), (u1,u2)) = d(x1,u1) + p(2, us)
di((z1,22), (U1, u2)) = max{d(x1,u1), p(zg, uz)}

oricare ar fi (zq,x2), (u,us) € Z i s,t : X — Y doi operatori. Consideram problema
de coincidenta (2.1).

Teorema 2.2.1 (O. Mlegnite [75]). Fie (X,d) si (Y,p) doud spatii metrice complete.
Presupunem ca operatorul t : X — Y este dilatatie cu constanta k; > 1, operatorul
s: X — Y este contractie cu constanta ks < 1 g1 s(X) C t(X). Atunci problema de
coincidenta (2.1) pentru s gi t are solutie unicd.

Teorema 2.2.2 (O. Mlesnite [75]). Fie (X,d) si (Y, p) doud spatii metrice complete.
Presupunem ca toate ipotezele Teoremei 2.2.1 au loc si in plus presupunem cat: X — Y
este metric reqularda pe X cu constanta o > 0. Atunci problema de coincidenta (2.1)
este Ulam-Hyers stabila.

Observatia 2.2.1. Demonstratii similare pentru Teorema 2.2.1 si Teorema 2.2.2 sunt
posibile dacd consideram pe Z = X x t(X) metrica d* : Z x Z — R, definita prin

d*((x1, z2), (u1,u2)) = max{d(xy,uy), p(xs, us)}.

In continuare demonstram cateva rezultate de dependenta de date pentru stabili-
tatea Ulam-Hyers a problemelor de coincidenta pentru doua perechi de operatori uni-
voci.

Teorema 2.2.3 (O. Mlesnite [75]). Fie (X,d) si (Y,p) doud spatii metrice si fi, g;
X =Y, i€ {1,2} patru operatori. Consideram urmatoarele ecuatii de coincidenta:

filz) =gi(x), xe€X, (2.10)
fo(z) = g2(z), 2 € X. (2.11)
Consideram multimile:
Cie :={x € X|p(fi(x), g:(x)) < e},i € {1,2}.

Daca urmatoarele conditii sunt indeplinite:
(1) C(f2:92) € C(f1,91);
(1) ecuatia de coincidenta (2.11) este Ulam-Hyers stabild;
(i1i) Ci. C Coe, oricare ar fie > 0;

atunci ecuatia de coincidenta (2.10) este Ulam-Hyers stabila.
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In caz particular daci& Y := X si g1 = ¢» := ly, obtinem urmétorul rezultat de
stabilitate Ulam-Hyers pentru ecuatii de punct fix.

Teorema 2.2.4 (O. Mlesnite [75]). Fie (X, d) un spatiu metric si fi, fo : X — X doi
operatori. Consideram urmdtoarele ecuatii de punct fix:

filx)=2, ze€X (2.12)

@)=z, zeX. (2.13)

Consideram multimile:
Fie .= {x € X|d(fi(x),z) <e},i ={1,2}.

Daca urmatoarele condifii sunt indeplinite:
(i) Fiz(f1) = Fiz(f2);
(1) ecuatia de punct fiz (2.13) este Ulam-Hyers stabild;
(111) Fi. C Fy., oricare ar fie > 0;

atunci ecuatia de punct fiz (2.12) este Ulam-Hyers stabila.

Daca presupunem ca X =Y si p, d sunt doua metrici tare echivalente pe X, atunci
obtinem un rezultat de stabilitate Ulam-Hyers pentru ecuatia de coincidenta (2.10).

Teorema 2.2.5 (O. Mlesnite [75]). Fie X o mulfime nevida, p si d doua metrici tare
echivalente. Daca ecuatia de coincidenta (2.10) este Ulam-Hyers stabild in raport cu
metrica d, atunci ea este Ulam-Hyers stabila in raport cu metrica p.

2.3 Probleme de coincidenta pentru contractii gen-
eralizate

In aceasti sectiune studiem existenta, unicitatea si stabilitatea Ulam-Hyers pentru
probleme de coincidenta, extidem rezultatele date in O. Mlegnite [75] si dorim s&
obtinem o generalizare a Teoremei 2.1 din T. Xiang and R. Yuan [130].

In O. Mlesgnite [74] este prezentat urmatorul rezultat de stabilitate Ulam-Hyers in
cazul teoremei de coincidenta a lui Goebel.

Teorema 2.3.1 (O. Mlesnite [74]). Fie X # (0 o multime arbitrara si fie (Y, p) un
spatiuv metric. Fie s,t : X — Y doi operatori astfel incat s(X) C t(X) gt (¢(X),p)
este un subspatiu complet al lui Y. Presupunem ca exista 0 < k < 1 astfel incat
p(s(x),s(y)) < kp(t(z),t(y)), oricare ar fi x,y € X. Atunci:

a) C(s,t) # 0 (Teorema lui Goebel, vezi [52]);

b) Daca in plus:

p(y, st () < p(t(y), s(y)), oricare ar fiy € t(X), (2.14)

atunci problema de coincidenta (2.1) este Ulam-Hyers stabild.
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In O. Mlesnite [77] este prezentat urmatorul rezultat care extinde Teorema lui
Goebel (K. Goebel [52]) considerand conditia de ¢-contractie a lui s in raport cu ¢.

Teorema 2.3.2 (O. Mlesnite [77]). Fie X # 0 o multime arbitrard si fie (Y, p) un
spatiu metric. Fie s,t: X — Y doi operatori astfel incat s(X) C t(X) si (t(X),p) este
un subspatiu complet al lur Y. Presupunem ca exista functia o : R, — Ry crescatoare
si (¢"(t)) = 0 cand n — oo, oricare ar fit € R, astfel incdt

p(s(x),s(y)) < @(p(t(x), t(y))), oricare ar fiz,y € X.

Atunci:
a) C(s,t) #0;
b) Daca in plus exista v : Ry — Ry crescatoare, continud in 0 si ¥ (0) = 0 astfel
incat:
p(y, st () < ¥(p(t(y). s(y))), oricare ar fiy € H(X), (2.15)
atunci problema de coincidentd (2.1) este (37! o 4))— Ulam-Hyers stabild in sens gen-
eralizat, unde B(t) :=t — p(t) este crescatoare si bijectiva.

In continuare prezentam rezultatele principale ale acestei sectiuni care extind rezul-
tatele din O. Mlegnite [75, Teoremele 1.6, 1.8, 1.11, 1.13].

Teorema 2.3.3 (J. Garcia-Falset gi O. Mlesnite [49]). Fie (X,d) si (Y, p) doud spatii
metrice complete. Presupunem ca:

(i) t: X =Y este un operator expansiv,

(i) operatorul s : X —'Y este ¢-contractie,

(iii) s(X) Ct(X).

Atunci problema de coincidenta (2.1) are solutie unica.

In ceea ce priveste stabilitatea Ulam-Hyers, ideea a fost data in T. P. Petru, A.
Petrusgel si J.-C. Yao [94, Theorem 2.3] ceea ce ne permite sa obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 2.3.4 (J. Garcia-Falset si O. Mlesgnite [49]). Fie (X,d), (Y,p) doua spatii
metrice complete. Presupunem ca toate ipotezele Teoremei 2.3.3 au loc gi in plus functia
B:Ry = Ry, B(r) :=r—o¢(r) este strict crescatoare $i surjectiva. Atunci problema de
coincidenta (2.1) este Ulam-Hyers stabild in sens generalizat.

Daca t : X — Y este dilatatie, atunci t este un operator expansiv. Ca si consecinta
a Teoremelor 2.3.3 si 2.3.4, avem:

Corolarul 2.3.1 (J. Garcia-Falset si O. Mlesnite [49]). Fie (X,d) si (Y, p) doua spatii
metrice complete. Presupunem ca operatorul t : X — Y este dilatafie si s : X — Y
este ¢-contractie cu s(X) C t(X). Atunci

1. problema de coincidenta (2.1) are solutie unicd.

11
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2. Daca in plus functia B : Ry — Ry, B(r) := r — ¢(r) este strict crescatoare gi
bijectiva atunci problema de coincidenta (2.1) este Ulam-Hyers stabila in sens
generalizat.

Teorema 2.3.5 (J. Garcia-Falset gi O. Mlesnite [49]). Fie (X,d) si (Y, p) doud spatii
metrice complete. Presupunem ca:

(i)t : X —Y este un operator pentru care exista o functie ¢, : R™ — RT, continud,
crescatoare, ¢1(r) > 1 si ¢1(0) = 0 care satisface urmatoarea relatie:

p(t(y), 1(2)) = ¢1(d(y, 2)), oricare ar fiy,z € X,

(i) operatorul s : X — Y este lipschizian cu constanta ks > 0,
(i) s(X) € t(X),
(v) r < 9251(]:—5).

Atunci problema de coincidenta (2.1) are solutie unica.
Urmatorul rezultat este o generalizare a Teoremei 2.1 din T. Xiang si R. Yuan [130].

Corolarul 2.3.2 (J. Garcia-Falset gi O. Mlesnite [49]). Fie (X,d) un spativ metric
complet it : X — X un operator surjectiv care satisface conditia (i) a Teoremei 2.5.5.
Atunci el are un punct fix unic.

Teorema 2.3.6 (J. Garcia-Falset gi O. Mlesnite [49]). Fie (X,d) si (Y, p) doud spatii
metrice complete. Presupunem ca operatorul t : X — Y este expansiv si operatorul
s: X =Y este contractie separata si s(X) C t(X). Atunci

(i) Daca ¢ este nedescrescatoare atunci problema de coincidenta (2.1) are solutie
unica.

(ii) Daca ) este surjectiva, problema de coincidentd (2.1) este Ulam-Hyers stabila in
sens generalizat.

Observatia 2.3.1. Alte rezultate despre stabilitatea Ulam-Hyers pentru probleme de
punct fix folosind contractii generalizate (adicd o — -contractii) in spatii (b)-metrice
sunt prezentate in M.-F. Bota, E. Karapinar si O. Mlegnite [20)].

2.4 Rezultate de coincidenta prin teoreme de punct
fix in spatii metrice generalizate

In aceasti sectiune sunt prezentate rezultate de existenta, unicitate si stabilitate Ulam-
Hyers pentru probleme de punct fix si probleme de coincidenta cu operatori univoci in
spatii metrice generalizate. Alte contributii pe aceasta tema se gasesc in lucrari precum
R. P. Agarwal [1], A. Bucur, L. Guran si A. Petrusel [27], A. D. Filip si A. Petrusel
[43], D. O’Regan, N. Shahzad si R. P. Agarwal [85], R. Precup [97], R. Precup si A.
Viorel [98], [99].
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Urmitoarea teoremi este o extensie a Teoremei lui Perov. In acelasi timp, acest
rezultat este o generalizare a teoremei principale din M. Berinde si V. Berinde [17] in
spatii metrice generalizate.

Teorema 2.4.1 (A. Petrusel, O. Mlegnite si C. Urs [93]). Fie (X, d) un spatiu metric
complet generalizat si fie f : X — X o (A, B,C, D)-contractie, adica, A,B,C,D €
M, (Ry) sunt astfel incat matricile D si M := (I — D)"Y(A + C) converg la zero si

d(f(x), f(y)) < Ad(z,y)+Bd(y, f(2))+Cd(z, f(x))+Dd(y, f(y)), oricare ar fix,y € X.

Atunci au loc urmatoarele conditii:

(1) f are cel putin un punct fiz si oricare ar fi xy € X, sirul x, = f"(xo) al
aprozimatiilor succesive al lui f pornind din xo converge la x*(x¢) € Fix(f),
cand n — 0o,

(2) Pentru orice xo € X avem
d(xpn, *(20)) < M™(I — M)~ 'd(x, f(x0)), oricare ar fin € N
$t
d(wo, 7" (20)) < (I — M)™"d(z0, f(w0));
(8) Daca, in plus, matricea A+ B converge la zero, atunci f are punc fix unic in X.

Observatia 2.4.1. In particular, daca B = C = D = Oy, (unde O,y este matricea
nula din Mym(Ry)), atunci obtinem rezultatul clasic al lui Perov, vezi Teorema 1.2.1.

Introducem metrica vectoriala de tip Perov. Fie (X, d) si (Y, p) doud spatii metrice.
Fie Z := X x Y gi definim pe Z x Z metrica vectoriala d" : Z x Z — R2 prin

dv(xvu) = dv((x17x2)> (u17u2)) = (d(xbul)’p(x?au?))? (2'16)

oricare ar fi © = (z1,x2),u = (u1,us) € Z.
Un rezultat principal al acestei sectiuni este urmatorul:

Teorema 2.4.2 (O. Mlesnite [75]). Fie (X,d) si (Y, p) doud spatii metrice complete.
Presupunem ca operatorul t : X — Y este dilatatie cu constanta k; > 0, operatorul
ks ,
s: X =Y este Lipschitz cu constanta ks > 0 si s(X) C ¢(X). Daca T € [0,1), atunci
t
problema de coincidenta (2.1) are solufie unica.

Urmatorul rezultat este unul de aproximare si de estimare a erorii pentru solutia
problemei de coincidenta.

Teorema 2.4.3 (O. Mlesnite [75]). Fie (X,d),(Y,p) doud spatii metrice complete.
Presupunem ca toate ipotezele Teoremer 2.4.2 au loc si in plus presupunem cat: X —'Y
este metric reqular pe X cu constanta o > 0. Atunci problema de coincidenta (2.1) este
Ulam-Hyers stabila.
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2.5 O conditie Leray-Schauder pentru problemele
de coincidenta

Primul pas in extinderea Teoremei lui Schauder la operatori care nu sunt compacti a
fost facut de catre G. Darbo [36] in 1955. Prima masura de necompactitate a fost
definita de catre K. Kuratowski [67] in 1930. Darbo foloseste acesta masura pentru a
generaliza Teorema lui Schauder pentru o clasa mai larga de operatori, numita clasa
operatorilor k-contractie de multimi, care satisface conditia: a(T'(A)) < ka(A) pentru
k € [0,1). In 1967, B. N. Sadovskii [117], generalizeaza Teorema lui Darbo pentru
multime de operatori condensatori.

Masurile de necompactitate sunt utile in teoria ecuatiilor cu operatori in spatii
Banach. S-au scris multe lucrari pe aceasta tema, de exemplu: R. R. Akhmerov, M. I.
Kamenskii, A. S. Potapov, A. E. Rodkina i B. N. Sadovskii, [3], J. Bana$ si K. Goebel
[14], V. I. Istratescu [61], [62], J. M. Ayerbe Toledano, T. Dominguez-Benavides si G.
Lopez Acedo [13], W. Zhao [134], etc.

In aceastd sectiune prezentam rezultate, fara a folosi teoria gradului, pentru proble-
me de coincidenta, unde s si ¢ pot fi operatori neliniari.

Definitia 2.5.1. Fie X un spatiuv normat si B(X) := {A C X : A este marginita }. O
masura de necompactitate este o functie p: B(X) — Rt care satisface conditiile:

1. u(A) =0 < A este compactd.
2. u(A) = p(4)

3. p(AU B) = max{yu(A), u(B)}
4. pconv(A)) = p(A)

Pentru a evita confuzia atunci cand folosim spatii diferite, vom adauga, in unele
cazuri, numele subspatiului ca si indice.

Punctul 3 din ultima definitie implica faptul ca pu(A) < p(B), cand A C B.

Cateva masuri uzuale de necompactitate sunt urmatoarele:

Definitia 2.5.2. Fie (X,|| - ||) un spatiu normat. Masura de nocompactitate a lui
Kuratowski pentru o submultime marginita A a lui X este data prin

a(A) =inf{r >0: A C UL, D;, diam(D;) <r}.

Definitia 2.5.3. Fie (X,|| - ||) un spatiu normat. Masura de necompactitate a lui
Hausdorff pentru o submultime marginita A a lui X este data prin

X(A) =inf{r >0: AC UL B(x;,r),z; € X}.
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O prezentare detaliata a teoriei si aplicatiilor masurilor de necompactitate pot fi
gasite in monografiile R. R. Akhmerov, M. I. Kamenskii, A. S. Potapov, A. E. Rodkina
si B. N. Sadovskii [3], J. M. Ayerbe Toledano, T. Dominguez-Benavides si G. Lopez
Acedo [13].

Definitia 2.5.4. Fie (X, || ||x) st (Y, ]| |ly) doud spatii normate inzestrate cu masurile
de necompactitate jx si, respectiv, uy. Daca C este o submulfime nevida a lui X si
T:C —Y este un operator, atunci

(a) Pentru k > 0, operatorul T se numeste (ux, py)-k contractie de mulfimi daca
py (T'(A)) < kux(A), oricare ar fi A € B(C).

(b) Operatorul T se numeste (px, py )-condensator daca py (T(A)) < ux(A) pentru
orice submultime marginita A a lui C' cu px(A) > 0.

(¢) Operatorul T se numeste expansiv daca inegalitatea || T(z) — T'(y)|ly > ||z — yllx
are loc, oricare ar fi x,y € C.

(d) Operatorul T se numeste neexpansiv daca inegalitatea | T(x) =T (y)|ly < ||z —y|lx
are loc, oricare ar fi x,y € C.

(e) Operatorul T se numeste marginit daca exista k > 0 astfel incat ||T(z)|y < k,
oricare ar fix € C.

Urmatoarea teorema a fost demonstrata in 1967 de catre B. N. Sadovskii [117], ea
este o generalizare a teoremei de punct fix a lui G. Darbo [36]. In lucrarea lui J. Appel
5], cititorul poate gasi aplicatii ale acestor teoreme.

Teorema 2.5.1 (B. N. Sadovskii [117]). Presupunem ca C este o submultime inchisa,
convexrd a spatiului Banach X si T : C — C un operator continuu $i condensator,
atunci T are un punct fiz.

Cand domeniul C', in teorema lui Sadovskii, este nemarginit se obtine urmatorul
rezultat.

Teorema 2.5.2 (J. Garcia-Falset [46]). Presupunem ca C este o submultime inchisa,
convexd si nemarginita a spativlui Banach X si T : C — C un operator continuu si
condensator. Daca exista R > 0 si z € C astfel incat oricare ar fi u € C' N Sg(z)

T(u) — 2z # Mu — 2), VA > 1,
atunci T are un punct fiz.

Reamintim urmatoarea teorema demonstrata de W. V. Petryshyn in [95].
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Teorema 2.5.3 (W. V. Petryshyn [95]). Presupunem ca U este o submultime deschisd,
marginita a spatiulur Banach X st T : U — X un operator continuu $i condensator.
Daca exista z € U astfel incat oricare ar fi u € OU

u# NT'(u) + (1 — M)z, VA e (0,1),
atunci T are un punct fiz.

Fie T : X — Y un operator care transforma submultimi marginite ale lui X in
submultimi marginite ale lui Y. Pentru un astfel de operator, definim

(T) :=sup{r >0:rux(A) < uy(T(A)),A e B(X)}.

In ceea ce urmeazi folosim mésura de necompactitate a lui Kuratowski. Presupunem
ca (X,| - llx) st (Y, - |ly) sunt spatii normate si daca operatorul 7' : C' — Y este
(ax, ay )-condensator atunci vom spune simplu ca 7" este a-condensator.

In continuare ne propunem sa stabilim rezultate de coincidenta folosind Teorema

2.5.2.

Teorema 2.5.4 (J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares i O. Mlesnite [50]). Fie
(X, |- llx) st (Y, - |ly) doud spatii Banach. Consideram C o submultime convexd si
inchisa a multimii X astfel incat operatorii t : C —Y si s: C — Y satisfac conditiile:

1. t(C) este o submultime convexd a lui Y sit=' : t(C) — C este uniform continuu
pe submultimi marginite ale lui t(C),

2. s este un operator continuu si k-contractie de mulfimi,
3. s(C) Ct(C),
4.k <I(t),

5. Exista R > 0 gi xg € C astfel incat oricare ar fi x € C cu ||z — xo|| > R avem

s(x) — t(zo) # Mt(z) — t(xo)) VA > 1. (2.17)
Atunci ezista z € C astfel incat s(z) = t(z).

Corolarul 2.5.1 (J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares gi O. Mlesnite [50]). Fie
(X, |- 1lx) st (Y, |- |ly) spatit Banach si fiet : X — Y un operator continuu $i inversabil
si C' o submultime tnchisa si convexa a lui X. Fie s : C =Y un operator continuu si
k-contractie de multimi cu k < I(t) si care satisface relatia s(C) C t(C). Daca exista
R >0 sixzg € C astfel incat

€ C ||z —xol|lx > R = s(z) —t(xg) # Mt(x) — t(xg)) VA > 1,

atunci exista z € C' astfel incat s(z) = t(2).
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Urmatorul rezultat poate fi considerat o generalizare a Teoremei 2.5.3.

Teorema 2.5.5 (J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares si O. Mlegnite [50]). Fie
X un spativ normat si fie Y un spativ Banach. Presupunem ca U este o submultime
mdrginitd si deschisa a lui X, t : U — Y un operator expansiv astfel incat t(U) este
o submultime mdrginitd si deschisd a lui' Y cu O(t(U)) C t(OU) si s : U — Y este un
operator continuu si condensator. Daca exista xo € U astfel incat oricare ar fi x € OU

t(z) # As(z) + (1 — N)t(zo) VA e (0,1) (2.18)
atunci ezista zg € Y astfel incat t(zy) = s(2o).

Corolarul 2.5.2 (J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares gi O. Mlesnite [50]). Fie
(X, |l - llx) st (Y.l - |ly) doud spatii Banach si fiet : X — Y un operator continuu,
expansiv, inversabil, afin si U o submultime deschisd, mdrginitd a lui X. Fies: U — Y
un operator condensator continuu. Daca exista o € U astfel incat oricare ar fix € U,

t(z) # As(z) + (1 — Nt(zo) YA€ (0,1),

atunci existd z € U astfel incat s(z) = t(2).
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Capitolul 3

Teoreme de coincidenta pentru
operatori multivoci

Scopul acestui capitol este de a prezenta rezultate de existenta, metric regularitate
si stabilitate Ulam-Hyers pentru probleme de punct fix gi probleme de coincidenta
cu operatori multivoci. Aceasta abordare se bazeaza pe tehnica operatorului Picard
in contextul spatiilor metrice generalizate in sens Perov, adica spatii inzestrate cu o
metrica vectoriala d : X x X — R'. Folosind tehnica produsului cartezian pentru doi
operatori multivoci, aceste rezultate extind rezultatele existente in literatura precum
M. Bota si A. Petrusel [21], T. P. Petru, A. Petrusel si J.-C. Yao [94], I. A. Rus [108].

Fie (X, d) un spatiu metric, Y o multime nevida si S,T : X — P(Y) doi operatori
multivoci. Un element z* € X este punct de coincidenta pentru S si 7' daca S(z*) N
T(xz*) # (). Notam prin C'(S,T) multimea tuturor punctelor de coincidenta pentru S si
T.

Fie (X,d) si (Y, p) doua spatii metrice si S, T : X — P(Y) doi operatori multivoci.
Fie d; o metrica scalara traditionala pe X x Y. Consideram urmatoarea problema de
coincidenta cu operatori multivoci:

sa se gaseasca (z,y) € X x Y astfel incat y € S(z) NT(z). (3.1)

Prin definitie, o solutie pentru problema de coincidenta (3.1) este perechea (z*, y*) €

X x Y astfel incat
y e T(x*)N S(z").

Notam prin CP(S,T) C X xY multimea tuturor solutiilor pentru problema de coincidenta
pentru S si T

Este binecunoscut faptul ca problema de coincidenta este, in anumite conditii,
echivalenta cu o problema de punct fix pentru operatori multivoci generata de s si
t.

Stabilitate Ulam-Hyers pentru problema de coincidenta (3.1):

Fie (X,d), (Y,p) doua spatii metrice si S,7 : X — Y doi operatori multivoci.
Problema de coincidenta (3.1) se numeste Ulam-Hyers stabila in sens generalizat daca
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gi numai daca exista ¢ : R, — R, crescatoare, continua in 0 si (0) = 0 astfel
incat oricare ar fi € > 0 gi pentru orice w* € X solutie aproximativa a problemei de
coincidenta, adica

D,(S(w"), T(w")) < e (3.2)
atunci exista z* solutie pentru (3.1) astfel incat
dz(w*, 2%) < Y(e). (3.3)

Daca exista ¢ > 0 astfel incat ¢(t) = ct, oricare ar fi t € R, , atunci problema de
coincidenta (3.1) este Ulam-Hyers stabila.

Pentru stabilitatea Ulam-Hyers a ecuatiilor diferentiale si integrale, vezi L.P. Castro
si A. Ramos [31], S.-M. Jung [63], .A. Rus [110], [111], in timp ce pentru stabilitatea
Ulam-Hyers pentru probleme de punct fix in spatii metrice, a se vedea I.A. Rus [108],
M. Bota si A. Petrusel [21], P.T. Petru, A. Petrusel si J.C. Yao [94].

3.1 Metric regularitate si rezultate de stabilitate
Ulam-Hyers pentru probleme de coincidenta

In general, metric regularitatea se face cu studiul ecuatiei de tipul y € F(z), unde
y € X este fixat, pentru un operator multivoc F': X — P(Y"). Multi autori au obtinut
rezultate in domeniul metric regularitatii printre care amintim A. L. Dontchev, A. S.
Lewis gi R. T. Rockafellar [40], A. L. Dontchev gi A. S. Lewis [42], A. D. Ioffe [59], [60],
L. A. Lyusternik [71] si altii. Un punct x este o solutie aproximativa pentru ecuatia
generalizata y € F(x) daca distanta de la punctul y la multimea F'(z) este mica.

Fie F' : X — P(Y) un operator multivoc intre spatiile metrice (X, d) si (Y,d) si
UC X,V CY submultimi date. Conform cu A. D. loffe [59] si B. S. Mordukhovich
[80], F' se numeste ‘nvelitoare deschisa in raport cu U x V daca exista o constanta
pozitiva a astfel incat

F(B(z,r)) 2 B(F(x) NV, ar), oricare ar fi z € U,r > 0: B(z,r) C U. (3.4)

Supremumul tuturor constantelor care satisfac incluziunea (3.4) se numeste modulul
tnvelitorii deschise al lui F' in raport cu U x V gi se noteaza prin covyyxy F.

Metric regularitatea ia forma unei inegalitati provenind din estimarea a cat de de-
parte este x fata de o solutie generala a ecuatiei y € F(x). In majoritatea teoremelor
din calculul subdiferential conditiile apar asupra regularitatii/invelitoare deschisa pen-
tru operatori multivoci, a se vedea A. D. Ioffe [59] si B. S. Mordukhovich [80].

Notiunea de invelitoare deschisa in sens global se obtine pentru U = X i V =Y.

Definitia 3.1.1 (A. D. Ioffe [59]). Un operator multivoc F': X — P(Y') intre spatiile
metrice (X,d) si (Y,d) acopera pe X dacd exista o constanta a > 0 astfel incat

F(B(x,r)) 2 B(F(x),ar), oricare ar fixz € X,r > 0. (3.5)
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Supremumul tuturor valorilor a care satisfac incluziunea (3.5) se numeste modulul
invelitorii globale al lui F' g1 se noteazd pe scurt prin cov(F') (in loc de covxxy F).

Observatia 3.1.1 ( A. Uderzo [123]).

(i) Proprietatea de invelitoare deschisa a operatorilor multivoci admite cateva for-
mulari utile. Se stie ca un operator F' indeplineste conditiile Definitiei 3.1.1 daca
si numai daca exista [ > 0 astfel incat

D(x, F~*(y)) < ID(y, F(x)), oricare ar fi z € X,y € Y. (3.6)

Infimumul tuturor valorilor [ care satisfac inegalitatea (3.6) se numsgte modulul
metric regularitatii globale al lui F' si se noteaza prin reg(F).

(ii) O alta caracterizare a invelitorii deschise / metric regularitatii poate fi obtinuta
in ceea ce priveste comportamentu Lipschitz al operatorului invers. De fapt, F'
acopers pe X dac# si numai daca F~! este Lipschitz continuu in Y si are loc:

1

lip(F) = cov(F)

In plus, presupunem c& T si S sunt surjectivi si consideraim F: X x Y — P(X) x
P(Y) definita prin F(z,y) = T~ (y) x S(u). Deducem c& F~' : X xY — P(X)x P(Y)
este definita prin F'~*(u,v) = S~ (v) x T(u).

Lema 3.1.1 (O. Mlesnite si A. Petrusel [76]). In conditiile de mai sus, avem:
CP(S,T) = Fiz(F) = Fiz(F™).
Fie (X, d) si (Y, p) doua spatii metrice si urmatoarele doua metrici pe X x Y
d*((x1,y1), (2,92)) = d(z1,22) + p(y1,y2), oricare ar fi (x1,y1), (z2,92) € X XY

di((z1,71), (72,92)) := max{d(x1, x2), p(y1,y2)}, oricare ar fi (x1,y1), (x2,y2) € X X Y.

Notam prin Hy si Hy, functionalele Hausdorff-Pompeiu pe P(X x Y') generate de d*
si respectiv d,.

Urmatoarele rezultate principale sunt generalizari ale teoremelor principale din lu-
crarea A. V. Blaga [19].

Teorema 3.1.1 (O. Mlegnite [79]). Fie (X,d) si (Y,p) doud spatii metrice complete.
FieT,S : X — P(Y) doi operatori multivoci surjectivi, astfel incat:

(i) T :X — Py(Y) este contractie cu constanta ky < 1;

(i) S: X — P(Y) este metric requlard pe X cu constanta ks € (0,1) si S™'(y) este
inchisa pentru orice y € Y.
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Atunci exista cel putin o solutie pentru problema de coincidenta cu operatori multi-
voci (3.1).

Dacd , in plus, S™' si T au valori compacte atunci problema (3.1) este Ulam-Hyers
stabila.

Teorema 3.1.2 (O. Mlegnite [79]). Fie (X,d) si (Y, p) doud spatii metrice complete.
FieT,S : X — P(Y) doi operatori multivoci surjectivi, astfel incat:

(1) T:X — Py(Y) satisface relatia:

3 kr > 2 astfel incat D,(x, T~ (y)) > kp-Da(y, T(x)), oricare ar fi (x,y) € XxY;

(it) S:X — P(Y) este metric requlard pe X cu constanta ks € (0,3) si S~ (y) este
inchisa, pentru orice y € Y;

(1) (z,y) € X XY daca gi numai daca (y,z) € X x Y.

Atunci exista cel putin o solutie pentru problema de coincidenta cu operatori multivoct
(3.1).

Daca, in plus S~ si T au valori compacte atunci problema (3.1) este Ulam-Hyers
stabila.

3.2 Rezultate de existenta si stabilitate Ulam-Hyers
pentru probleme de coincidenta

In aceastd sectiune vom prezenta rezultate de existenta si stabilitate Ulam-Hyers pentru
probleme de coincidenta cu operatori multivoci folosind tehnica operatorilor Picard.
Aceste rezultate se bazeaza pe urmatoarele lucrari: W. A. Kirk gi B. Sims [65], O.
Mlesnite si A. Petrusel [76], A. Petrusel [90], I. A. Rus [108], [102], I.A. Rus, A. Petrusel
si A. Sintamarian [115]

Fie (X, d) si (Y, p) doua spatii metrice gi consideram urmatoarele doua spatii metrice
pe X xY:

d*((‘rhyl): <I27y2>) = d(x17$2) + P(y1,y2)7 oricare ar fi <x17y1>7 (9527?/2) e X xY

di((z1,71), (72,92)) := max{d(x1, x2), p(y1,y2)}, oricare ar fi (x1,y1), (x2,y2) € X X Y.

Notam prin Hy« i Hy, functionalele Hausdorff-Pompeiu pe P(X x Y') generate de d*
si respectiv d,.

Teorema 3.2.1 (O. Mlesnite si A. Petrusel [76]). Fie (X, d) si (Y, p) doud spalii metrice
complete. Fie T,S : X — P(Y') doi operatori multivoci astfel incat:

(i) T : X — P(Y) este operator surjectiv, kp- tare dilatatie cu constanta kp > 1
si T~ (y) este inchisd oricare ar fiy € Y ;
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(i) S : X — P,(Y) este ks-contractie.
Atunci exista cel putin o solutie pentru problema de coincidenta cu operatori multi-
voci (3.1).
Dacd, in plus operatorii multivoci S si T~ au valori compacte si T este metric reqular
pe X cu constanta | > 0 atunci problema de coincidenta multivoca (3.1) este Ulam-
Hyers stabila.

Observatia 3.2.1. Un rezultat similar se ob{ine daca inlocuim, in demonstratia teore-
mei anterioare, metrica d* cu d, st Hg« cu Hy, .

In continuare prezentam rezultate legate de dependenta de date pentru stabilitatea
Ulam-Hyers a problemei de coincidenta pentru doua perechi de operatori multivoci.

Teorema 3.2.2 (O. Mlesnite si A. Petrusel [76]). Fie (X,d) si (Y, p) doud spatii metrice
si T;,S; : X — P(Y), i € {1,2} patru operatori multivoci. Consideram urmdatoarele
probleme de coincidenta cu operatori multivoci:

Ty(z) N Sy (z) £ 0 (3.7)

St
To(x) N Sy(x) # 0. (3.8)

Consideram multimile:
Cic :={zx € X|D,(Ti(x), Si(x)) < e},i € {1,2}.

Daca au lor urmatoarele conditii:
(Z) C(TQ, Sg) g C(Tl, Sl);
(1) problema de coincidentd multivoca (3.8) este Ulam-Hyers stabild;
(111) C1 C Cop, oricare ar fie > 0;

atunci, problema de coincidentda multivoca (3.7) este Ulam-Hyers stabila.

3.3 Rezultate de coincidenta prin teoreme de punct
fix in spatii metrice generalizate

Scopul acestei sectiuni este de a prezenta rezultate de existenta si stabilitate Ulam-Hyers
pentru probleme de punct fix si probleme de coincidenta cu operatori multivoci. Aceasta
abordare este bazata pe tehnica operatorilor Picard in contextul spatiilor metrice gene-
ralizate In sens Perov, adica, spatii inzestrate cu metrica vectoriala d : X x X — R
Folosind tehnica produsului cartezian pentru doi operatori multivoci, aceste rezultate
imbunatatesc teoremele existente in literatura, vezi M. Bota gi A. Petrusel [21], T. P.
Petru, A. Petrusel si J.-C. Yao [94], I. A. Rus [108], [110], [111].
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Fie (X, d) si (Y, p) doua spatii metrice. Fie Z := X x Y si definim pe Z x Z metrica
d(U17 Ul)
p(uz,va)

Consideram functionala de tip Hausdorff-Pompeiu H* : (P(X) x P(Y)) x (P(X) x
P(Y)) — R? data prin

vectoriala d¥ (u,v) := ), oricare ar fi u = (u1,ug),v = (vy,v2) € Z.

H*(Ax B,UxXV):= ( gjgg% )

Conform definitiei, rezulta ca H* este o metrica vectoriala pe Py(X) x Py(Y).
Urmatorul rezultat este unul de existenta si stabilitate Ulam-Hyers pentru proble-
mele de coincidenta.

Teorema 3.3.1 (O. Mlesnite si A. Petrusel [76]). Fie (X,d) si (Y, p) doud spatii metrice
complete. Fie T, S : X — P(Y') doi operatori multivoci astfel incdt:

(i) T : X — P(Y) este un operator surjectiv, kp- tare dilatatie si T'(y) este
inchisa oricare ar fiy € Y ;

(i) S : X — Py(Y) este kg-Lipschitz;

(iii) 32 < 1.

Atunci exista cel putin o solulie pentru problema de coincidenta (3.1).

Dacd, in plus operatorii multivoci S, T~ au valori compacte si T este metric reqular pe
X cu constanta | > 0, atunci problema de coincidenta multivoca (3.1) este Ulam-Hyers
v-stabila.

3.4 O conditie Leray-Schauder pentru problemele
de coincidenta

In aceasti sectiune stabilim rezultate pentru probleme de coincidenta cu operatori mul-
tivoci folosind condittii de tip Leray-Schauder type si Teorema 2.5.2. Aceste rezultate
au la baza urmatoarele lucrari: V. Barbu [15], J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares
si O. Mlegnite [50].

Definitia 3.4.1. Un operator ' C X x X se numeste acretiv daca si numai daca
le —yl| < ||z —y+ Au—v)||, oricare ar fi z,y € Dom(F), u € F(x), v € F(y) si
A > 0. Daca, in plus, R(F + 1) = X, spunem ca F este m-acretiv.

Mai multe detalii i aplicatii despre operatorii acretivi se pot gasi, de exemplu, in
monografia V. Barbu [15].

Teorema 3.4.1 (J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares si O. Mlesnite [50]). Fie X
un spatiu normat st fie Y un spatiu Banach. Consideram o multime nevida D a lui X .
Presupunem ca t: D — P(Y) este un operator multivoc si s : D — 'Y este un operator
care satisface conditiile:
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1. R(t) =Y sit™' : Y — D este un operator univoc continuu si compact,
2. s este un operator continuu i duce submultimi marginite in submultimi marginite,
3. Ezista R > 0 astfel incat

lz]|x > R, €D = As(z) ¢t(x) YAe(0,1). (3.9)

Atunci exista xo € D cu s(xg) € t(x).

Corolarul 3.4.1 (J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares gi O. Mlegnite [50]). Fie X
un spativ Banach si F': Dom(F) — P(X) un operator m-acretiv astfel incat 0 € F(0)
si s : Dom(F) — X un operator continuu. Presupunem ca urmdtoarele condifii sunt
indeplinite:

1. Jf este compact,
2. exista R > 0 astfel incat ||s(z)|| < a+ blz||, cind x € Dom(F) cu ||z|| > R.
Atunci pentru p > b ezista xog € Dom(F) astfel incat s(xg) € pro + F(xg).

Urmatorul rezultat are loc in cazul operatorilor condensatori, dar care nu sunt nea-
parat operatori k-contractie de multimi. Exemple de astfel de operatori se gasesc in J.
Appel [5], J. M. Ayerbe Toledano, T. Dominguez-Benavides si G. Lopez Acedo [13].

Teorema 3.4.2 (J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares i O. Mlesnite [50]). Fie
(X, || |lx) un spativ normat si fie (Y, ||-|ly) un spatiu Banach. Presupunem cat: X —
P(Y) este un operator multivoc cu R(t) =Y astfel tncat t=' : Y — X este un operator
univoc neexpansiv i s : Dom(t) — Y este un operator continuu, a-condensator pentru
care exista R >0 siyg € Y astfel incat

|z —t yollx > R = ps(x) + (1 — p)yo ¢ t(z) Vu e (0,1). (3.10)
Atunci exista xg € X astfel incat s(xg) € t(xg).

Corolarul 3.4.2 (J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares si O. Mlesnite [50]). Fie
(X, |||l x) un spatiu normat si fie (Y, ||-||y) un spativ Banach. Presupunem cat: X —Y
este un operator expansiv i surjectiv si s : X — Y este un operator continuu, marginit
si a-condensator. Atunci exista o € X astfel incat s(xg) = t(x).

Corolarul 3.4.3 (J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares gi O. Mlesnite [50]). Fie
(X, |||l x) un spatiu normat si fie (Y, ||-||ly) un spativ Banach. Presupunem cat: X —Y
este un operator expansiv si surjectiv $1 s : X — Y un operator continuu, a-condensator
pentru care exista R > 0 si yg € Y astfel incat

lz =t ollx = R = [s(x) = wolly < [l =t~ (o) [l (3.11)

Atunci exista xo € X astfel incat s(xg) = t(xg).
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Capitolul 4
Aplicatii

Scopul acestui capitol este de a prezenta cateva aplicatii ale rezultatelor prezentate
in aceastd tezd. In primul rand este data o aplicatie in ceea ce priveste stabilitatea
Ulam-Hyers pentru ecuatii diferentiale si incluziuni operatoriale, dupa care se studiaza
existenta solutiilor clasice i tari pentru ecuatiile diferentiale de ordinul intai si doi.

Cateva referinte folosite in dezvoltarea acestui capitol sunt: J. Appell si P.P. Zabre-
jko [6], H. Brezis si W. Strauss [23], J. Garcia-Falset [47], J. Garcia-Falset si O. Mlesnite
[49], J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares si O. Mlegnite [50], K. Goebel [52], O.
Mlegnite [74], [77]

4.1 Stabilitate Ulam-Hyers pentru ecuatii diferentiale

In aceastd sectiune, stabilim noi rezultate de existenta, unicitate si stabilitate Ulam-
Hyers pentru ecuatii diferentiale. In acest caz, urmatoarea teorema este o aplicatie a
Teoremelor 2.3.3 si 2.3.4.

Aplicatia 1.(J. Garcia-Falset gi O. Mlesnite [49]) Consideram ecuatia diferentiala

u'(t) = f(t,u(t)),
{ w(0) = ¢ € R, (4.1)

unde f: [0,+00) x R — R satisface urmatoarele conditii:
e (i) f(t,-) este o functie continua pentru aproape toti t > 0;
e (ii) f(-,u) este o functie masurabila pentru orice u € R;

e (iii) Inegalitatea Lipschitz, adica, |f(t,x) — f(t,y)| < L(t)|x — y|, unde L : RT —
R este o functie local integrabila pe intervalul (0, co);

o (iv) fy F(1,0)dr = O(eh HO¥) := {u € C([0,00)) : [uft)| < Meko KO 4 N},
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Atunci ecuatia (4.1) are solutie unica ug pentru orice £ € R,
ug € C([0,+00)) := {u: [0,400) — R continua },

si, mai mult, ea este Ulam-Hyers stabila.

Consideram multimile
X = {u € C([0,+00)) | u(t) = O(eko L)},

si metrica d, : X x X — R" definita prin d,(u,v) = sup {|u(t) —v(t)|- e Lirydry
t€[0,400)

unde p > 1, Y = BC([0, +00)) este multimea functiilor continue si marginite pe [0, +00)

gl Inzestram aceasta multime cu metrica p : Y x Y — R* definita prin p(u,v) =

|u—v]je = sup |u(t) —ov(t)]. In acest caz (Y, p) este un spatiu metric complet.
te[0,+00)

Avem: (X,d,) si (Y, p) sunt spatii metrice complete.
Definim operatorii 7,5 : X — Y prin

Tu(t) = u(t) - e PIEOT G Sy(t) = {/tﬂﬂum)dT+§}€_pf0tL(T)dT_
0

Ecuatia (4.1) poate fi scrisa ca gi o problema de coincidenta astfel:
sa se gaseasca u € X astfel incat Tu = Su. (4.2)

T si S satisfac ipotezele Teoremei 2.3.3, deci problema de coincidenta (4.2) are
solutie unica in X, ceea ce Inseamna ca exista z € X astfel incat S(z) = T'(z).
r
Pentru cea de-a doua concluzie, daca definim §(r) := r—— (p > 1) si tinand cont ca
[ este o functie continua strict crescatoare, lim+ B(r) =0 si hI_El B(r) = 400, atunci
r—+00

r—0
[ este strict crescatoare si surjectiva.

Toate ipotezele Teoremei 2.3.4 au loc, deci problema de coincidenta (4.2) este Ulam-
Hyers stabila. Astfel, deducem ca ecuatia (4.1) este Ulam-Hyers stabila.

In continuare prezentam o aplicatie a Teoremei 2.3.2.

Aplicatia 2.(O. Mlegnite [77]) Consideram aceeasi ecuatie diferentiala (4.1) unde f :
[0,400) x R — R satisface toate conditiile din Aplicatia 1. Daca in plus, f indeplineste
urmatoarea conditie

o f(t,yu) > ~vf(t,u) oricare ar fiy > 1,t > 0,u € R,

atunci ecuatia diferentiala (4.1) are solutie unica pentru orice £ € R gi in plus ea este
Ulam-Hyers stabila.

Operatorii S si T indeplinesc conditiile Teoremei 2.3.2, deci exista £ € X astfel incat
S(z) =T(z).

A

In continuare demonstram ca ecuatia (4.1) este Ulam-Hyers stabila.
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Avem (T 1y)(t) = y(t - ePJo L4 Demonstram ca d(y, S(T"(y))) < ad(Ty, Sy),
oricare ar fi y € T(A). Obtinem:

3

S(T7'(y))(t) = e ™o Lm“{/{: Fry(r)er b Moy dr 4 5}-

Prin calcul obtinem:

ly(t) — S(T™(y))(t)] = \w) —eh Wf{ / ' flry(r)er O 5}‘ <

< el KO (Sy)(t) — (Ty)(t)].

Astfel, toate conditiile Teoremei 2.3.2 au loc, atunci ecuatia diferentiala (4.1) este Ulam-
Hyers stabila.

4.2 Stabilitate Ulam-Hyers pentru incluziuni ope-
ratoriale

Scopul acestui capitol este de a demonstra o teorema de stabilitate Ulam-Hyers pentru
problema Cauchy multivoca in raport cu ecuatia diferentiala de ordinul intai.
Consideram urmatoarea problema Cauchy multivoca:

{ 2/(t) € F(t, (1)), aptt € [a,b]; (4.3)

z(a) = a,
unde o € R" gi F : [a,b] x R" — P., .,(R™) este un operator multivoc. Notam prin
b
/ F(s,z(s))ds (unde x : [a,b] — R™ este o functie data) integrala multivoca in sens
Aaumann, vezi J.-P. Aubin gi H. Frankowska [12].

Definitia 4.2.1. Fie F' : [a,b] xR" — P, .,(R™) un operator multivoc, a € R i o € R".
O functie ¢ : [a, T| — R™ se numeste solutie pentru problema (4.3) daca $i numai daca
T <b, ¢ este absolut continud pe intervalul [a,T] si satisface relatiile:

{ ¢'(t) € F(t,¢(t), ap.tpelaTJ;
pla) = a.

Echivalenta intre incluziunea diferentiala de mai sus si o incluziune integrala este
data de urmatoarea lema:

Lema 4.2.1. Fie I C R un interval st F' : I x R" — P, .,(R™) un operator multivoc
semi-continuu superior. Atunci x : I — R este o solutie pentru incluziunea diferentiala

2'(t) € F(t, x(t)) (4.4)
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daca i numai daca

[2)
x(ta) € x(ty) +/ F(t,z(t))dt, pentru orice ti,ty € I. (4.5)
t1
Tinand cont de Lema 4.2.1 deducem ca problema (4.3) este echivalenta cu o inclu-
ziune integrala de tip Volterra:

z(t) € a +/ F(s,z(s))ds, t€ [a,b]. (4.6)

Urmatoarea teorema este un rezultat in ceea ce priveste stabilitatea Ulam-Hyers
pentru problema Cauchy (4.3).

Teorema 4.2.1 (O. Mlesnite [74]). Fie F : [a,b] X R™ — P, .,(R"™) astfel incat:

(a) existda o functie integrabila M : [a,b] — Ry astfel incat pentru orice u € R"
avem F(s,u) C M(s)B(0,1), a.p.t. s € [a,b];

(b) pentru orice u € R™, F(-,u) : [a,0] — P;  (R") este masurabild;

(c¢) pentru orice u € R™, F(-,u) : [a,b] — P; (R") este semi-continud inferior;

(d) exista o functie continud p : [a,b] — Ry astfel incat oricare ar fi s € [a,b] si
oricare ar fi u,v € R™ avem:

H(F(s,u),F(s,v)) <p(s)-|u—n|. (4.7)

Atunci au loc urmatoarele concluzii:
(i) exista cel putin o solulie pentru problema Cauchy (4.3);
(i) problema Cauchy (4.3) este Ulam-Hyers stabild.

4.3 Existenta solutiilor unei ecuatii diferentiale de
ordinul intai

In aceasti sectiune ne propunem sa obtinem cateva rezultate, fara a invoca teoria gradu-
lui, pentru problemele de coincidenta unde operatorii s i t pot fi neliniari. Pentru acest
tip de aplicatii folosim Corolarul 2.5.2. Aceste rezultate sunt bazate pe urmatoarele
lucrari: J. Garcia-Falset, C. A. Hernandez-Linares si O. Mlegnite [50].

In aceastd sectiune ne propunem sa gasim o functie absolut continua « : [0,1] —
R" astfel incat derivatele ei v/ € L'(0,1;R") satisfac aproape pentru orice punct din
intervalul (0, 1) urmatoarea ecuatie diferentiala:

w(t) — g(t,u(t),u'(t)) = f(t), t€(0,1)a.p.t.
{u((o):geR(”,) ) = [( ) ap (4.8)

unde f € L'(0,1;R™) este o functie fixatd si g : [0,1] x R"” x R” — R™ este o functie
Carathéodory. O astfel de functie u se numeste o solutie tare a ecuatiei (4.8).
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Consideram spatiul Banach (R™, || - |l.) si L'(0, 1;R™) spatiul Banach al functiilor
x : [0,1] — R™ integrabile in sens Bochner inzestrat cu norma

1
el = / () udt.

Se gtie ca daca x : [0,1] — R™ este absolut continua, atunci ea este diferentiabila
aproape peste tot pe [0, 1], derivatele ei 2’ € L'(0,1; R") si

Mai intai observam ca ecuatia (4.8) este echivalenta cu ecuatia diferentiala

{ Z’((g));gft,u(t)+g,u'(t)) = f(t), te€(0,1)a.p.t. (19)

Deci, scopul nostru este de a studia existenta solutiilor tari pentru ecuatia (4.9).
Introducem spatiul Sobolev W11(0, 1; R™), spatiul functiilor absolut continue. Acest
spatiu 1l putem scrie astfel:

W0, 1;R") == {u e L'0,1;R") : v’ € L'(0,1;R") } ,
Spatiul W1(0,1; R"™) poate fi inzestrat cu norma

lullx == max{fully, f[«[l1},

unde || - ||; este norma uzuald in L'(0,1;R™). (W51(0,1;R™), || - |[1.1) este un spatiu
Banach.

Consideram urmatorul subspatiu X := {u € W'1(0,1;R") : u(0) = 0}. Acesta este
un subspatiu inchis al lui (WH(0, 1;R™), || - |l1.1), deci el este, de asemenea, un spatiu
Banach.

Lema 4.3.1. Fie u un element din X. Atunci ||ull11 = ||v/]|1.

Lema 4.3.2. Fie f un element fizat din L*(0,1;R™). Operatorul T : X — L*(0,1;R")
definit prin T'(u)(t) = u'(t) — f(t) este expansiv gi bijectiv.

Fie M(0, 1; R™) multimea tuturor functiilor masurabile ¢ : [0,1] — R™. Daca
f :]0,1] x R® — R"™ este o functie Carathéodory, atunci f definegte un operator
Ny M(0,1;R™) — M(0, 1;R"™) prin N¢(p)(t) := f(t,¢(t)). Acest operator se numeste
operator de superpozitie (sau operator Nemytskii) generat de f. Urmatoarele trei leme
au o mare importanta in obtinerea rezultatelor dorite.

Lema 4.3.3. Fie [ :[0,1] x R™ — R" o functie Carathéodory. Daca existd o constanta
b>0 gi o functie a(-) € L% (0,1;R) astfel incat

1f (&, 2)]ln < alt) + bll]ln,
atunci functia Ny : L1(0,1;R™) — LY(0, 1;R™) este continud.
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Urmand idee lui J. Appell si P.P. Zabrejko din [6, Lemma 9.5] obtinem:

Lema 4.3.4. Fie g : [0,1] x R x R™ — R" o functie Carathéodory. Daca exista o
constanta b > 0 si o functie a(-) € L1 (0,1;R) astfel incat

lg(@, 2, 9)lln < alt) + b([lz]ln + [lylln),

atunci functia N, : WHH0,1;R") — LY(0,1;R") definitd prin

Ny(p)(t) = g(t, (1), ¢'(1))
este continud.

Lema 4.3.5. Fie g: [0,1] x R" x R™ — R"™ o functie Carathéodory pentru care erista
a€ LL(0,1,R), b,k > 0 astfel incat

1 lg(t, 2, 0)[ln < alt) + bl[z]|n,
2. Mgtz y1) — gt 2, 32)[In < Kllyr — y2/ln-
Atunci, operatorul N, : X — L*(0,1;R™) este 2k- contractie de multimi.

Pentru a studia existnta solutiilor tari ale ecuatiei (4.9), definim

T:X — L'0,1;R") prin T(u)=u—f

St X — LY0,1;R") prin S(u) = Ny(u),

unde g(t, z,y) = g(t, z + &, y).
Astfel, pentru a arata ca ecuatia (4.9) are o solutie trebuie sa aratam ca problema
de coincidenta T'(u) = S(u) admite o solutie.

Teorema 4.3.1 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernandez-Linares si O. Mlesnite [50]). Daca
max{b+k,2k} < 1, ecuatia (4.9) are cel putin o solutie in spatiul Sobolev W1(0, 1; R™).

Exemplul 4.3.1.

t 2y/t+2

{ W(t) — ) s ®) _ ry g e (0,1) (4.10)

are o solutie tare, deoarece in acest exemplu avem g(t,z,y) = CO\S/(;) - m;\j%) si deci

9(t,,0)] < L+ ool i lg(t, 2 1) — g(t 2, y2)| < 535lyn — g, ceea ce implicii faptul
ca g indeplineste conditiile Teoremei 4.3.1.
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4.4 Existenta solutiilor unei ecuatii diferentiale de
ordinul doi

In aceasti sectiune se studiaza existenta solutiilor clasice si tari ale unei ecuatii diferentiale
cu conditii Dirichlet neomogene (ne referim la ecuatia (4.11)). Pentru aceste tipuri de
aplicatii folosim Teorema 2.3.3 gi Corolarul 3.4.3. Aceste rezultate sunt bazate pe
urmatoarea lucrare: J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares si O. Mlegnite [50].

In primul rand studiem existenta solutiilor clasice pentru o ecuatie dieferentiala de
ordinul doi.

Fie Y := (C([0,1]), ] - |lo) spatiul Banach al functiilor continue u : [0,1] — R,
unde||ul|o := sup{|u(t)| : t € [0,1]}.

Notém prin C%([0,1]) := {u: [0,1] = R :u” € C([0,1])}. Acest lucru ne permite si
introducem urmatorul spatiu liniar

X = {u e C*([0,1]) : u(0) = u(1) = 0},

iar daca pe acest spatiu liniar definim norma ||lu||y := max{||ulo, |||, ||#"]l0}, atunci
(X, ]| - ||]2) este un spatiu Banach.

Pe de alta parte, daca ¢g : [0,1] x R x R — R este o functie continua, atunci g
defineste un operator N, : Y — X prin Ny(u)(t) = g(t,u(t), u"(t)). Acest operator se
numeste operator de superpozitie (sau operator Nemytskii) generat de g. Urmatoarele
leme sunt importante in analiza pe care dorim sa o facem in continuare.

Lema 4.4.1. Fie u un element din X. Atunci ||u|ls = ||u”]|o-

Lema 4.4.2. Fie f un element fizat din Y. Operatorul T : X — Y definit prin
T(u)(t) =u"(t) — f(t) este un operator expansiv si surjectiv.

Lema 4.4.3. Fie g : [0,1] x R X R xR — R o functie continua pentru care erista
k € [0,1) astfel incat

lg(t,z,y, z) — g(t,u,v,w)| < kmax{|x — ul,|y —v|, |z — w|},

oricare ar fi (t,z,y,2), (t,u,v,w) € [0,1] x R®. Atunci operatorul de superpozitie N, :
X — Y este k-contractie.

Lema 4.4.4. Fie g : [0,1] x R x R — R o functfie continua. Atunci operatorul de
superpozifie Ny : X — Y este un operator continuu st compact.

Dorim sa studiem existenta solutiilor clasice pentru ecuatia diferentiala cu conditii
Dirichlet neomogene.

u”(t) t,u(t),u'(t)) = f(t), t €10,1],
Lt L o -

unde f €Y este o functie fixata.
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In primul rand, observam ca ecuatia (4.11) este echivalenta cu o ecuatie diferentiala
cu conditii Dirichlet

{U”() (t7U(t);r V=

(v=t+&u'(t) —(v—¢§) = f(t), t€[0,1],
w(0) =0, u(l)=0. (4.12)

Deci, scopul nostru este sa studiem existenta solutiilor clasice ale ecuatiei (4.12). Pentru
aceasta, definim
T:X =Y prin T(u)(t) =u"(t) — f(t)

S:X =Y prin S(u)(t) = Ny(u)(t),

unde §(t,z,y) =g(t,x + (v -t + &y — (v —&)).

Pentru a arata ca ecuatia (4.12) are o solutie clasica trebuie sa gasim un element
up € X astfel incat T'(ug) = S(up). Aceasta se reduce la a gasi o solutie pentru problema
de coincidenta.

Ca o consecinta a Lemelor 4.4.1, 4.4.2, 4.4.3 si Teoremei 2.3.3 este urmatorul rezul-
tat.

Teorema 4.4.1 (J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares si O. Mlesnite [50]). Daca
g :10,1] x R x R — R indeplineste ipotezele Lemei 4.4.3, atunci problema (4.12) are
solutie unica.

O alta consecinta a Lemelor 4.4.1, 4.4.2, 4.4.4 i Corolarul 3.4.2 este urmatorul
rezultat.

Teorema 4.4.2. Daca g : [0,1] x R x R — R este o functie continud gi marginita
atunci problema (4.12) are o solutie.

Teorema 4.4.3 (J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares si O. Mlegnite [50]). Daca
g:[0,1] x R x R — R este o functie continud cu proprietatile:
(a) exista M > 0 astfel incat daca |x| > M, atunci xg(t,z + t(v — &) +£,0) >
max{0, —zf(t)},

(b) exista A, B > 0 astfel incit daca |x| < M, atunci |g(t,z +t(v — &) + &, y)| <
Ay + (v —€))? + B oricare ar fit € [0,1] si oricare ar fiy € R,

atunci problema (4.12) are o solutie.

Exemplul 4.4.1.
W(t) — () = £t € [0,1],
{ u(0) =¢, u(l)=v, (4.13)

are o solutie, deoarece in acest exemplu avem ¢(t,z,p) = =
conditiile Teoremei 4.4.3.

3 &i astfel g indeplineste
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In continuare, studiem existenta solutiilor tari ale unei ecuatii diferentiale de ordinul
doi.
Consideram intervalul I := (0,1) si definim spatiul Sobolev
W2 I) = {u € WHY(I) - o' € WH(D)}.

Spatiul W2!(I) poate fi inzestrat cu norma

[ull21 == max{fully, f[o][1, [lu"]l1},

unde || - ||; este norma uzuala din L'(I). Se stie c& (W*'(I),]| - ||2,1) este un spatiu
Banach.

Consideram urméatorul subspatiu X := {u € W2(I) : u(0) = 0,4/(0) = 0}. Acesta
este un subspatiu inchis al lui (W2(I), || - ||21) si deci el este, de asemenea un spatiu
Banach.

Pe de alta parte, daca g : [0,1] x R x R — R este o functie Carathéodory, atunci g
definegte un operator N, : L'(I) — M(I) prin N, (u)(t) = g(t, u(t),u'(t)), unde M(I)
este multimea tuturor functiilor masurabile ¢ : I — R. Acest operator se numeste
operator de superpozitie generat de g. Urmatoarele leme sunt importanta in analiza pe
care dorim sa o efectuam.

Lema 4.4.5. Fie u un element din X. Atunci ||ull21 = [|u"]]1.

Lema 4.4.6. Fie f un element fizat din L*(I). Operatorul T : X — L(I) definit prin
T(u)(t) =u"(t) — f(t) este un operator expansiv si surjectiv.

Lema 4.4.7. Fie g : [0,1] Xx R x R — R o functie Carathéodory pentru care exista
bye >0 si a € LL(I) care indeplineste relatia |g(t,z,y)] < a(t) + blz| + cly|. Atunci
operatorul de superpozitie Ny : X — LY(I) este un operator compact si continuu.

Dorim s# studiem existenta cel putin a unei functii u € W>1(I) astfel incat

u'(t) = g(t, u(t), /(1) = £(t), t € (0,1) ap.t.
{ u(0) = ig,u(l) =, P (4.14)

unde f € L'(I) este o functie fixata.
In primul rand, observam ca ecuatia (4.14) este echivalenta cu ecuatia diferentiala

u'(t) —g(t,u(t) +tv =& +&d )+ (v—=&)) = f(t), t € (0,1) a.p.t.
{u@):g:uﬂ) )

Deci, scopul nostru este sa demonstram ca functia u € X verifica ecuatia (4.15). Pentru
aceasta definim
T:X — LYI) prin T(u) = u" — f

S X — L'(I) prin S(u) = N;(u),
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unde g(t7$7y) = g(t,:t + t(l/ - 5) + 573/ + (V - 5))

Pentru a arata ca ecuatia (4.15) are o solutie trebuie sa gasim un element uy € X
astfel incat T'(up) = S(ug). Deci, trebuie sa vedem daca problema de coincidenta are
solutie.

Teorema 4.4.4 (J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares gi O. Mlesnite [50]). Daca
b+c <1, ecuatia (4.15) are cel putin o solutie in W>1(I).

4.5 O problema Dirichlet neliniara

In aceasti sectiune folosim rezultatele problemelor de coincidenta pentru a obtine
existenta solutiilor unei probleme Dirichlet de forma (4.16). Cu scopul de a gasi o
solutie pentru astfel de probleme aplicam Teorema 3.4.1. Aceste aplicatii sunt bazate
pe lucrarea: J. Garcia-Falset, C. A. Herndndez-Linares gi O. Mlegnite [50].

Fie €2 o submltime masurabila pe R™ care pentru simplitate presupunem ca este
marginita.

Spatiul Sobolev W™P(Q)) este spatiul Banach al tuturor functiilor din LP(Q) ale
carui derivate pana la ordinul m sunt de asemenea din LP(Q2). Norma in acest spatiu
este data prin

letllmp = llully + >~ 1Dl

1<|al<m
p— _ n . o aa1+...+an
unde a = (aq, ...,a,,) € N" |a| = D7 | o, 51 D = e e

Wy"P(Q) este inchiderea lui C§°(€2) in W™P(Q).

In continuare studiem existenta solutiilor din L!(€) pentru ecuatia

Ap(u(e)) = f(z,u(x)) 7 €0
{ @) = 0 v €00 (4.16)

Specificam conditiile care asigura existenta solutiei pentru ecuatia (4.16):
1. Q este un domeniu marginit din R™ cu frontiera, 9€), neteda.
2. pe C(R)NCYR\ {0}), p(0) = 0.
3. exista C' > 0si v € R" cu vy > 1 astfel incat
o' (r) > C|r|”~" pentru orice r € R\ {0}.

4. f: QxR — R este o functie Carathéodory astfel incat |f(s,z)| < a(s) + b|z|,
unde a € L'(Q) si b > 0. Aceste conditii ne asigura ci operatorul de superpozitie
asociat lui f,

Ny(u)(s) = f(s,u(s)),
este definit pe L'(€Q) cu valori in L'(Q) si este continuu. Facem referire la J. Apell
si P. P. Zabrejko [6] pentru mai multe detalii asupra operatorilor de superpozitie.
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H. Brezis si W. Strauss in [23] arata ca in conditiile (1) si (2), operatorul
D(P) = {u € INQ) : plu) W), Ap(w) € @}y 10
P(u) = Ap(u), u e D(P) '

este m-disipativ, ceea ce Inseamna ca — P este m-acretiv.

Definitia 4.5.1. Spunem cd v € L*(Q) este solutie pentru problema (4.16) dacd v €
L), p(v) € W' (Q), Ap(v) € L) si Ap(v(x)) = f(z,v(x)) a.p.t. x € Q. Aceasta
inseamna ca v € D(P) este o solutie pentru problema de coincidenta P(v) = Ny(v),
unde D(P) si P sunt definite in (4.17).

Teorema 4.5.1 (J. Garcia-Falset, C. A. Hernandez-Linares si O. Mlesnite [50]). Daca
conditiile (1-4) sunt indeplinite, atunci problema (4.16) are o solutie.
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