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Introducere

Scopul prezentei teze de doctorat il reprezintd studiul sistemelor de ecuatii diferentiale
neliniare cu conditii nelocale. Vom obtine rezultate de existenta si unicitate bazate pe o
abordare operatoriala ce utilizeaza teoreme de punct fix.

Metoda operatoriala vectoriala

Vom aplica principiile de punct fix ale lui Perov (o versiune vectoriald a principiului
contractiilor al lui Banach), Schauder gi Leray-Schauder. In acest scop, problemele nelocale
vor fi exprimate sub forma unor ecuatii de punct fix de tipul

u="T(u), (1)

pentru anumiti operatori neliniari 7. Astfel, un element-cheie este reprezentat de expre-
sia specificd a operatorului T' corespunzator. De fapt, in aceastd tezd, ecuatia (1) are o
structura vectoriald, si anume

{ x="T (:U ) y)

y=Ts(z,y),

unde u = (x,y), T = (11,1%), ceea ce permite celor doi termeni 77,75 si aibd un com-
portament diferit unul fata de celdlalt, dar si in raport cu cele doud variabile. Acest lucru
necesita utilizarea matricelor in locul constantelor atunci cdnd conditii de tip Lipschitz,
crestere sau marginire "a priori" sunt impuse operatorilor T} si T5. In mod corespunzitor,
este necesara utilizarea normelor vectoriale. Este de notat si faptul cd putem gener-
aliza intr-un mod foarte simplu abordarea din cazul sistemelor bidimensionale la cazul
n-dimensional.

Din punct de vedere istoric, in 1964 A.I. Perov [63] a dat o versiune vectoriald prin-
cipiului contractiilor al lui Banach si a aplicat-o sistemelor diferentiale, ardtand avantajul
utilizarii matricelor convergente la zero gi a normelor vectoriale. Recent, R. Precup [65] a
aratat ca aceastd metoda poate fi pusa in legdtura cu alte principii din analiza neliniara,
cum ar fi teoremele lui Schauder, Leray-Schauder si Krasnoselskii. Aici, autorul a explicat
de asemenea ca utilizarea normelor vectoriale si, in mod corespunzator, a matricelor con-
vergente la zero este mult mai adecvatd in tratarea sistemelor de ecuatii. Aceste sisteme
apar in modelarea matematica a diferitelor procese si fenomene din domenii variate, cum
ar fi fizica, biologia, chimia, ingineria, economia etc., atunci cand diferite cantitati variaza
in timp gi interactioneaza.

Problemele nelocale studiate in cadrul tezei de doctorat

Initial, in Capitolul 2, consideram problema cu conditii nelocale discrete (polilocale)



a' (t) = f(tz(t),y))
y(8) =gtz (t),y(t)
z (0) + kglakx(tk) = (a.p.t. pe [0,1])
y(0) + iaky(tk) =0,
\ k=1

unde t; sunt puncte date astfel incat 0 <t; <ty < ... <t,, < 1.
Ulterior, in locul conditiilor de tip discret vom considera conditii nelocale date prin
intermediul a doua functionale liniare si continue, a, 8 : C[0, 1] — R, mai exact

z(0) = afz], y(0)=py] (conditii necuplate)

si de asemenea

z(0) = afy], y(0) = pBlz] (conditii cuplate).
In Capitolul 3, vom trata cazul n-dimensional si conditiile cuplate liniare generale
u(0) = aful,

unde u = (uy, ug, ..., up) si a: C(]0,1],R") — R™, in timp ce in Capitolul 4 vom discuta
ecuatiile si sistemele de ecuatii diferentiale de ordinul doi de forma

(t € 10,1]), cu conditii nelocale pe trei puncte 0,7, to.
Metodele folosite sunt apoi adaptate in Capitolul 5 pentru a studia problema

e

y (t) = fo(t,z (t),y(t

2 (0) = ale,y] telo1]
¥ (0) = Bla.y]

cu conditii nelocale date de functionale neliniare o, 3 : C[0,1]> — R. Aici, operatorii
neliniari 77, T vor actiona pe spatiul produs (C'[0, 1] x R)2 incorporand in acest fel conditi-
ile neliniare.

Programul folosit pe parcursul acestei lucrari este aplicat in final in cadrul Capitolului
6 pentru o claséd speciald de probleme, mai exact pentru sisteme cu impulsuri de forma

10~ T2 ) 30
Yy () = fo(t,z(t),y(t

A$|t:t0 = 1($(t0)>, Ay|t:t0 = [2(3/(150)), te (07 1)a t?'é to.
2 (0) = arfz], y (0) = azly],

Aici, tg € (0,1) si Av|i—¢, are semnificatia de “salt” al functiei v in t = to, adicd Av|i=, =
v(td) — v(ty), unde v(ty),v(ty) sunt limitele la stanga i la dreapta ale lui v in ¢ = to.



Conditiile nelocale

Motivatia studierii problemelor nelocale este data de faptul cd problema Cauchy ne-
locala are efect mai bun in aplicatii decat problema Cauchy clasica, fiind de obicei mai
exactd in masuratorile fizice. De asemenea, modelarea matematica a diferitelor procese
reale, cum ar fi fluxul de caldura, cel al fluidelor, chimic sau biologic, acolo unde conditi-
ile nelocale pot fi interpretare ca feedback-uri de control, au adus in atentie tratamentul
problemelor nelocale.

Studiul problemelor nelocale abstracte semiliniare a fost initiat de catre L. Byszewski
[19, 20], L. Byszewski si V. Lakshmikantham [21] si continuat mai apoi in numeroase alte
lucrdri: S. Aizicovici si Y. Gao [3], S. Aizicovici gsi M. McKibben [5], J. Liang, J.H. Liu si
T. Xiao [46], J.H. Liu [47], S.K. Ntouyas si P.Ch. Tsamatos [58] si referintele din acestea.
Asa cum s-a remarcat in L. Byszewski [20], problemele nelocale apar in mod natural in
modelarea problemelor fizice, mentionam in acest sens lucrarile G. Infante si J.R.L. Webb
[40], J.R.L. Webb si G. Infante [76, 77] si G. Infante, F.M. Minhés gi P. Pietramala [36].
O metoda unitara de stabilire a existentei si multiplicitatii solutiilor pozitive pentru un
numar mare de ecuatii diferentiale de ordin arbitrar cu un numér aleator de conditii la
limita nelocale a fost data in J.R.L. Webb si G. Infante [76, 77]. De asemenea, alte discutii
referitoare la importanta conditiilor nelocale in diferite domenii aplicative, exemple de
probleme cu conditii nelocale si referinte la alte lucrari ce trateaza conditii nelocale pot
fi gdsite in H.-K. Han i J.-Y. Park [34], D. Jackson [41], H.C. Lee [45] si referintele din
acestea.

Numerosi autori au studiat diferite tipuri de probleme nelocale in special cu conditii
la limitd pe mai multe puncte (a se vedea, de exemplu A. Boucherif si R. Precup [17],
AM.A. El-Sayed, E.O. Bin-Taher [27], O. Nica si R. Precup [52], S.K. Ntouyas [59] si
referintele corespunzatoare pentru ecuatii diferentiale de ordinul intai, S.K. Ntouyas [59],
R.P. Agarwal, D. O’Regan si S. Stanék [2], C.P. Gupta, S.K. Ntouyas si P.Ch. Tsamatos
[33], G. Infante [35], R. Ma [50], S. Stanék [71] pentru ecuatii de ordinul doi, sau M.
Eggensperger si N. Kosmatov [26], J.R.L. Webb, G. Infante gi D. Franco [80] pentru ecuatii
de ordin superior. Problemele nelocale ce implicd conditii la limitd date prin intermediul
unor functionale liniare si continue, sau echivalent integrale Stieltjes, au fost studiate de
exemplu in lucrdrile G. Infante [35], G.L. Karakostats gi P.Ch. Tsamatos [42], O. Nica
[53, 55], J.R.LL Webb si G. Infante [78], J.R.L. Webb, G. Infante si D. Franco [80].

Mentiondm de asemenea alte céteva lucrari ce trateazd probleme nelocale pentru
diferite clase de ecuatii si sisteme de ecuatii diferentiale: S. Aizicovici si H. Lee [4], M.
Benchohra si A. Boucherif [7], M. Benchohra, E.P. Gatsori, L. Gorniewicz si S.K. Ntouyas
[8], O. Bolojan-Nica, G. Infante si R. Precup [11], O. Bolojan-Nica, G. Infante si R. Pre-
cup [12], A. Boucherif [14]-[16], A. Boucherif si R. Precup [18], G. Infante si P. Pietramala
[37, 38], G. Infante si J.R.L. Webb [40], G.L. Karakostas si P.Ch. Tsamatos [42], O. Nica
[54], S.K. Ntouyas [59], R. Precup [64], R. Precup si D. Trif [66], J.R.L. Webb [74], J.R.L.
Webb si G. Infante [75], J.R.L. Webb si K.Q. Lan [79], X. Xue [81, 82] i Z. Yang [83].

Structura tezei de doctorat

Teza de doctorat este structurata in sase capitole, fiecare capitol fiind organizat in mai
multe sectiuni.

Capitolul 1 este dedicat in intregime prezentarii unor notiuni, rezultate si notatii pre-
liminare de care vom avea nevoie pe parcursul lucrarii. Aici, in Sectiunea 1.1 introducem
conceptele de metricd vectoriald si norma vectoriald, in timp ce in Sectiunea 1.2 vom



prezenta un alt instrument de lucru esential in investigarea noastra, si anume notiunea de
matrice convergentd la zero. Apoi, in Sectiunea 1.3, vom reaminti principiile clasice de
punct fix ale lui Perov, Schauder si Leray-Schauder pe care le vom aplica in mod frecvent
in cadrul acestei teze. Alte rezultate auxiliare vor fi de asemenea prezentate in capitolele
care urmeaza.

In Capitolul 2 avem in discutie trei tipuri de probleme nelocale pentru sisteme de
ecuatii diferentiale de ordinul intai. Sectiunea 1.2 contine o prezentare generald a capi-
tolului in care explicdm continutul fiecarei sectiuni si prezentdm principalele instrumente
si metode de lucru folosite.

Motivati de lucrarea A. Boucherif si R. Precup [17], in Sectiunea 2.2 ne ocupam de
problema nelocalid pentru sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul intai

a'(t) = f(tz(t),y))
Yy (8) =gtz (t),y(t)
z (0) + k§1akx(tk) =0 (a.p.t. pe [0,1])
y(0) + iaky(tk) =0,
\ k=1

unde f, g : [0,1]xR? — R sunt functii Carathéodory, 3 sunt puncte date cu proprietatea 0 <

m
t1 <te < ... <ty < 1si ag, ap sunt numere reale astfel incat 1+ > ar # 0 si
k=1

m

1+ > ar # 0. Sectiunea 2.2 contine trei subsectiuni, fiecare dintre acestea fiind dedicate
k=1

studiului existentei solutiilor pentru problema de mai sus. Demonstratiile se vor baza pe

principiile de punct fix ale lui Perov, Schauder si Leray-Schauder ce vor fi aplicate unui
operator integral neliniar divizat in doua parti, o parte de tip Fredholm pentru subinter-
valul ce contine punctele implicate de conditia nelocald, gi o altd parte de tip Volterra
pentru restul intervalului. Normele vectoriale si matricile convergente la zero joaca un rol
important in cadrul acestei abordari.

In Sectiunea 2.3 si Sectiunea 2.4, vom extinde ideile ideile Sectiunii 2.2 prin conside-
rarea conditiilor initiale nelocale ca fiind exprimate mai general, prin intermediul unor
functionale liniare si continue, ca in lucrdrile lui J.R.L. Webb [74], J.R.L. Webb si G.
Infante [75, 76, 77], J.R.L. Webb si K.Q. Lan [79]. Astfel, in Sectiunea 2.3 vom discuta
problema cu nelocald de tipul

! Et)) :JJ; E , ((t; ,yét;;

y, t) = y L t Y t

z (0) = afz] (a.p.t. pe [0,1])
y (0) = By,

in timp ce in Sectiunea 2.4 vom studia problema

(t) = Stz (t),y(t))
() = fa(t, 2 (t),u(t))
B

)
(0) =

(t,x
(t,x

(a.p.t. pe [0,1])

—
(=)

ly

]
[z],

unde fi1, f2 : [0,1] x R? — R sunt de asemenea functii Carathéodory, iar «, 8 : C[0,1] — R
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sunt functionale liniare gi continue astfel incat 1 — a[l] # 0 si 1 — §[1] # 0, in primul caz,
si 1 — a[1]B[1] # 0, in cel de-al doilea caz. Fiecare din Sectiunile 2.3 gi 2.4 sunt impartite
in trei subsectiuni. Aici, rezultatele de existentd si unicitate sunt obtinute initial prin
impunerea unor conditii de tip Lipschitz sau de cregtere pe intregul interval [0, 1], si apoi,
in cea de-a doua parte a fiecdrei subsectiuni, sub conditii similare date in mod diferit pe
doud subintervale [0, o] si [to, 1] . In cel de-al doilea caz, operatorul integral neliniar asociat
problemei va fi scindat in doud parti, una de tip Fredholm si cealalta de tip Volterra, fapt
ce este reflectat in comportamentul neliniaritatilor.

Principalele rezultate din Sectiunea 2.2 sunt: Teorema 2.2.1, ce reprezintd un rezultat
de existentd si unicitate, ca aplicatie a teoremei de punct fix a lui Perov; Teorema 2.2.2
si Teorema 2.2.3, doud teoreme de existentd rezultate din principiile de punct fix ale lui
Schauder si Leray-Schauder, respectiv. Rezultatele din aceastd sectiune au fost publicate
in lucrarea O. Nica gi R. Precup [52].

Cele mai relevante rezultate din Sectiunea 2.3 sunt: Teorema 2.3.1 si Teorema 2.3.2,
doua rezultate de existenta si unicitate ce utilizeaza principiul de punct fix a lui Perov;
Teorema 2.3.4 si Teorema 2.3.5, rezultate de existentd bazate pe teorema de punct fix
a lui Schauder; Teorema 2.3.7 si Teorema 2.3.8, doua teoreme de existentd ce reprezinta
aplicatii la principiul Leray-Schauder; Exemplul 2.3.3 i Exemplul 2.3.6 doua rezultate ce
ilustreaza teoria. Cea mai mare parte a acestor rezultate se regisesc in lucrarile O. Nica
[53, 55].

Principalele contributii din Sectiunea 2.4 sunt: Teorema 2.4.1 gi Teorema 2.4.2 de
existenta si unicitate; Teorema 2.4.4, Teorema 2.4.5, Teorema 2.4.7, Teorema 2.4.8 de
existentd; Exemplul 2.4.3 si Exemplul 2.4.6, aplicatii numerice ale rezultatelor teoretice.

Capitolul 3 extinde la cazul general rezultatele din Capitolul 2. Mai exact, consideram
sistemul n-dimensional

uh (t) = f1(tur (t), ua(t), ..
uh (1) = fo (t,ug (8),uz(t), .. up (1)

ub (£) = fo (bur (8) ,uz (£) oy up (8))
a.p.t. t din [0, 1], supus conditiilor nelocale cuplate

u1 (0) = an1[ur] + aaafug] + ... 4 aip [us],
U2 (0) = agl[ul] + Ozgg[Ug] + ...+ a9y [un] ,

Up, (0) = apiu1] + analuz] + ... + ang (] -

Aici fi, fa, wo fn 2 [0,1] x R — R sunt functii L'-Carathéodory si a;; : C[0,1] —
R, 4,5 = 1,2,...,n sunt functionale liniare si continue. Problema poate fi rescrisd sub

form4& vectoriala
{ u (t) = f(t,u(t)), a.p.t.pe [0,1],
u(0) = alu],
unde u = (u1, w2, ..., un), f=(f1, fo, - fn),si

afu] = (g [u], asu], ..., anlu]),

Q; [u] = ail[ul] + Oéiz[’ua] + .o+ Oy [un] (i=1,2,...,n).

11



In mod cert, in acest caz « este o functie liniard si continui din C ([0, 1],R") in R".
Acest capitol contine patru sectiuni. Dupd o prezentare generald datd in Sectiunea 3.1,
prezentam rezultatele de existentd bazate pe teoremele de punct fix ale lui Perov, Schauder
si Leray-Schauder, in Sectiunea 3.2, Sectiunea 3.3 si Sectiunea 3.4, respectiv.

Principalele rezultate din acest capitol sunt: Teorema 3.2.1, Teorema 3.3.1 si Teo-
rema 3.4.1; Exemplul 3.2.2 si Exemplul 3.3.2 ce prezintd doua aplicatii numerice. Aceste
contributii pot fi gasite in lucrarea O. Bolojan-Nica, G. Infante gi R. Precup [11].

Capitolul 4 este dedicat studiului ecuatiilor si sistemelor de ecuatii diferentiale de
ordinul doi cu conditii la limitd pe trei puncte. Capitolul este structurat in cinci sectiuni
dupd cum urmeaza. O prezentare generald asupra problemelor i continutului din acest
capitol este datd in Sectiunea 4.1. Apoi, fiind motivati de lucrarea lui E.V. Castelani si
T.F. Ma [23], in Sectiunea 4.2, incepem investigatia noastra prin a studia problema la
limit& pe trei puncte pentru ecuatii diferentiale de ordinul doi

{ u" = f(t,u,u’)
u(0) = 0, u(to) = g(u(n)),

unde 0 < 1 < tg < 1si f, g sunt functii continue. In Sectiunea 4.3, ddm rezultate de
existentd pentru sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul doi

0<t<ty

pe un interval dat [0, o). In Sectiunea 4.4 studiem problema din Sectiunea 4.2 pe un
interval mai mare [0, 1], si anume

{ u’" = f(t,u,u’)
u(0) =0, u(to) = g(u(n)),

unde tg < 1. In cele din urmi, in Sectiunea 4.5, o strategie similard este aplicatd unui
sistem de doua ecuatii diferentiale de ordinul al doilea. Principalele rezultate din acest
capitol sunt: Teorema 4.2.1, Teorema 4.2.2, Teorema 4.2.4 si Teorema 4.3.1, Teorema
4.3.2, rezultate de existentd pe [0, %o] pentru ecuatii si respectiv, sisteme; Teorema 4.4.1,
Teorema 4.4.2, Teorema 4.4.3, Teorema 4.4.4 si Teorema 4.5.1, Teorema 4.5.2, Teorema
4.5.3, Teorema 4.5.4, rezultate de existentd pentru ecuatii si sisteme pe [0, 1]. Rezultatele
din acest capitol apar in lucrarea O. Nica [54].

Obiectivul Capitolului 5 este acela de a studia existenta solutiilor problemei nelocale
pentru un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intai, cu conditii nelocale neliniare

e
y (t) = fo(t,z (t),y(t
%(0) = afz, ] - telod

Aici f1, f2 : [0,1] x R? — R sunt functii continue, in timp ce «, : C[0,1]> — R sunt
functionale neliniare si continue. Rezultatele de existentd sunt stabilite prin intermediul
principiilor de punct fix ale lui Perov, Schauder si Leray-Schauder combinate cu tehnica
bazatd pe folosirea metricilor vectoriale si a matricelor convergente la zero. Aici, princi-
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palele contributii sunt: Teorema 5.2.1, ce reprezinta un rezultat de existenta si unicitate
ce are la baza principiul de punct fix a lui Perov; Teorema 5.3.1 gi Teorema 5.3.3, dou&
rezultate de existentd date ca aplicatie directa a teoremelor lui Schauder gi respectiv
Leray-Schauder; Exemplul 5.2.2 gi Exemplul 5.3.2, doua aplicatii numerice care ilustreaza
rezultatele date de Teorema 5.2.1 gi Teorema 5.3.1. Aceste rezultate sunt parte a lucrarii
O. Bolojan-Nica, G. Infante si R. Precup [13].

Metodele pe care le-am folosit cel mai des in capitolele precedente sunt adaptate in
cele ce urmeaza in cadrul Capitolului 6 pentru cazul sistemelor cu impulsuri cu conditii
nelocale exprimate prin intermediul functionalelor liniare si continue date de integrale
Stieltjes

' (t) = fu(t,z (t),y(t)),
), y(t))

A.’l?|t:t0 = I1($U(to)’), Ay|t:t0 — I2(y(t0)), € (0, 1)a t;'é to.

Aici tg € (0,1) si Av|—, semnificd “saltul” functiei v in ¢ = ¢, adicd Av|i—y, = v(t§) —
v(ty ), unde v(ty ), v(t$) sunt limitele la stanga si la dreapta ale lui v in ¢t = ty. Capitolul
este fmpdrtit in patru sectiuni. Dupd o prezentare generald in Sectiunea 6.1, Sectiunea
6.2 prezinta un rezultat de existentd si unicitate prin aplicarea principiului de punct fix a
lui Perov, in timp ce in Sectiunea 6.3 expunem un rezultat de existenta ca o consecinta a
teoremei de punct fix a lui Schauder. Principiile de punct fix aplicate sunt completate de
tehnica bazata pe norme vectoriale si matrici convergente la zero. Principalele contributii
din acest capitol sunt urmaétoarele: Teorema 6.2.1, o teoremé& de existenta si unicitate;
Teorema 6.3.1 de existentd; Exemplul 6.2.2 gi Exemplul 6.3.2. Aceste rezultate sunt incluse
in lucrarea O. Bolojan-Nica, G. Infante gi P. Pietramala [12].

Cateva directii de cercetare viitoare

Metodele folosite pe parcursul tezei de doctorat pot fi aplicate si altor clase de prob-
leme, de exemplu, sistemelor de ecuatii de evolutie de tipul

/

o’ (t) + Arz(t) = f1(t,
y' (t) + Agy(t) = fa (,

(0) + % arx(ty) =0
k=1

y(0) + 3 ary(ty) = 0.
\ k=1

Aici, operatorul liniar —A; : D(A;) € X; — X, genereaza un semigrup de contractii tare
continuu {S;(t),t > 0} pe un spatiu Banach (Xi, HXZ) , pentru i = 1,2. In particular,
putem considera sisteme de ecuatii parabolice si hiperbolice.

O altd idee este aceea de a utiliza o versiune vectoriald a teoremei de punct fix a
lui Krasnoselskii pentru suma a doi operatori (a se vedea A. Viorel [73]) impreuna cu
metoda ce utilizeazd matrici convergente la zero, in scopul de a trata probleme nelocale
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mai complicate, cum ar fi problema

' (t) = gu(t, (1), y(t) + ha(t, ' (t), ' (2))
Y1) = g2(t, x(t), y(t) + ha(t, (1), 4/ (¢))
2(0) = alz]
y(0) = By,

unde g;, h; : [0,1] x R? — R sunt functii Carathéodory si v, 3 : [0,1] — R sunt functionale
liniare si continue. Desigur, toate celelalte probleme studiate in cadrul acestei lucrari pot

fi generalizate in acest fel.

Activitatea de cercetare a autorului tezei de doctorat

Majoritatea rezultatelor din aceasta teza de doctorat fac parte din urmatoarele lu-

criri/manuscrise:

e O. Nica and R. Precup, On the nonlocal initial value problem for first order differ-

ential systems, Stud. Univ. Babes-Bolyai Math. 56 (2011), No. 3, 125-137.

O. Nica, Initial-value problems for first-order differential systems with general non-
local conditiile, Electron. J. Differential Equations 2012 (2012), No. 74, 1-15.

O. Nica, Existence results for second order three-point boundary value problems,
Differ. Equ. Appl. 4 (2012), 547-570.

O. Nica, Nonlocal initial value problems for first order differential systems, Fixed
Point Theory 13 (2012), 603-612.

0. Nica, Extensions of the Leray-Schauder Principle for integral systems, An. Univ.
Oradea Fasc. Mat. 9 (2012), No. 2, 63-81.

O. Nica, A fixed point approach to first order differential equations and systems,
Ann. Tiberiu Popoviciu Semin. Funct. Equ. Approx. Convexity 10 (2012), 141-
153.

O. Bolojan-Nica, G. Infante, R. Precup, Existence results for systems with coupled
nonlocal initial conditiile, Nonlinear Anal. 94 (2014), 231-242.

O. Bolojan-Nica, G. Infante, P. Pietramala, Existence results for impulsive systems
with initial nonlocal conditiile, Math. Model. Anal., to appear.

O. Bolojan-Nica, G. Infante, R. Precup, Existence results for systems with coupled
nonlocal nonlinear initial conditiile, submitted.

O parte a acestor rezultate au fost prezentate la urméatoarele conferinte stiintifice,

workshop-uri gi intalniri de lucru:

e International Conference on Sciences (ICS), November 11-12, 2011, Oradea, Roma-
nia.
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e International Conference of Nonlinear Operators, Differential Equations and Appli-
cations (ICNODEA), July 5-8, 2011, Cluj-Napoca, Romania.

e The Fifth International Workshop 2012 "Constructive Methods for Non-Linear Bound-
ary Value Problems", June 28-July 1, 2012, Tokaj, Hungary.

e 6" European Congress of Mathematics (6ECM), July 2-6, 2012, Krakow, Poland.

e 10" International Conference on Fixed Point Theory and its Applications (IC-
FPTAC), July 9-15, 2012, Cluj-Napoca, Romania.

e Research Seminar of the Department of Mathematics, October 22, 2012, University
of Calabria, Cosenza, Italy.

e A treia sesiune nationald de comunicari stiintifice a doctoranzilor, June 10-16, 2013,
Timigsoara, Romania.

e The Fourteenth International Conference on Applied Mathematics Computer Science
si Mechanics, "Theodor Anghelutd" Seminar, August 29-31, 2013, Cluj-Napoca,
Romania.

Multumiri

Autoarea doreste si-si exprime recunostinta fata de conducétorul sdu de doctorat, Pro-
fesorul Radu Precup, pentru intreaga munca, sprijinul constant, rdbdarea si indrumarea
oferite, lucruri ce au facut posibil acest proiect de cercetare. Numeroase alte multumiri
sunt de asemenea adresate tuturor membrilor Grupului de Ecuatii Diferentiale, pentru
ajutorul si discutiile fructuoase oferite de-a lungul programului de doctorat si in timpul
seminariilor de cercetare. Multumiri speciale sunt adresate Profesorilor Gennaro Infante gi
Paola Pietramala pentru informatiile si sfaturile stiintifice, indrumarea permanenta oferite
pe parcursul stagiului de cercetare din cadrul Universitatii din Calabria, Cosenza, Italia gi
de asemenea tuturor membrilor Departamentului de Matematica de la Universitatea din
Calabria pentru implicarea de care au dat dovada.

Cuvinte cheie: Ecuatie diferentiald neliniard; sistem diferential; problema cu valori
initiale; problema la limita; ecuatie diferentiald cu impulsuri; conditie nelocala; punct
fix; contractie; operator compact; norma vectoriala; matrice convergentd la zero.
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Capitolul 1

Preliminarii

In acest capitol vom prezenta cAteva notiuni si rezultate preliminarii folosite pe parcursul
tezei de doctorat. Metricile gi normele vectoriale, matricele convergente la zero si principiile
de punct fix ale lui Perov, Schauder si Leray-Schauder sunt principalele instrumente de
lucru din aceastd lucrare.

1.1 Metrici si norme vectoriale

Definitia 1.1.1 Fie X o multime nevidd. Prin metricd vectorialda pe X intelegem o
functie d : X x X — R"™ astfel incit

(1) d(xz,y) > 0 oricare ar fi x,y € X gi d(x,y) =0 daca §i numai dacd © = y;

(17) d(z,y) = d(y,x) oricare ar fi z,y € X;

(131) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) oricare ar fi x,y,z € X
in raport cu relatia naturala de ordine din R™. Mai exact, daca x,y € R*, © =
(21, %2,y Tn)s Y = (Y1, Y2, - Yn), prin @ <y intelegem x; < y; pentrui=1,2,...,n.

Perechea (X, d) se numeste spatiu metric generalizat.

Definitia 1.1.2 Fie X un spatiu liniar. O aplicatie ||-]] : X — R™ se numeste norma
vectoriala daca

(2) ||z]| > 0 oricare ar fix € X si ||z|| =0 daca gi numai daca x = 0;
(i7) || Az|| = |A| ||z|| oricare ar fiz € X si X € R;
(133) |l +yll < ||lz|| + |yl oricare ar fi z,y € X.

In mod evident, fiecare spatiu liniar inzestrat cu o normé& vectoriala este un spatiu
metric generalizat cu metrica vectoriala

d(z,y) = [l =yl
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1.2 Matrice convergente la zero

Definitia 1.2.1 O matrice patratica M € My, (R™) cu elemente nenegative se numeste
convergenta la zero daca
MF =0 cind k — oo.

Lema 1.2.2 Fie M € Myx, (R™) o matrice patratica cu elemente nenegative. Urma-
toarele afirmatii sunt echivalente:

(i) M este o matrice care converge la zero;

(ii) I — M este nesingulard i (I — M)~ = I+ M + M? + ... (unde I este matricea
unitate de acelasgi ordin ca si M );

(iii) wvalorile proprii ale lui M sunt localizate in discul unitate al planului complex;

(iv) I — M este nesingulard si (I — M)~ sunt elemente nenegative.

Lema 1.2.3 Daca A este o matrice patratici ce converge la zero gi elementele unei alte
matrice patratice B sunt suficient de mici, atunci A+ B este de asemenea convergenta la
Zero.

Definitia 1.2.4 Un operator T : X — X se numeste contractie generalizata (in raport
cu metrica vectoriala d din X ) daca existd o matrice convergenta la zero M astfel incdt

d(T(u), T(v)) < Md(u,v) oricare ar fi u,v € X.

1.3 Teoreme de punct fix

Teorema 1.3.1 (Perov) Fie (X,d) un spatiu metric generalizat complet si T : X — X
o contractie generalizatd cu matricea Lipschitz M. Atunci T are un unic punct fix ©* si
pentru oricare x € X avem

d(T*(x),2*) < M*(I — M)™Yd(z, T(z)), k €N.

Teorema 1.3.2 (Schauder) Fie X un spaliu Banach, D C X o submultime nevida
convexa, inchisa gi marginita si T : D — D un operator complet continuu (i.e., T este
continuu g1 T(D) este relativ compact). Atunci T are cel putin un punct fiz.

Teorema 1.3.3 (Leray—Schauder) Fie (X,|.|x) un spatiu Banach, R > 0 gi T :
Bx(0; R) — X wun operator complet continuu. Daca |u|x < R pentru oricare solutie
u a ecuatiei u = \T'(u) §i pentru oricare X € (0,1), atunci T are cel putin un punct fix.
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Capitolul 2

Probleme nelocale pentru sisteme
de ecuatii diferentiale de ordinul in-
tai

2.1 Prezentare generala

Acest capitol este dedicat studiului existentei solutiilor problemelor cu valori initiale pen-
tru sisteme de ecuatii diferentiale neliniare planare cu conditii nelocale exprimate prin
intermediul unor functionale liniare discrete gi continue.

2.2 Sisteme de ecuatii diferentiale de ordinul intai cu conditii
polilocale

In aceastd sectiune, avem in studiu problema nelocalf pentru sistemul de ecuatii difer-
entiale de ordinul intai, de tipul

((2'(t) = f(t,z(t),y(t)
v (t) =gtz (t),y(t))
z (0) + kglakx(tk) =0 (a.p.t. pe [0,1]) (2.2.1)
y(0) + S any(ts) = 0.
k=1

Aici f,g : [0,1] x R? — R sunt functii Carathéodory, t; sunt puncte date astfel incat

m
0<t1<te< ... <ty <1 si ag, ar sunt numere reale cu proprietatea 1+ > ap # 0 si
k=1

m
1+ > a # 0. Este de observat faptul cd conditiile nelocale neomogene
k=1

z(0) + i arx(ty) = o
k=1

y (0) + f)&'ky(tk) =0
k=1
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pot fi intotdeauna reduse la unele omogene (cu xg = yo = 0) prin schimbadrile de variabila
z1(t) := z(t) — a o §i y2(t) := y(t) — @ yo, unde

m -1 m -1
a= (1 + Zak> si a= (1 + Zak) . (2.2.2)
k=1 k=1

Aceasta poate fi viazuta ca o problemé de punct fix in C [0, 1]2 pentru operatorul complet
continuu 7' = (T1,T»), T : C'[0,1)> — C[0,1]*, unde T} si Ts sunt date prin

Ty (x, y)(t) = —aéak Jok £ (s, (), y(s) ds + [5 f (5,2 (5),y(s)) ds,
Ty(x,y)(t) = —553151@ Jo" 9 (s, (s) . y(s)) ds + [y 9 (s, (5),y(s)) ds.

Operatorii 77 si T» apar ca suma a doi operatori integrali, unul de tip Fredholm, a cérui
valori depind de restrictiile functiilor pe [0, ¢,,], si un alt operator de tip Volterra depinzand
de restrictiile pe [t,, 1], asa cum a fost ardtat in lucrarea A. Boucherif si R. Precup [17].
Astfel, Th poate fi rescris ca T = TF, + Ty;, unde

—akglak fg’“ f(s,x(s),y(s))ds+ fg f(s,x(s),y(s))ds, dacat <ty

Tn@o® =1 ‘a t
—akZ::lak fo’“ f(s,z(s),y(s))ds+ fom f(s,z(s),y(s))ds, dacat>t,

si

- N 0, dacad t <ty
Vi (z,y)(t) = JE f(s,a(s),y(s))ds, dacd t> ty,.

In mod similar, Ty = T, + Ty;, unde

—alglﬁk fotk g(s,z(s),y(s))ds+ fotg (s, (s),y(s))ds, dacdt <ty

TFQ(‘Tﬂy)(t) = PR t
Yk [y 9 (5, (), 9(5)) ds + 5" 9 (5, (5). y(s)) ds, dack £ b

- Ao 0, daca t<tn,
Vo (2, y)(t) = JEg(s,a(s),y(s))ds, dacd t >ty

2.2.1 Neliniaritati cu proprietatea Lipschitz. Aplicatie a teoremei de
punct fix a lui Perov

Aici, vom arita cad existenta gi unicitatea solutiilor problemei (2.2.1) rezulta din teorema
de punct fix a lui Perov in cazul in care f, g satisfac conditiile Lipschitz in x si y :
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_ bile — | + b |y — 7|, dacit e 0,tm]
taxv - t,$, S _ ~ _ ’ o ’ 2.2.3
£ 2,y) = (6,25 { cle—Z|+cly—yl, dacate [tm,1], ( )
_ Bilx—7= +§1 y—19y|, daca tel0,t
lg(t, 2, y) — 9(t,7,7)| < lw =2l + Bily =] iy 0, tm] (2.2.4)
Cile—z|+Cily—79|, dacdté€ [tm,]]
oricare ar fi x,y,7,y € R.
. m m
In cele ce urmeaza, notdm Ay := 1+ |a| > |ag|, A2 =1+ |a|] > |ag|, unde a si @ sunt
k=1 k=1

date de (2.2.2).

Teorema 2.2.1 Daca f, g satisfac conditiile Lipschitz (2.2.3), (2.2.4) gi matricea

bitm Ay byt A

MO = ~
BlthQ BlthQ

(2.2.5)

este convergenta la zero, atunci problema (2.2.1) are o unica solutie.

2.2.2 Neliniaritati cu crestere cel mult liniara. Aplicatie a teoremei de
punct fix a lui Schauder

Aici demostram ca existenta solutiilor problemei (2.2.1) rezulta din teorema de punct fix
a lui Schauder in cazul in care f, g satisfac in locul conditiilor de tip Lipschitz, conditiile
mai relaxate de crestere cel mult liniara:

by |z|+ by |yl +di,  daci t € [0, ]
t < - ’ ’ 2.2.6
[tz 9)l < { alzl+cilyl +de, dacdt € [tpm,1], ( )

Bi|z|+ Bily|+ D1, dacit e [0,ty]

2.2.7
Cylz|+ Cy |yl + D2, dacdt € [tm, 1], ( )

l9(t,z,y)| < {

oricare ar fi z,y € R si coeficientii nenegativi bi,ci,di,gi,@,cz,Bi,Ci,Di,Ei,CN’i,f)i,i =
1,2.

Teorema 2.2.2 Daca f, g satisfac conditiile (2.2.6), (2.2.7) i matricea (2.2.5) este con-
vergenta la zero, atunci problema (2.2.1) are cel putin o solutie.

2.2.3 Neliniaritati mai generale. Aplicatie a principiului Leray-Schauder

Consideram ca neliniaritdtile f, g satisfac conditiile de cregtere mai generale, si anume:

wi(t, |ul,),  dacdte[0,tn]
/(& u)l < { a%t)ﬁl(]u\e), dacii t € [t 1], (2.2.8)

wa(t, ul,), dacid t € [0,t,,)
lg(t, w)] 3{ a(t)By([ul.), dack t € [t, 1], (2.2.9)

oricare ar fi u = (z,y) € R?, unde prin |u|, intelegem norma euclidiani din R?. Aici wq, wo
sunt functii Carathéodory pe [0, t,,] X R, nedescrescitoare in cel de-al doilea argument,
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a € L'[tm,1], in timp ce By,8, : Ry — R, sunt nedescrescitoare si 1/ (8 + B5) €
Li (0,00).

loc

Teorema 2.2.3 Presupunem ci au loc conditiile (2.2.8), (2.2.9). In plus, si presupunem
cit existd, un numir pozitiv Ry astfel incat pentru p = (py, py) € (0, 00)?

tm
i 0 W1(t, |p
1 m
g f(] w2(t’ |p

[

~—
QU
~
\Y

1
AU implica |p|, < Ro (2.2.10)
Ay

o

§t
00 dr /1
— > | as)ds, 2.2.11
v B 45 Jo, B
. 9 . 971/2
unde R* = [(Al Joo wa(t, Ro)dt) + (Ag o wg(t,Ro)dt) ] . Atunci problema (2.2.1)

are cel putin o solutie.

2.3 Conditiile nelocale z (0) = «a[z], y (0) = Sly]

Obiectivul principal al Sectiunii 2.3 este de a extinde rezultatele obtinute in Sectiunea
2.2 la cazul in care conditiile nelocale sunt exprimate mai general, in termenii a doua
functionale liniare i continue pe C[0, 1].

Mai exact, avem de-a face cu problema nelocala pentru sistemul de ecuatii diferentiale
de ordinul intai de forma

(t),y(t)) (a.p.t. pe [0,1]) (2.3.12)

Aici f1, f2 : [0,1] x R? — R sunt functii Carathéodory, a, 8 : C[0,1] — R sunt functionale
liniare si continue astfel incat 1 — a[1] # 0 si 1 — B[1] # 0.

Aceasta poate fi viizutd ca o problemd de punct fix in C'[0, 1]2 pentru operatorul
complet continuu 7' : C'[0,1]> — C[0,1]*, T = (T3, T»), unde T} si T5 sunt dati prin

Tl(xvy)(t> = 1%01[1}05[91] + f(f fl (37 Z (8) Jy<3)) dS,

2.3.13
Ta(,9)(8) = 1y Blos) + I fa (5,2 (5) , (5)) ds, (2313
unde g1(z,y)(t) = fy f1 (5,2 (s),y(s)) ds, ga(w,y)(t) = [y fa (5,2 () ,y(s)) ds.
Impunem urmatoarea proprietate:
| (0,to] = Ylj0,to) imMPlicad afz — y] = 0, ori de cate ori z,y € C0, 1]. (2.3.14)

Asgadar, conditia (2.3.14) ne indica faptul cd valoarea functionalei a in orice functie
depinde doare de restrictiile lui z la subintervalul fixat [0, ¢o].
Proprietatea centrald a functionalei « ce satisface (2.3.14) consta in faptul ci

lafz]] <l - ] oo,z (2.3.15)

oricare ar fi x € C[0,1].
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2.3.1 Existenta si unicitate cu conditii Lipschitz

Initial, ardtdm ca existenta si unicitatea solutiilor pentru problema (2.3.12) rezulta din
teorema de punct fix a lui Perov in cazul in care fi, fo satisfac conditiile Lipschitz in x si

y:

(

) <ayle—z[+ b1 |y — 7|

’fl(tamay)if f@
_ 2.3.16
A R bt (23.16)
oricare ar fi z,y,7,y € R.
Teorema 2.3.1 Daca f1, fa satisfac conditiile Lipschitz (2.3.16) si matricea
llo] o]
Al \ 7m——=r7 + ]. bl + ].
Ma,ﬁ _ [1—af1]] ‘1 all]| (2317)

18] 18]
az \pm +1) b2 (a1

este convergenta la zero, atunci problema (2.3.12) are o solutie unica.

Pentru cel de-al doilea rezultat de existenta si unicitate obtinut prin intermediul teore-
mei de punct fix a lui Perov, vom considera ci existd to € (0, 1) astfel incat neliniaritatile
f1, f2 sa satisfacd conditiile Lipschitz ce diferad pe [0, to] si [to, 1], respectiv:

_ ai |z —Z|+ b1 |y —y|, dacdt e [0,1]
- < . .
|f1(t,x,y) fl(t7$ay)|—{ ag\m—f|—|—b2|y—§|, dacéte[to,l], (2318)
_ Ay |lx —Z|+ B1 |y —g|, daca t € [0,1]
— <
|fa(t, 2, y) — fa(t, 7, 7)) _{ Aslw— 7+ Baly—7l. dacat e [ty 1]. (2.3.19)

oricare ar fi x,y, T,y € R.

In cele ce urmeazi notfm cu A, = % +1, Bg := 3 18 |[|1]| + 1.

Teorema 2.3.2 Presupunem ca «, 3 satisfac (2.3.14). Daca fi1, fa satisfac conditiile Lip-
schitz (2.3.18), (2.3.19) si matricea

altoAa bltoAa

My = AtoBs BitoBg (2.3.20)
este convergenta la zero, atunci problema (2.3.12) are o unica solutie.
Exemplul 2.3.3 Consideram urmétoarea problema nelocali:
/(1) =01+ § H; b sin(22(t) = fi(2 (1), y(®))
y(t) =01+ 2% “() cos(2x( ) = ( (t),y(t)) » t € [0,40] (2.3.21)

95(0)2]01/ z(s)ds, y(0 fo/

Avem

IS
|
VR
Ol DO =
w
~I5HS
N————



cu valorile proprii Ay = 0, Ay = 0.9330.... Asadar My este convergentd la zero si Teorema
2.3.2 garanteaza faptul cd problema (2.3.21) are o unica solutie.

2.3.2 Existenta cu conditii de crestere cel mult liniara

Initial, ardtdm ca existenta solutiilor problemei (2.3.12) rezultd din teorema de punct fix
a lui Schauder in caz ca fi, fo satisfac in loc de conditiile de tip Lipschitz, conditiile mai
relaxate de crestere cel mult liniara:

|f1(t,$,y)| S ai ‘l’| + bl |y| +c1
2.3.22
{ falty2,9)] < az |2] + b |y] + ca, (23.22)

oricare ar fi x,y € R.
In acest caz, avem de-a face cu oricare doua functionale liniare «, § (i.e., nu presupunem
cd are loc (2.3.14)).

Teorema 2.3.4 Daca f1, fa satisfac (2.3.22) si matricea (2.3.17) este convergenta la zero,
atunci problema (2.3.12) are cel putin o solutie.

In cele ce urmeazs, vom da un alt rezultat de existentd pentru problema (2.3.12) ca
o aplicatie a teoremei de punct fix a lui Schauder in cazul in care f;, fo satisfac conditii
mai relaxate de cregtere cel mult liniare date in mod diferit, pe doua subintervale [0, to] si

[t()v 1]7

ay|z| + by |yl + 1,  dacd t €0, 1)
< 0.
itz < { B I I (2.3.23)
Ay ||+ By |yl +Cq,  dacat €0,
< 0.
[fa(t 2, y)l < { Ao |z| + Baly| + Co,  daci t € [to, 1], (2.3.24)

si dacd functionalele «, 3 satisfac (2.3.14).

Teorema 2.3.5 Daca f1, fo satisfac (2.3.23), (2.3.24) gi matricea (2.3.20) este conver-
genta la zero, atunci problema (2.3.12) are cel putin o solutie.

Exemplul 2.3.6 Consideram problema nelocala

' =-09z — 1.8 +90 = fi(z,y)

2412
Y =02y — 18,2 + 750 = fo(x,y) , t€0,1] (2.3.25)
z(0) = 01/2x(3)ds, y(0) = f01/2 y(s)ds.
Intrucat ’2 fx2 < %, avem

0.9 0.6364
Mo = ( 0 0.8364 >

Valorile proprii sunt A\; = 0.9, Ay = 0.8364, ceea ce demonstreaza faptul ca Mjeste
convergentd la zero. Atunci, din Teorema 2.3.5, problema (2.3.25) are cel putin o solutie.
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2.3.3 Existenta cu conditii de crestere mai generale

Consideram acum ca neliniaritatile fi, fo satisfac conditii de crestere mai generale pe
intregul interval [0, 1], si anume:

{ [f1(t, )| < wi(t, |ul,)

, entru t € |0, 1], 2.3.26
faltou)] < walt ul)) * P 0, 1] (2.3.26)

oricare ar fi u = (z,y) € R?, unde prin |u|, intelegem norma euclidiana din R?. Aici, wy, wo
sunt functii Carathéodory pe [0, 1] x R, nedescrescitoare in al doilea argument.

Teorema 2.3.7 Presupunem ca are loc conditia (2.3.26). In plus, presupunem ci existi
un numar pozitiv Ry astfel incat pentru p = (py, py) € (0,00)>

1
{ o Jo wilt lplo)dt > 5
1

1 implica |p|, < Ro. (2.3.27)
T walt, ol )t > :

™

Atunci problema (2.3.12) are cel putin o solutie.

Mai departe, presupunem ca neliniaritatile fi, fo satisfac conditii de crestere mai gene-
rale date diferit pe [0, o] si [to, 1], si anume:

wi(t,|ul,),  dacd t e [0,to]
el < { SR, et € ) (2:325)

wa(t, ul,), dacd t € [0, o]
il < { ST, dnes 1< b (2:329)

oricare ar i v = (z,y) € R2. Aici, wy,ws sunt functii Carathéodory pe [0,%o] x Ry,
nedescrescitoare in al doilea argument, v € L' [to, 1], in timp ce £, 8y : Ry — R, sunt
nedescrescitoare si 1/ (8; + 35) € L} (Ry).

loc

Teorema 2.3.8 Presupunem ca functionalele o, B satisfac (2.3.14) si conditiile (2.3.28),
(2.3.29) au loc. In plus, presupunem ca exista un numar pozitiv Ry astfel incdt pentru

p=(p1,p2) € (0700)2

1 rto 1
= w1 (t, dt > -
P 1 lple) Ao implica |p|, < Ro (2.3.30)
oy Jo wa(t, |P‘e)dt > B,
St
o) dr /1
-_— > v(s)ds, 2.3.31
/R* B1(T) + Ba(T) to (s) ( )
unde

P [(Aa /0 towl(t,Rg)dt>2+ <Bg /0 v wQ(t,RO)dt>2] "

Atunci problema (2.3.12) are cel putin o solutie.
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2.4 Conditiile nelocale z (0) = aly], y (0) = B[]

In aceastd sectiune introducem in cadrul studiului nostru conditii nelocale cuplate expri-
mate prin intermediul functionalelor liniare, si anume

Asadar, avem de-a face cu problema nelocald pentru sistemul de ecuatii diferentiale de
ordinul intai

ozt
Yy (t) = fo(t,z(t),y(t
2 (0) = aly (a.p.t. pe [0,1]) (2.4.32)

Aici, f1, f2:[0,1] x R? — R sunt functii Carathéodory, «, 3 : C[0,1] — R sunt functionale
liniare si continue.

Aceasta poate fi vdzutd ca o probleméa de punct fix in C'[0, 1]2 pentru operatorul
complet continuu T : C'[0, 1]2 — C'|0, 1]2 , T = (T1,Tz), unde Ty si T5 sunt exprimati prin

Ti(z,y)(t) = W (alga] + o[1]Bla1]) + fy f1 (s, (s),y(s)) ds,
Ta(z,y)(t) = m (Blo1] + BlL]elga)) + [y f2 (s, 2 (s),y(s)) ds.

2.4.1 Probleme cu conditii Lipschitz

Presupunem ca f1, fo satisfac conditiile Lipschitz in = si y :

|fa(t,m,y) = fot,2,9)| < Av|z —Z[+ Brly — ¥,
oricare ar fi x,y,T,7 € R si facem notatiile
A 1 L all
Ao = W e, Ag:= |1_|a[£1]],3[1] 181
Bo:= =aigeray el Bs == =gy 1811
Teorema 2.4.1 Daca f1, fo satisfac conditiile Lipschitz (2.4.33) si matricea
M — A A1+ (A,B + 1) a1 A.B1+ (Aﬁ + 1) b1 (2434)

N Bgay + (Ba+1) Ay Bgby + (Ba+1) B

este convergenta la zero, atunci problema (2.4.32) are solutie unica.

In cazul in care a,f satisfac conditia (2.3.14) pentru un anumit to € (0,1), putem
impune conditii de cregtere diferite pentru fi, f2, pe [0, to] si respectiv [tg, 1]:

_ ai |z —Z|+ b1 |ly — 7|, dacdt e [0,t]
- < . .
_ Ay |z —T|+ B1|y —g|, dacd t € [0,t]
— <
|falt 2, y) — fo(t. 2, 7)) _{ Agle— 7|+ Boly —7]. dacite [to.1], (2.4.36)
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oricare ar fi x,y, 7,7 € R.

Teorema 2.4.2 Presupunem cd o, 3 satisfac conditia (2.3.14). Daca f1, f2 satisfac conditi-
ile Lipschitz (2.4.35), (2.4.36) gi matricea

B A A1t + (Ag + 1) arto AqaBito + (Aﬁ + 1) bito

My := 2.4.37
0 B/galto + (Ba + 1) Alto Bﬂblto + (Ba + 1) Bty ( )
este convergentd la zero, atunci problema (2.4.32) are o solutie unica.
Exemplul 2.4.3 Vom considera urmatoarea problema nelocala:
2 .
2(t) = 0.1+ 740505 sin(22(1) = fi(2(t), y(¢)
2
Y1) = 0.1+ § 126 cos(22(t) = fala(t),y(t)) » t € [0,1] (2.4.38)
z(0) = f01/4x(s)ds, y(0) = 01/4y(8)d5.
Avem «fu] = Bu] = 01/4u(s)d8, all] = B[] = 1 s [af| = [|B] = ;. De asemenea,

to=1/4, Ay = Bg = 4/15, Ag = B, = 1/15 si

8 V3
_ 4
I

90 480

ale carei valori proprii sunt \; = 0, Ay = 0.246338122 . Cum A1 si Ao sunt mai mici decat
1, matricea M este convergenta la zero si Teorema 2.4.2 garanteaza existenta unei solutii
unice pentru problema (2.4.38).

2.4.2 Probleme cu conditii de crestere cel mult liniara

Pentru primul rezultat de existenta, presupunem ca fi, fo satisfac in locul conditiei Lip-
schitz, conditia mai relaxatd de cregtere cel mult liniara, uniform pe intreg intervalul [0, 1],
si cd «, 8 sunt functionale liniare i continue generale pe C[0, 1]. Agsadar, presupunem ca

{ |f1(t,z,y)| < a1z + by |y| + c1,

y)| <
2.4.39
falt, 2, )| < Ay |2 + By ly| + Ci, (2:4.39)

oricare ar fi x,y € R.

Teorema 2.4.4 Daca f1, fa satisfac (2.4.39) si matricea (2.4.34) este convergenta la zero,
atunci problema (2.4.32) are cel putin o solutie.

Pentru cel de-al doilea rezultat de existenta, o alta aplicatie a teoremei de punct fix a
lui Schauder, impunem neliniaritatilor fi, fo conditiile de crestere mai generale date diferit
pe [0, o] si [to, 1], respectiv:

aj x|+ b1 |yl +c1, dacdt € |0,to]

< 4.
[fit, 2, 9)] —{ as || + b [y| + ¢, daca t € [to, 1], (2.4.40)
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Ay ‘33| + B |y\ + (1, dacd t € [O,to]

<
|fa(t, z,y)| < { Ag|z|+ By ly| + Co,  dacii t € [to, 1],

oricare ar fi z,y € R gi anumiti coeficienti nenegativi a;, b;, ¢;, 4;, B;, Ci,i = 1,2.

(2.4.41)

Teorema 2.4.5 Presupunem cd «, 8 satisfac (2.3.14). Daca fi, fa satisfac (2.4.40), (2.4.41)
g1 matricea (2.4.37) este convergenta la zero, atunci problema (2.4.32) are cel putin o
solutie.

Exemplul 2.4.6 Studiem problema nelocala

' =-09z — 1. 82112 +1= fi(x,y)
y =—0.2y — 1. 82+x2 + 0.7 = fo(z,y)
2(0) = [i/* 2(s)ds

y(0) = [/ y(s)ds.

Obtinem faptul ca matricea

, telo,1] (2.4.42)

M= 0.24 0.08094757079
~ \ 0.06 0.04094757081

are valorile proprii (rotunjite la a treia zecimald dupd virguld) A\; = 0.262 < 1, Ao =
0.019 < 1. Aceasta arata faptul cd matricea M este convergentd la zero. Atunci, din
Teorema 2.4.5, problema (2.4.42) are cel putin o solutie.

2.4.3 Probleme cu conditii de crestere mai generale

Aga cum am observat pand acum, teorema Leray-Schauder garanteazi existenta solutiilor
impunand conditii de crestere mai generale pentru fi, fo :

‘fl(t7u)| < wl(t, |u|e)
{ | fa(t, u)| < walt, |ul,) (2.4.43)

oricare ar fi u = (x,y) € R?, unde prin |u|, am notat norma euclidiand din R2. Ca si
pand acum, wi,ws sunt functii Carathéodory pe [0, 1] x Ry, nedescrescitoare in al doilea
argument.

Teorema 2.4.7 Presupunem ca are loc conditia (2.4.43). In plus, presupunem ci existi
un numdr pozitiv Ry astfel incat pentru p = (py, py) € (0, 00)

{ Aﬂ“ Jo wilt.lpl,)dt + A= fo wal(t,|pl,)dt > 1

implica |p|, < Rop (2.4.44)
& [Ty (b, )t + Bf;,jl Jo walt, ol )dt > 1 ‘

Atunci problema (2.4.32) are cel putin o solutie.

Daca functionalele «, § satisfac (2.3.14) pentru un anumit numdr ¢ty € (0, 1), atunci
putem impune functiilor f;, fo sa satisfacd conditiile de crestere generale, date in mod
diferit pe fiecare din intervalele [0, ¢o] si [to, 1], si anume:

wi(t,|ul,),  dacd t e [0,to]

[fi(t,w)| < { (OB (lnl.), dack ¢ < [to, 1], (2.4.45)

27



wa(t, ul,), daca t € [0, to]
it < { 5D | doet 4 < o) (2:446)

oricare ar fi u = (z,y) € R2. Din nou, wy,ws sunt functii Carathéodory pe [0,%0] x Ry,

nedescrescitoare in al doilea argument, v € L' [tg, 1], in timp ce (1, 8y : Ry — R, sunt
nedescrescitoare si 1/ (8, + 85) € L}, .(R4).

Teorema 2.4.8 Presupunem ca o, satisfac (2.3.14) i conditiile (2.4.45), (2.4.46) au
loc. In plus, presupunem ci existd un numdar pozitiv Ry astfel incat pentru p = (py, py) €
(0, 00)”

Ag—‘rl
t dt—l— t
e 0" wi(t:lol.) i +11 “’2( Ple)dt implici |p|, <Ry (2.4.47)
f wi(t, |ple)dt + Zo-= 2(t7‘p’e)dt2
§t
00 dT /1
T s)ds, 9.4.48
e B1(7) + Ba(7) to ) ( )
unde

2

to to
R* = {|:(A5 + 1)/ wl(t R() dt—i—A / (AJQ t R() dt:|
0 0

to to 2) 1/2
+ |:B5/ wi(t, Ro)dt + (B / wa(t, Ro dt:| } .
0 0

Atunci problema (2.4.32) are cel putin o solutie.
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Capitolul 3

Sisteme cu conditii nelocale cuplate
generale

3.1 Prezentare generala

Avand in minte problemele gi tehnicile considerate in Capitolul 2, in acest capitol este
elaborata o teorie de existenta a solutiilor pentru sisteme de ordinul intai n-dimensionale
cu conditii nelocale cuplate date prin functionale liniare generale.

Mai exact, avem in discutie sistemul de ecuatii diferentiale de ordinul intai

2(t), .y up (1)),
2(t), st (1) (3.1.1)

IS

SR
N TN
4~ S
S— N
hoplien
~—~
S~ S
=

=
~~
~& o+
==
S

up, (t) = fo (tur (£) ,u2 (8) s un (1))
pentru a.p.t. ¢ din [0, 1], cu conditiile nelocale cuplate

w1 (0) = aq1[ui] + agzfus] + ... + a1p [un],
U (0) = 0421[’&1] + OZQQ[UQ] + ... + aop [Un] , <3.1.2)
i (0) = v [ur] + tnzft] + .. + o [t)].

Aici f1, f2, s fa @ [0,1] x R® — R sunt functii L'-Carathéodory si a;; : C[0,1] —
R, i,j =1,2,...,n sunt functionale liniare gi continue. Aga cum s-a aritat in R. Precup si
D. Trif [66], problema (3.1.1)-(3.1.2) este suficient de generald pentru a cuprinde probleme
legate de ecuatii diferentiale ordinare de ordinul n cu conditii nelocale ce implica functia
necunoscuta si derivatele acesteia pana la ordinul n — 1.

Problema (3.1.1)-(3.1.2) poate fi rescrisa sub forma vectoriald

{ Z/((t)) : (“Xf [(;jj tL (t)), a.p.t. pe [0,1], (3.1.3)

unde u = (u1, u2, ..., un), f=(f1, f2, v, fn)si

afu] = (g [u], aslu], ..., anlu]), (3.1.4)
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(o7} [u] = ail[ul] + OZiQ[UQ] + ...+ o [un] , t=1,2,..,n. (3.1.5)

Subliniem faptul c& « este o aplicatie continua si liniara din C ([0, 1], R™) in R™.
Presupunem ca matricea

I — «[l] este nesingulara, (3.1.6)
unde I este matricea unitate de ordinul n si prin « [1] intelegem matricea patraticd a [1] :=

(ij ()1 jan -
Agadar, problema (3.1.1)-(3.1.2) este echivalentd cu ecuatia integralad

w(t) = (I a] Ufsu ds} /fsu (3.1.7)

in spatiul C ([0, 1],R™).
Abordarea noastra consta in a ciduta solutiile ecuatiei (3.1.7) ca puncte fixe ale opera-
torului

(Tw) (t) = (I — a[1]) "o [/Ot £ (5,u(5)) ds] + /Ot £ (5,u(s)) ds. (3.1.8)

in spatiul C ([0, 1] ,R™). Pe parcursul acestui capitol, presupunem c&

to
a;j [v] = / v(s)dAi; (s), (veC]0,1])
0
pentru i,j = 1,2,...,n, unde ty € [0,1]. In acest caz,
av] =0 ori de cate ori v (t) =0 in [0, ] . (3.1.9)

Cu ipoteza (3.1.9), operatorul T' poate fi scris ca suma a doi operatori, unul de tip
Fredholm si celalalt de tip Volterra,

T = TF + TU:
unde
(I—af fo ))ds| + fo u(s))ds, pentru0 <t <t
(Tru) (t) =
(I—af fo ))ds| + fo u(s))ds, pentrutyg<t<1
[0 pentru 0 <t <ty
(Tyu) () = { ftto f(s,u(s))ds, pentruty<t<1.
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3.2 Existenta si unicitate. Cazul neliniaritatilor de tip Lip-
schitz

In aceastdl sectiune presupunem ci functiile fi, fo, ..., fn satisfac conditiile Lipschitz de
forma

a;1 (t) Jur — v1] + ... + ain, (t) |up, — vy|, pentrut € [0, to],
bi1 (t) |ur — v1| + ... + bin, (t) |upn, — vp|, pentrut € [to, 1],
(3.2.10)
oricare ar fiu,v € R™, u = (uy,uz, ..., un) , v = (v1,v2,...,v,) , functiile a;; € L' ((0,1);R,),
bij € LP((0,1);R4) sil <p<oo (1<i,j<m).
Utilizand notatiile vectoriale, putem rescrie conditia (3.2.10) astfel:

i () — i (£.0)] g{

v||, pentrut € [0,%],

1F (tw) = f (&, 0)] < { g((?) |||,Z: ol pentru £ € [t 1] (3.2.11)

unde A (t), B (t) sunt matrice cu coeficientii Lipschitz
A(t) = (ayy (t))1§i,j§nv B(t) = (bi; (t))1§m‘§n‘
In mod evident A € L' ((0,1); M,, (Ry)) si B € L? ((0,1); M,, (R)).

Teorema 3.2.1 Fie f:[0,1] x R™ — R™ o functie Carathéodory ce satisface (3.2.11) si
fie a: C([0,1],R™) — R" liniara si continua ce satisface (3.1.6) gi (3.1.9). Daca

matricea ()(I -« [1])_1’ || + I) [Al1(0,40) €Ste convergenta la zero, (3.2.12)
atunci problema (3.1.3) are o solutie unicd u € WH1 ((0,1); R").
Notam cu My, matricea
Mo = ’(I—am)*l‘ | + 1. (3.2.13)

Exemplul 3.2.2 Consideram problema nelocala

a' =asinz +by +g(t) = fi(t, z,v),
y = cos(cx +dy)+ h(t) = fat, z,y),
3.2.14
2(0) = i (a(5) + y () s i
y(0) = 7 Jo" (x(s) +y () ds,
unde ¢ € [0,1], a,b,c,d € R; g,h € L' (0,1) 51 0 < to < 1. Avem a5 [1] = %’ st ol = tzo
pentru 1 < 14,7 < 2. Atunci
to (4—to)|al +tolc] (4 —to)[b] + to|d]|
My|A = — 3.2.15
oAl = 55 1) | tolal+ (4~ to) el tolb]+ (4~ to) |d (8215)

Astfel, dac& matricea (3.2.15) este convergenta la zero, atunci problema (3.2.14) are solutie
unica.
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Cazuri particulare: (a) dacd |a| = || si |b] = |d|, atunci

B 2tg la| |b]
Mo Al 10,40) = 2 — 1 [ la| (0] |’

2t0

ale carei valori proprii sunt A1 = 0 §i A2 = 57%- (|a| 4 [b]) . Astfel matricea este convergenta

la zero dacd si numai daca
2t0

2—
(b) daca |a| = |d| si |b| = |¢|, atunci

~ (ol + Jol) <

to (4 —to) |a| +to |b] tolal + (4 —to) |b]

My |A -2
0 14121 010) 2(2—1to) | tolal + (4 —to) o] (4 —to)|a| +to|D|

Valorile proprii sunt A\; = to (Ja| —1b]), A2 =
convergenta la zero daca si numai daca

2_t20 (la] + |b]) . Cum |A1| < Ao, matricea este

2t0
2 —

-~ (laf+18]) <

3.3 Existenta. Neliniaritati cu crestere cel mult liniara

Presupunem acum ca functiile f1, fa, ..., fn satisfac in loc de conditiile Lipschitz, conditiile
mai relaxate de crestere cel mult liniara

a1 (t) |u1| + ... + ain (1) |[un| +a; (), pentru t € [0,to],

_ 3.3.16
bi1 (t)|u1] + ... + bin (t)|un\ + b; (t), pentru t € [to,l], ( )

AR
pentru v € R, u = (u1,ug,...,u,) si anumite functii a;j,a;,b; € L' ((0,1);R), by €
LP((0,1);Ry) sil <p<oo (1<4,j<n).

Utilizand notatiile vectoriale putem rescrie conditia (3.3.16) dupd cum urmeaza:

A(t) |lull +a(t), pentrut € [0,to],

£ (t,u)| S{ B () Jull +5(t). pentrut ¢ [fo,1]. (3.3.17)

unde A (t) , B (t) sunt matricele cu coeficientii A (t) = (a,-j (t))1< ]<n , B(t) = (bij (1) 1< j<n
si @ (t),b(t) matricele coloand a(t) = (a; (1) 1<i<n» b b(t) = (bi( )1< e, - Avem A €
LY ((0,1); My, (Ry)), B € LP ((0,1); My (Ry)) si @, b € L1 ((0, 1);R™) .

Teorema 3.3.1 Fie f:[0,1] x R™ — R" o functie Carathéodory ce satisface (3.3.17) i

fie a: C([0,1],R™) — R" liniara §i continua ce satisface (3.1.6) gi (3.1.9). Daca conditia
(3.2.12) are loc, atunci problema (3.1.3) are cel putin o solutie u € W1t ((0,1); R").

Exemplul 3.3.2 Consideram problema nelocala

2 = axsin (%) + by sin (% g9(t) = fit, . y),

Yy = cxsin (%) + dy sin (% h(t) = fa(t,z,y), (3.3.18)
mm:ig%ﬂ) y(s))ds,

y(0) = 3 Jy" (2(s) +y (s)) ds,



unde t € [0,1], a,b,c,d € R; g,h € L' (0,1) 5i 0 < to < 1. Cum

[f1 (&, )| < lal [z + (bl |y[ +1g (D), |fa (&2, 9)] < el 2]+ |d] [yl + |h (2)]

suntem in ipotezele din Sectiunea 3.3. De asemenea, matricea M |A| [1(0) €Ste cea din
Exemplul 3.2.2. Asadar, potrivit Teoremei 3.3.1, daca aceastd matrice este convergenta
la zero, atunci problema (3.3.18) are cel putin o solutie. Este de notat faptul ca functi-
ile f1(t,z,y), f2(t,z,y) din acest exemplu nu satisfac conditiile Lipschitz in z,y si in
consecinta Teorema 3.2.1 nu se aplica.

3.4 Existenta. Neliniaritati cu crestere mai generala

Presupunem ca neliniaritatile fi, fo, ..., f, satisfac conditii de crestere mai generale, si
anume

wi(t, [|ul]), dacd t € [0,%o],

it w) S{ B(Jul)y; (1), daci t € [to, 1], (3.4.19)

oricare ar fi u = (uy,uz,...,u2) € R" (1 <i<mn). Aici w; sunt functii L!-Carathéodory
pe [0,%9] x R", nedescrescitoare in al doilea argument, v; € L' ((to,1); Ry ), in timp ce
B : R4 — R, este nedescrescitoare si 1/8 € L} (R4 ); aici, simbolurile |.|, .|| sunt folosite
pentru a nota norma Fuclidiana gi the norma vectoriala din R", respectiv.

Utilizand notatia vectoriald, conditia (3.4.19) poate fi rescrisa astfel:

w(t, ||ul]), dacdt e [0,to],
If (¢ w)ll < { B(ul)y (£), dack ¢ € [to,g], (3.4.20)

unde w(t, [[ul]), v () sunt matricele coloand w(t, [[ul]) = (wi(, [[ull)1<icn 7 (1) = (Vi (D)1<i<n -

Teorema 3.4.1 Presupunem ci are loc conditia (3.4.20). In plus, presupunem ci existi
vectorul Ry € R} gi un numar Ry > 0 astfel incat

to
daca p € R} gi MO/ w(t, p)dt > p, atunci p < Ry (3.4.21)
0
§t
1 Ry
|y (s)|ds = ——dr, (3.4.22)
to Ry B(7)

unde Rj = )M{) foto w(s,Ro)ds‘ gt My este data de (3.2.13). Atunci problema (3.1.3) are
cel putin o solutie u € WL ((0,1); R™) astfel incdt

||u||c[07t0} <Ry g ’u|c([t071]7Rn) < Rj. (3.4.23)
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Capitolul 4

Rezultate de existenta pentru prob-
leme la limita cu conditii pe trei
puncte pentru ecuatii diferentiale
de ordinul doi

4.1 Prezentare generala

Acest capitol este dedicat studiului ecuatiilor si sistemelor de ecuatii diferentiale de ordinul
doi cu conditii neliniare la limita pe trei puncte.

Fiind motivati de lucrarea lui E.V. Castelani si T.F. Ma [23], in Sectiunea 4.2, studiem
problema cu conditii la limitd pe trei puncte pentru ecuatii diferentiale de ordinul doi:

" __ /
{u = f(tu,u), 0<t<tp (4.1.1)

u(0) =0, u(to) = g(u(n))

unde 0 < n < tp < 1 i f, g sunt functii continue. Instrumentele noastre de lucru sunt
teoremele de punct fix ale lui Banach gi Schauder.
In Sectiunea 4.3, discutim sistemul de ecuatii diferentiale

u’(t) = f(t,ut),v(t))

v"(t) = gt u(t),v(t))

u(0) =0, u(to) = ¢(u(n),v(n))

U(O) = 07 'U(t()) = T/’(“(TI)W(U))
prin utilizarea teoremelor de punct fix ale lui Perov si Schauder precum si tehnica bazata

pe utilizarea matricelor convergente la zero gi a normelor vectoriale.
Sectiunea 4.4 este dedicata problemei

(0 <t <tp)

{ o' =f(tuu), 0<t<l
u(0) =0, u(to) = g(u(n)).
In comparatie cu problema (4.1.1), chiar daca conditia la limita pe trei puncte este aceeasi,

ecuatia (4.1.2) este consideratd pe intervalul mai mare [0, 1] ceea ce ne permite s com-
binam metoda operatoriald cu tehnica bazatd pe norma Bielecki. In cele din urma, in

(4.1.2)
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Sectiunea 4.5, o strategie similara este aplicatd unui sistem de doud ecuatii diferentiale de
ordinul doi.

4.2 Rezultate de existenta pentru ecuatii

Consideram problema (4.1.1) cu f : [0,2o] x R? — R si g : R — R functii continue. Avem
cateva ipoteze:
(H1) exista a,b, c > 0 astfel incat

|f(tau,v) - f(t,ﬂ,ﬁ” <a |u fﬂ| + b|v 7@|
{ l9(u) — g(@)| < clu—T1l, (4.2.1)

pentru t € [0, o] si u,v,w,v € R.
(H2) exista a1, ag, as, 81, By > 0 astfel incat

£t 0)] < o Jul + ool + a5 st lg(w)] < B Ju] + Ba, (122)
pentru ¢ € [0, %] si u,v € R.

4.2.1 Aplicatie a principiului contractiilor al lui Banach

Incepem aceasti sectiune prin a sublinia faptul cii problema (4.1.1) poate fi scrisd in mod

echivalent
to
t
u(t) = /G(t, $)f (s,u(s),u'(s)) ds + %g(u(n)) (4.2.3)
0
unde G este functia Green pentru v”(t) = f(t) cu u(0) = u(tg) = 0, si anume
_Moms)  g<t<s<tg
G(t, 5) = s(tf)o—t) - - (424)
—slm) g < s <t <t

Observam ca u este o solutie a (4.1.1) daca si numai dacd u este un punct fix al operatorului
T :C0,t9] — C10,10], definit prin

to
()0 = [Gt.5)1 (5.(9) /() ds+ g(uln) (425)
0
Teorema 4.2.1 Daca f, g satisfac (H1) cu
a ; b+ % <1, (4.2.6)

atunci problema (4.1.1) are o solutie unica. Mai mult, aceastd solutie poate fi obtinuta ca
himita a sirului aprorimatitlor succesive.

4.2.2 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Schauder

Folosind ipoteza (H2), avem urmétorul rezultat de existentd ca o consecintd a teoremei de
punct fix a lui Schauder.
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Teorema 4.2.2 Presupunem ca (H2) are loc cu

atar, Sy (4.2.7)
2 o

Atunci problema (4.1.1) are cel putin o solutie.

4.2.3 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Boyd-Wong

Teorema 4.2.3 (Principiul contractiilor a lui Boyd-Wong) Fie (X, d) un spatiu me-
tric complet si presupunem ca T : X — X satisface conditia

d(Tz,Ty) < V(d(x,y)) oricare ar fix,y € X,

unde U : [0,00) — [0,00),0 < U(t) <t pentrut > 0 i U este superior semicontinua la
dreapta, adica rj \, r > 0 implica limsup;_,., W(r;) < ¥(r). Atunci T are un unic punct
fiz x* gi (T™(x)) converge la =* pentru orice x € X.

In aceastd sectiune, in loc de conditia Lipschitz asupra lui f din (H1), considerdm
conditiile mai generale de tip Boyd-Wong, si anume:

(H3) existd ¢1,15 : [0,00) — [0, 00) superior semicontinue la dreapta si nedescrescétoare,
si ¢ > 0 astfel incat

|f (&, u,0) = f(t,7,0)] < Py (lu—1af) + ¢q(|v - 7))
{ lg(u) —g(@)| < clu—1l, (4.2.8)

pentru t € [0, o] si u,u,v,v € R.
Teorema 4.2.4 Daca f,g satisfac (H3) si

W(t) = %Owl F)(t) + %t <t (4.2.9)

pentru t > 0, atunci problema (4.1.1) are o solutie unica. Mai mult, aceasta solutie poate
fi obtinutd ca limitd a sirului aprozimatiilor succesive.

4.3 Rezultate de existenta pentru sisteme

Tratam in cele ce urmeaza problema cu conditii la limita pe trei puncte pentru sistemul
de ecuatii diferentiale de tipul:

, 0<t <ty (4.3.10)

unde 0 < < tg < 1sif,g,¢,¢¥ sunt functii continue.
Aceasta poate fi vazutd ca o problema de punct fix in C [0, t0]2

{r2ae
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pentru un operator complet continuu 7' = (11,7%), T : C [0,t0]2 — C [O,t0]2 unde 17,75
sunt dati prin

T1(u,v)(t) = zG(t, $)f (s,u(s),v(s)) ds + 5 d(u(n), v(n)
To(u, v)(t) = ZOG(LZ 5)g (s,u(s),v(s)) ds + £ (un), v(n)).

4.3.1 Neliniaritati cu proprietatea Lipschitz. Aplicatie a teoremei de
punct fix a lui Perov

Aici existenta solutiilor pentru problema (4.3.10) este stabilitd prin intermediul teoremei
de punct fix a lui Perov. Pentru aceasta, impunem conditii Lipschitz globale, mai exact

— 4.3.11
6(u,0) ~ 9( )] < 1 | — 7|+ [v— 7] a4y
¥ (u,v) = (@, 0)| < ez |u—ul +dz v -],

pentru t € [0, to], u,v,u,0 € R gi a1, b1, az,bs,c1,d1,co,dy > 0.
Teorema 4.3.1 Presupunem ca are loc conditia (4.3.11). Daca matricea
al 42 b1 42
M= | shota ghtd (4.3.12)

2434y 243 4 dy
este convergenta la zero, atunci problema (4.3.10) are solutie unica in C [O,to]z.
4.3.2 Neliniaritati cu crestere cel mult liniara. Aplicatie a teoremei de

punct fix a lui Schauder

Aici existenta solutiilor pentru problema (4.3.10) este stabilitd prin intermediul teoremei
de punct fix a lui Schauder in cazul in care f,g, ¢, satisfac in loc de conditii de tip
Lipschitz conditii mai relaxate de crestere cel mult liniara

|f(t,u,0)] < a1 ful + b1 o]+
9(t,u,v)| < ag |u| + b2 [v] + c2

4.3.13
|¢(u, v)| < aot [ul + bor [v] + cor ( )
19 (u, v)| < aoz |u| + boz |v] + coz,
oricare ar fi t € [0, o], u,v € R si a4, b;, ¢;, aoi, boi, coi > 0,7 =1, 2.
Teorema 4.3.2 Daca f, g, ¢, satisfac conditiile (4.3.13) si matricea
a1 42 b1 42
M= | stotan §fo+bo (4.3.14)

2 b2 12
%to + ap2 §2t0 + 1)02

este convergenta la zero, atunci problema (4.3.10) are cel putin o solutie in C [O,to]z.
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4.4 Ecuatii pe un interval mai mare

Prezentam rezultate de existenta pentru problema la limita cu conditii pe trei puncte:

u = f(t,u,u)
{ u(0) =0, u(to) = g(u(n)) ’ 0<t<1 (4.4.15)

unde 0 < tg <1 < 1si f,g sunt functii continue. Problema (4.4.15) poate fi impartita in
doud, o parte pentru subintervalul [0, ¢g] si cealaltd pentru [tg, 1] . Mai exact, cdutdm un
u astfel incat
u(t) = u(t), dacaut € [0, to]
w(t), dacdt € [to,1]

unde v este solutie pentru

V" = f(t,v,0)
{ v(0) =0, v(ty) = g(v(n)) ’ 0<t<to (4.4.16)

in timp ce w este solutie pentru

w” = f(t,w,w)
’w(t()) = U(to) , to<t<l1 (4.4.17)
w/(to) = Ul(t()).

Problema (4.4.16) a fost deja discutatd in Sectiunea 4.2. Aici vom sublinia faptul c& este
echivalent# cu o problems de punct fix pentru operatorul de tip Fredholm T : C1 [0, o] —
Ol [07 tU] )

(Tpo)(t) = / Gt.5)1 (5:0(5) v/(5)) ds + -(u(n)).
0

Pentru (4.4.17) construim un operator integral de tip Volterra Ty : C! [tg, 1] — C [to, 1]
dat prin

(Tyw)(t) = v(to) + (t — to)v (to) + //f (s,w(s),w'(s)) dsdo. (4.4.18)

to to

S& subliniem faptul c& w este solutie pentru (4.4.17) dacd gi numai dacd w este un punct
fix al operatorului Ty .

4.4.1 Aplicatie a principiului contractiilor al lui Banach

Presupunem ca au loc conditii Lipschitz globale, adica exista 51,31 > 0 astfel incat
|f(t,u,v) — f(t,,0)| < ay ju—a|+ by jv—1], (4.4.19)

oricare ar fi t € [to, 1] si u,v,w,v € R.

Teorema 4.4.1 Daca f satisface (4.4.19) pentru anumite numere 51,51 > 0, atunci pro-

blema (4.4.17) are solulie unica.
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4.4.2 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Schauder

Presupunem ca f satisface conditii mai generale decat (4.4.19), si anume
|f(t,u,v)| < aq|ul + as|v| + as (4.4.20)
oricare ar fi t € [to, 1] i u,v € R, unde a3, ae, ag > 0.

Teorema 4.4.2 Daca are loc conditia (4.4.20) pentru anumite numere &y, de,as > 0,
atunci problema (4.4.17) are cel putin o solutie.

Punand impreuna rezultatele din Sectiunea 4.2.1, Sectiunea 4.4.1 si rezultatele din
Sectiunea 4.2.2, Sectiunea 4.4.2 respectiv, obtinem urmaétoarele rezultate pentru ecuatii
pe intreg intervalul [0, 1]:

Teorema 4.4.3 Daca f,g satisfac (H1) cu (4.2.6) si conditia (4.4.19), atunci problema
(4.4.15) are solutie unica pe [0, 1].

Teorema 4.4.4 Presupunem ca (H2) are loc cu (4.2.7). Daca, in plus, are loc conditia
(4.4.20), atunci problema (4.4.15) are cel putin o solutie pe [0, 1].

4.5 Sisteme pe un interval mai mare

Aici considerdm problemele la limitd pe trei puncte pentru sisteme de ecuatii diferentiale,

de tipul:
u'(t) = f (@, u(t),v(t))
U”(t) =g (ta u(t)a v(t))
u(0) =0, u(to) = ¢(u(n),v(n)) ’
U<0) =0, ’U(to) = ¢(u(n)a 0(77))7
unde 0 < 7 < tg < 1. Aceste sisteme pot fi impartite in doud, o parte pentru subintervalul
[0,t0] si cealaltd pentru [to, 1], respectiv. O abordare similard a fost datd pentru ecuatii
in Sectiunea 4.4. Sistemele pe [0, 9] au fost deja discutate in Sectiunea 4.3.
Ramaéne sa consideram sistemul:

a"(t) = f(t,x(t),y(t))
y'(t) =g @, z(t),y(1))
, th<t<l1 4.5.22
to) = valho), #(i0) = up(t) * 0SS (45:22)
y(to) = vo(to), ¥'(to) = vp(to),
unde prin (ug, vp) intelegem solutia (4.5.21) pe intervalul [0, %] .
Aceasta poate fi vizutd ca o problema de punct fix in C [to, 1]2 pentru operatorul
complet continuu T = (T1,T3), T : C [to, 1]* — C [to, 1)*, unde

0<t<1 (4.5.21)

Ty (2,y)(t) = wolto) + (¢ — to)uy(to) + [ [ (s, (s) ,y(s)) dsdo,

toto

To(x,y)(t) = vo(to) + (t — to)vy(to) + fjg (s,z(s),y(s))dsdo.

toto
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4.5.1 Neliniaritati cu proprietatea Lipschitz. Aplicatie a teoremei de
punct fix a lui Perov

Vom demonstra existenta solutiilor pentru problema (4.5.22) prin intermediul teoremei de
punct fix a lui Perov. Pentru aceasta, impunem conditii globale de tip Lipschitz, adica
presupunem ci existd numerele ay, by, ¢1,d; > 0 astfel incat:

lg(t,z,y) — g(t,z,y)| < o — T+ dily — 71,

pentru t € [to,1] si z,y,Z,7 € R.

Teorema 4.5.1 Dacd au loc conditiile (4.5.23), atunci problema (4.5.22) are solutie unica
in C[to, 1]?.

4.5.2 Neliniaritati cu crestere cel mult liniara. Aplicatie a teoremei de
punct fix a lui Schauder

Aratdm cd existenta solutiilor pentru problema (4.5.22) este stabilitd prin intermediul
teoremei de punct fix a lui Schauder in cazul in care f, g satisfac in loc de conditii Lipschitz,
conditii mai relaxate de crestere cel mult liniara

< —~ -~ ~
{ [f(t,2,y)| <anlz|+ byl + & (4.5.24)

lg(t, z,y)| < @ |z| + ba |y| + &2,

pentru t € [to,1]; z,y € R si a;,b;,¢ > 0,i=1,2.

Teorema 4.5.2 Daci f,g satisfac conditiile (4.5.24), atunci problema (4.5.22) are cel
putin o solutie in C [to, 1]2.

Punand impreuna rezultatele din Sectiunea 4.3.1, Sectiunea 4.5.1 gi rezultatele din
Sectiunea 4.3.2, Sectiunea 4.5.2 respectiv, obtinem urmatoarele rezultate pentru sisteme
pe intreg intervalul [0, 1]:

Teorema 4.5.3 Presupunem ca au loc conditiile (4.3.11) gi (4.5.23). Dacd matricea
(4.3.12) este convergenti la zero, atunci problema (4.5.21) are solutie unica in C'[0,1]?.

Teorema 4.5.4 Daca f, g satisfac conditiile (4.3.13) si (4.5.24) si matricea (4.3.14) este
convergenta la zero, atunci problema (4.5.21) are cel putin o solutie in C'[0, 1]2 .
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Capitolul 5

Probleme nelocale neliniare

5.1 Prezentare generala

Scopul capitolului de fatd este acela de a studia existenta solutiilor problemelor cu valori
initiale cu conditii la limita nelocale neliniare de tip functional pentru sisteme de ecuatii
diferentiale.

Astfel, considerdm problema nelocald pentru sistemul de ecuatii diferentiale de ordinul

intai
() = Stz (t),5(0),
"(t)=f2(t,x(t),y(t),  pe [0,1],

5.1.1

(0) = alz.y, o1
y (0) = B[z, y].

Aici, f1, f2:1]0,1] x R? — R sunt functii continue si a, 3 : C[0,1]?> — R sunt functionale

neliniare continue.

Abordarea noastra consta in a rescrie problema (5.1.1) ca un sistem de forma

x
Y
T

t <a+/0tf1 (5.0 (5) () s, aloa])
” = <b+/0tfz(s,w(8),y(8))ds, 8leal )

unde prin x,, yp intelegem perechile (z,a), (y,b) € C'[0,1] x R.
Aceasta, la randul siu, poate fi vizut# ca o problemi de punct fix in (C'[0,1] x R)?
pentru operatorul complet continuu

T = (T1,T%) : (C0,1] x R)? = (C'[0,1] x R)?,
unde 77 si T sunt dati de

Ty [easys) = (a+ 3 fu(s,2 () y(s) ds, ala,yl).
Ty [y ] = (b+ Jo f2 (5, (5)  y(s)) ds, Bley])

In acest capitol, prin |z|,, unde = € C[0, 1], vom intelege |z|, = m[ax] |z(t)] .
0,1

41



5.2 Existenta si unicitate

In cadrul acestei sectiuni ardtdm ci existenta solutiilor pentru problema (5.1.1) rezultd
din teorema de punct fix a lui Perov in cazul in care neliniaritatile fi, fo si de asemenea
functionalele «, 3 satisfac conditiile Lipschitz de tipul:

{ |f1(t7$ay) - fl(tj’?” <a |l’ - f’ + bl ’y - y’ (521)
’fQ(tv'ray) - fQ(tvfay” < az ‘33 _fl + bo ’y _y’7
oricare ar fi x,y,T,y € R, si
{ ‘O‘ [.’L’,y] [f y” <4 ’.’lf - f’C + B ‘y y‘C’ (5'2'2)
B[z, y] — B[z, ?]|<A2‘33_$’c+32|y y|07

oricare ar fi z,y,Z,y € C[0,1].

Pentru un numar 6 > 0 dat, notdm

may (0) = max{3,a1 + 041}, mi(0) =by + 0B,
mo1 (9) = a9 + 0As, moo (9) :max{%,bg—i-HBg}.

Teorema 5.2.1 Consideram ca fi, fa satisfac conditiile Lipschitz (5.2.1), «, 3 satisfac
conditiile (5.2.2). In plus, presupunem cé pentru 6 > 0, matricea
mi1 (0) mi2 (0)

Mo=| 1" 0) mm (6) (5.2.3)

este convergenta la zero. Atunci problema (5.1.1) are solutie unica.

Exemplul 5.2.2 Consideram problema nelocala

=isinz+ay+g(t) = filt,z,y),

x!

y = COs (CL:L’+ 4?/) +h f2(ta$7y)a (5 9 4)
(O)—%sm( (1)+y -
y(0) =3 +y

unde t € [0,1], a € Rsi g,h € L' (0,1). Avem a1 = 1/4, by = |a|, a2 = |a|, by = 1/4 si
Ay = By = Ay = By = 1/8. Considerdm 0 = 2. Atunci

1 1
My= |, 2, ldFa (5.2.5)
lal+3 3
Cum valorile proprii ale lui Mp sunt A\; = — |a| + 1, Ay = |a| + 2, matricea (5.2.5) este

convergentd la zero daca |A\j| < 1 si [A2] < 1. Este de asemenea cunoscut faptul ci o
matrice de acest tip este convergentd la zero daca |a| + i + % < 1 (a se vedea R. Precup
[65]). Asadar, daci |a| < %, matricea (5.2.5) este convergentd la zero i din Teorema 5.2.1
problema (5.2.4) are solutie unica.
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5.3 Rezultate de existenta

La inceputul acestei sectiuni, vom da o aplicatie a teoremei de punct fix a lui Schauder.
Mai exact, ar8tdm ca existenta solutiilor pentru problema (5.1.1) rezultd din teorema de
punct fix a lui Schauder in cazul in care f1, fo si de asemenea functionalele «, 3 satisfac
conditii de crestere de tipul:

{ |f1(t,.'13,y)| Sa1‘l’|+bl |y’+017 (531)
|f2(t,$,y)| < ap |$| + b2 |y| + c2,

oricare ar fi z,y € R, si

{ |a[z,y]] < A1 lz|e + Bilyle + Ch, (5.3.2)
B[z, ]l < Az |zl + B2 lylo + Ca,

oricare ar fi z,y € C[0, 1].

Teorema 5.3.1 Daca au loc conditiile (5.3.1), (5.3.2) si matricea (5.2.3) este convergenta
la zero pentru un anumit 0 > 0, atunci problema (5.1.1) are cel putin o solutie.

Exemplul 5.3.2 Consideram problema nelocala

S1n( )+aysin )

sin (£) + 1ysin §)+h(t)zfz(t,x,y), (5.3.3)
o(0) = dsin (2 () + v (3)
y(0) = gcos (z (3) +y ()

unde ¢t € [0,1], a € Rsig,h € L' (0,1). Cum

Z
Yy =azx

|f1(t,x,y)|S%!fﬂlﬂally!ﬂg(t)l, [f2 (2, y)] < |a| \fv|+ [yl + b (1)

ne aflam in conditiile din prima parte a Sectiunii 5.3. De asemenea, matricea My este
cea din Exemplul 5.2.2 daca se considera 6§ = 2. Asadar, potrivit Teoremei 5.3.1, daca
respectiva matrice este convergenta la zero, atunci problema (5.3.3) are cel putin o solutie.
Este de subliniat faptul ca functiile fi (¢,x,y), fo (¢,2,y) din acest exemplu nu satisfac
conditiile Lipschitz in z,y si in consecintd Teorema 5.2.1 nu se aplica.

In cele ce urmeazi, dam o aplicatie a principiului Leray-Schauder, presupunand ci
neliniaritatile f1, fo si de asemenea functionalele neliniare «, § satisfac conditii de cregtere
mai generale, si anume:

|f1(ta$’y)‘ S Wl(t, ]x| y ’y|)’
{ |f2(tax7y)‘ §W2(t, |$|,|y|), (534)

oricare ar fi x,y € R,

[z, y)| < ws(|zlo, [yle),
{ 18 [z, 9] < W4<|x|§,|y|§), (5.3.5)
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oricare ar fi z,y € C[0, 1]. Aici w1, ws sunt functii L'-Carathéodory pe [0, 1] xR%r, nedescres-
citoare in cel de-al doilea si al treilea argument, si ws,w, sunt functii continue pe RZ,
nedescrescatoare in ambele variabile.

Teorema 5.3.3 Presupunem ci au loc conditiile (5.3.4), (5.3.5). In plus, presupunem ci
existd Ry = (R}, RE) € (0,00)* astfel incat pentru p = (py, ps) € (0,00)

1

>

f[)l Wl(S,pl,p2)dS + w3(pl7p2) Z P1 ’mel’LCé p S RO- (536)
f() w2(37p17:02)d8 + w4(p17p2) > P2

Atunci problema (5.1.1) are cel putin o solutie.
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Capitolul 6

Sisteme cu impulsuri cu conditii ne-
locale

6.1 Prezentare generala

In acest capitol vom studia un sistem de ecuatii diferentiale de ordinul intai avand termeni
cu impulsuri, supus unor conditii nelocale, si anume

V0= it 1) )

Y ()= fo(t,z(t),y(t

Ay = I (z(t0)), Ayli—t, = I2(y(to)), t€(0,1), t#to, (6.1.1)
z (0) = an[z], y (0) = asly].

Aici Av|i—s, semnificd “saltul” functiei v in t = to, adicd Av|i—y, = v(t]) — vty ), unde
v(tg),v(ty) sunt limitele la stinga si la dreapta ale lui v in ¢ = ¢ si «;, @ = 1,2 sunt
functionale liniare gi continue pe C[0, 1] care satisfac conditia (2.3.14).

Rescriem sistemul (6.1.1) ca un sistem de ecuatii integrale

1

z(t) = mal[gﬂ +g1(z,y)() + G1()(2),
! (6.1.2)
y(t) = 1_700[1]&2 [92] + g2(,y)(t) + Ga2(y) (1),

unde termenii GG; iau in considerare efectul impulsiv.

De asemenea, vom beneficia de o descompunere similard cu cea propusa in lucrarea
A. Boucherif si R. Precup [17] si utilizatd ulterior in O. Nica gi R. Precup [52], O. Nica
[53], de asemenea prezentatd in Capitolul 2 gi Capitolul 3. Aceasta este prima datd cand
aceastd abordare este utilizatd in contextul sistemelor nelocale cu impulsuri.

6.2 Un rezultat de existenta si unicitate

Vom lucra in spatiul Banach PCy,[0,1]?, unde

PCy,[0,1] :={z : [0,1] — R|, = este continua pentru ¢t € [0, 1]\{to},
existd z(ty) = x(to) si |z(td)] < oo}
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A rezolva (6.1.1), echivalent (6.1.2), se reduce la studiul existentei unui punct fix al
operatorului
T=Tr+1Tv + G, (6.2.3)

Tewo) = (7000 ), Tt = (1000,

unde

iar pentru ¢ = 1,2

T (2.)(t) = mal +f0 fi(s,x (s),y(s))ds, dacat < ty,
o 711041 —i—fo fi(s,x(s),y(s))ds, dacat > to,
0, daca t < to,
Ty, (z,y)(t) = { ftofz s,z (s),y(s))ds, daci t>tg,
si

G1(x)(t) B 0, daca t<ty,
Glz,y)(t) = < ol (1) ) Gi(v)(®) —{ L(u(t)), dack ¢ > fg

Initial, prin intermediul teoremei de punct fix a lui Perov, obtinem un rezultat de
existentd si unicitate, considerand ca f1, fo gi de asemenea termenii cu impulsuri I; satisfac
conditiile Lipschitz

_ aj|lr —T|+ by ly — 7|, dacat e [0,t]
— < 2.4
|f1(t 2, y) fﬂt,x,y)\_{ as |z — T + by ly — |, dacd t € [to, 1], (6.2.4)
_ Ailz —Z|+ B1ly — 9|, daca tE[O,to]
— < 2.
|f2(ta$ay) fg(t,l',y)|_{ A2|l‘—f’+32‘y—y‘, dacé’te[to’l]’ (625)
si de asemenea
|Ii(v) — L;(v)| <d;|v—1|, pentrui= 1,2, (6.2.6)
oricare ar fi x,y,T,y,v,0 € R.
In cele ce urmeazi notdm prin
[l
A — $1,i=1,2
- |1 — ou[1]]
lloa | floa |
Mo o=t o (s T #1) b (s +1) M, - [ di 0 }
' lloz | llo|| ’ ' 0 dy |~
A (it +1) B (e +1) ?
Teorema 6.2.1 Daca au loc conditiile (6.2.4), (6.2.5), (6.2.6) si matricea
My := M + M; (627)

este convergenta la zero, atunci problema (6.1.1) are o solutie unica.
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Exemplul 6.2.2 Consideram problema cu valori initiale

o' =1y [1 +e 5 1)] 7= hiey),
5 —1
v =1 [”e 0] = o) e (6.28)
Awlt-g = 5 cos (9«" (1) Aylt—g = 5sin (v (3))
. —2 fo S, y(0) = 2 fo (s)ds.

Aici avem matricea
1 6 5
Mo =15 < 1 4 )

care este convergentd la zero intrucat valorile sale proprii satisfac Ay = 0.17 < 1, Ay =
0.5 < 1. Din Teorema 6.2.1, problema (6.2.8) are solutie unica.

6.3 Un rezultat de existenta

Ardtdm acum ci existenta solutiilor pentru problema (6.1.1) rezultd din teorema de punct
fix a lui Schauder atunci cand f1, fo satisfac conditii de crestere de tipul: exista coeficienti
nenegativi a;, b;, ¢;, A;, B;, C; astfel incat

aj x|+ by |yl +c1, dacd t € [0,to]

|f1(t,l‘,y)| = { as |1,| + by |y| + ¢, daci t € [to,l], (639)
Ay lz|+ By |yl +Cq, dacat €0, o]
< 0.
| fa(t, z,y)| < { Aol + Balyl+ o, daci t € [tg, 1], (6.3.10)

oricare ar fi z,y € R.
Presupunem de asemenea ca impulsurile satisfac conditii de crestere, i.e. existd d;, e; €
[0, 00) astfel incat pentru oricare v € R avem

|I;(v)| <d;|v| +e;, pentrui=1,2. (6.3.11)

Teorema 6.3.1 Daca sunt satisfacute conditiile (6.3.9), (6.3.10), (6.3.11) si matricea
(6.2.7) este convergenta la zero, atunci problema (6.1.1) are cel putin o solutie.

Exemplul 6.3.2 Consideram problema cu valori initiale

= %x sin (%) + %y sin % +g(t) = f1(t,z,y),
"= Lpsin () + Lysin (2) + h(t) = folt, z,y),
12 3 i 1(96.) 69§ y ()A faf - ;y) 5 ,te0,1]  (6.3.12)
x\z:g gsin (2 (7)), y’y:% icos (y (7))
1 1
1 1

unde g, h € L'(0,1). Obtinem
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care este convergentd la zero deoarece valorile proprii ale sale (aproximate cu trei zecimale)
sunt [A\1] = 0.485 < 1,]A2| = 0.237 < 1. Din Teorema 6.3.1, problema (6.3.12) are cel putin
o solutie.
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