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2.3.1 Existenţ¼a şi unicitate cu condi̧tii Lipschitz . . . . . . . . . . . . . . 22
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4 Rezultate de existenţ¼a pentru probleme la limit¼a cu condi̧tii pe trei
puncte pentru ecua̧tii diferenţiale de ordinul doi 34
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punct �x a lui Schauder . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

5 Probleme nelocale neliniare 41
5.1 Prezentare general¼a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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6.3 Un rezultat de existenţ¼a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Bibliogra�e 48

6



Introducere

Scopul prezentei teze de doctorat îl reprezint¼a studiul sistemelor de ecua̧tii diferenţiale
neliniare cu condi̧tii nelocale. Vom obţine rezultate de existenţ¼a şi unicitate bazate pe o
abordare operatorial¼a ce utilizeaz¼a teoreme de punct �x.

Metoda operatorial¼a vectorial¼a

Vom aplica principiile de punct �x ale lui Perov (o versiune vectorial¼a a principiului
contraçtiilor al lui Banach), Schauder şi Leray-Schauder. În acest scop, problemele nelocale
vor � exprimate sub forma unor ecuaţii de punct �x de tipul

u = T (u); (1)

pentru anumi̧ti operatori neliniari T: Astfel, un element-cheie este reprezentat de expre-
sia speci�c¼a a operatorului T corespunz¼ator: De fapt, în aceast¼a tez¼a, ecuaţia (1) are o
structur¼a vectorial¼a, şi anume �

x = T1(x; y)
y = T2(x; y);

unde u = (x; y); T = (T1; T2) ; ceea ce permite celor doi termeni T1; T2 s¼a aib¼a un com-
portament diferit unul fa̧t¼a de cel¼alalt, dar şi în raport cu cele dou¼a variabile. Acest lucru
necesit¼a utilizarea matricelor în locul constantelor atunci când condi̧tii de tip Lipschitz,
creştere sau m¼arginire "a priori" sunt impuse operatorilor T1 şi T2: În mod corespunz¼ator,
este necesar¼a utilizarea normelor vectoriale. Este de notat şi faptul c¼a putem gener-
aliza într-un mod foarte simplu abordarea din cazul sistemelor bidimensionale la cazul
n-dimensional.

Din punct de vedere istoric, în 1964 A.I. Perov [63] a dat o versiune vectorial¼a prin-
cipiului contraçtiilor al lui Banach şi a aplicat-o sistemelor diferenţiale, ar¼atând avantajul
utiliz¼arii matricelor convergente la zero şi a normelor vectoriale. Recent, R. Precup [65] a
ar¼atat c¼a aceast¼a metod¼a poate � pus¼a în leg¼atur¼a cu alte principii din analiza neliniar¼a,
cum ar � teoremele lui Schauder, Leray-Schauder şi Krasnoselskii. Aici, autorul a explicat
de asemenea c¼a utilizarea normelor vectoriale şi, în mod corespunz¼ator, a matricelor con-
vergente la zero este mult mai adecvat¼a în tratarea sistemelor de ecuaţii. Aceste sisteme
apar în modelarea matematic¼a a diferitelor procese şi fenomene din domenii variate, cum
ar ��zica, biologia, chimia, ingineria, economia etc., atunci când diferite cantit¼aţi variaz¼a
în timp şi interaçtioneaz¼a.

Problemele nelocale studiate în cadrul tezei de doctorat

Ini̧tial, în Capitolul 2, consider¼am problema cu condi̧tii nelocale discrete (polilocale)
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8>>>>>><>>>>>>:

x0 (t) = f (t; x (t) ; y(t))
y0 (t) = g (t; x (t) ; y(t))

x (0) +
mP
k=1

akx(tk) = 0

y (0) +
mP
k=1

eaky(tk) = 0;
(a.p.t. pe [0; 1])

unde tk sunt puncte date astfel încât 0 � t1 � t2 � ::: � tm < 1:
Ulterior, în locul condi̧tiilor de tip discret vom considera condi̧tii nelocale date prin

intermediul a dou¼a funçtionale liniare şi continue, �; � : C[0; 1]! R; mai exact

x(0) = �[x]; y(0) = �[y] (condi̧tii necuplate)

şi de asemenea
x(0) = �[y]; y(0) = �[x] (condi̧tii cuplate).

În Capitolul 3, vom trata cazul n-dimensional şi condi̧tiile cuplate liniare generale

u (0) = � [u] ;

unde u = (u1; u2; :::; un) şi � : C ([0; 1];Rn)! Rn; în timp ce în Capitolul 4 vom discuta
ecuaţiile şi sistemele de ecuaţii diferenţiale de ordinul doi de forma8>><>>:

u00(t) = f (t; u(t); v(t))
v00(t) = g (t; u(t); v(t))
u(0) = 0; u(t0) = �(u(�); v(�))
v(0) = 0; v(t0) =  (u(�); v(�));

(t 2 [0; 1]); cu condi̧tii nelocale pe trei puncte 0; �; t0:
Metodele folosite sunt apoi adaptate în Capitolul 5 pentru a studia problema8>><>>:

x0 (t) = f1 (t; x (t) ; y(t))
y0 (t) = f2 (t; x (t) ; y(t))
x (0) = �[x; y]
y (0) = �[x; y]

t 2 [0; 1]

cu condi̧tii nelocale date de funçtionale neliniare �; � : C[0; 1]2 ! R. Aici, operatorii
neliniari T1; T2 vor açtiona pe spaţiul produs (C [0; 1]� R)2 încorporând în acest fel condi̧ti-
ile neliniare.

Programul folosit pe parcursul acestei lucr¼ari este aplicat în �nal în cadrul Capitolului
6 pentru o clas¼a special¼a de probleme, mai exact pentru sisteme cu impulsuri de forma8>><>>:

x0 (t) = f1 (t; x (t) ; y(t))
y0 (t) = f2 (t; x (t) ; y(t))
�xjt=t0 = I1(x(t0)); �yjt=t0 = I2(y(t0));
x (0) = �1[x]; y (0) = �2[y];

t 2 (0; 1); t 6= t0:

Aici, t0 2 (0; 1) şi �vjt=t0 are semni�caţia de �salt�al funçtiei v în t = t0; adic¼a �vjt=t0 =
v(t+0 )� v(t

�
0 ); unde v(t

�
0 ); v(t

+
0 ) sunt limitele la stânga şi la dreapta ale lui v în t = t0:
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Condi̧tiile nelocale

Motivaţia studierii problemelor nelocale este dat¼a de faptul c¼a problema Cauchy ne-
local¼a are efect mai bun în aplicaţii decât problema Cauchy clasic¼a, �ind de obicei mai
exact¼a în m¼asur¼atorile �zice. De asemenea, modelarea matematic¼a a diferitelor procese
reale, cum ar � �uxul de c¼aldur¼a, cel al �uidelor, chimic sau biologic, acolo unde condi̧ti-
ile nelocale pot � interpretare ca feedback-uri de control, au adus în atenţie tratamentul
problemelor nelocale.

Studiul problemelor nelocale abstracte semiliniare a fost ini̧tiat de c¼atre L. Byszewski
[19, 20], L. Byszewski şi V. Lakshmikantham [21] şi continuat mai apoi în numeroase alte
lucr¼ari: S. Aizicovici şi Y. Gao [3], S. Aizicovici şi M. McKibben [5], J. Liang, J.H. Liu şi
T. Xiao [46], J.H. Liu [47], S.K. Ntouyas şi P.Ch. Tsamatos [58] şi referinţele din acestea.
Aşa cum s-a remarcat în L. Byszewski [20], problemele nelocale apar în mod natural în
modelarea problemelor �zice, menţion¼am în acest sens lucr¼arile G. Infante şi J.R.L. Webb
[40], J.R.L. Webb şi G. Infante [76, 77] şi G. Infante, F.M. Minhós şi P. Pietramala [36].
O metod¼a unitar¼a de stabilire a existenţei şi multiplicit¼aţii soluţiilor pozitive pentru un
num¼ar mare de ecuaţii diferenţiale de ordin arbitrar cu un num¼ar aleator de condi̧tii la
limit¼a nelocale a fost dat¼a în J.R.L. Webb şi G. Infante [76, 77]. De asemenea, alte discuţii
referitoare la importanţa condi̧tiilor nelocale în diferite domenii aplicative, exemple de
probleme cu condi̧tii nelocale şi referinţe la alte lucr¼ari ce trateaz¼a condi̧tii nelocale pot
� g¼asite în H.-K. Han şi J.-Y. Park [34], D. Jackson [41], H.C. Lee [45] şi referinţele din
acestea.

Numeroşi autori au studiat diferite tipuri de probleme nelocale în special cu condi̧tii
la limit¼a pe mai multe puncte (a se vedea, de exemplu A. Boucherif şi R. Precup [17],
A.M.A. El-Sayed, E.O. Bin-Taher [27], O. Nica şi R. Precup [52], S.K. Ntouyas [59] şi
referinţele corespunz¼atoare pentru ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi, S.K. Ntouyas [59],
R.P. Agarwal, D. O�Regan şi S. Stan¼ek [2], C.P. Gupta, S.K. Ntouyas şi P.Ch. Tsamatos
[33], G. Infante [35], R. Ma [50], S. Stan¼ek [71] pentru ecuaţii de ordinul doi, sau M.
Eggensperger şi N. Kosmatov [26], J.R.L. Webb, G. Infante şi D. Franco [80] pentru ecua̧tii
de ordin superior. Problemele nelocale ce implic¼a condi̧tii la limit¼a date prin intermediul
unor funçtionale liniare şi continue, sau echivalent integrale Stieltjes, au fost studiate de
exemplu în lucr¼arile G. Infante [35], G.L. Karakostats şi P.Ch. Tsamatos [42], O. Nica
[53, 55], J.R.L Webb şi G. Infante [78], J.R.L. Webb, G. Infante şi D. Franco [80].

Menţion¼am de asemenea alte câteva lucr¼ari ce trateaz¼a probleme nelocale pentru
diferite clase de ecuaţii şi sisteme de ecuaţii diferenţiale: S. Aizicovici şi H. Lee [4], M.
Benchohra şi A. Boucherif [7], M. Benchohra, E.P. Gatsori, L. Gorniewicz şi S.K. Ntouyas
[8], O. Bolojan-Nica, G. Infante şi R. Precup [11], O. Bolojan-Nica, G. Infante şi R. Pre-
cup [12], A. Boucherif [14]-[16], A. Boucherif şi R. Precup [18], G. Infante şi P. Pietramala
[37, 38], G. Infante şi J.R.L. Webb [40], G.L. Karakostas şi P.Ch. Tsamatos [42], O. Nica
[54], S.K. Ntouyas [59], R. Precup [64], R. Precup şi D. Trif [66], J.R.L. Webb [74], J.R.L.
Webb şi G. Infante [75], J.R.L. Webb şi K.Q. Lan [79], X. Xue [81, 82] şi Z. Yang [83].

Structura tezei de doctorat

Teza de doctorat este structurat¼a în şase capitole, �ecare capitol �ind organizat în mai
multe seçtiuni.

Capitolul 1 este dedicat în întregime prezent¼arii unor noţiuni, rezultate şi notaţii pre-
liminare de care vom avea nevoie pe parcursul lucr¼arii. Aici, în Seçtiunea 1.1 introducem
conceptele de metric¼a vectorial¼a şi norm¼a vectorial¼a, în timp ce în Seçtiunea 1.2 vom
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prezenta un alt instrument de lucru esenţial în investigarea noastr¼a, şi anume noţiunea de
matrice convergent¼a la zero. Apoi, în Seçtiunea 1.3, vom reaminti principiile clasice de
punct �x ale lui Perov, Schauder şi Leray-Schauder pe care le vom aplica în mod frecvent
în cadrul acestei teze. Alte rezultate auxiliare vor � de asemenea prezentate în capitolele
care urmeaz¼a.

În Capitolul 2 avem în discuţie trei tipuri de probleme nelocale pentru sisteme de
ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi. Seçtiunea 1.2 conţine o prezentare general¼a a capi-
tolului în care explic¼am conţinutul �ec¼arei seçtiuni şi prezent¼am principalele instrumente
şi metode de lucru folosite.

Motivaţi de lucrarea A. Boucherif şi R. Precup [17], în Seçtiunea 2.2 ne ocup¼am de
problema nelocal¼a pentru sisteme de ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi8>>>>>><>>>>>>:

x0 (t) = f (t; x (t) ; y(t))
y0 (t) = g (t; x (t) ; y(t))

x (0) +
mP
k=1

akx(tk) = 0

y (0) +
mP
k=1

eaky(tk) = 0;
(a.p.t. pe [0; 1])

unde f; g : [0; 1]�R2 ! R sunt funçtii Carathéodory, tk sunt puncte date cu proprietatea 0 �
t1 � t2 � ::: � tm < 1 şi ak; eak sunt numere reale astfel încât 1 + mP

k=1

ak 6= 0 şi

1 +
mP
k=1

eak 6= 0: Seçtiunea 2.2 conţine trei subseçtiuni, �ecare dintre acestea �ind dedicate
studiului existenţei soluţiilor pentru problema de mai sus. Demonstraţiile se vor baza pe
principiile de punct �x ale lui Perov, Schauder şi Leray-Schauder ce vor � aplicate unui
operator integral neliniar divizat în dou¼a p¼aŗti, o parte de tip Fredholm pentru subinter-
valul ce conţine punctele implicate de condi̧tia nelocal¼a, şi o alt¼a parte de tip Volterra
pentru restul intervalului. Normele vectoriale şi matricile convergente la zero joac¼a un rol
important în cadrul acestei abord¼ari.

În Seçtiunea 2.3 şi Seçtiunea 2.4, vom extinde ideile ideile Seçtiunii 2.2 prin conside-
rarea condi̧tiilor ini̧tiale nelocale ca �ind exprimate mai general, prin intermediul unor
funçtionale liniare şi continue, ca în lucr¼arile lui J.R.L. Webb [74], J.R.L. Webb şi G.
Infante [75, 76, 77], J.R.L. Webb şi K.Q. Lan [79]. Astfel, în Seçtiunea 2.3 vom discuta
problema cu nelocal¼a de tipul8>><>>:

x0 (t) = f1 (t; x (t) ; y(t))
y0 (t) = f2 (t; x (t) ; y(t))
x (0) = �[x]
y (0) = �[y];

(a.p.t. pe [0; 1])

în timp ce în Seçtiunea 2.4 vom studia problema8>><>>:
x0 (t) = f1 (t; x (t) ; y(t))
y0 (t) = f2 (t; x (t) ; y(t))
x (0) = �[y]
y (0) = �[x];

(a.p.t. pe [0; 1])

unde f1; f2 : [0; 1]�R2 ! R sunt de asemenea funçtii Carathéodory, iar �; � : C[0; 1]! R
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sunt funçtionale liniare şi continue astfel încât 1� �[1] 6= 0 şi 1� �[1] 6= 0; în primul caz,
şi 1� �[1]�[1] 6= 0; în cel de-al doilea caz. Fiecare din Seçtiunile 2.3 şi 2.4 sunt împ¼aŗtite
în trei subseçtiuni. Aici, rezultatele de existenţ¼a şi unicitate sunt obţinute ini̧tial prin
impunerea unor condi̧tii de tip Lipschitz sau de creştere pe întregul interval [0; 1] ; şi apoi,
în cea de-a doua parte a �ec¼arei subseçtiuni, sub condi̧tii similare date în mod diferit pe
dou¼a subintervale [0; t0] şi [t0; 1] : În cel de-al doilea caz, operatorul integral neliniar asociat
problemei va � scindat în dou¼a p¼aŗti, una de tip Fredholm şi cealalt¼a de tip Volterra, fapt
ce este re�ectat în comportamentul neliniarit¼aţilor.

Principalele rezultate din Seçtiunea 2.2 sunt: Teorema 2.2.1, ce reprezint¼a un rezultat
de existenţ¼a şi unicitate, ca aplicaţie a teoremei de punct �x a lui Perov; Teorema 2.2.2
şi Teorema 2.2.3, dou¼a teoreme de existenţ¼a rezultate din principiile de punct �x ale lui
Schauder şi Leray-Schauder, respectiv. Rezultatele din aceast¼a seçtiune au fost publicate
în lucrarea O. Nica şi R. Precup [52].

Cele mai relevante rezultate din Seçtiunea 2.3 sunt: Teorema 2.3.1 şi Teorema 2.3.2,
dou¼a rezultate de existenţ¼a şi unicitate ce utilizeaz¼a principiul de punct �x a lui Perov;
Teorema 2.3.4 şi Teorema 2.3.5, rezultate de existenţ¼a bazate pe teorema de punct �x
a lui Schauder; Teorema 2.3.7 şi Teorema 2.3.8, dou¼a teoreme de existenţ¼a ce reprezint¼a
aplicaţii la principiul Leray-Schauder; Exemplul 2.3.3 şi Exemplul 2.3.6 dou¼a rezultate ce
ilustreaz¼a teoria. Cea mai mare parte a acestor rezultate se reg¼asesc în lucr¼arile O. Nica
[53, 55].

Principalele contribuţii din Seçtiunea 2.4 sunt: Teorema 2.4.1 şi Teorema 2.4.2 de
existenţ¼a şi unicitate; Teorema 2.4.4, Teorema 2.4.5, Teorema 2.4.7, Teorema 2.4.8 de
existenţ¼a; Exemplul 2.4.3 şi Exemplul 2.4.6, aplicaţii numerice ale rezultatelor teoretice.

Capitolul 3 extinde la cazul general rezultatele din Capitolul 2. Mai exact, consider¼am
sistemul n-dimensional 8>><>>:

u01 (t) = f1 (t; u1 (t) ; u2(t); :::; un (t)) ;
u02 (t) = f2 (t; u1 (t) ; u2(t); :::; un (t)) ;
:::
u0n (t) = fn (t; u1 (t) ; u2 (t) ; :::; un (t)) ;

a.p.t. t din [0; 1], supus condi̧tiilor nelocale cuplate8>><>>:
u1 (0) = �11[u1] + �12[u2] + :::+ �1n [un] ;
u2 (0) = �21[u1] + �22[u2] + :::+ �2n [un] ;
:::
un (0) = �n1[u1] + �n2[u2] + :::+ �nn [un] :

Aici f1; f2; :::; fn : [0; 1] � Rn ! R sunt funçtii L1-Carathéodory şi �ij : C[0; 1] !
R; i; j = 1; 2; :::; n sunt funçtionale liniare şi continue. Problema poate � rescris¼a sub
form¼a vectorial¼a �

u0 (t) = f (t; u (t)) ; a.p.t. pe [0; 1] ;
u (0) = � [u] ;

unde u = (u1; u2; :::; un) ; f = (f1; f2; :::; fn) ; şi

� [u] = (�1 [u] ; �2[u]; :::; �n [u]) ;

�i [u] = �i1[u1] + �i2[u2] + :::+ �in [un] (i = 1; 2; :::; n):
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În mod cert, în acest caz � este o funçtie liniar¼a şi continu¼a din C ([0; 1];Rn) în Rn:
Acest capitol conţine patru seçtiuni. Dup¼a o prezentare general¼a dat¼a în Seçtiunea 3.1,
prezent¼am rezultatele de existenţ¼a bazate pe teoremele de punct �x ale lui Perov, Schauder
şi Leray-Schauder, în Seçtiunea 3.2, Seçtiunea 3.3 şi Seçtiunea 3.4, respectiv.

Principalele rezultate din acest capitol sunt: Teorema 3.2.1, Teorema 3.3.1 şi Teo-
rema 3.4.1; Exemplul 3.2.2 şi Exemplul 3.3.2 ce prezint¼a dou¼a aplicaţii numerice. Aceste
contribuţii pot � g¼asite în lucrarea O. Bolojan-Nica, G. Infante şi R. Precup [11].

Capitolul 4 este dedicat studiului ecua̧tiilor şi sistemelor de ecuaţii diferenţiale de
ordinul doi cu condi̧tii la limit¼a pe trei puncte. Capitolul este structurat în cinci seçtiuni
dup¼a cum urmeaz¼a. O prezentare general¼a asupra problemelor şi conţinutului din acest
capitol este dat¼a în Seçtiunea 4.1. Apoi, �ind motivaţi de lucrarea lui E.V. Castelani şi
T.F. Ma [23], în Seçtiunea 4.2, începem investigaţia noastr¼a prin a studia problema la
limit¼a pe trei puncte pentru ecuaţii diferenţiale de ordinul doi�

u00 = f (t; u; u0)
u(0) = 0; u(t0) = g(u(�));

0 < t < t0

unde 0 < � < t0 < 1 şi f , g sunt funçtii continue. În Seçtiunea 4.3, d¼am rezultate de
existenţ¼a pentru sisteme de ecuaţii diferenţiale de ordinul doi8>><>>:

u00(t) = f (t; u(t); v(t))
v00(t) = g (t; u(t); v(t))
u(0) = 0; u(t0) = �(u(�); v(�))
v(0) = 0; v(t0) =  (u(�); v(�));

pe un interval dat [0; t0]: În Seçtiunea 4.4 studiem problema din Seçtiunea 4.2 pe un
interval mai mare [0; 1], şi anume�

u00 = f (t; u; u0)
u(0) = 0; u(t0) = g(u(�));

unde t0 < 1: În cele din urm¼a, în Seçtiunea 4.5, o strategie similar¼a este aplicat¼a unui
sistem de dou¼a ecuaţii diferenţiale de ordinul al doilea. Principalele rezultate din acest
capitol sunt: Teorema 4.2.1, Teorema 4.2.2, Teorema 4.2.4 şi Teorema 4.3.1, Teorema
4.3.2, rezultate de existenţ¼a pe [0; t0] pentru ecuaţii şi respectiv, sisteme; Teorema 4.4.1,
Teorema 4.4.2, Teorema 4.4.3, Teorema 4.4.4 şi Teorema 4.5.1, Teorema 4.5.2, Teorema
4.5.3, Teorema 4.5.4, rezultate de existenţ¼a pentru ecuaţii şi sisteme pe [0; 1]: Rezultatele
din acest capitol apar în lucrarea O. Nica [54].

Obiectivul Capitolului 5 este acela de a studia existenţa soluţiilor problemei nelocale
pentru un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi, cu condi̧tii nelocale neliniare8>><>>:

x0 (t) = f1 (t; x (t) ; y(t))
y0 (t) = f2 (t; x (t) ; y(t))
x (0) = �[x; y]
y (0) = �[x; y]:

; t 2 [0; 1]

Aici f1; f2 : [0; 1] � R2 ! R sunt funçtii continue, în timp ce �; � : C[0; 1]2 ! R sunt
funçtionale neliniare şi continue. Rezultatele de existenţ¼a sunt stabilite prin intermediul
principiilor de punct �x ale lui Perov, Schauder şi Leray-Schauder combinate cu tehnica
bazat¼a pe folosirea metricilor vectoriale şi a matricelor convergente la zero. Aici, princi-
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palele contribuţii sunt: Teorema 5.2.1, ce reprezint¼a un rezultat de existenţ¼a şi unicitate
ce are la baz¼a principiul de punct �x a lui Perov; Teorema 5.3.1 şi Teorema 5.3.3, dou¼a
rezultate de existenţ¼a date ca aplicaţie direct¼a a teoremelor lui Schauder şi respectiv
Leray-Schauder; Exemplul 5.2.2 şi Exemplul 5.3.2, dou¼a aplicaţii numerice care ilustreaz¼a
rezultatele date de Teorema 5.2.1 şi Teorema 5.3.1. Aceste rezultate sunt parte a lucr¼arii
O. Bolojan-Nica, G. Infante şi R. Precup [13].

Metodele pe care le-am folosit cel mai des în capitolele precedente sunt adaptate în
cele ce urmeaz¼a în cadrul Capitolului 6 pentru cazul sistemelor cu impulsuri cu condi̧tii
nelocale exprimate prin intermediul funçtionalelor liniare şi continue date de integrale
Stieltjes 8>><>>:

x0 (t) = f1 (t; x (t) ; y(t)) ;
y0 (t) = f2 (t; x (t) ; y(t)) ;
�xjt=t0 = I1(x(t0)); �yjt=t0 = I2(y(t0));
x (0) = �1[x]; y (0) = �2[y]:

t 2 (0; 1); t 6= t0:

Aici t0 2 (0; 1) şi �vjt=t0 semni�c¼a �saltul� funçtiei v în t = t0; adic¼a �vjt=t0 = v(t+0 ) �
v(t�0 ); unde v(t

�
0 ); v(t

+
0 ) sunt limitele la stânga şi la dreapta ale lui v în t = t0. Capitolul

este împ¼aŗtit în patru seçtiuni. Dup¼a o prezentare general¼a în Seçtiunea 6.1, Seçtiunea
6.2 prezint¼a un rezultat de existenţ¼a şi unicitate prin aplicarea principiului de punct �x a
lui Perov, în timp ce în Seçtiunea 6.3 expunem un rezultat de existenţ¼a ca o consecinţ¼a a
teoremei de punct �x a lui Schauder. Principiile de punct �x aplicate sunt completate de
tehnica bazat¼a pe norme vectoriale şi matrici convergente la zero. Principalele contribuţii
din acest capitol sunt urm¼atoarele: Teorema 6.2.1, o teorem¼a de existenţ¼a şi unicitate;
Teorema 6.3.1 de existenţ¼a; Exemplul 6.2.2 şi Exemplul 6.3.2. Aceste rezultate sunt incluse
în lucrarea O. Bolojan-Nica, G. Infante şi P. Pietramala [12].

Câteva direçtii de cercetare viitoare

Metodele folosite pe parcursul tezei de doctorat pot � aplicate şi altor clase de prob-
leme, de exemplu, sistemelor de ecuaţii de evoluţie de tipul8>>>>>><>>>>>>:

x0 (t) +A1x(t) = f1 (t; x (t) ; y(t))
y0 (t) +A2y(t) = f2 (t; x (t) ; y(t))

x (0) +
mP
k=1

akx(tk) = 0

y (0) +
mP
k=1

eaky(tk) = 0:
Aici, operatorul liniar �Ai : D(Ai) � Xi ! Xi genereaz¼a un semigrup de contraçtii tare
continuu fSi(t); t � 0g pe un spaţiu Banach

�
Xi; j:jXi

�
; pentru i = 1; 2: În particular,

putem considera sisteme de ecuaţii parabolice şi hiperbolice.
O alt¼a idee este aceea de a utiliza o versiune vectorial¼a a teoremei de punct �x a

lui Krasnoselskii pentru suma a doi operatori (a se vedea A. Viorel [73]) împreun¼a cu
metoda ce utilizeaz¼a matrici convergente la zero, în scopul de a trata probleme nelocale
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mai complicate, cum ar � problema8>><>>:
x0(t) = g1(t; x(t); y(t)) + h1(t; x

0(t); y0(t))
y0(t) = g2(t; x(t); y(t)) + h2(t; x

0(t); y0(t))
x(0) = �[x]
y(0) = �[y];

unde gi; hi : [0; 1]�R2 ! R sunt funçtii Carathéodory şi �; � : [0; 1]! R sunt funçtionale
liniare şi continue. Desigur, toate celelalte probleme studiate în cadrul acestei lucr¼ari pot
� generalizate în acest fel.

Activitatea de cercetare a autorului tezei de doctorat

Majoritatea rezultatelor din aceast¼a tez¼a de doctorat fac parte din urm¼atoarele lu-
cr¼ari/manuscrise:

� O. Nica and R. Precup, On the nonlocal initial value problem for �rst order di¤er-
ential systems, Stud. Univ. Babeş-Bolyai Math. 56 (2011), No. 3, 125�137.

� O. Nica, Initial-value problems for �rst-order di¤erential systems with general non-
local condi̧tiile, Electron. J. Di¤erential Equations 2012 (2012), No. 74, 1�15.

� O. Nica, Existence results for second order three-point boundary value problems,
Di¤er. Equ. Appl. 4 (2012), 547�570.

� O. Nica, Nonlocal initial value problems for �rst order di¤erential systems, Fixed
Point Theory 13 (2012), 603�612.

� O. Nica, Extensions of the Leray-Schauder Principle for integral systems, An. Univ.
Oradea Fasc. Mat. 9 (2012), No. 2, 63-81.

� O. Nica, A �xed point approach to �rst order di¤erential equations and systems,
Ann. Tiberiu Popoviciu Semin. Funct. Equ. Approx. Convexity 10 (2012), 141-
153.

� O. Bolojan-Nica, G. Infante, R. Precup, Existence results for systems with coupled
nonlocal initial condi̧tiile, Nonlinear Anal. 94 (2014), 231-242.

� O. Bolojan-Nica, G. Infante, P. Pietramala, Existence results for impulsive systems
with initial nonlocal condi̧tiile, Math. Model. Anal., to appear.

� O. Bolojan-Nica, G. Infante, R. Precup, Existence results for systems with coupled
nonlocal nonlinear initial condi̧tiile, submitted.

O parte a acestor rezultate au fost prezentate la urm¼atoarele conferinţe ştiinţi�ce,
workshop-uri şi întâlniri de lucru:

� International Conference on Sciences (ICS), November 11-12, 2011, Oradea, Roma-
nia.
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� International Conference of Nonlinear Operators, Di¤erential Equations and Appli-
cations (ICNODEA), July 5-8, 2011, Cluj-Napoca, Romania.

� The Fifth International Workshop 2012 "Constructive Methods for Non-Linear Bound-
ary Value Problems", June 28-July 1, 2012, Tokaj, Hungary.

� 6th European Congress of Mathematics (6ECM), July 2-6, 2012, Krakow, Poland.

� 10th International Conference on Fixed Point Theory and its Applications (IC-
FPTAC), July 9-15, 2012, Cluj-Napoca, Romania.

� Research Seminar of the Department of Mathematics, October 22, 2012, University
of Calabria, Cosenza, Italy.

� A treia sesiune na̧tional¼a de comunic¼ari ştiinţi�ce a doctoranzilor, June 10-16, 2013,
Timi̧soara, Romania.

� The Fourteenth International Conference on Applied Mathematics Computer Science
şi Mechanics, "Theodor Angheluţ¼a" Seminar, August 29-31, 2013, Cluj-Napoca,
Romania.
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oferite, lucruri ce au f¼acut posibil acest proiect de cercetare. Numeroase alte muļtumiri
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Capitolul 1

Preliminarii

În acest capitol vom prezenta câteva no̧tiuni şi rezultate preliminarii folosite pe parcursul
tezei de doctorat. Metricile şi normele vectoriale, matricele convergente la zero şi principiile
de punct �x ale lui Perov, Schauder şi Leray-Schauder sunt principalele instrumente de
lucru din aceast¼a lucrare.

1.1 Metrici şi norme vectoriale

De�ni̧tia 1.1.1 Fie X o mulţime nevid¼a. Prin metric¼a vectorial¼a pe X înţelegem o
funcţie d : X �X ! Rn astfel încât

(i) d(x; y) � 0 oricare ar � x; y 2 X şi d(x; y) = 0 dac¼a şi numai dac¼a x = y;

(ii) d(x; y) = d(y; x) oricare ar � x; y 2 X;

(iii) d(x; y) � d(x; z) + d(z; y) oricare ar � x; y; z 2 X
în raport cu relaţia natural¼a de ordine din Rn. Mai exact, dac¼a x; y 2 Rn; x =
(x1; x2; :::; xn); y = (y1; y2; :::; yn); prin x � y înţelegem xi � yi pentru i = 1; 2; :::; n:

Perechea (X; d) se numeşte spaţiu metric generalizat.

De�ni̧tia 1.1.2 Fie X un spaţiu liniar. O aplicaţie k�k : X ! Rn se numeşte norm¼a
vectorial¼a dac¼a

(i) kxk � 0 oricare ar � x 2 X şi kxk = 0 dac¼a şi numai dac¼a x = 0;

(ii) k�xk = j�j kxk oricare ar � x 2 X şi � 2 R;

(iii) kx+ yk � kxk+ kyk oricare ar � x; y 2 X:

În mod evident, �ecare spaţiu liniar înzestrat cu o norm¼a vectorial¼a este un spaţiu
metric generalizat cu metrica vectorial¼a

d(x; y) = kx� yk :
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1.2 Matrice convergente la zero

De�ni̧tia 1.2.1 O matrice p¼atratic¼a M 2Mn�n (Rn) cu elemente nenegative se numeşte
convergent¼a la zero dac¼a

Mk ! 0 când k !1:

Lema 1.2.2 Fie M 2 Mn�n (Rn) o matrice p¼atratic¼a cu elemente nenegative. Urm¼a-
toarele a�rmaţii sunt echivalente:

(i) M este o matrice care converge la zero;

(ii) I �M este nesingular¼a şi (I �M)�1 = I +M +M2 + ::: (unde I este matricea
unitate de acelaşi ordin ca şi M);

(iii) valorile proprii ale lui M sunt localizate în discul unitate al planului complex;

(iv) I �M este nesingular¼a şi (I �M)�1 sunt elemente nenegative.

Lema 1.2.3 Dac¼a A este o matrice p¼atratic¼a ce converge la zero şi elementele unei alte
matrice p¼atratice B sunt su�cient de mici, atunci A+B este de asemenea convergent¼a la
zero.

De�ni̧tia 1.2.4 Un operator T : X ! X se numeşte contraçtie generalizat¼a (în raport
cu metrica vectorial¼a d din X) dac¼a exist¼a o matrice convergent¼a la zero M astfel încât

d(T (u); T (v)) �Md(u; v) oricare ar � u; v 2 X:

1.3 Teoreme de punct �x

Teorema 1.3.1 (Perov) Fie (X; d) un spaţiu metric generalizat complet şi T : X ! X
o contracţie generalizat¼a cu matricea Lipschitz M: Atunci T are un unic punct �x x� şi
pentru oricare x 2 X avem

d(T k(x); x�) �Mk(I �M)�1d(x; T (x)); k 2 N:

Teorema 1.3.2 (Schauder) Fie X un spaţiu Banach, D � X o submulţime nevid¼a
convex¼a, închis¼a şi m¼arginit¼a şi T : D ! D un operator complet continuu (i.e., T este
continuu şi T (D) este relativ compact). Atunci T are cel puţin un punct �x.

Teorema 1.3.3 (Leray�Schauder) Fie (X; j : jX) un spaţiu Banach, R > 0 şi T :
BX(0;R) ! X un operator complet continuu. Dac¼a jujX < R pentru oricare soluţie
u a ecuaţiei u = �T (u) şi pentru oricare � 2 (0; 1); atunci T are cel puţin un punct �x.
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Capitolul 2

Probleme nelocale pentru sisteme
de ecua̧tii difereņtiale de ordinul în-
tâi

2.1 Prezentare general¼a

Acest capitol este dedicat studiului existenţei soluţiilor problemelor cu valori ini̧tiale pen-
tru sisteme de ecuaţii diferenţiale neliniare planare cu condi̧tii nelocale exprimate prin
intermediul unor funçtionale liniare discrete şi continue.

2.2 Sisteme de ecua̧tii difereņtiale de ordinul întâi cu condi̧tii
polilocale

În aceast¼a seçtiune, avem în studiu problema nelocal¼a pentru sistemul de ecuaţii difer-
enţiale de ordinul întâi, de tipul8>>>>>><>>>>>>:

x0 (t) = f (t; x (t) ; y(t))
y0 (t) = g (t; x (t) ; y(t))

x (0) +
mP
k=1

akx(tk) = 0

y (0) +
mP
k=1

eaky(tk) = 0:
(a.p.t. pe [0; 1]) (2.2.1)

Aici f; g : [0; 1] � R2 ! R sunt funçtii Carathéodory, tk sunt puncte date astfel încât

0 � t1 � t2 � ::: � tm < 1 şi ak; eak sunt numere reale cu proprietatea 1 + mP
k=1

ak 6= 0 şi

1 +
mP
k=1

eak 6= 0: Este de observat faptul c¼a condi̧tiile nelocale neomogene
8>><>>:

x (0) +
mP
k=1

akx(tk) = x0

y (0) +
mP
k=1

eaky(tk) = y0
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pot � întotdeauna reduse la unele omogene (cu x0 = y0 = 0) prin schimb¼arile de variabil¼a
x1(t) := x(t)� a x0 şi y2(t) := y(t)� ea y0; unde

a =

 
1 +

mX
k=1

ak

!�1
şi ea =  1 + mX

k=1

eak
!�1

: (2.2.2)

Aceasta poate � v¼azut¼a ca o problem¼a de punct �x în C [0; 1]2 pentru operatorul complet
continuu T = (T1; T2); T : C [0; 1]

2 ! C [0; 1]2 ; unde T1 şi T2 sunt date prin

T1(x; y)(t) = �a
mP
k=1

ak
R tk
0 f (s; x (s) ; y(s)) ds+

R t
0 f (s; x (s) ; y(s)) ds;

T2(x; y)(t) = �ea mP
k=1

eak R tk0 g (s; x (s) ; y(s)) ds+
R t
0 g (s; x (s) ; y(s)) ds:

Operatorii T1 şi T2 apar ca suma a doi operatori integrali, unul de tip Fredholm, a c¼arui
valori depind de restriçtiile funçtiilor pe [0; tm]; şi un alt operator de tip Volterra depinzând
de restriçtiile pe [tm; 1] ; aşa cum a fost ar¼atat în lucrarea A. Boucherif şi R. Precup [17].
Astfel, T1 poate � rescris ca T1 = TF1 + TV1 ; unde

TF1(x; y)(t) =

8>><>>:
�a

mP
k=1

ak
R tk
0 f (s; x (s) ; y(s)) ds+

R t
0 f (s; x (s) ; y(s)) ds; dac¼a t < tm

�a
mP
k=1

ak
R tk
0 f (s; x (s) ; y(s)) ds+

R tm
0 f (s; x (s) ; y(s)) ds; dac¼a t � tm

şi

TV1(x; y)(t) =

�
0; dac¼a t < tmR t
tm
f (s; x (s) ; y(s)) ds; dac¼a t � tm:

În mod similar, T2 = TF2 + TV2 ; unde

TF2(x; y)(t) =

8>><>>:
�ea mP

k=1

eak R tk0 g (s; x (s) ; y(s)) ds+
R t
0 g (s; x (s) ; y(s)) ds; dac¼a t < tm

�ea mP
k=1

eak R tk0 g (s; x (s) ; y(s)) ds+
R tm
0 g (s; x (s) ; y(s)) ds; dac¼a t � tm

şi

TV2(x; y)(t) =

�
0; dac¼a t < tmR t
tm
g (s; x (s) ; y(s)) ds; dac¼a t � tm:

2.2.1 Neliniarit¼a̧ti cu proprietatea Lipschitz. Aplica̧tie a teoremei de
punct �x a lui Perov

Aici, vom ar¼ata c¼a existenţa şi unicitatea soluţiilor problemei (2.2.1) rezult¼a din teorema
de punct �x a lui Perov în cazul în care f; g satisfac condi̧tiile Lipschitz în x şi y :
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jf(t; x; y)� f(t; x; y)j �
�
b1 jx� xj+eb1 jy � yj ; dac¼a t 2 [0; tm]
c1 jx� xj+ ec1 jy � yj ; dac¼a t 2 [tm; 1] ;

(2.2.3)

jg(t; x; y)� g(t; x; y)j �
(
B1 jx� xj+ eB1 jy � yj ; dac¼a t 2 [0; tm]
C1 jx� xj+ eC1 jy � yj ; dac¼a t 2 [tm; 1]

(2.2.4)

oricare ar � x; y; x; y 2 R:
În cele ce urmeaz¼a, not¼am A1 := 1 + jaj

mP
k=1

jakj ; A2 = 1 + jeaj mP
k=1

jeakj ; unde a şi ea sunt
date de (2.2.2).

Teorema 2.2.1 Dac¼a f; g satisfac condiţiile Lipschitz (2.2.3), (2.2.4) şi matricea

M0 :=

"
b1tmA1 eb1tmA1
B1tmA2 eB1tmA2

#
(2.2.5)

este convergent¼a la zero, atunci problema (2.2.1) are o unic¼a soluţie.

2.2.2 Neliniarit¼a̧ti cu creştere cel mult liniar¼a. Aplica̧tie a teoremei de
punct �x a lui Schauder

Aici demostr¼am c¼a existenţa soluţiilor problemei (2.2.1) rezult¼a din teorema de punct �x
a lui Schauder în cazul în care f; g satisfac în locul condi̧tiilor de tip Lipschitz, condi̧tiile
mai relaxate de creştere cel mult liniar¼a:

jf(t; x; y)j �
�
b1 jxj+eb1 jyj+ d1; dac¼a t 2 [0; tm]
c1 jxj+ ec1 jyj+ d2; dac¼a t 2 [tm; 1] ;

(2.2.6)

jg(t; x; y)j �
(
B1 jxj+ eB1 jyj+D1; dac¼a t 2 [0; tm]
C1 jxj+ eC1 jyj+D2; dac¼a t 2 [tm; 1] ;

(2.2.7)

oricare ar � x; y 2 R şi coe�cienţii nenegativi bi; ci; di;ebi;eci; edi; Bi; Ci; Di; eBi; eCi; eDi; i =
1; 2:

Teorema 2.2.2 Dac¼a f; g satisfac condiţiile (2.2.6), (2.2.7) şi matricea (2.2.5) este con-
vergent¼a la zero, atunci problema (2.2.1) are cel puţin o soluţie.

2.2.3 Neliniarit¼a̧ti mai generale. Aplica̧tie a principiului Leray-Schauder

Consider¼am c¼a neliniarit¼aţile f; g satisfac condi̧tiile de creştere mai generale, şi anume:

jf(t; u)j �
�
!1(t; juje); dac¼a t 2 [0; tm]
�(t)�1(juje); dac¼a t 2 [tm; 1];

(2.2.8)

jg(t; u)j �
�
!2(t; juje); dac¼a t 2 [0; tm]
�(t)�2(juje); dac¼a t 2 [tm; 1];

(2.2.9)

oricare ar �u = (x; y) 2 R2; unde prin juje înţelegem norma euclidian¼a din R2: Aici !1; !2
sunt funçtii Carathéodory pe [0; tm]� R+; nedescresc¼atoare în cel de-al doilea argument,
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� 2 L1 [tm; 1] ; în timp ce �1; �2 : R+ ! R+ sunt nedescresc¼atoare şi 1= (�1 + �2) 2
L1loc(0;1):

Teorema 2.2.3 Presupunem c¼a au loc condiţiile (2.2.8), (2.2.9). În plus, s¼a presupunem
c¼a exist¼a un num¼ar pozitiv R0 astfel încât pentru � = (�1; �2) 2 (0;1)2(

1
�1

R tm
0 !1(t; j�je)dt � 1

A1
1
�2

R tm
0 !2(t; j�je)dt � 1

A2

implic¼a j�je � R0 (2.2.10)

şi Z 1

R�

d�

�1(�) + �2(�)
>

Z 1

tm

�(s)ds; (2.2.11)

unde R� =
��
A1
R tm
0 !1(t; R0)dt

�2
+
�
A2
R tm
0 !2(t; R0)dt

�2�1=2
: Atunci problema (2.2.1)

are cel puţin o soluţie.

2.3 Condi̧tiile nelocale x (0) = �[x]; y (0) = �[y]

Obiectivul principal al Seçtiunii 2.3 este de a extinde rezultatele obţinute în Seçtiunea
2.2 la cazul în care condi̧tiile nelocale sunt exprimate mai general, în termenii a dou¼a
funçtionale liniare şi continue pe C[0; 1].

Mai exact, avem de-a face cu problema nelocal¼a pentru sistemul de ecuaţii diferenţiale
de ordinul întâi de forma8>><>>:

x0 (t) = f1 (t; x (t) ; y(t))
y0 (t) = f2 (t; x (t) ; y(t)) (a.p.t. pe [0; 1])
x (0) = �[x]
y (0) = �[y]:

(2.3.12)

Aici f1; f2 : [0; 1]�R2 ! R sunt funçtii Carathéodory, �; � : C[0; 1]! R sunt funçtionale
liniare şi continue astfel încât 1� �[1] 6= 0 şi 1� �[1] 6= 0:

Aceasta poate � v¼azut¼a ca o problem¼a de punct �x în C [0; 1]2 pentru operatorul
complet continuu T : C [0; 1]2 ! C [0; 1]2 ; T = (T1; T2); unde T1 şi T2 sunt daţi prin

T1(x; y)(t) =
1

1��[1]�[g1] +
R t
0 f1 (s; x (s) ; y(s)) ds;

T2(x; y)(t) =
1

1��[1]�[g2] +
R t
0 f2 (s; x (s) ; y(s)) ds;

(2.3.13)

unde g1(x; y)(t) :=
R t
0 f1 (s; x (s) ; y(s)) ds; g2(x; y)(t) :=

R t
0 f2 (s; x (s) ; y(s)) ds:

Impunem urm¼atoarea proprietate:

xj[0;t0] = yj[0;t0] implic¼a �[x� y] = 0, ori de câte ori x; y 2 C[0; 1]: (2.3.14)

Aşadar, condi̧tia (2.3.14) ne indic¼a faptul c¼a valoarea funçtionalei � în orice funçtie x
depinde doare de restriçtiile lui x la subintervalul �xat [0; t0]:
Proprietatea central¼a a funçtionalei � ce satisface (2.3.14) const¼a în faptul c¼a

j�[x]j � k�k � jxjC[0;t0] ; (2.3.15)

oricare ar � x 2 C[0; 1]:
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2.3.1 Existeņt¼a şi unicitate cu condi̧tii Lipschitz

Ini̧tial, ar¼at¼am c¼a existenţa şi unicitatea soluţiilor pentru problema (2.3.12) rezult¼a din
teorema de punct �x a lui Perov în cazul în care f1; f2 satisfac condi̧tiile Lipschitz în x şi
y : �

jf1(t; x; y)� f1(t; x; y)j � a1 jx� xj+ b1 jy � yj
jf2(t; x; y)� f2(t; x; y)j � a2 jx� xj+ b2 jy � yj ;

(2.3.16)

oricare ar � x; y; x; y 2 R:

Teorema 2.3.1 Dac¼a f1; f2 satisfac condiţiile Lipschitz (2.3.16) şi matricea

M�;� =

24 a1

�
k�k

j1��[1]j + 1
�

b1

�
k�k

j1��[1]j + 1
�

a2

�
k�k

j1��[1]j + 1
�

b2

�
k�k

j1��[1]j + 1
� 35 (2.3.17)

este convergent¼a la zero, atunci problema (2.3.12) are o soluţie unic¼a.

Pentru cel de-al doilea rezultat de existenţ¼a şi unicitate obţinut prin intermediul teore-
mei de punct �x a lui Perov, vom considera c¼a exist¼a t0 2 (0; 1) astfel încât neliniarit¼aţile
f1; f2 s¼a satisfac¼a condi̧tiile Lipschitz ce difer¼a pe [0; t0] şi [t0; 1]; respectiv:

jf1(t; x; y)� f1(t; x; y)j �
�
a1 jx� xj+ b1 jy � yj ; dac¼a t 2 [0; t0]
a2 jx� xj+ b2 jy � yj ; dac¼a t 2 [t0; 1] ;

(2.3.18)

jf2(t; x; y)� f2(t; x; y)j �
�

A1 jx� xj+B1 jy � yj , dac¼a t 2 [0; t0]
A2 jx� xj+B2 jy � yj ; dac¼a t 2 [t0; 1] ;

(2.3.19)

oricare ar � x; y; x; y 2 R:

În cele ce urmeaz¼a not¼am cu A� :=
k�k

j1��[1]j + 1; B� :=
k�k

j1��[1]j + 1:

Teorema 2.3.2 Presupunem c¼a �; � satisfac (2.3.14). Dac¼a f1; f2 satisfac condiţiile Lip-
schitz (2.3.18), (2.3.19) şi matricea

M0 :=

�
a1t0A� b1t0A�
A1t0B� B1t0B�

�
(2.3.20)

este convergent¼a la zero, atunci problema (2.3.12) are o unic¼a soluţie.

Exemplul 2.3.3 Consider¼am urm¼atoarea problem¼a nelocal¼a:8>><>>:
x0(t) = 0:1 + 1

4
y2(t)
1+y2(t)

sin(2x(t)) � f1(x(t); y(t))

y0(t) = 0:1 + 2
3

y2(t)
1+y2(t)

cos(2x(t)) � f2(x(t); y(t))

x(0) =
R 1=2
0 x(s)ds; y(0) =

R 1=2
0 y(s)ds:

; t 2 [0; 40] (2.3.21)

Avem

M0 =

 
1
2

3
p
3

32
4
3

p
3
4

!
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cu valorile proprii �1 = 0; �2 = 0:9330:::. Aşadar M0 este convergent¼a la zero şi Teorema
2.3.2 garanteaz¼a faptul c¼a problema (2.3.21) are o unic¼a soluţie.

2.3.2 Existeņt¼a cu condi̧tii de creştere cel mult liniar¼a

Ini̧tial, ar¼at¼am c¼a existenţa soluţiilor problemei (2.3.12) rezult¼a din teorema de punct �x
a lui Schauder în caz c¼a f1; f2 satisfac în loc de condi̧tiile de tip Lipschitz, condi̧tiile mai
relaxate de creştere cel mult liniar¼a:�

jf1(t; x; y)j � a1 jxj+ b1 jyj+ c1
jf2(t; x; y)j � a2 jxj+ b2 jyj+ c2;

(2.3.22)

oricare ar � x; y 2 R:
În acest caz, avem de-a face cu oricare dou¼a funçtionale liniare �; � (i.e., nu presupunem

c¼a are loc (2.3.14)).

Teorema 2.3.4 Dac¼a f1; f2 satisfac (2.3.22) şi matricea (2.3.17) este convergent¼a la zero,
atunci problema (2.3.12) are cel puţin o soluţie.

În cele ce urmeaz¼a, vom da un alt rezultat de existenţ¼a pentru problema (2.3.12) ca
o aplicaţie a teoremei de punct �x a lui Schauder în cazul în care f1; f2 satisfac condi̧tii
mai relaxate de creştere cel mult liniare date în mod diferit, pe dou¼a subintervale [0; t0] şi
[t0; 1],

jf1(t; x; y)j �
�
a1 jxj+ b1 jyj+ c1; dac¼a t 2 [0; t0]
a2 jxj+ b2 jyj+ c2; dac¼a t 2 [t0; 1] ;

(2.3.23)

jf2(t; x; y)j �
�
A1 jxj+B1 jyj+ C1; dac¼a t 2 [0; t0]
A2 jxj+B2 jyj+ C2; dac¼a t 2 [t0; 1] ;

(2.3.24)

şi dac¼a funçtionalele �; � satisfac (2.3.14).

Teorema 2.3.5 Dac¼a f1; f2 satisfac (2.3.23), (2.3.24) şi matricea (2.3.20) este conver-
gent¼a la zero, atunci problema (2.3.12) are cel puţin o soluţie.

Exemplul 2.3.6 Consider¼am problema nelocal¼a8><>:
x0 = �0:9x� 1:8 xy

2+x2
+ 90 � f1(x; y)

y0 = �0:2y � 1:8 xy
2+x2

+ 750 � f2(x; y)

x(0) =
R 1=2
0 x(s)ds; y(0) =

R 1=2
0 y(s)ds:

; t 2 [0; 1] (2.3.25)

Întrucât
��� x
2+x2

��� � p
2
4 ; avem

M0 =

�
0:9 0:6364
0 0:8364

�
:

Valorile proprii sunt �1 = 0:9; �2 = 0:8364; ceea ce demonstreaz¼a faptul c¼a M0 este
convergent¼a la zero. Atunci, din Teorema 2.3.5, problema (2.3.25) are cel puţin o soluţie.
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2.3.3 Existeņt¼a cu condi̧tii de creştere mai generale

Consider¼am acum c¼a neliniarit¼aţile f1; f2 satisfac condi̧tii de creştere mai generale pe
întregul interval [0; 1], şi anume:�

jf1(t; u)j � !1(t; juje)
jf2(t; u)j � !2(t; juje)

; pentru t 2 [0; 1]; (2.3.26)

oricare ar �u = (x; y) 2 R2; unde prin juje înţelegem norma euclidian¼a din R2: Aici, !1; !2
sunt funçtii Carathéodory pe [0; 1]� R+; nedescresc¼atoare în al doilea argument.

Teorema 2.3.7 Presupunem c¼a are loc condiţia (2.3.26). În plus, presupunem c¼a exist¼a
un num¼ar pozitiv R0 astfel încât pentru � = (�1; �2) 2 (0;1)2(

1
�1

R 1
0 !1(t; j�je)dt �

1
A�

1
�2

R 1
0 !2(t; j�je)dt �

1
B�

implic¼a j�je � R0: (2.3.27)

Atunci problema (2.3.12) are cel puţin o soluţie.

Mai departe, presupunem c¼a neliniarit¼aţile f1; f2 satisfac condi̧tii de creştere mai gene-
rale date diferit pe [0; t0] şi [t0; 1], şi anume:

jf1(t; u)j �
�
!1(t; juje); dac¼a t 2 [0; t0]
(t)�1(juje); dac¼a t 2 [t0; 1];

(2.3.28)

jf2(t; u)j �
�
!2(t; juje); dac¼a t 2 [0; t0]
(t)�2(juje) ; dac¼a t 2 [t0; 1];

(2.3.29)

oricare ar � u = (x; y) 2 R2: Aici, !1; !2 sunt funçtii Carathéodory pe [0; t0] � R+;
nedescresc¼atoare în al doilea argument,  2 L1 [t0; 1] ; în timp ce �1; �2 : R+ ! R+ sunt
nedescresc¼atoare şi 1= (�1 + �2) 2 L1loc(R+):

Teorema 2.3.8 Presupunem c¼a funcţionalele �; � satisfac (2.3.14) şi condiţiile (2.3.28),
(2.3.29) au loc. In plus, presupunem c¼a exist¼a un num¼ar pozitiv R0 astfel încât pentru
� = (�1; �2) 2 (0;1)2(

1
�1

R t0
0 !1(t; j�je)dt � 1

A�
1
�2

R t0
0 !2(t; j�je)dt � 1

B�

implic¼a j�je � R0 (2.3.30)

şi Z 1

R�

d�

�1(�) + �2(�)
>

Z 1

t0

(s)ds; (2.3.31)

unde

R� =

"�
A�

Z t0

0
!1(t; R0)dt

�2
+

�
B�

Z t0

0
!2(t; R0)dt

�2#1=2
:

Atunci problema (2.3.12) are cel puţin o soluţie.
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2.4 Condi̧tiile nelocale x (0) = �[y]; y (0) = �[x]

În aceast¼a seçtiune introducem în cadrul studiului nostru condi̧tii nelocale cuplate expri-
mate prin intermediul funçtionalelor liniare, şi anume

x (0) = �[y]; y (0) = �[x]:

Aşadar, avem de-a face cu problema nelocal¼a pentru sistemul de ecuaţii diferenţiale de
ordinul întâi 8>><>>:

x0 (t) = f1 (t; x (t) ; y(t))
y0 (t) = f2 (t; x (t) ; y(t))
x (0) = �[y]
y (0) = �[x]:

(a.p.t. pe [0; 1]) (2.4.32)

Aici, f1; f2 : [0; 1]�R2 ! R sunt funçtii Carathéodory, �; � : C[0; 1]! R sunt funçtionale
liniare şi continue.

Aceasta poate � v¼azut¼a ca o problem¼a de punct �x în C [0; 1]2 pentru operatorul
complet continuu T : C [0; 1]2 ! C [0; 1]2 ; T = (T1; T2); unde T1 şi T2 sunt exprimaţi prin

T1(x; y)(t) =
1

1��[1]�[1] (�[g2] + �[1]�[g1]) +
R t
0 f1 (s; x (s) ; y(s)) ds;

T2(x; y)(t) =
1

1��[1]�[1] (�[g1] + �[1]�[g2]) +
R t
0 f2 (s; x (s) ; y(s)) ds:

2.4.1 Probleme cu condi̧tii Lipschitz

Presupunem c¼a f1; f2 satisfac condi̧tiile Lipschitz în x şi y :�
jf1(t; x; y)� f1(t; x; y)j � a1 jx� xj+ b1 jy � yj
jf2(t; x; y)� f2(t; x; y)j � A1 jx� xj+B1 jy � yj ;

(2.4.33)

oricare ar � x; y; x; y 2 R şi facem notaţiile

A� :=
1

j1��[1]�[1]j k�k ; A� :=
j�[1]j

j1��[1]�[1]j k�k ;
B� :=

j�[1]j
j1��[1]�[1]j k�k ; B� :=

1
j1��[1]�[1]j k�k :

Teorema 2.4.1 Dac¼a f1; f2 satisfac condiţiile Lipschitz (2.4.33) şi matricea

M :=

�
A�A1 + (A� + 1) a1 A�B1 + (A� + 1) b1
B�a1 + (B� + 1)A1 B�b1 + (B� + 1)B1

�
(2.4.34)

este convergent¼a la zero, atunci problema (2.4.32) are soluţie unic¼a.

În cazul în care �; � satisfac condi̧tia (2.3.14) pentru un anumit t0 2 (0; 1); putem
impune condi̧tii de creştere diferite pentru f1; f2; pe [0; t0] şi respectiv [t0; 1]:

jf1(t; x; y)� f1(t; x; y)j �
�
a1 jx� xj+ b1 jy � yj ; dac¼a t 2 [0; t0]
a2 jx� xj+ b2 jy � yj ; dac¼a t 2 [t0; 1] ;

(2.4.35)

jf2(t; x; y)� f2(t; x; y)j �
�

A1 jx� xj+B1 jy � yj , dac¼a t 2 [0; t0]
A2 jx� xj+B2 jy � yj ; dac¼a t 2 [t0; 1] ;

(2.4.36)
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oricare ar � x; y; x; y 2 R:

Teorema 2.4.2 Presupunem c¼a �; � satisfac condiţia (2.3.14). Dac¼a f1; f2 satisfac condiţi-
ile Lipschitz (2.4.35), (2.4.36) şi matricea

M0 :=

�
A�A1t0 + (A� + 1) a1t0 A�B1t0 + (A� + 1) b1t0
B�a1t0 + (B� + 1)A1t0 B�b1t0 + (B� + 1)B1t0

�
(2.4.37)

este convergent¼a la zero, atunci problema (2.4.32) are o soluţie unic¼a.

Exemplul 2.4.3 Vom considera urm¼atoarea problem¼a nelocal¼a:8>><>>:
x0(t) = 0:1 + 1

4
y2(t)
1+y2(t)

sin(2x(t)) � f1(x(t); y(t))

y0(t) = 0:1 + 1
3

y2(t)
1+y2(t)

cos(2x(t)) � f2(x(t); y(t))

x(0) =
R 1=4
0 x(s)ds; y(0) =

R 1=4
0 y(s)ds:

; t 2 [0; 1] (2.4.38)

Avem � [u] = �[u] =
R 1=4
0 u(s)ds; � [1] = �[1] = 1

4 şi k�k = k�k = 1
4 : De asemenea,

t0 = 1=4; A� = B� = 4=15; A� = B� = 1=15 şi

M =

 
8
45

p
3
30

19
90

19
p
3

480

!

ale c¼arei valori proprii sunt �1 = 0; �2 = 0:246338122 . Cum �1 şi �2 sunt mai mici decât
1; matricea M este convergent¼a la zero şi Teorema 2.4.2 garanteaz¼a existenţa unei soluţii
unice pentru problema (2.4.38).

2.4.2 Probleme cu condi̧tii de creştere cel mult liniar¼a

Pentru primul rezultat de existenţ¼a, presupunem c¼a f1; f2 satisfac în locul condi̧tiei Lip-
schitz, condi̧tia mai relaxat¼a de creştere cel mult liniar¼a, uniform pe întreg intervalul [0; 1];
şi c¼a �; � sunt funçtionale liniare şi continue generale pe C[0; 1]: Aşadar, presupunem c¼a�

jf1(t; x; y)j � a1 jxj+ b1 jyj+ c1;
jf2(t; x; y)j � A1 jxj+B1 jyj+ C1;

(2.4.39)

oricare ar � x; y 2 R:

Teorema 2.4.4 Dac¼a f1; f2 satisfac (2.4.39) şi matricea (2.4.34) este convergent¼a la zero,
atunci problema (2.4.32) are cel puţin o soluţie.

Pentru cel de-al doilea rezultat de existenţ¼a, o alt¼a aplicaţie a teoremei de punct �x a
lui Schauder, impunem neliniarit¼aţilor f1; f2 condi̧tiile de creştere mai generale date diferit
pe [0; t0] şi [t0; 1] ; respectiv:

jf1(t; x; y)j �
�
a1 jxj+ b1 jyj+ c1; dac¼a t 2 [0; t0]
a2 jxj+ b2 jyj+ c2; dac¼a t 2 [t0; 1] ;

(2.4.40)
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jf2(t; x; y)j �
�
A1 jxj+B1 jyj+ C1; dac¼a t 2 [0; t0]
A2 jxj+B2 jyj+ C2; dac¼a t 2 [t0; 1] ;

(2.4.41)

oricare ar � x; y 2 R şi anumi̧ti coe�cienţi nenegativi ai; bi; ci; Ai; Bi; Ci; i = 1; 2:

Teorema 2.4.5 Presupunem c¼a �; � satisfac (2.3.14). Dac¼a f1; f2 satisfac (2.4.40), (2.4.41)
şi matricea (2.4.37) este convergent¼a la zero, atunci problema (2.4.32) are cel puţin o
soluţie.

Exemplul 2.4.6 Studiem problema nelocal¼a8>>><>>>:
x0 = �0:9x� 1:8 xy

2+x2
+ 1 � f1(x; y)

y0 = �0:2y � 1:8 xy
2+x2

+ 0:7 � f2(x; y)

x(0) =
R 1=4
0 x(s)ds

y(0) =
R 1=4
0 y(s)ds:

; t 2 [0; 1] (2.4.42)

Obţinem faptul c¼a matricea

M =

�
0:24 0:08094757079
0:06 0:04094757081

�
:

are valorile proprii (rotunjite la a treia zecimal¼a dup¼a virgul¼a) �1 = 0:262 < 1; �2 =
0:019 < 1: Aceasta arat¼a faptul c¼a matricea M este convergent¼a la zero. Atunci, din
Teorema 2.4.5, problema (2.4.42) are cel puţin o soluţie.

2.4.3 Probleme cu condi̧tii de creştere mai generale

Aşa cum am observat pân¼a acum, teorema Leray-Schauder garanteaz¼a existenţa soluţiilor
impunând condi̧tii de creştere mai generale pentru f1; f2 :�

jf1(t; u)j � !1(t; juje)
jf2(t; u)j � !2(t; juje)

(2.4.43)

oricare ar � u = (x; y) 2 R2; unde prin juje am notat norma euclidian¼a din R2: Ca şi
pân¼a acum, !1; !2 sunt funçtii Carathéodory pe [0; 1]� R+; nedescresc¼atoare în al doilea
argument.

Teorema 2.4.7 Presupunem c¼a are loc condiţia (2.4.43). În plus, presupunem c¼a exist¼a
un num¼ar pozitiv R0 astfel încât pentru � = (�1; �2) 2 (0;1)2(

A�+1
�1

R 1
0 !1(t; j�je)dt+

A�
�1

R 1
0 !2(t; j�je)dt � 1

B�
�2

R 1
0 !1(t; j�je)dt+

B�+1
�2

R 1
0 !2(t; j�je)dt � 1

implic¼a j�je � R0 (2.4.44)

Atunci problema (2.4.32) are cel puţin o soluţie.

Dac¼a funçtionalele �; � satisfac (2.3.14) pentru un anumit num¼ar t0 2 (0; 1); atunci
putem impune funçtiilor f1; f2 s¼a satisfac¼a condi̧tiile de creştere generale, date în mod
diferit pe �ecare din intervalele [0; t0] şi [t0; 1], şi anume:

jf1(t; u)j �
�
!1(t; juje); dac¼a t 2 [0; t0]
(t)�1(juje); dac¼a t 2 [t0; 1];

(2.4.45)
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jf2(t; u)j �
�
!2(t; juje); dac¼a t 2 [0; t0]
(t)�2(juje) ; dac¼a t 2 [t0; 1];

(2.4.46)

oricare ar � u = (x; y) 2 R2: Din nou, !1; !2 sunt funçtii Carathéodory pe [0; t0] � R+;
nedescresc¼atoare în al doilea argument,  2 L1 [t0; 1] ; în timp ce �1; �2 : R+ ! R+ sunt
nedescresc¼atoare şi 1= (�1 + �2) 2 L1loc(R+):

Teorema 2.4.8 Presupunem c¼a �; � satisfac (2.3.14) şi condiţiile (2.4.45), (2.4.46) au
loc. În plus, presupunem c¼a exist¼a un num¼ar pozitiv R0 astfel încât pentru � = (�1; �2) 2
(0;1)2(

A�+1
�1

R t0
0 !1(t; j�je)dt+ A�

�1

R t0
0 !2(t; j�je)dt � 1

B�
�2

R t0
0 !1(t; j�je)dt+ B�+1

�2

R t0
0 !2(t; j�je)dt � 1

implic¼a j�je � R0 (2.4.47)

şi Z 1

R�

d�

�1(�) + �2(�)
>

Z 1

t0

(s)ds; (2.4.48)

unde

R� =

(�
(A� + 1)

Z t0

0
!1(t; R0)dt+A�

Z t0

0
!2(t; R0)dt

�2

+

�
B�

Z t0

0
!1(t; R0)dt+ (B� + 1)

Z t0

0
!2(t; R0)dt

�2)1=2
:

Atunci problema (2.4.32) are cel puţin o soluţie.
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Capitolul 3

Sisteme cu condi̧tii nelocale cuplate
generale

3.1 Prezentare general¼a

Având în minte problemele şi tehnicile considerate în Capitolul 2, în acest capitol este
elaborat¼a o teorie de existenţ¼a a soluţiilor pentru sisteme de ordinul întâi n-dimensionale
cu condi̧tii nelocale cuplate date prin funçtionale liniare generale.

Mai exact, avem în discuţie sistemul de ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi8>><>>:
u01 (t) = f1 (t; u1 (t) ; u2(t); :::; un (t)) ;
u02 (t) = f2 (t; u1 (t) ; u2(t); :::; un (t)) ;
:::
u0n (t) = fn (t; u1 (t) ; u2 (t) ; :::; un (t)) ;

(3.1.1)

pentru a.p.t. t din [0; 1], cu condi̧tiile nelocale cuplate8>><>>:
u1 (0) = �11[u1] + �12[u2] + :::+ �1n [un] ;
u2 (0) = �21[u1] + �22[u2] + :::+ �2n [un] ;
:::
un (0) = �n1[u1] + �n2[u2] + :::+ �nn [un] :

(3.1.2)

Aici f1; f2; :::; fn : [0; 1] � Rn ! R sunt funçtii L1-Carathéodory şi �ij : C[0; 1] !
R; i; j = 1; 2; :::; n sunt funçtionale liniare şi continue. Aşa cum s-a ar¼atat în R. Precup şi
D. Trif [66], problema (3.1.1)-(3.1.2) este su�cient de general¼a pentru a cuprinde probleme
legate de ecuaţii diferenţiale ordinare de ordinul n cu condi̧tii nelocale ce implic¼a funçtia
necunoscut¼a şi derivatele acesteia pân¼a la ordinul n� 1:

Problema (3.1.1)-(3.1.2) poate � rescris¼a sub form¼a vectorial¼a�
u0 (t) = f (t; u (t)) ; a.p.t. pe [0; 1] ;
u (0) = � [u] ;

(3.1.3)

unde u = (u1; u2; :::; un) ; f = (f1; f2; :::; fn) şi

� [u] = (�1 [u] ; �2[u]; :::; �n [u]) ; (3.1.4)
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�i [u] = �i1[u1] + �i2[u2] + :::+ �in [un] ; i = 1; 2; :::; n: (3.1.5)

Subliniem faptul c¼a � este o aplicaţie continu¼a şi liniar¼a din C ([0; 1];Rn) în Rn:
Presupunem c¼a matricea

I � � [1] este nesingular¼a; (3.1.6)

unde I este matricea unitate de ordinul n şi prin � [1] înţelegem matricea p¼atratic¼a � [1] :=
(�ij [1])1�i;j�n :

Aşadar, problema (3.1.1)-(3.1.2) este echivalent¼a cu ecuaţia integral¼a

u (t) = (I � � [1])�1 �
�Z t

0
f (s; u (s)) ds

�
+

Z t

0
f (s; u (s)) ds (3.1.7)

în spaţiul C ([0; 1] ;Rn) :
Abordarea noastr¼a const¼a în a c¼auta soluţiile ecua̧tiei (3.1.7) ca puncte �xe ale opera-

torului

(Tu) (t) = (I � � [1])�1 �
�Z t

0
f (s; u (s)) ds

�
+

Z t

0
f (s; u (s)) ds: (3.1.8)

în spaţiul C ([0; 1] ;Rn). Pe parcursul acestui capitol, presupunem c¼a

�ij [v] =

Z t0

0
v (s) dAij (s) ; (v 2 C [0; 1])

pentru i; j = 1; 2; :::; n; unde t0 2 [0; 1]: În acest caz,

� [v] = 0 ori de câte ori v (t) � 0 în [0; t0] : (3.1.9)

Cu ipoteza (3.1.9), operatorul T poate � scris ca suma a doi operatori, unul de tip
Fredholm şi cel¼alalt de tip Volterra,

T = TF + Tv;

unde

(TFu) (t) =

8<: (I � � [1])�1 �
hR t
0 f (s; u (s)) ds

i
+
R t
0 f (s; u (s)) ds; pentru 0 � t � t0

(I � � [1])�1 �
hR t
0 f (s; u (s)) ds

i
+
R t0
0 f (s; u (s)) ds; pentru t0 � t � 1

(TV u) (t) =

�
0; pentru 0 � t � t0R t
t0
f (s; u (s)) ds; pentru t0 � t � 1:
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3.2 Existeņt¼a şi unicitate. Cazul neliniarit¼a̧tilor de tip Lip-
schitz

În aceast¼a seçtiune presupunem c¼a funçtiile f1; f2; :::; fn satisfac condi̧tiile Lipschitz de
forma

jfi (t; u)� fi (t; v)j �
�
ai1 (t) ju1 � v1j+ :::+ ain (t) jun � vnj ; pentru t 2 [0; t0] ;
bi1 (t) ju1 � v1j+ :::+ bin (t) jun � vnj ; pentru t 2 [t0; 1] ;

(3.2.10)
oricare ar �u; v 2 Rn; u = (u1; u2; :::; un) ; v = (v1; v2; :::; vn) ; funçtiile aij 2 L1 ((0; 1);R+) ;
bij 2 Lp ((0; 1);R+) şi 1 < p � 1 (1 � i; j � n) :

Utilizând notaţiile vectoriale, putem rescrie condi̧tia (3.2.10) astfel:

kf (t; u)� f (t; v)k �
�
A (t) ku� vk ; pentru t 2 [0; t0] ;
B (t) ku� vk ; pentru t 2 [t0; 1] ;

(3.2.11)

unde A (t) ; B (t) sunt matrice cu coe�cienţii Lipschitz

A (t) = (aij (t))1�i;j�n ; B (t) = (bij (t))1�i;j�n :

În mod evident A 2 L1 ((0; 1);Mn (R+)) şi B 2 Lp ((0; 1);Mn (R+)) :

Teorema 3.2.1 Fie f : [0; 1] � Rn ! Rn o funcţie Carathéodory ce satisface (3.2.11) şi
�e � : C ([0; 1];Rn)! Rn liniar¼a şi continu¼a ce satisface (3.1.6) şi (3.1.9). Dac¼a

matricea
����(I � � [1])�1��� j�j+ I� jAjL1(0;t0) este convergent¼a la zero; (3.2.12)

atunci problema (3.1.3) are o soluţie unic¼a u 2W 1;1 ((0; 1);Rn) :

Not¼am cu M0; matricea

M0 :=
���(I � � [1])�1��� j�j+ I: (3.2.13)

Exemplul 3.2.2 Consider¼am problema nelocal¼a8>><>>:
x0 = a sinx+ by + g (t) � f1(t; x; y);
y0 = cos (cx+ dy) + h (t) � f2(t; x; y);

x(0) = 1
4

R t0
0 (x(s) + y (s)) ds;

y(0) = 1
4

R t0
0 (x(s) + y (s)) ds;

(3.2.14)

unde t 2 [0; 1] ; a; b; c; d 2 R; g; h 2 L1 (0; 1) şi 0 � t0 � 1: Avem �ij [1] =
t0
4 şi j�ij j =

t0
4

pentru 1 � i; j � 2: Atunci

M0 jAjL1(0;t0) =
t0

2 (2� t0)

�
(4� t0) jaj+ t0 jcj (4� t0) jbj+ t0 jdj
t0 jaj+ (4� t0) jcj t0 jbj+ (4� t0) jdj

�
: (3.2.15)

Astfel, dac¼a matricea (3.2.15) este convergent¼a la zero, atunci problema (3.2.14) are soluţie
unic¼a.
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Cazuri particulare: (a) dac¼a jaj = jcj şi jbj = jdj ; atunci

M0 jAjL1(0;t0) =
2t0
2� t0

�
jaj jbj
jaj jbj

�
;

ale c¼arei valori proprii sunt �1 = 0 şi �2 = 2t0
2�t0 (jaj+ jbj) : Astfel matricea este convergent¼a

la zero dac¼a şi numai dac¼a
2t0
2� t0

(jaj+ jbj) < 1:

(b) dac¼a jaj = jdj şi jbj = jcj ; atunci

M0 jAjL1(0;t0) =
t0

2 (2� t0)

�
(4� t0) jaj+ t0 jbj t0 jaj+ (4� t0) jbj
t0 jaj+ (4� t0) jbj (4� t0) jaj+ t0 jbj

�
:

Valorile proprii sunt �1 = t0 (jaj � jbj) ; �2 = 2t0
2�t0 (jaj+ jbj) : Cum j�1j � �2; matricea este

convergent¼a la zero dac¼a şi numai dac¼a

2t0
2� t0

(jaj+ jbj) < 1:

3.3 Existeņt¼a. Neliniarit¼a̧ti cu creştere cel mult liniar¼a

Presupunem acum c¼a funçtiile f1; f2; :::; fn satisfac în loc de condi̧tiile Lipschitz, condi̧tiile
mai relaxate de creştere cel mult liniar¼a

jfi (t; u)j �
�
ai1 (t) ju1j+ :::+ ain (t) junj+ ai (t) ; pentru t 2 [0; t0] ;
bi1 (t) ju1j+ :::+ bin (t) junj+ bi (t) ; pentru t 2 [t0; 1] ;

(3.3.16)

pentru u 2 Rn; u = (u1; u2; :::; un) şi anumite funçtii aij ; ai; bi 2 L1 ((0; 1);R+) ; bij 2
Lp ((0; 1);R+) şi 1 < p � 1 (1 � i; j � n) :

Utilizând notaţiile vectoriale putem rescrie condi̧tia (3.3.16) dup¼a cum urmeaz¼a:

kf (t; u)k �
�
A (t) kuk+ a (t) ; pentru t 2 [0; t0] ;
B (t) kuk+ b (t) ; pentru t 2 [t0; 1] ;

(3.3.17)

undeA (t) ; B (t) sunt matricele cu coe�cienţiiA (t) = (aij (t))1�i;j�n ; B (t) = (bij (t))1�i;j�n
şi a (t) ; b (t) matricele coloan¼a a (t) = (ai (t))1�i�n ; b (t) =

�
bi (t)

�
1�i�n : Avem A 2

L1 ((0; 1);Mn (R+)) ; B 2 Lp ((0; 1);Mn (R+)) şi a; b 2 L1
�
(0; 1);Rn+

�
:

Teorema 3.3.1 Fie f : [0; 1] � Rn ! Rn o funcţie Carathéodory ce satisface (3.3.17) şi
�e � : C ([0; 1];Rn)! Rn liniar¼a şi continu¼a ce satisface (3.1.6) şi (3.1.9). Dac¼a condiţia
(3.2.12) are loc, atunci problema (3.1.3) are cel puţin o soluţie u 2W 1;1 ((0; 1);Rn) :

Exemplul 3.3.2 Consider¼am problema nelocal¼a8>>>><>>>>:
x0 = ax sin

� y
x

�
+ by sin

�
x
y

�
+ g(t) � f1(t; x; y);

y0 = cx sin
� y
x

�
+ dy sin

�
x
y

�
+ h(t) � f2(t; x; y);

x(0) = 1
4

R t0
0 (x(s) + y (s)) ds;

y(0) = 1
4

R t0
0 (x(s) + y (s)) ds;

(3.3.18)
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unde t 2 [0; 1] ; a; b; c; d 2 R; g; h 2 L1 (0; 1) şi 0 � t0 � 1: Cum

jf1 (t; x; y)j � jaj jxj+ jbj jyj+ jg (t)j ; jf2 (t; x; y)j � jcj jxj+ jdj jyj+ jh (t)j

suntem în ipotezele din Seçtiunea 3.3. De asemenea, matricea M0 jAjL1(0;t0) este cea din
Exemplul 3.2.2. Aşadar, potrivit Teoremei 3.3.1, dac¼a aceast¼a matrice este convergent¼a
la zero, atunci problema (3.3.18) are cel puţin o soluţie. Este de notat faptul c¼a funçti-
ile f1 (t; x; y) ; f2 (t; x; y) din acest exemplu nu satisfac condi̧tiile Lipschitz în x; y şi în
consecinţ¼a Teorema 3.2.1 nu se aplic¼a.

3.4 Existeņt¼a. Neliniarit¼a̧ti cu creştere mai general¼a

Presupunem c¼a neliniarit¼aţile f1; f2; :::; fn satisfac condi̧tii de creştere mai generale, şi
anume

jfi(t; u)j �
�
!i(t; kuk); dac¼a t 2 [0; t0];
�(juj)i (t) ; dac¼a t 2 [t0; 1];

(3.4.19)

oricare ar � u = (u1; u2; :::; u2) 2 Rn (1 � i � n) : Aici !i sunt funçtii L1-Carathéodory
pe [0; t0] � Rn+; nedescresc¼atoare în al doilea argument, i 2 L1 ((t0; 1);R+) ; în timp ce
� : R+ ! R+ este nedescresc¼atoare şi 1=� 2 L1loc(R+); aici, simbolurile j:j ; k:k sunt folosite
pentru a nota norma Euclidian¼a şi the norma vectorial¼a din Rn; respectiv.

Utilizând notaţia vectorial¼a, condi̧tia (3.4.19) poate � rescris¼a astfel:

kf(t; u)k �
�
!(t; kuk); dac¼a t 2 [0; t0];
�(juj) (t) ; dac¼a t 2 [t0; 1];

(3.4.20)

unde !(t; kuk);  (t) sunt matricele coloan¼a !(t; kuk) = (!i(t; kuk))1�i�n ;  (t) = (i (t))1�i�n :

Teorema 3.4.1 Presupunem c¼a are loc condiţia (3.4.20). În plus, presupunem c¼a exist¼a
vectorul R0 2 Rn+ şi un num¼ar R1 > 0 astfel încât

dac¼a � 2 Rn+ şi M0

Z t0

0
!(t; �)dt � �; atunci � � R0 (3.4.21)

şi Z 1

t0

j (s)j ds =
Z R1

R�0

1

� (�)
d� ; (3.4.22)

unde R�0 =
���M0

R t0
0 !(s;R0)ds

��� şi M0 este dat¼a de (3.2.13). Atunci problema (3.1.3) are

cel puţin o soluţie u 2W 1;1 ((0; 1);Rn) astfel încât

kukC[0;t0] � R0 şi jujC([t0;1];Rn) � R1: (3.4.23)
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Capitolul 4

Rezultate de existeņt¼a pentru prob-
leme la limit¼a cu condi̧tii pe trei
puncte pentru ecua̧tii difereņtiale
de ordinul doi

4.1 Prezentare general¼a

Acest capitol este dedicat studiului ecuaţiilor şi sistemelor de ecuaţii diferenţiale de ordinul
doi cu condi̧tii neliniare la limit¼a pe trei puncte.

Fiind motivaţi de lucrarea lui E.V. Castelani şi T.F. Ma [23], în Seçtiunea 4.2, studiem
problema cu condi̧tii la limit¼a pe trei puncte pentru ecuaţii diferenţiale de ordinul doi:�

u00 = f (t; u; u0) ; 0 < t < t0
u(0) = 0; u(t0) = g(u(�))

(4.1.1)

unde 0 < � < t0 < 1 şi f , g sunt funçtii continue. Instrumentele noastre de lucru sunt
teoremele de punct �x ale lui Banach şi Schauder.

În Seçtiunea 4.3, discut¼am sistemul de ecuaţii diferenţiale8>><>>:
u00(t) = f (t; u(t); v(t))
v00(t) = g (t; u(t); v(t))
u(0) = 0; u(t0) = �(u(�); v(�))
v(0) = 0; v(t0) =  (u(�); v(�))

(0 < t < t0)

prin utilizarea teoremelor de punct �x ale lui Perov şi Schauder precum şi tehnica bazat¼a
pe utilizarea matricelor convergente la zero şi a normelor vectoriale.

Seçtiunea 4.4 este dedicat¼a problemei�
u00 = f (t; u; u0) ; 0 < t < 1
u(0) = 0; u(t0) = g(u(�)):

(4.1.2)

În comparaţie cu problema (4.1.1), chiar dac¼a condi̧tia la limit¼a pe trei puncte este aceeaşi,
ecuaţia (4.1.2) este considerat¼a pe intervalul mai mare [0; 1] ceea ce ne permite s¼a com-
bin¼am metoda operatorial¼a cu tehnica bazat¼a pe norma Bielecki. În cele din urm¼a, în
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Seçtiunea 4.5, o strategie similar¼a este aplicat¼a unui sistem de dou¼a ecuaţii diferenţiale de
ordinul doi.

4.2 Rezultate de existeņt¼a pentru ecua̧tii

Consider¼am problema (4.1.1) cu f : [0; t0]� R2 ! R şi g : R! R funçtii continue. Avem
câteva ipoteze:

(H1) exist¼a a; b; c > 0 astfel încât�
jf(t; u; v)� f(t; u; v)j � a ju� uj+ b jv � vj
jg(u)� g(u)j � c ju� uj , (4.2.1)

pentru t 2 [0; t0] şi u; v; u; v 2 R:
(H2) exist¼a �1; �2; �3; �1; �2 > 0 astfel încât

jf(t; u; v)j � �1 juj+ �2 jvj+ �3 şi jg(u)j � �1 juj+ �2; (4.2.2)

pentru t 2 [0; t0] şi u; v 2 R:

4.2.1 Aplica̧tie a principiului contraçtiilor al lui Banach

Începem aceast¼a seçtiune prin a sublinia faptul c¼a problema (4.1.1) poate � scris¼a în mod
echivalent

u(t) =

t0Z
0

G(t; s)f
�
s; u (s) ; u0(s)

�
ds+

t

t0
g(u(�)) (4.2.3)

unde G este funçtia Green pentru u00(t) = f(t) cu u(0) = u(t0) = 0, şi anume

G(t; s) =

(
� t(t0�s)

t0
; 0 � t � s � t0

� s(t0�t)
t0

; 0 � s � t � t0:
(4.2.4)

Observ¼am c¼a u este o soluţie a (4.1.1) dac¼a şi numai dac¼a u este un punct �x al operatorului
T : C1 [0; t0]! C1 [0; t0], de�nit prin

(Tu)(t) =

t0Z
0

G(t; s)f
�
s; u (s) ; u0(s)

�
ds+

t

t0
g(u(�)): (4.2.5)

Teorema 4.2.1 Dac¼a f; g satisfac (H1) cu

a+ b

2
t0 +

c

t0
< 1; (4.2.6)

atunci problema (4.1.1) are o soluţie unic¼a. Mai mult, aceast¼a soluţie poate � obţinut¼a ca
limit¼a a şirului aproximaţiilor succesive.

4.2.2 Aplica̧tie a teoremei de punct �x a lui Schauder

Folosind ipoteza (H2), avem urm¼atorul rezultat de existenţ¼a ca o consecinţ¼a a teoremei de
punct �x a lui Schauder.
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Teorema 4.2.2 Presupunem c¼a (H2) are loc cu

�1 + �2
2

t0 +
�1
t0

< 1: (4.2.7)

Atunci problema (4.1.1) are cel puţin o soluţie.

4.2.3 Aplica̧tie a teoremei de punct �x a lui Boyd-Wong

Teorema 4.2.3 (Principiul contraçtiilor a lui Boyd-Wong) Fie (X; d) un spaţiu me-
tric complet şi presupunem c¼a T : X ! X satisface condiţia

d(Tx; Ty) � 	(d(x; y)) oricare ar � x; y 2 X;

unde 	 : [0;1) ! [0;1) ; 0 � 	(t) < t pentru t > 0 şi 	 este superior semicontinu¼a la
dreapta, adic¼a rj & r � 0 implic¼a lim supj!1	(rj) � 	(r): Atunci T are un unic punct
�x x� şi (Tn(x)) converge la x� pentru orice x 2 X:

În aceast¼a seçtiune, în loc de condi̧tia Lipschitz asupra lui f din (H1), consider¼am
condi̧tiile mai generale de tip Boyd-Wong, şi anume:

(H3) exist¼a  1;  2 : [0;1)! [0;1) superior semicontinue la dreapta şi nedescresc¼atoare,
şi c > 0 astfel încât�

jf(t; u; v)� f(t; u; v)j �  1(ju� uj) +  2(jv � vj)
jg(u)� g(u)j � c ju� uj , (4.2.8)

pentru t 2 [0; t0] şi u; u; v; v 2 R:

Teorema 4.2.4 Dac¼a f; g satisfac (H3) şi

	(t) :=
t0
2
( 1 +  2)(t) +

c

t0
t < t; (4.2.9)

pentru t > 0; atunci problema (4.1.1) are o soluţie unic¼a. Mai mult, aceast¼a soluţie poate
� obţinut¼a ca limit¼a a şirului aproximaţiilor succesive.

4.3 Rezultate de existeņt¼a pentru sisteme

Trat¼am în cele ce urmeaz¼a problema cu condi̧tii la limit¼a pe trei puncte pentru sistemul
de ecuaţii diferenţiale de tipul:8>><>>:

u00(t) = f (t; u(t); v(t))
v00(t) = g (t; u(t); v(t))
u(0) = 0; u(t0) = �(u(�); v(�)poate)fi
v(0) = 0; v(t0) =  (u(�); v(�));

; 0 < t < t0 (4.3.10)

unde 0 < � < t0 < 1 şi f; g; �;  sunt funçtii continue.
Aceasta poate � v¼azut¼a ca o problem¼a de punct �x în C [0; t0]

2

�
u = T1(u; v)
v = T2(u; v)
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pentru un operator complet continuu T = (T1; T2) ; T : C [0; t0]
2 ! C [0; t0]

2 unde T1; T2
sunt daţi prin

T1(u; v)(t) =
t0R
0

G(t; s)f (s; u (s) ; v(s)) ds+ t
t0
�(u(�); v(�))

T2(u; v)(t) =
t0R
0

G(t; s)g (s; u (s) ; v(s)) ds+ t
t0
 (u(�); v(�)):

4.3.1 Neliniarit¼a̧ti cu proprietatea Lipschitz. Aplica̧tie a teoremei de
punct �x a lui Perov

Aici existenţa soluţiilor pentru problema (4.3.10) este stabilit¼a prin intermediul teoremei
de punct �x a lui Perov. Pentru aceasta, impunem condi̧tii Lipschitz globale, mai exact8>><>>:

jf(t; u; v)� f(t; u; v)j � a1 ju� uj+ b1 jv � vj
jg(t; u; v)� g(t; u; v)j � a2 ju� uj+ b2 jv � vj
j�(u; v)� �(u; v)j � c1 ju� uj+ d1 jv � vj
j (u; v)�  (u; v)j � c2 ju� uj+ d2 jv � vj ;

(4.3.11)

pentru t 2 [0; t0], u; v; u; v 2 R şi a1; b1; a2; b2; c1; d1; c2; d2 � 0:

Teorema 4.3.1 Presupunem c¼a are loc condiţia (4.3.11). Dac¼a matricea

M :=

�
a1
8 t
2
0 + c1

b1
8 t
2
0 + d1

a2
8 t
2
0 + c2

b2
8 t
2
0 + d2

�
(4.3.12)

este convergent¼a la zero, atunci problema (4.3.10) are soluţie unic¼a în C [0; t0]
2 :

4.3.2 Neliniarit¼a̧ti cu creştere cel mult liniar¼a. Aplica̧tie a teoremei de
punct �x a lui Schauder

Aici existenţa soluţiilor pentru problema (4.3.10) este stabilit¼a prin intermediul teoremei
de punct �x a lui Schauder în cazul în care f; g; �;  satisfac în loc de condi̧tii de tip
Lipschitz condi̧tii mai relaxate de creştere cel mult liniar¼a8>><>>:

jf(t; u; v)j � a1 juj+ b1 jvj+ c1
jg(t; u; v)j � a2 juj+ b2 jvj+ c2
j�(u; v)j � a01 juj+ b01 jvj+ c01
j (u; v)j � a02 juj+ b02 jvj+ c02;

(4.3.13)

oricare ar � t 2 [0; t0], u; v 2 R şi ai; bi; ci; a0i; b0i; c0i � 0; i = 1; 2:

Teorema 4.3.2 Dac¼a f; g; �;  satisfac condiţiile (4.3.13) şi matricea

M :=

�
a1
8 t
2
0 + a01

b1
8 t
2
0 + b01

a2
8 t
2
0 + a02

b2
8 t
2
0 + b02

�
(4.3.14)

este convergent¼a la zero, atunci problema (4.3.10) are cel puţin o soluţie în C [0; t0]
2 :
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4.4 Ecua̧tii pe un interval mai mare

Prezent¼am rezultate de existenţ¼a pentru problema la limit¼a cu condi̧tii pe trei puncte:�
u00 = f (t; u; u0)
u(0) = 0; u(t0) = g(u(�))

; 0 < t < 1 (4.4.15)

unde 0 < t0 < � < 1 şi f; g sunt funçtii continue. Problema (4.4.15) poate � împ¼aŗtit¼a în
dou¼a, o parte pentru subintervalul [0; t0] şi cealalt¼a pentru [t0; 1] : Mai exact, c¼aut¼am un
u astfel încât

u(t) =

�
v(t); dac¼a t 2 [0; t0]
w(t); dac¼a t 2 [t0; 1]

unde v este soluţie pentru�
v00 = f (t; v; v0)
v(0) = 0; v(t0) = g(v(�))

; 0 < t < t0 (4.4.16)

în timp ce w este soluţie pentru8<:
w00 = f (t; w;w0)
w(t0) = v(t0)
w0(t0) = v0(t0):

; t0 < t < 1 (4.4.17)

Problema (4.4.16) a fost deja discutat¼a în Secţiunea 4.2. Aici vom sublinia faptul c¼a este
echivalent¼a cu o problem¼a de punct �x pentru operatorul de tip Fredholm TF : C

1 [0; t0]!
C1 [0; t0] ;

(TF v)(t) =

t0Z
0

G(t; s)f
�
s; v (s) ; v0(s)

�
ds+

t

t0
g(v(�)):

Pentru (4.4.17) construim un operator integral de tip Volterra TV : C1 [t0; 1] ! C1 [t0; 1]
dat prin

(TV w)(t) = v(t0) + (t� t0)v0(t0) +
tZ
t0

�Z
t0

f
�
s; w (s) ; w0(s)

�
dsd�: (4.4.18)

S¼a subliniem faptul c¼a w este soluţie pentru (4.4.17) dac¼a şi numai dac¼a w este un punct
�x al operatorului TV .

4.4.1 Aplica̧tie a principiului contraçtiilor al lui Banach

Presupunem c¼a au loc condi̧tii Lipschitz globale, adic¼a exist¼a ea1;eb1 > 0 astfel încât
jf(t; u; v)� f(t; u; v)j � ea1 ju� uj+eb1 jv � vj ; (4.4.19)

oricare ar � t 2 [t0; 1] şi u; v; u; v 2 R:

Teorema 4.4.1 Dac¼a f satisface (4.4.19) pentru anumite numere ea1;eb1 > 0; atunci pro-
blema (4.4.17) are soluţie unic¼a.
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4.4.2 Aplica̧tie a teoremei de punct �x a lui Schauder

Presupunem c¼a f satisface condi̧tii mai generale decât (4.4.19), şi anume

jf(t; u; v)j � e�1 juj+ e�2 jvj+ e�3 (4.4.20)

oricare ar � t 2 [t0; 1] şi u; v 2 R; unde e�1; e�2; e�3 � 0:
Teorema 4.4.2 Dac¼a are loc condiţia (4.4.20) pentru anumite numere e�1; e�2; e�3 � 0;
atunci problema (4.4.17) are cel puţin o soluţie.

Punând împreun¼a rezultatele din Seçtiunea 4.2.1, Seçtiunea 4.4.1 şi rezultatele din
Seçtiunea 4.2.2, Seçtiunea 4.4.2 respectiv, obţinem urm¼atoarele rezultate pentru ecuaţii
pe întreg intervalul [0; 1]:

Teorema 4.4.3 Dac¼a f; g satisfac (H1) cu (4.2.6) şi condiţia (4.4.19); atunci problema
(4.4.15) are soluţie unic¼a pe [0; 1].

Teorema 4.4.4 Presupunem c¼a (H2) are loc cu (4.2.7). Dac¼a, în plus, are loc condiţia
(4.4.20), atunci problema (4.4.15) are cel puţin o soluţie pe [0; 1].

4.5 Sisteme pe un interval mai mare

Aici consider¼am problemele la limit¼a pe trei puncte pentru sisteme de ecuaţii diferenţiale,
de tipul: 8>><>>:

u00(t) = f (t; u(t); v(t))
v00(t) = g (t; u(t); v(t))
u(0) = 0; u(t0) = �(u(�); v(�))
v(0) = 0; v(t0) =  (u(�); v(�));

; 0 < t < 1 (4.5.21)

unde 0 < � < t0 < 1: Aceste sisteme pot � împ¼aŗtite în dou¼a, o parte pentru subintervalul
[0; t0] şi cealalt¼a pentru [t0; 1] ; respectiv: O abordare similar¼a a fost dat¼a pentru ecuaţii
în Secţiunea 4.4. Sistemele pe [0; t0] au fost deja discutate în Secţiunea 4.3.

R¼amâne s¼a consider¼am sistemul:8>><>>:
x00(t) = f (t; x(t); y(t))
y00(t) = g (t; x(t); y(t))
x(t0) = u0(t0); x

0(t0) = u00(t0)
y(t0) = v0(t0); y

0(t0) = v00(t0);

; t0 � t � 1 (4.5.22)

unde prin (u0; v0) înţelegem soluţia (4.5.21) pe intervalul [0; t0] :
Aceasta poate � v¼azut¼a ca o problem¼a de punct �x în C [t0; 1]

2 pentru operatorul
complet continuu T = (T1; T2) ; T : C [t0; 1]

2 ! C [t0; 1]
2 ; unde

T1(x; y)(t) = u0(t0) + (t� t0)u00(t0) +
tR
t0

�R
t0

f (s; x (s) ; y(s)) dsd�;

T2(x; y)(t) = v0(t0) + (t� t0)v00(t0) +
tR
t0

�R
t0

g (s; x (s) ; y(s)) dsd�:
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4.5.1 Neliniarit¼a̧ti cu proprietatea Lipschitz. Aplica̧tie a teoremei de
punct �x a lui Perov

Vom demonstra existenţa soluţiilor pentru problema (4.5.22) prin intermediul teoremei de
punct �x a lui Perov. Pentru aceasta, impunem condi̧tii globale de tip Lipschitz, adic¼a
presupunem c¼a exist¼a numerele ea1;eb1;ec1; ed1 > 0 astfel încât:(

jf(t; x; y)� f(t; x; y)j � ea1 jx� xj+eb1 jy � yj
jg(t; x; y)� g(t; x; y)j � ec1 jx� xj+ ed1 jy � yj , (4.5.23)

pentru t 2 [t0; 1] şi x; y; x; y 2 R:

Teorema 4.5.1 Dac¼a au loc condiţiile (4.5.23), atunci problema (4.5.22) are soluţie unic¼a
în C [t0; 1]

2 :

4.5.2 Neliniarit¼a̧ti cu creştere cel mult liniar¼a. Aplica̧tie a teoremei de
punct �x a lui Schauder

Ar¼at¼am c¼a existenţa soluţiilor pentru problema (4.5.22) este stabilit¼a prin intermediul
teoremei de punct �x a lui Schauder în cazul în care f; g satisfac în loc de condi̧tii Lipschitz,
condi̧tii mai relaxate de creştere cel mult liniar¼a(

jf(t; x; y)j � ea1 jxj+eb1 jyj+ ec1
jg(t; x; y)j � ea2 jxj+eb2 jyj+ ec2; (4.5.24)

pentru t 2 [t0; 1]; x; y 2 R şi eai;ebi;eci � 0; i = 1; 2:
Teorema 4.5.2 Dac¼a f; g satisfac condiţiile (4.5.24), atunci problema (4.5.22) are cel
puţin o soluţie în C [t0; 1]

2 :

Punând împreun¼a rezultatele din Seçtiunea 4.3.1, Seçtiunea 4.5.1 şi rezultatele din
Seçtiunea 4.3.2, Seçtiunea 4.5.2 respectiv, obţinem urm¼atoarele rezultate pentru sisteme
pe întreg intervalul [0; 1]:

Teorema 4.5.3 Presupunem c¼a au loc condiţiile (4.3.11) şi (4.5.23). Dac¼a matricea
(4.3.12) este convergent¼a la zero, atunci problema (4.5.21) are soluţie unic¼a în C [0; 1]2 :

Teorema 4.5.4 Dac¼a f; g satisfac condiţiile (4.3.13) şi (4.5.24) şi matricea (4.3.14) este
convergent¼a la zero, atunci problema (4.5.21) are cel puţin o soluţie în C [0; 1]2 :
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Capitolul 5

Probleme nelocale neliniare

5.1 Prezentare general¼a

Scopul capitolului de faţ¼a este acela de a studia existenţa soluţiilor problemelor cu valori
ini̧tiale cu condi̧tii la limit¼a nelocale neliniare de tip funçtional pentru sisteme de ecuaţii
diferenţiale.

Astfel, consider¼am problema nelocal¼a pentru sistemul de ecuaţii diferenţiale de ordinul
întâi 8>><>>:

x0 (t) = f1 (t; x (t) ; y(t)) ;
y0 (t) = f2 (t; x (t) ; y(t)) ; pe [0; 1] ;
x (0) = �[x; y];
y (0) = �[x; y]:

(5.1.1)

Aici, f1; f2 : [0; 1] � R2 ! R sunt funçtii continue şi �; � : C[0; 1]2 ! R sunt funçtionale
neliniare continue.

Abordarea noastr¼a const¼a în a rescrie problema (5.1.1) ca un sistem de forma

xa =

�
a+

Z t

0
f1 (s; x (s) ; y (s)) ds; � [x; y]

�
;

yb =

�
b+

Z t

0
f2 (s; x (s) ; y (s)) ds; � [x; y]

�
;

unde prin xa; yb înţelegem perechile (x; a) ; (y; b) 2 C [0; 1]� R:
Aceasta, la rândul s¼au, poate � v¼azut¼a ca o problem¼a de punct �x în (C [0; 1]� R)2

pentru operatorul complet continuu

T = (T1; T2) : (C [0; 1]� R)2 ! (C [0; 1]� R)2 ;

unde T1 şi T2 sunt daţi de

T1 [xa; yb] =
�
a+

R t
0 f1 (s; x (s) ; y(s)) ds; �[x; y]

�
;

T2 [xa; yb] =
�
b+

R t
0 f2 (s; x (s) ; y(s)) ds; �[x; y]

�
:

În acest capitol, prin jxjC , unde x 2 C[0; 1]; vom înţelege jxjC = max
t2[0;1]

jx(t)j :
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5.2 Existeņt¼a şi unicitate

În cadrul acestei seçtiuni ar¼at¼am c¼a existenţa soluţiilor pentru problema (5.1.1) rezult¼a
din teorema de punct �x a lui Perov în cazul în care neliniarit¼aţile f1; f2 şi de asemenea
funçtionalele �; � satisfac condi̧tiile Lipschitz de tipul:�

jf1(t; x; y)� f1(t; x; y)j � a1 jx� xj+ b1 jy � yj
jf2(t; x; y)� f2(t; x; y)j � a2 jx� xj+ b2 jy � yj ;

(5.2.1)

oricare ar � x; y; x; y 2 R; şi�
j� [x; y]� � [x; y]j � A1 jx� xjC +B1 jy � yjC
j� [x; y]� � [x; y]j � A2 jx� xjC +B2 jy � yjC ;

(5.2.2)

oricare ar � x; y; x; y 2 C[0; 1]:

Pentru un num¼ar � > 0 dat; not¼am

m11 (�) = max
�
1
� ; a1 + �A1

	
; m12 (�) = b1 + �B1;

m21 (�) = a2 + �A2; m22 (�) = max
�
1
� ; b2 + �B2

	
:

Teorema 5.2.1 Consider¼am c¼a f1; f2 satisfac condiţiile Lipschitz (5.2.1), �; � satisfac
condiţiile (5.2.2). În plus, presupunem c¼a pentru � > 0; matricea

M� =

�
m11 (�) m12 (�)
m21 (�) m22 (�)

�
(5.2.3)

este convergent¼a la zero. Atunci problema (5.1.1) are soluţie unic¼a.

Exemplul 5.2.2 Consider¼am problema nelocal¼a8>><>>:
x0 = 1

4 sinx+ ay + g (t) � f1(t; x; y);
y0 = cos

�
ax+ 1

4y
�
+ h (t) � f2(t; x; y);

x(0) = 1
8 sin

�
x
�
1
4

�
+ y

�
1
4

��
;

y(0) = 1
8 cos

�
x
�
1
4

�
+ y

�
1
4

��
;

(5.2.4)

unde t 2 [0; 1] ; a 2 R şi g; h 2 L1 (0; 1) : Avem a1 = 1=4; b1 = jaj ; a2 = jaj ; b2 = 1=4 şi
A1 = B1 = A2 = B2 = 1=8: Consider¼am � = 2: Atunci

M� =

�
1
2 jaj+ 1

4
jaj+ 1

4
1
2

�
: (5.2.5)

Cum valorile proprii ale lui M� sunt �1 = � jaj + 1
4 ; �2 = jaj + 3

4 ; matricea (5.2.5) este
convergent¼a la zero dac¼a j�1j < 1 şi j�2j < 1: Este de asemenea cunoscut faptul c¼a o
matrice de acest tip este convergent¼a la zero dac¼a jaj + 1

4 +
1
2 < 1 (a se vedea R. Precup

[65]). Aşadar, dac¼a jaj < 1
4 ; matricea (5.2.5) este convergent¼a la zero şi din Teorema 5.2.1

problema (5.2.4) are soluţie unic¼a.
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5.3 Rezultate de existeņt¼a

La începutul acestei seçtiuni, vom da o aplicaţie a teoremei de punct �x a lui Schauder.
Mai exact, ar¼at¼am c¼a existenţa soluţiilor pentru problema (5.1.1) rezult¼a din teorema de
punct �x a lui Schauder în cazul în care f1; f2 şi de asemenea funçtionalele �; � satisfac
condi̧tii de creştere de tipul:�

jf1(t; x; y)j � a1 jxj+ b1 jyj+ c1;
jf2(t; x; y)j � a2 jxj+ b2 jyj+ c2;

(5.3.1)

oricare ar � x; y 2 R; şi �
j� [x; y]j � A1 jxjC +B1 jyjC + C1;
j� [x; y]j � A2 jxjC +B2 jyjC + C2;

(5.3.2)

oricare ar � x; y 2 C[0; 1]:

Teorema 5.3.1 Dac¼a au loc condiţiile (5.3.1), (5.3.2) şi matricea (5.2.3) este convergent¼a
la zero pentru un anumit � > 0, atunci problema (5.1.1) are cel puţin o soluţie.

Exemplul 5.3.2 Consider¼am problema nelocal¼a8>>>><>>>>:
x0 = 1

4x sin
� y
x

�
+ ay sin

�
x
y

�
+ g(t) � f1(t; x; y);

y0 = ax sin
� y
x

�
+ 1

4y sin
�
x
y

�
+ h(t) � f2(t; x; y);

x(0) = 1
8 sin

�
x
�
1
4

�
+ y

�
1
4

��
;

y(0) = 1
8 cos

�
x
�
1
4

�
+ y

�
1
4

��
;

(5.3.3)

unde t 2 [0; 1] ; a 2 R şi g; h 2 L1 (0; 1) : Cum

jf1 (t; x; y)j �
1

4
jxj+ jaj jyj+ jg (t)j ; jf2 (t; x; y)j � jaj jxj+

1

4
jyj+ jh (t)j

ne a�¼am în condi̧tiile din prima parte a Seçtiunii 5.3. De asemenea, matricea M� este
cea din Exemplul 5.2.2 dac¼a se consider¼a � = 2. Aşadar, potrivit Teoremei 5.3.1, dac¼a
respectiva matrice este convergent¼a la zero; atunci problema (5.3.3) are cel puţin o soluţie.
Este de subliniat faptul c¼a funçtiile f1 (t; x; y) ; f2 (t; x; y) din acest exemplu nu satisfac
condi̧tiile Lipschitz în x; y şi în consecinţ¼a Teorema 5.2.1 nu se aplic¼a.

În cele ce urmeaz¼a, d¼am o aplicaţie a principiului Leray-Schauder, presupunând c¼a
neliniarit¼aţile f1; f2 şi de asemenea funçtionalele neliniare �; � satisfac condi̧tii de creştere
mai generale, şi anume: �

jf1(t; x; y)j � !1(t; jxj ; jyj);
jf2(t; x; y)j � !2(t; jxj ; jyj);

(5.3.4)

oricare ar � x; y 2 R; �
j� [x; y]j � !3(jxjC ; jyjC);
j� [x; y]j � !4(jxjC ; jyjC);

(5.3.5)
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oricare ar �x; y 2 C[0; 1]:Aici !1; !2 sunt funçtii L1-Carathéodory pe [0; 1]�R2+; nedescres-
c¼atoare în cel de-al doilea şi al treilea argument, şi !3; !4 sunt funçtii continue pe R2+;
nedescresc¼atoare în ambele variabile.

Teorema 5.3.3 Presupunem c¼a au loc condiţiile (5.3.4), (5.3.5). În plus, presupunem c¼a
exist¼a R0 =

�
R10; R

2
0

�
2 (0;1)2 astfel încât pentru � = (�1; �2) 2 (0;1)2( R 1

0 !1(s; �1; �2)ds+ !3(�1; �2) � �1R 1
0 !2(s; �1; �2)ds+ !4(�1; �2) � �2

implic¼a � � R0: (5.3.6)

Atunci problema (5.1.1) are cel puţin o soluţie.
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Capitolul 6

Sisteme cu impulsuri cu condi̧tii ne-
locale

6.1 Prezentare general¼a

În acest capitol vom studia un sistem de ecuaţii diferenţiale de ordinul întâi având termeni
cu impulsuri, supus unor condi̧tii nelocale, şi anume8>><>>:

x0 (t) = f1 (t; x (t) ; y(t))
y0 (t) = f2 (t; x (t) ; y(t))
�xjt=t0 = I1(x(t0)); �yjt=t0 = I2(y(t0));
x (0) = �1[x]; y (0) = �2[y]:

t 2 (0; 1); t 6= t0; (6.1.1)

Aici �vjt=t0 semni�c¼a �saltul� funçtiei v în t = t0; adic¼a �vjt=t0 = v(t+0 ) � vt�0 ); unde
v(t�0 ); v(t

+
0 ) sunt limitele la stînga şi la dreapta ale lui v în t = t0 şi �i; i = 1; 2 sunt

funçtionale liniare şi continue pe C[0; 1] care satisfac condi̧tia (2.3.14).
Rescriem sistemul (6.1.1) ca un sistem de ecuaţii integrale8><>:

x(t) =
1

1� �1[1]
�1[g1] + g1(x; y)(t) +G1(x)(t);

y(t) =
1

1� �2[1]
�2[g2] + g2(x; y)(t) +G2(y)(t);

(6.1.2)

unde termenii Gi iau în considerare efectul impulsiv.
De asemenea, vom bene�cia de o descompunere similar¼a cu cea propus¼a în lucrarea

A. Boucherif şi R. Precup [17] şi utilizat¼a ulterior în O. Nica şi R. Precup [52], O. Nica
[53], de asemenea prezentat¼a în Capitolul 2 şi Capitolul 3. Aceasta este prima dat¼a când
aceast¼a abordare este utilizat¼a în contextul sistemelor nelocale cu impulsuri.

6.2 Un rezultat de existeņt¼a şi unicitate

Vom lucra în spaţiul Banach PCt0 [0; 1]
2; unde

PCt0 [0; 1] := fx : [0; 1]! Rj; x este continu¼a pentru t 2 [0; 1]nft0g;
exist¼a x(t�0 ) = x(t0) şi jx(t+0 )j <1g:

45



A rezolva (6.1.1), echivalent (6.1.2), se reduce la studiul existenţei unui punct �x al
operatorului

T = TF + TV +G; (6.2.3)

unde

TF (x; y)(t) =

�
TF1(x; y)(t)
TF2(x; y)(t)

�
; TV (x; y)(t) =

�
TV1(x; y)(t)
TV2(x; y)(t)

�
;

iar pentru i = 1; 2

TFi(x; y)(t) =

(
1

1��i[1]�i[gi] +
R t
0 fi (s; x (s) ; y(s)) ds; dac¼a t < t0;

1
1��i[1]�i[gi] +

R t0
0 fi (s; x (s) ; y(s)) ds; dac¼a t � t0;

TVi(x; y)(t) =

�
0; dac¼a t < t0;R t
t0
fi (s; x (s) ; y(s)) ds; dac¼a t � t0;

şi

G(x; y)(t) =

�
G1(x)(t)
G2(y)(t)

�
; Gi(v)(t) =

�
0; dac¼a t � t0;

Ii(v(t0)); dac¼a t > t0:

Ini̧tial, prin intermediul teoremei de punct �x a lui Perov, obţinem un rezultat de
existenţ¼a şi unicitate, considerând c¼a f1; f2 şi de asemenea termenii cu impulsuri Ii satisfac
condi̧tiile Lipschitz

jf1(t; x; y)� f1(t; x; y)j �
�
a1 jx� xj+ b1 jy � yj ; dac¼a t 2 [0; t0]
a2 jx� xj+ b2 jy � yj ; dac¼a t 2 [t0; 1] ;

(6.2.4)

jf2(t; x; y)� f2(t; x; y)j �
�

A1 jx� xj+B1 jy � yj , dac¼a t 2 [0; t0]
A2 jx� xj+B2 jy � yj ; dac¼a t 2 [t0; 1] ;

(6.2.5)

şi de asemenea
jIi(v)� Ii(v)j � di jv � vj ; pentru i = 1; 2; (6.2.6)

oricare ar � x; y; x; y; v; v 2 R:
În cele ce urmeaz¼a not¼am prin

A�i : =
k�ik

j1� �i[1]j
+ 1; i = 1; 2:

M : = t0

24 a1

�
k�1k

j1��1[1]j + 1
�

b1

�
k�1k

j1��1[1]j + 1
�

A1

�
k�2k

j1��2[1]j + 1
�

B1

�
k�2k

j1��2[1]j + 1
� 35 ; MI :=

�
d1 0
0 d2

�
:

Teorema 6.2.1 Dac¼a au loc condiţiile (6.2.4), (6.2.5), (6.2.6) şi matricea

M0 :=M +MI (6.2.7)

este convergent¼a la zero, atunci problema (6.1.1) are o soluţie unic¼a.
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Exemplul 6.2.2 Consider¼am problema cu valori ini̧tiale8>>>>>><>>>>>>:

x0 = 1
2y
h
1 + e�

4
5
(x�1)

i�1
� f1(x; y);

y0 = 1
10x

h
1 + e�

2
5
(y�1)

i�1
� f2(x; y);

�xjt= 3
4
= 1

3 cos
�
x
�
3
4

��
; �yjt= 3

4
= 1

5 sin
�
y
�
3
4

��
;

x(0) = 1
2

R 1
2
0 x(s)ds; y(0) = 1

2

R 1
2
0 y(s)ds:

; t 2 [0; 1] (6.2.8)

Aici avem matricea

M0 =
1

15

�
6 5
1 4

�
care este convergent¼a la zero întrucât valorile sale proprii satisfac �1 = 0:17 < 1; �2 =
0:5 < 1: Din Teorema 6.2.1, problema (6.2.8) are soluţie unic¼a.

6.3 Un rezultat de existeņt¼a

Ar¼at¼am acum c¼a existenţa soluţiilor pentru problema (6.1.1) rezult¼a din teorema de punct
�x a lui Schauder atunci când f1; f2 satisfac condi̧tii de creştere de tipul: exist¼a coe�cienţi
nenegativi ai; bi; ci; Ai; Bi; Ci astfel încât

jf1(t; x; y)j �
�
a1 jxj+ b1 jyj+ c1; dac¼a t 2 [0; t0]
a2 jxj+ b2 jyj+ c2; dac¼a t 2 [t0; 1] ;

(6.3.9)

jf2(t; x; y)j �
�
A1 jxj+B1 jyj+ C1; dac¼a t 2 [0; t0]
A2 jxj+B2 jyj+ C2; dac¼a t 2 [t0; 1] ;

(6.3.10)

oricare ar � x; y 2 R:
Presupunem de asemenea c¼a impulsurile satisfac condi̧tii de creştere, i.e. exist¼a di; ei 2

[0;1) astfel încât pentru oricare v 2 R avem

jIi(v)j � di jvj+ ei; pentru i = 1; 2: (6.3.11)

Teorema 6.3.1 Dac¼a sunt satisf¼acute condiţiile (6.3.9), (6.3.10), (6.3.11) şi matricea
(6.2.7) este convergent¼a la zero, atunci problema (6.1.1) are cel puţin o soluţie.

Exemplul 6.3.2 Consider¼am problema cu valori ini̧tiale8>>>>><>>>>>:
x0 = 1

4x sin
� y
x

�
+ 1

3y sin
�
x
y

�
+ g(t) � f1(t; x; y);

y0 = 1
3x sin

� y
x

�
+ 1

6y sin
�
x
y

�
+ h(t) � f2(t; x; y);

�xjx= 3
4
= 1

3 sin
�
x
�
3
4

��
; �yjy= 3

4
= 1

4 cos
�
y
�
3
4

��
;

x(0) = 1
2

R 1
2
0 x(s)ds; y(0) = 1

2

R 1
2
0 y (s) ds;

; t 2 [0; 1] (6.3.12)

unde g; h 2 L1(0; 1): Obţinem

M0 =
1

36

�
18 8
8 13

�
;
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care este convergent¼a la zero deoarece valorile proprii ale sale (aproximate cu trei zecimale)
sunt j�1j = 0:485 < 1; j�2j = 0:237 < 1: Din Teorema 6.3.1, problema (6.3.12) are cel puţin
o soluţie.
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systems, Stud. Univ. Babeş-Bolyai Math. 56 (2011), No. 3, 125-137.

[53] O. Nica, Initial-value problems for �rst-order di¤erential systems with general nonlocal
conditions, Electron. J. Di¤erential Equations 2012 (2012), No. 74, 1-15.

[54] O. Nica, Existence results for second order three-point boundary value problems, Di¤er.
Equ. Appl. 4 (2012), 547-570.

[55] O. Nica, Nonlocal initial value problems for �rst order di¤erential systems, Fixed
Point Theory 13 (2012), 603-612.

[56] O. Nica, A �xed point approach to �rst order di¤erential equations and systems, Ann.
Tiberiu Popoviciu Semin. Funct. Equ. Approx. Convexity 10 (2012), 141-153.

[57] O. Nica, Extensions of the Leray-Schauder Principle for integral systems, An. Univ.
Oradea Fasc. Mat. 9 (2012), No. 2, 63-81.

[58] S. K. Ntouyas and P. Ch. Tsamatos, Global existence for semilinear evolution equa-
tions with nonlocal conditions, J. Math. Anal. Appl. 210 (1997), 679-687.

[59] S. K. Ntouyas, Nonlocal initial and boundary value problems: a survey, Handbook of
di¤erential equations: ordinary di¤erential equations. Vol. II, Elsevier B. V., Amster-
dam, 2005, 461-557.

[60] D. O�Regan and R. Precup, Theorems of Leray-Schauder Type and Applications,
Gordon and Breach, Amsterdam, 2001.

[61] J. M. Ortega and W. C. Rheinboldt, Iterative Solution of Nonlinear Equations in
Several Variables, Academic Press, New York, 1970.

[62] P. Pietramala, A note on a beam equation with nonlinear boundary conditions, Bound.
Value Probl. (2011), Art. ID 376782, 14 pp.

[63] A. I. Perov, On Cauchy problem for a system of ordinary di¤erential equations, Pvi-
blizhen.Met. Reshen. Di¤er. Uvavn., 2 (1964), 115-134.

52



[64] R. Precup, Methods in Nonlinear Integral Equations, Kluwer, Dordrecht-Boston-
London, 2002.

[65] R. Precup, The role of matrices that are convergent to zero in the study of semilinear
operator systems, Math. Comp. Modelling 49 (2009), 703-708.

[66] R. Precup and D. Trif, Multiple positive solutions of non-local initial value problems
for �rst order di¤erential systems, Nonlinear Anal. 75 (2012), 5961�5970.

[67] F. Robert, Matrices non-negatives et normes vectorielles, Université Scienti�que et
Médicale, Lyon, 1973.

[68] I. A. Rus, Generalized contractions and applications, Cluj University Press, Cluj-
Napoca, 2001.
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