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Introducere

Calculul variational se ocupa de optimizarea unor variabile, care exprima anu-
mite dimensiuni fizice, de exemplu, timpul, suprafata, distanta etc. Problema carac-
teristica in domeniul calcului variational este de a gasi minimul unei functionale de
forma

Plu) = / f(x, ulz), Du(x))dz,
Q
unde u este o functie reala sau vectoriala, ce apartine anumitor clase de functii.

Printre primele probleme formulate in teoria calculului variational este problema
brachistocronei formulata de Johann Bernoulli in anul 1696 (cuvantul grecesc "bra-
chistochrone” inseamna "timp minim”). Aceastd problema a starnit interesul mul-
tor matematicieni din acea perioada, precum Newton, Jacob Bernoulli, Euler, Lan-
grange, Laplace, L'Hospital, Leibnitz.

Tehnicile calcului variational modern apar abia la mijlocul secolului al XIX-lea.
Un pas important in trecerea de la fizica clasicd la cea contemporana reprezinta
caracterizarea fenomenelor folosind principiile variationale.

Incepand din anii 1950, principiile variationale ocupi un loc important in studiul
ecuatiilor diferentiale partiale neliniare i au numeroase aplicatii. A.D. loffe i V.M.
Tikhomirov [54| afirma: ”principiile variationale se referd la rezultatele, care indica
proprietatea unei functii inferior semicontinue si marginite inferior pe un spatiu
metric complet de a poseda perturbatii arbitrar de mici, iar functia perturbata sa
aibd un minim absolut (si chiar strict).”

Principiul variational al lui Ekeland, stabilit de I. Ekeland in lucrarea sa din 1974
[41], este unul din cele mai importante rezultate ale analizei matematice, fiind un
instrument util pentru a rezolva probleme din teoria jocurilor, a controlului optimal,

a ecuatiilor neliniare gi a sistemelor dinamice; a se vedea, de exemplu, lucrarile lui
J.-P. Aubin, H. Frankowska [12], M. Bianchi si colab. [16], I. Ekeland [41], [42],
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INTRODUCERE 5

D. G. De Figueiredo [37] etc. Acest principiu furnizeaza un gir minimizant pentru
orice functionala inferior semicontinua si marginita inferior, in care elementele girului
minimizeaza un gir corespunzator de perturbatii ale lui f, ce converge uniform local

catre f.

Dupa descoperirea acestui principiu al lui Ekeland, au aparut multe generalizari
si formulari echivalente ale acestuia, ca “teorema drop” a lui Danes sau teorema
petald a lui Penot (a se vedea J. Danes [34],[35], P.G. Georgiev [47|, [48], A.H.
Hamel [52], I. Meghea [72], W. Oettli, M. Théra [79], J.-P. Penot [83], L. Yongxing,
S. Shuzhong [92| sau Sectiunea 1.3). Pe de altd parte, principiul variational al lui
Ekeland este echivalent cu teoremele de punct fix ale lui Caristi si ale lui Tarafdar

(J. Caristi [25], E. Tarafdar [90]).

Pentru a obtinerea unor applicatii noi, principiul variational al lui Ekeland si
multe alte principii variationale binecunoscute (de exemplu, principiul variational al
lui Zhong) au fost extinse pentru cazul spatiilor avand distante mult mai generale,
de exemplu, spatiile cvasi-metrice. In literatura de specialitate exista doud tipuri de
definitii pentru notiunea de cvasi-metrica: 1) definitia in care se considera asimetria
metricii (a se vedea, de exemplu, S. Al-Homidana si colab. [1]); 2) definitia in care se
impune o inegalitate relaxata a triunghiului, caz in care cvasi-metrica este numita si
b-metrici(a se vedea I.A. Bakhtin [13], S. Czerwik [32], J. Heinonen [53]). In aceast
tezd vom lua in considerare b-metrici. Acest concept a fost introdus de catre I.A.
Bakthin in [13] si S. Czerwik in [32]. In ultimii ani un interes din ce in ce mai mare a
fost acordat spatiilor inzestrate cu b-metrici. Au fost stabilite rezultate importante
cu aplicatii in teoria punctului fix, geometrie, calculul variational; a se vedea N.
Bourbaki, I.A. Bakhtin [13]|, V. Berinde [15], S. Czerwik [32], S.L. Singh si colab.
[89] etc.

Aceasta teza are ca scop dezvoltarea teoriei referitoare la principiul variational
al lui Ekeland, precum si al generalizarii acestuia, adica al principiului variational al
lui Zhong [93], [94]. De asemenea, vom stabili cateva aplicatii ale acestor rezultate

in teoria punctelor fixe gi in studiul problemelor de echilibru.

Una dintre cele mai importante probleme in analiza neliniara este problema de
echilibru, care se poate formula in felul urmator: Fie A si B doud multimi nevide

si f: Ax B — R o functie datd. Problema consta in gésirea unui element T € A,



astfel incat
(EP) f(@,y) >0,Vy € B.

T se numeste punctul de echilibru al lui f pe A X B.

Problema (EP) este un domeniu atractiv de cercetare, avind numeroase aplicatii:
[16], [17], |21], [57], [18], [19], [20], [59], [71] etc.

In lucrarea [9], Q. H. Ansari si colab. au introdus si au investigat sisteme de
probleme de echilibru (abreviat (SEP)).

De la aparitia problemelor (EP) si (SEP), multi autori au fost interesati in a
extinde principiul variational al lui Ekeland la probleme de tipul (EP) si (SEP). In
studiul problemelor de echilibru, de multe ori ne intalnim cu situatii in care pro-
blema nu admite nicio solutie, nici chiar daca este o problema care apare in practica.
Pentru astfel de cazuri principiul variational al lui Ekeland ofera o solutie accesi-
bila, deoarece asigura existenta solutiilor aproximative ale problemelor minimizate
pentru functii inferior semicontinue (a se vedea, de exemplu, J.P. Aubin [11]). Pe
de alta parte, este cunoscut faptul ca problemele de minimizare sunt cazuri particu-
lare ale problemelor de echilibru. Pentru detalii referitoare la relatia dintre principiul
variational al lui Ekeland si problemele de echilibru a se vedea lucrarile lui A. Amini-
Harandi si colab. [3], Q.H. Ansari [5]-[7], Q.H. Ansari, L.-J. Lin [8], Y. Araya si colab.

[10], M. Bianchi si colab. [16], respectiv lucrarile de referinta citate in aceste lucréari.

Principiul variational al lui Ekeland poate fi aplicat in teoria punctului critic
pentru a demonstra diferite rezultate de existenta si de multiplicitate. Subliniem
aici lucrarea lui D. G. De Figueiredo [37]|, unde autorul indicd modul in care se
poate folosi o consecinta a acestui principiu pentru a deduce teorema Mountain-
Pass a lui Ambrosetti i Rabinowitz [2], precum si teorema de punct sa i teorema
generalizatda Mountain-Pass, stabilita de Rabinowitz (a se vedea [84], respectiv [85]).
Teorema Mountain-Pass a lui Ambrosetti si Rabinowitz pentru functii local Lipschitz
a fost demonstratd de P. Mironescu si V. Radulescu (a se vedea [73], [86]).

Rezultatele mentionate anterior sunt foarte utile in studiul inegalitatilor si sis-
temelor de inegalitati de tip hemivariational.

Inegalitatile hemivariationale au fost introduse de catre P.D. Panagiotopoulos

la inceputul anilor 1980 ([80],[81]) ca o generalizare a inegalititilor variationale.
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De fapt, aceste inegalitati sunt mult mai mult decat simple generalizari, deoarece o
inegalitate hemivariationala nu este echivalenta cu o probleméa de minim. O problema
de inegalitate hemivariationala devine o problema de inegalitate variationala, daca
presupunem ca functiile considerate sunt convexe.

In urma introducerii inegalititilor hemivariationale a apirut o ramurd noud in
analiza neliniard si anume analiza neneteda. Notiunea de baza acestei ramuri este
gradientul generalizat al lui Clarke pentru o functie local Lipschitz(vezi F.H. Clarke
[26]-]29]). Teoria inegalititilor hemivariationale a produs rezultate importante atét
in matematica puréd, cat si in cea aplicata; a se vedea monografiile lui Z. Naniewicz si
P.D. Panagiotopoulos [78|, D. Motreanu si P.D. Panagiotopoulos [76], D. Motreanu
si V. Radulescu |77] etc.

Inegalitatile hemivariationale neliniare au fost introduse in anul 2010, de catre
N. Costea gi V. Riadulescu [30] (vezi de asemenea I. Andrei i N. Costea [4]), in timp
ce primul articol ce se ocupa cu sisteme de inegalitati hemivariationale neliniare este
al lui N. Costea gi Cs. Varga [31]|. Pentru mai multe detalii in legatura cu studiul
acestor sisteme de inegalitati cititorul poate sa consulte, de exemplu, lucrarile: B.E.
Breckner, A. Horvath si Cs. Varga [23|, A. Kristaly [60], [62] si D. Repovs, Cs. Varga
[88].

In studiul acestor tipuri de inegalitati putem distinge trei abordari diferite: 1) cu
ajutorul operatorilor monotoni, respectiv pseudo-monotoni (Z. Liu si D. Motreanu
[70], Z. Naniewicz gi P.D. Panagiotopoulos [78]); 2) cu ajutorul teoriei punctului
critic (F. Gazzola gi V. Radulescu [46], Z. Naniewicz gi P.D. Panagiotopoulos |78§],
D. Motreanu gi P.D. Panagiotopoulos [76], D. Motreanu and V. Radulescu [77], A.
Kristaly [61], [63], Z. Dalyai si Cs. Varga [33], Cs. Varga [91], F. Faraci si colab. [43]);
3) folosind teoria punctelor fixe (P. D. Panagiotopoulos si colab. [82], A. Kristaly
si Cs. Varga [65], V. Rddulescu si D. Repovs [87]). Urmaérind ultima abordare, vom
studia in aceasta teza existenta solutiilor unor inegalitati si a unor sisteme de ine-
galitdti de tip hemivariational cu ajutorul unor teoreme de punct fix, fara a impune
conditii de monotonicitate. De asemenea, vom sublinia posibilitatile de aplicabilitate
a rezultatelor de existenta obtinute.

Teza cuprinde patru capitole.

Capitolul 1: Notiuni si rezultate preliminare



In acest capitol prezentam notiunile si rezultatele pe care le vom folosi in urméa-
toarele capitole ale lucrarii.

Capitolul 2: Principii variationale in spatii 6-metrice cu aplicatii in
teoria punctului fix

Acest capitol se ocupa cu prezentarea generalizarilor principiului variational al
lui Ekeland in contextul spatiilor b-metrice complete pentru functii cu o singura,
respectiv cu doua variabile. De asemenea, se prezinta aplicabilitatea acestor prin-
cipii variationale generalizate in teoria punctului fix. Teorema principala a acestui
capitol este principiul variational al lui Ekeland stabilit in spatii b-metrice complete
pentru functii univoce. In prima sectiune, urméand o generalizare comuna a princi-
piilor variationale ale lui Ekeland si ale lui Borwein-Preiss, realizata de L. Yongxing
si S. Shuzhong [92], formuldm i demonstram principiul variational al lui Ekeland
in contextul spatiilor b-metrice complete pentru functii de o variabila gi apoi pentru
functii de doua variabile. Ca o consecinta, prezentam o versiune slaba a principiu-
lui variational al lui Zhong in spatii b-metrice complete. O extensie a principiului
variational al lui Zhong pentru cazul spatiilor b-metrice complete este obtinuta. Sec-
tiunea a doua este dedicata prezentarii unor rezultate noi de punct fix in spatii
b-metrice complete, si anume teorema de punct fix a lui Caristi-Kirk pentru functii
de o variabila si de doud variabile. Aceste teoreme pot fi considerate de asemenea
aplicatii in teoria punctului fix ale versiunilor deja stabilite ale principiului variatio-
nal al lui Ekeland, respectiv, forma generalizatd a acestuia, in contextul spatiilor
b-metrice complete.

Capitolul 3: Principii variationale in spatii metrice cu aplicatii la pro-
bleme de echilibru

Scopul principal al acestui capitol este extinderea unor rezultate stabilite de ca-
tre M. Bianchi, G. Kassay gi R. Pini in lucrarea [16] pentru cazul spatiilor metrice
complete fara a impune conditii de convexitate. In literatura de specialitate, atunci
cand se studiaza existenta solutiilor problemelor de echilibru, ipotezele utilizate cel
mai frecvent sunt convexitatea domeniului, precum gi convexitatea, monotonia i
anumite conditii de continuitate slaba ale functiei (a se vedea M. Bianchi, R. Pini
[18], [19], N. Hadjisavvas si colab. [51], G. Kassay, J.Kolumban [58]). E. Blum, W.
Oettli [21], precum si W. Oettli si M. Théra [79] au fost primii autori care au stabilit

un rezultat de existenta pentru solutia unei probleme de echilibru in contextul spati-
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ilor metrice complete. Autorii au demonstrat acest rezultat cu ajutorul principiului
variational al lui Ekeland, dar fara a impune orice restrictie de convexitate. Aproape
zece ani mai tarziu, M. Bianchi, G. Kassay gi R. Pini in lucrarea [16] au extins prin-
cipiul variational al lui Ekeland pentru (EP) si (SEP) intr-un spatiu euclidean fara a
impune conditii de convexitate functiei implicate in formularea principiului sau mul-
timii, pe care functiile sunt definite. Ei au demonstrat ca aceste versiuni de echilibru
ale principiului variational al lui Ekeland asigura existenta unui punct de echilibru
aproximativ pentru problema (EP), respectiv (SEP). Folosind acest rezultat se poate
arata existenta punctului de echilibru pe multimi general inchise, eliminand ipoteza
de convexitate a multimii gi a functiei considerate (vezi Sectiunea 1.5). A. Amini-
Harandi si colab. [3] au stabilit versiunea de echilibru a principiului variational al lui
Ekeland pentru spatii metrice complete. Autorii s-au concentrat numai pe conditiile
care nu implica niciun concept de semicontinuitate pentru functii de doua variabile.

Capitolul constd in doud sectiuni. In prima sectiune se prezinta relatia dintre
problemele (EP) si principiul variational al lui Ekeland, iar in a doua sectiune se
extind toate teoremele obtinute in sectiunea anterioara pentru sisteme. In continu-
are se indicd principiul variational al lui Ekeland pentru spatii metrice complete
(pentru problema (EP), respectiv pentru problema (SEP)), fara a impune conditii
de convexitate functiilor incluse in formularea principiului, respectiv multimii, pe
care functiile sunt definite. Cu ajutorul unei conditii de compacticitate impusa anu-
mitor multimi, care stau la baza problemei, se arata ca aceste principii garanteaza
cd multimea solutiilor problemei (EP), respectiv (SEP), este nevida. Un alt aspect
considerat in studiul problemelor de echilibru consta in localizarea punctului de
echilibru. Pornind de la principiul variational al lui Zhong, ca o aplicatie ulterioara
a principiilor de baza, se demonstreaza rezultate de tip localizare pentru problemele
(EP) si (SEP). La sfarsitul fiecarei sectiuni este accentuata importanta teoremelor
principale din acest capitol, aratand ca aceste rezultate sunt tehnici utile in cautarea
punctelor de echilibru al inecuatiilor diferentiale, respectiv, al sistemelor de inecuatii
diferentiale (in cazul spatiilor normate).

Capitolul 4: Tehnici din teoria punctului fix utilizate in studierea unor
clase de inegalitati si sisteme de inegalitati de tip hemivariational

In acest capitol se studiazi o inegalitate variational-hemivariationala, respectiv,

un sistem neliniar de inegalitati de tip hemivariational pe multimi inchise si convexe.
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Referitor la aceste probleme, vom stabili rezultate de existenta cu ajutorul unor
teoreme de punct fix, fara a impune conditii de monotonie asupra functiilor.

In prima sectiune se studiazi solvabilitatea unei inegalititi variational-hemivaria-
tionale pe o multime inchisa si convexd (marginitd sau nemarginita). Sectiunea in-
cepe cu detalierea ipotezelor si formularea problemei. Urmeaza teorema de existenta
a solutiei sistemului studiat, demonstratia bazandu-se pe o versiune a teoremei de
punct fix a lui Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz, data de K. Fan.

In a doua sectiune se studiazi un sistem neliniar de inegalitéti de tip hemivari-
ational. Dupa enumerarea ipotezelor necesare si formularea problemei studiate, se
demonstreaza existenta a cel putin unei solutii a problemei fara a folosi teoria punc-
tului critic pentru functionale nenetede (se aplica teorema de punct fix a lui Lin) si
fara a impune ipoteze de monotonicitate.

Capitolul se incheie cu o sectiune cu aplicatii a rezultatelor obtinute in sectiunile
anterioare: puncte derivate Nash, probleme de tip Schrodinger, precum gi probleme
cu functii radial simetrice.

Contributiile noastre proprii la aceasta teza se bazeaza pe cinci articole:

H. Lisei, A. E. Molnar, Cs. Varga [68] - publicat in Journal of Mathematical
Analysis and Applications (2010);

M. Bota, A. E. Molnar, Cs. Varga [22] - publicat in Fixed Point Theory (2011);

Cs. Farkas, A. E. Molnar [44] - publicat in Journal of Optimization Theory
and Applications (2013);

e A. E. Molnar, O. Vas [74] - acceptat in Studia Universitatis Babes-Bolyai

Mathematica;

Cs. Farkas, A. E. Molnér [45] - trimis spre publicare la Studia Universitatis

Babes-Bolyai Mathematica.

In cele ce urmeazi vom specifica rezultatele noastre originale:
Capitolul 1:
Lema 1.1.1.



INTRODUCERE 11

Capitolul 2:

Teoremele: 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3, 2.1.4, 2.2.1, 2.2.2;
Lemele: 2.1.1, 2.1.2;

Corolariile: 2.1.1, 2.1.2;

Observatiile: 2.1.1, 2.1.2, 2.2.1, 2.2.2.

Capitolul 3:

Teoremele 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, 3.2.1, 3.2.2, 3.2.3;
Observatiile: 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4, 3.2.1;
Definitiile: 3.1.1, 3.2.1;

Exemplele: 3.1.1, 3.1.2, 3.1.3.

Capitolul 4:

Teoremele 4.1.1, 4.1.2, 4.2.1, 4.3.1, 4.3.2;
Lema: 4.1.1;

Corolariile: 4.3.1, 4.3.2;

Propozitiile: 4.2.1;

Observatiile: 4.1.1, 4.2.1, 4.2.2, 4.3.1, 4.3.2;
Exemplele: 4.1.1, 4.1.2, 4.2.1, 4.2.2.

In final, mentionam alte doui articole, care contin rezultate originale, dar care nu
sunt incluse in aceasta teza, deoarece aceste rezultate nu sunt legate in mod direct
de subiectul tezei. Una dintre aceste lucrari [A. E. Molnar, A Nonsmooth Sublinear
Elliptic Problem in RN with Perturbations, Stud. Univ. Babes-Bolyai Math. 57 (1)
(2012), 61-68.] se ocupa cu studiul unei probleme de incluziune diferentiala in RY,
implicand operatorul p-Laplace si o expresie (p — 1)-subliniara, p > N > 1. Aceasta
problema a fost studiata de catre Kristaly, Marzantowicz si Varga [J. Global Optim.
46 (1) (2010), 49-62.]. Scopul lucrérii noastre este de a ardta ca in aceleagi conditi,
o concluzie mai precisa poate fi obtinuta, profitand de un rezultat recent al lui
lannizzotto (a se vedea [Set-Valued and Variational Analysis, 19 (2) (2011), 311-
327.]). In plus, se arata ci problema studiatd nu este sensibild la perturbatii mici.

In a doua lucrare [Cs. Farkas, A. E. Molnar, Cs. Varga, Multiple symmetric solu-

tions of the semilinear elliptic problem, manuscris| studiem o problema de incluziune
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diferentiala eliptica semiliniard cu o conditie de frontiera omogena de tip Dirichlet
pe bila unitate, care depinde de un parametru pozitiv A. Demonstram ca pentru
valori mari ale lui A, problema considerata admite cel putin doua solutii slab sime-
trice netriviale. Demonstratia rezultatului de multiplicitate se bazeaza pe o teorema
generald de tip minimax pentru functii local Lipschitz, stabilita in aceeasi lucrare,
precum si pe o versiune simetrica a principiului variational al lui Ekeland, enuntata
de M. Squassina [J. London Math. Soc. 85 (2012), 323-348.]

Cuvinte cheie: principiul variational al lui Ekeland, principiul variational al lui
Zhong, teoreme de punct fix de tip Caristi, spatii b-metrice, conditia Palais-Smale,
problema de echilibru, sisteme de probleme de echilibru, solutie aproximativa, teo-
ria punctului fix, functionale local Lipschitz, inegalitati variational-hemivariationale,
sisteme de inegalitati neliniare de tip hemivariationale, puncte de echilibru Nash,
probleme de tip Schrodinger, functii radial simetrice, operator multivoc, functii ne-

netede.



INTRODUCERE 13

Multumiri

In primul rand, as dori si-mi exprim recunostinta fatd de conducitorul meu de
doctorat, Prof. Dr. Varga Gyorgy Csaba, atat pentru sansa de a realiza doctoratul
in domeniul calculului variational, cat si pentru ajutorul, rabdarea si increderea
acordate pe tot parcursul programului doctoral. A fost un privilegiu sa studiez sub
indrumarea sa. De asemenea, ag dori sa-i multumesc pentru oportunitatea de a fi
membra in proiectul PN-II-ID-PCE-2008 No. 501, ID 2162 (2009, 2010, 2011).

Ma simt indatoratda membrilor Institutului de Matematica de la Universitatea
din Debrecen (Ungaria) pentru amabilitatea lor. Ii sunt recunoscitoare domnului
profesor Dr. Muzsnay Zoltan pentru ajutorul siu si pentru indrumarea profesionala
pe perioada stagiului de cercetare la aceasta institutie.

Ag dori sa multumesc membrilor Facultatii de Matematica si Informatica a Uni-
versitatii Babeg-Bolyai din Cluj-Napoca pentru oferirea unui mediu placut de cer-
cetare. Imi exprim recunostinta fati de membrii comisiei de indrumare pe perioada
elaborarii tezei de doctorat: Prof. Dr. Alexandru Kristély, Prof. Dr. Adrian Petrusgel
si Prof. Dr. Radu Precup pentru sugestiile lor valoroase.

Multumiri speciale le adresez doamnei Conf. Dr. Hannelore Lisei pentru ajutorul
si indrumarea ei.

As dori sa adresez multumiri tuturor prietenilor mei, care m-au incurajat in
aceasta perioada. O multumire speciala este adresata lui Csaba Farkas pentru trei
ani remarcabili de colaborare, precum si pentru prietenia lui. De asemenea, sunt re-
cunoscatoare colegei mele de doctorat, Erika Nagy, prin prezenta ei, aceasta perioada
devenind mult mai placuta.

Multumesc pentru suportul financiar in timpul studiilor doctorale, asigurat de
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Capitolul 1
Notiuni si rezultate preliminare

Scopul acestui capitol este de a reaminti notiunile si rezultatele de baza de care
avem nevoie in urmatoarele capitole ale acestei lucrari. In vederea realizirii acestui
capitol au fost studiate urmatoarele lucrari: H. Brézis [24]; F.H. Clarke [26]-|29]; Z.
Denkowski, S. Migorski, N. S. Papageorgiou, [39], [40]; A. Kristaly, V. Radulescu,
Cs. Varga, [64]; A. Kristaly, Cs. Varga, [66]; D. Motreanu, P.D. Panagiotopoulos,
[76].

1.1 Notiuni si proprietati fundamentale in diferite
spatii metrice

In aceasta sectiune reamintim definitia notiunii de metrica si b-metrica, precum

si cateva proprietati ale acestora.

Definitia 1.1.1 (I.A. Bakthin [13], S. Czerwik [32]) Fie X o multime si s > 1 un
numdr real dat. Spunem ca functionala d : X x X — R, este o b-metrica daca si

numai dacd pentru orice x,y,z € X urmdtoarele conditii sunt satisfacute:
1. d(z,y) =0, daca si numai dacd x = y;
2. d(z,y) =d(y,z);
3. d(z, z) < sld(z,y) + d(y, )]
Cuplul (X ,d) se numeste spatiu b-metric.

14
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Lema 1.1.1 (M. Bota, A. E. Molndr, Cs. Varga, [22]) Fie (X,d) un spatiu b-
metric. Presupunem ca (X,d) este complet. Atunci, pentru orice gir descrescator

{F,}n>1 de submultimi nevide si compacte ale lui X, adica
FFOFDF;D...DF,D.. (1.1.1)
astfel incat

diam(F,,) — 0 cdnd n — oo, (1.1.2)

o)

intersectia ﬂ F, contine doar un singur element.

n=1

1.2 Elemente de analiza topologica si convexa
1.3 Principii variationale

1.4 Teoreme de punct fix

1.5 Puncte si probleme de echilibru

1.6 Diferentiabilitate. Elemente ale teoriei dezvol-

tate de Clarke

1.7 Spatiile L” gi Sobolev



Capitolul 2

Principii variationale in spatii
b-metrice cu aplicatii in teoria

punctului fix

In acest capitol se stabilesc extinderi ale principiului variational al lui Ekeland in
contextul spatiilor b-metrice complete pentru functii de o variabila si de doua varia-
bile. De asemenea, se indica aplicabilitatea acestor principii variationale generalizate

in teoria punctului fix.

Capitolul se bazeaza pe urmitoarele dous lucrari: M. Bota, A. E. Molnar, Cs.
Varga [22|; Cs. Farkas, A. E. Molnar [45].

2.1 Principii variationale in spatii b-metrice

In acest paragraf prezentim versiunile extinse ale unor principii variationale bi-
necunoscute - principiul variational al lui Ekeland si al lui Zhong - in contextul

spatiilor b-metrice complete pentru functii de o singura si de doua variabile.

Pentru a obtine aceste rezultate consideram spatiul b-metric complet (X, d) astfel
incat b-metrica d este continua. Impunem urmatoarele conditii:
(F) Fie f : X — R(= RU {+o0}) o functie inferior semicontinua, proprie si

marginita inferior.

16
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Introducem urmatoarea notatie:
SN |
Flx;m] Z — d(z,x,).
Rezultatul principal este:

Teorema 2.1.1 (M. Bota, A. E. Molndr, Cs. Varga, [22]) Fie (X,d) un spatiu
b-metric complet cu b-metrica d continud. Presupunem cd functia f : X — R in-
deplineste conditia (F). Atunci, pentru orice xog € X si € > 0 astfel incdt are loc

iegalitatea
< inf
fwo) < Inf f(z) +¢
exista un sir {z,} C X i un element x. € X, astfel incdt

Tp — Tz, cdnd n — 00

d(xe,zp,) < QE, neN
Flae; +00] < f(o)

$t pentru orice T # x. avem

Flx; +o00] > Flae; +00]. (2.1.1)

Observatia 2.1.1 Teorema 2.1.1 este versiunea extinsda a principiului variational
al lui Ekeland pentru spatii b-metrice complete. In cazul, in care s = 1, obtinem
versiunea originald a principiului variational al lur Ekeland, formulata pentru spatii

metrice complete.
Rezultatul urmator este o consecinta a teoremei precendente.

Corolarul 2.1.1 (M. Bota, A. E. Molndr, Cs. Varga, [22]) Considerdm spatiul b-
metric complet (X, d) astfel incat b-metrica d este continud. Presupunem ca functia
f: X — R satisface conditia (F). Atunci, pentru orice € > 0 existd un sir {x, bnen C

X st un element x. € X astfel incat
Ty — ey cdnd n — 00,
Flae; +o00] < rig‘(f(a:) +e
st pentru fiecare x € X avem

Flx; +o0] > Fla.; +00].
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In continuare, ca o generalizare a Teoremei 2.1.1, stabilim un principiu variational
generalizat in spatii b-metrice. Pentru a deduce acest rezultat impunem ipoteze
aditionale. Presupunem din nou ca (X, d) este un spatiu b-metric complet (b-metrica
d este continua) si f : X — R indeplineste conditia (F). Consideram functia continua
si necrescatoare h : R, — R, si sirul de numere nenegative 6, C R, astfel incat

dp > 0. De asemenea, presupunem urmitoarele:
(R) Functia p: X x X — R, satisface

(7) pentru orice x € X, avem p(x,z) = 0;

(#7) pentru fiecare (yn, z,) € X x X, astfel incat p(yy, z,) — 0 cand n — oo,

avem d(Yy, z,) — 0 cand n — oo;

(77i) pentru orice z € X, functia y — p(y, z) este inferior semicontinua.

Introducem urmatoarea notatie:

Fulzsm] = f(x) + h(d(zo, x)) Zdnp(x, xn),m € N.

O forma generalizata a Teoremei 2.1.1 este prezentata in continuare:

Teorema 2.1.2 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [45]) Presupunem ci (X,d) este un
spatiu b-metric complet, d este continud, iar functiile f : X - R sip: X x X — R,

satisfac ipotezele (F), respectiv, (R). Atunci, pentru orice v € X sie >0 cu

< inf
fwo) < inf f(z) +e,
presupunem ezistenta unui $ir {T, }neny C X si al unui element x. € X astfel incdt

Ty — X, cdnd n — 00

h(d(zo, x:))p(xe, 2,) < %, pentru orice n € N.
0

Daca 6, > 0 pentru un numdar infinit de n € N, atunci avem
Fnlae; +00] < f(xo),
st pentru orice x # x. are loc

Fulz; +00] > Fplae; +00].
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Daca 0, > 0 pentru k € N* 51 6; = 0 pentru fiecare j > k, atunci pentru orice

x # x., exista m € N, m > k, astfel incdt are loc
Funlz; k= 1] + h(d(zo, x))opp(x, Tm) > Frlze; k — 1] + h(d(xg, x.))dpp(ze, Tm).

1
Observatia 2.1.2 Dacad in teorema anterioard alegem h(z) =1 g1 6, = —, atunci

Sn
obtinem primul nostru rezultat (Teorema 2.1.1). Cu alte cuvinte, pentru orice x #

ze, obtinem inegalitatea (2.1.1), adica

=1 =1
V43 g dlan) > Fe) 43 dla )
n=0 n=0

Ultima parte a sectiunii este dedicata prezentarii versiunilor extinse ale Teore-
melor 2.1.1 gi 2.1.2 la functii de doua variabile. Similar cu cele prezentate mai sus,
introducem cateva simboluri i notatii, pe care le vom folosi in continuare. Fie C
o submultime a spatiului b-metric complet (X, d) (presupunem ca d este continui),
h : R, — R, o functie descrescitoare si p : X x X — R, o functie satisfacand
ipoteza (R).

In loc de conditia (F), vom presupune urmatoarele:
(F2) Functia f: C' x C' — R satisface urméatoarele proprietati:

(1) f(x,-) este inferior semicontinua gi marginita inferior, pentru orice x € C,
(17) f(z,z) =0, pentru fiecare z € C;

(1ii) f(z,2) < f(z,y) + f(y,z), pentru orice x,y, z € C.

Vom folosi urméatoarea notatie:
?h[yv €, m] = f(ya ) IL‘(), Z(gnp l’ xn

Teorema 2.1.3 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [45]) Considerdm spatiul b-metric com-
plet (X, d) cub-metrica d continua gi aplicatia f : CxC — R ce indeplinese conditia
(F2). Atunci pentru orice xo € X sie > 0, ezista un sir {x, }neny C C care converge

la un element x. € X, adica

Ty — X, cdnd n — 00,
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astfel incat
€
h(d(xmws))p(x&xn) < 2n_507
Fhlwo, 7230] < 0.

n €N,

Mai mult, pentru orice x # x., avem

Fhlze, v;4+00] — h(d(xg, 7)) Zénp(xg, x,) > 0.
n=0
. . . ~ 1
Un caz particular al Teoremei 2.1.3 putem obtine daca alegem: h =1, 6, = —
si p = d. Se observa ca acest rezultat este o generalizare a principiului variational al

lui Ekeland in spatii b-metrice complete pentru functii de o variabila (vezi Teorema
2.1.1).

Teorema 2.1.4 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [{5]) Fie (X,d) un spatiu b-metric
complet cu s > 1, unde d este continuda. Fie C C X o multime inchisa i f :
C' x C' = R o functie ce satisface (F2). Atunci, pentru orice zo € X si e > 0 exista

un §ir {x, tneny C C i un element x. € C astfel incit x, — z., cind n — oo gi

d gry4n <_7
(e 0) < o

f(x(bxe) + d(l’e,l’o) S 07

n €N,

st pentru orice x # x.,

[e.o]

flxe,x +Z - d(x, x;) Zsl (xe, ;) > 0.

=0

Incheiem aceasta sectiune cu prezentarea unui caz special al Teoremei 2.1.2. De
fapt, acest rezultat poate fi considerat un principiu variational slab de tip Zhong
(pentru afirmatia originald a principiului variational al lui Zhong a se vedea [93],
[94]). Inainte de a prezenta acest rezultat, stabilim doud leme tehnice care joaca un

rol important in demonstrarea acestui principiu.

Lema 2.1.1 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [45]) Dacd g : R, — R, este o functie

continud §i nedescrescatoare si x ¢ B(xo; d(zo,xc)), atunci

d(xo,z) 5. d(xg, x:) .. d(z, z.)
T4 g(dwo,2) Tt gdam o) =" T+ glde.. o)) (2.12)
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Lema 2.1.2 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [45]) Dacd g : R, — R, este o functie

9(@)

continud si nedescrescdtoare, este descrescatoare pe (0,d(xo, x.)|, atunci

d(xg, ) d(xg, x:) d(z, ;)

T+ g(dwo, )~ T+g(dw,ae) ~° T+ gld(w, z0))

In continuare ariatdm, ci in cazul special al Teoremei 2.1.2, putem obtine versiunea
originala a principiului variational al lui Zhong (vezi, de exemplu C.-K. Zhong [93,

94|). Pentru a stabili acest rezultat alegem sirul 6, si functiile h, p in felul urmator:
€

A1 +9(t))

g :10,00) = [0,00) este o functie nedescrescatoare. In acest caz, are loc urméatoarea

Pentru n > 0, fie 69 = 1 si 6,, = 0. Consideram e, A > 0 si h(t) = , unde

relatie:

[e.e]

Z 5np(x7 xn) = 50p(x7 33'0) = p(i[), fﬂo)-

n=0
Daca convenim ca p = d, atunci putem considera urmatoarea forma a Teoremei
2.1.2:

NI T g(d(ao 2 = ™) T XA T gld(an, )

Astfel, din Lema 2.1.1 gi Lema 2.1.2, deducem urmatorul principiu variational slab

f(z) = f(z.) + d(x,xo).

de tip Zhong in spatii b-metrice complete.

Corolarul 2.1.2 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [{5]) Fie h : Ry — R, o functie
continud si nedescrescatoare. Fie (X,d) un spatiu b-metric complet (b-metrica d
este continua) si fie f : X — R o functie care indeplineste ipoteza (F). Atunci,

pentru orice xog € X sie >0 cu

f(wo) < inf f(x)+e,

zeX

presupunem ezistenta unui sir {x,} C X care converge la un element . € X astfel

incat
h(d(wo, n))d (e, 20) < 2% neN. (2.1.3)
Distingem doud cazuri:
1. Daca x ¢ B(xg,d(zo,:)), atunci are loc
£

fx) = flae) —s-

A1+ g(d(xo,xe)))d(x’“”"e)- (2.1.4)
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x ‘ .
2. Daca M este descrescatoare pe (0,d(xo,z.)|, atunci pentru orice x # x., are
T

loc
€

A1+ g(d(zo, 2.)))

f(z) > f(x) —s- d(z,.).

In cele ce urmeaza presupunem ci g : [0, +00) — [0, +00) este o functie continua

si nedescrescatoare, aplicatia nr) este descrescatoare si functia f : X — R U {oo}
este inferior semicontinua, difefen’giabilé Gateaux si nu este identicd cu +oo. In
acest caz se poate extinde Teorema 2.1 din articolul lui Zhong [93], adica: dacd f
este marginita inferior, atunci pentru € > 0, oricare ar fi y € X astfel incat

fly) < inf f(x) + e, (2.1.5)

zeX

si pentru fiecare A > 0, exista z € X astfel incat
f(2) < fy),

IF@I< s S gm=m

Agadar este posibil sa extindem conditia (PS) slaba introdusd de Zhong in 93],
si putem demonstra ca o functie marginita inferior, ce indeplinegte conditia (PS)

slaba, admite un punct minim.

2.2 Applicatii in teoria punctului fix

Aceasta sectiune indica importanta versiunilor extinse ale principiului variatio-
nal al lui Ekeland prezentate in sectiunea precedenta. Vom stabili cateva aplicatii
ale acestor rezultate in teoria punctului fix in contextul spatiilor b-metrice complete.
Vom arata, ca principiul variational al lui Ekeland in spatii b-metrice complete pen-
tru functii de o singura si de doua variabile se poate aplica pentru a deduce teoreme
de punct fix in contextul spatiilor b-metrice complete. Aceasta utilitate este dove-
dita prin doud versiuni ale teoremei de punct fix a lui Caristi, formulate in spatii
b-metrice complete, una pentru functii de o variabila, cealaltd pentru functii de
doua variabile, deoarece demonstrarea acestor rezultate devine foarte simpla daca

invocam versiunile extinse ale principiului variational binecunoscut.
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Vom folosi aceleasi notatii ca in sectiunea anterioara. Presupunem de asemenea
ca spatiul b-metric (X, d) este complet, iar b-metrica d este continua.

Prezentam o extensie a teoremei de punct fix a lui Caristi in contextul spatii-
lor b-metrice pentru functii de o variabila. Mentionam ca principalul ingredient in

demonstratia acestei teoreme este Corolarul 2.1.1.

Teorema 2.2.1 (M. Bota, A. E. Molndr, Cs. Varga, [22]) Fie (X,d) un spatiu
b-metric complet (cu s > 1), astfel incit b-metrica d este continua. Consideram
operatorul ¢ : X — X pentru care exista o aplicatie inferior semicontinua f : X —
R, astfel incdt

A, v) + 5 d(u, p(w)) > d(p(u),v)

d(u, p(u)) < f(u) = flp(u)),Vu,v € X

s
Atunci, ¢ admite cel putin un punct fix.

s—1

Observatia 2.2.1 Dacad alegem s = 1, atunci obtinem teorema de punct fix a lui

Caristi in spatii metrice complete (vezi articolele [25], [42]).

Similar putem formula urméatoarea teorema de punct fix de tip Caristi in spatii

b-metrice complete pentru functii de doua variabile. Mentionam ca vom nota cu &
oo

suma seriilor convergente E On.-

n=0
Teorema 2.2.2 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [{5]) Fie (X,d) un spatiu b-metric
complet, d fiind o b-metrica continua, si fie p : X x X — Ry o functie continud.
Consideram operatorul ¢ : X — X astfel incdt exista o aplicatie inferior semiconti-

nua f: X — R, satisfacind urmatoarele ipoteze:

h(d(zo, o(2)))p(e(2), y) — hld(xo, ) p(2, y) < plz, o(2)), (2.2.1)

Ep(u, p(u)) < flu) — f(p(u)). (2.2.2)
Atunci, ¢ admite cel putin un punct fix.
Observatia 2.2.2 Teorema 2.2.1 este caz particular al Teoremei 2.2.2, deoarece

alegind in mod adecvat functiile p si h, respectiv, sirul 6,, in Teorema 2.2.2, adicd

1
h=1,p=d, $1 9, =—, obtinem Teorema 2.2.1.
STL



Capitolul 3

Principu variationale in spatii
b-metrice complete cu aplicatii la

probleme de echilibru

Scopul principal al acestui capitol este studiul legaturii dintre celebrul principiu
variational al lui Ekeland si problema (EP), respectiv (SEP). Inspirati de articolul
lui M. Bianchi, G. Kassay si R. Pini [16], stabilim doud versiuni ale principiului
variational al lui Ekeland in spatii b-metrice complete (una pentru probleme de
echilibru, cealalta pentru sisteme de probleme de echilibru) fard a impune conditii de
convexitate functiei implicate in formularea principiului sau multimii, pe care functia
de doua sau de mai multe variabile este definita. Ca aplicatii ale acestor principii,
deducem rezultate de existenta pentru solutia problemei de echilibru (EP), respectiv
a sistemului de probleme de echilibru (SEP) cu ajutorul conditiilor de compacticitate

pe multimile pe care lucram.

Rezultatele acestui capitol sunt incluse in urmitoarea lucrare: Cs. Farkas, A. E.

Molnar, [44].
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3.1 Existenta si localizarea punctelor de echilibru

pentru functii de doua variabile

Fie (X,d) un spatiu metric complet, C' o submultime inchisd a lui X, gi f :
C x C — R o functie. Fie h : [0,00[— [0, 00[ o functie necrescitoare. Vom utiliza
notatiile introduse in Capitolul 2.

Mai intai definim notiunea de punct de echilibru (xg, h). Denumirea provine din

faptul ca acest punct de echilibru depinde de un element zy € C' si de o functie h.

Definitia 3.1.1 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [44]) Fie f : C x C — R o functie si
xg € C. Spunem ca & € C este un punct de echilibru (xg,h) al lui f, daca si numai
daca

f(@,y) + h(d(zo,y))d(Z,y) 20, Vy € C. (3.1.1)

Rezultatul principal al acestei sectiuni este urmatoarea teorema:

Teorema 3.1.1 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [44]) Fie (X,d) un spatiu metric com-
plet, C' C X o multime inchisa, iar f : C x C'— R o aplicatie pentru care ipoteza
(F2) este indeplinita. Fie functia necrescatoare h : [0, co[—]0, 00| si punctul zg € X.

Atunci, exista * € C astfel incit
(a’) f(l'(),fi) + h(d(x()wf))d(an i’) S 07
(b) f(z,x)+ h(d(xg,x))d(x,Z) >0, Ve € C, x # 7.

In cele ce urmeaza, vom arita ca exista o functie ce satisface conditia (F2), dar

nu admite niciun punct de echilibru in sensul clasic.

Exemplul 3.1.1 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [{4]) Fie f : Ry x Ry — R definitad

prin f(z,y) = 5 — y—il Este usor de observat cda functia f indeplineste toate
ipotezele Teoremei 3.1.1. Daca exista un element xo € R, astfel incdit f(xg,y) >
0,Vy € Ry, atunci deducem ca xo > y,Vy € Ry. Am ajuns astfel la o contradictie.
Astfel, multimea solutiilor problemei de echilibru (EP) este vidd, dar cu ajutorul

Teoremei 3.1.1, putem garanta cd exista un punct de echilibru (xg,h) al lui f.

Agadar am obtinut un punct de echilibru "apropiat”, realizand o perturbare mica
asupra functiei initiale de doua variabile.

In urmatoarele exemple prezentam cateva functii care admit puncte de echilibru.
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Exemplul 3.1.2 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [44]) Fie X = R. Fie C o submultime
inchisa si marginitd a lui R gi h : [0,00[—]0,00] definita prin h(z) = 1 + e *.
Alegem xy = 0. Consideram F : C x C = R, F(z,y) =y —z+ (1 +e¥)|z —y| s
f:CxC =R, f(r,y) =y — x. Din Teorema 3.1.1 rezulta ca F' admite un punct

de echilibru.

Exemplul 3.1.3 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [{4]) Fie X = RxR i C' o submultime
inchisa gi marginita o lui R. Consideram functia h : [0, 00[—]0, oco[, h(z) = 1+fo i
fie g = Oge. De asemenea consideram F : C x C — R, F(x,y) = y~ — 2N+
—l—mﬂw—yﬂ sif:CxC =R, flx,y) =yN — a2V, unde N > 1 este un numar

natural. Folosind Teorema 3.1.1, F' admite un punct echilibru.

Observatia 3.1.1 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [44]) Oare o functie de doud variabile
f, care satisface toate ipotezele Teoremei 3.1.1, ar trebui sa fie de forma g(y)—g(x)?
In acest caz, Teorema 3.1.1 s-ar reduce la o versiune tmbundtatita a principiului
variational clasic al lui Ekeland.

Raspunsul este negativ, cum aratd uwrmdatorul exemplu: Fie f : R> — R o functie

definita prin

elz=yl 11 o+ sin(y) —sin(z), x #y,
fla,y) =
0, =Y,

si fie h - [0,00[=]0, 00[ definita prin h(z) = 1=. Din Teorema 3.1.1 deducem ca
functia

F(r,y) = f(z,y) + |z =yl

1
L+ [yl
admite un punct de echilibru (xq, h), insa functia f nu poate fi reprezentata in forma

mentionatda in intrebare. In acest caz C' = R.

Observatia 3.1.2 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [44]) Fie X = R" inzestrat cu norma
euclideanda d(x,y) = ||lx — y||. Presupunem cd ipotezele Teoremei 3.1.1 au loc. Cu

ajutorul acestei teoreme obtinem ca exista © € C' astfel incdt
(1) f(@o, &) + h(l[zo — Z|)||zo — Z|| <0,

(ii) (&) + h(||zo — z||)||z — &|| > 0, Vo € C, = # i.
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Importanta Teoremei 3.1.1 consta in faptul ca, folosind acest rezultat, putem
stabili urmatorul rezultat de existenta, asigurand astfel existenta solutiilor problemei
(EP) pe multimi compacte fard a impune cerinte de convexitate. Impunem insa

urmatoarea cerinta suplimentara:
(F2) Functia f : C x C — R satisface urmitoarea conditie:

(v) f(-,y) este superior semicontinud, pentru orice y € C'.

Teorema 3.1.2 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [{4]) Fie C o submultime compactd
(convexitatea nu este necesard) a unui spatiuv euclidean si fie f : C x C — R o
functie. Daca conditiile (F2) si (f‘2) sunt satisfacute, atunci multimea solutitlor

problemei (E'P) este nevida, adica exista © € C' astfel incat f(z,y) > 0,y € C.

Observatia 3.1.3 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [{4]) Mentiondm cd in cazul in care
alegem h = € in Teorema 3.1.1, obtinem [16, Teorema 2.1], stabilita de M. Bianchi,
G. Kassay si R. Pini. Acest lucru subliniazd faptul ca rezultatul nostru principal

(adica Teorema 3.1.1) este o generalizare a Teoremei 2.1 din [16].

Observatia urmatoare accentueaza chiar mai mult importanta Teoremei 3.1.1,
aratand ca acest rezultat este o tehnica utila in cautarea punctelor de echilibru ale

inecuatiilor diferentiale in cazul spatiilor normate.

Observatia 3.1.4 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [{4]) Considerdm spatiul normat X .
De asemenea fie h : [0, 0o[—]0, 00| o functie continud necrescatoare si f : X xX — R
o functie ce indeplineste ipotezele Teoremei 3.1.1. Daca, in plus, presupunem cda f

este diferentiabila Gateauz in a doua variabila, atunci rezulta din Teorema 3.1.1 cd
f(&,z) + h(d(zo, x))d(Z,x) > 0.

Fiep e X, t >0, si v =2+ tp, atunci inegalitatea anterioard se poate scrie sub

forma

f(@, 2 +t¢) + h([[z + to])t][o]] > 0,

deci
f(Z,7 + 1)

¢ +h(||7 + to]])||4]] > 0.
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Din conditia (F2) — (ii), avem f(Z,2) = 0, prin urmare

t

+ h(l[z +tol))l]o]] > 0.

Daca t — 0, rezulta ca
O f(z,2)(9) + h(||Z|])||@|] = 0 pentru orice ¢ € X. (3.1.2)

Deci exista un punct de echilibru in sensul Definitiei 3.1.1, pentru inecuatii diferen-

tiale avdnd forma de mai sus.

Ca o consecinta a Teoremei 3.1.1, prezentam un principiu variational de tip
Zhong pentru functii de doud variabile (pentru principiul original al lui Zhong, a se
vedea 93], [94]). Acest rezultat poate fi important din punct de vedere algoritmic,

deoarece localizeaza pozitia punctului de echilibru corespunzator pe o anumita sfera.

Teorema 3.1.3 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [44]) Fie (X,d) un spatiu metric com-
plet, C' C X o multime inchisa, si f : C' x C' — R o aplicatie ce indeplineste conditia

(F2). Fie g : [0,00[— [0,00[ o functie continud nedescrescatoare astfel incat

1+ g(r)

/ ! dr = oo. (3.1.3)
0

Fie xg € C un punct fizat. Atunci, pentru orice € > 0 si y € C' pentru care avem

ziggf(y,z) > —¢, (3.1.4)
st pentru fiecare A > 0, exista x. € C' astfel incat
(a) d(xo,zc) <710 +T
(b) f(zo, ) + md(mo,%) <0,
(c) flxe,x)+ md(x,ms) >0,VreC, x#x.,
unde ro = d(xo,y) $i T sunt alese in felul urmator

ro+T

1
— dr>\
/1+g(7°) "t

0
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3.2 Existenta si localizarea punctelor de echilibru

pentru sisteme de functii

In acest capitol extindem rezultatele obtinute in sectiunea anterioars la un sistem
de probleme de echilibru. De-a lungul acestui paragraf vom utiliza notatiile introduse
in Capitolul 2, respectiv in sectiunea anterioara.

Fie m un intreg pozitiv si fie I = {1,2,...,m}. Fie C = [[,;Cj cu C; C X;
submultime inchisa a spatiului metric complet (Xj,d;). Consideram un sistem de
bile deschise (B;), j € I, in X; si vom nota pentru orice j € I a j-a bila deschisa cu
centrul 23 si de razd r;, cu B;(23,7;) = {2; € X|d(29, 2;) < r;}. Consideram functiile
fi :CxC; =R, el Unelement al mul{imii CV = [] i C; va fi reprezentat prin
X, notatia

x’; astfel, x € C' poate fi scris © = (27, 2;) € C7 x C;. Pentru z € [[.,

d*(xg, z) reprezintd distanta Cebisev a lui z la zy, adica,

d* (o, x) = max d;(z}, ),
jel

si vom considera spatiul metric [[,.; X;, inzestrat cu aceastd metrica.

iel
Fie h' : [0, 00[—]0,00[ o functie continud, necrescitoare, pentru orice i € I, si
h:R7 — R definitd prin A = (h', ..., ™). Definitia unui punct de echilibru (zo, h)

pentru un sistem de probleme de echilibru este urmatoarea:

Definitia 3.2.1 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [44]) Pentrui € I, fie C; o submultime
a unui spatiu oarecare i fie C = [[,c; C; si fie fi - C x C; = R,i € I. Spunem cd

T € C este un punct de echilibru (xq, h) al functiilor { fi, ..., fm}, daca si numai daca
fi(@,ys) + W (di(2, y:))d(F y;); > 0, y; € C; sii € 1.
Presupunem ca urmatoarele ipoteze au loc:
(F2;) Fie functiile f; : C' x C; = R, i € I, astfel incat
(i) fi(z,) : C; — R este inferior semicontinua gi marginita inferior, pentru
orice 1 € [;
(i) fi(x,x;) =0, pentru fiecare i € I, si © = (x4, ..., &) € C;

(iii) fi(z,z;) < fi(z,4;) + fi(y, z;), pentru orice z,y,z € C, orice i € I, iar
y="v)
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Rezultatul principal al acestei sectiuni este urmatorul:

Teorema 3.2.1 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [44]) Fie h; : [0,00[—]0,00[ o functie
necrescatoare pentru fiecare i € I si fie h: R — R definita prin h = (h*,...,h™).
Consideram functiile f; : C x C; - R, i € I, unde C = [[..,C;, C; C X; fiind o

submultime inchisa a spatiului metric complet (X;,d;). Presupunem cd pentru orice

el

i € I, conditia (F2;) este indeplinita de functiile f;. Fie x° = (29, ...,2°)) un element

eey m

fixat in C. Atunci, exista & € C astfel incdt pentru orice © € I:

L fi(a® @) + (@) di(22, 7) <0,

79
Ca o aplicatie a Teoremei 3.2.1, prezentam urmatorul rezultat de existenta, re-
zultat ce garanteaza, fara nici o restrictie de convexitate, ca multimea solutiilor

problemei (SEP) pe multimi compacte este nevida. Este necesara urméitoarea ce-

rinta:
(f‘Zi) Functia f; : C x C; — R, i € [ satisface ipoteza urmaétoare:

(iv) fi(+,y;) este superior semicontinua pentru orice y; € C;.

Teorema 3.2.2 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [44]) Dacd, pe langd cerintele Teoreme:i
3.2.1, presupunem ca pentru orice t € I, C; este compacta si pentru f; : C' x C; — R

conditia este satisfacuta (1~7‘2i), atunci urmatorul sistem de probleme de echilibru

fi(@,y;)) > 0Viel, Yy, € C,

admite o solutie T = (z!,...,2™) € C.
Luand in considerare Observatia 3.1.4, putem deduce un rezultat similar cu cel
prezentat in Observatia 3.1.4, dar mult mai general pentru sisteme de inecuatii

diferentiale.

Observatia 3.2.1 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [{4]) Fie i € I. Fie X; un spatiu
normat si h' : [0, 00[—]0,00[ o functie continud necrescitoare si alegem x? = Oy, .

Consideram functia f; + X x X — R astfel incit cerintele Teoremei 3.2.1 sa fie



CAPITOLUL 3. PRINCIPII VARIATIONALE IN SPATII B-METRICE
COMPLETE CU APLICATII LA PROBLEME DE ECHILIBRU 31

indeplinite. In plus, presupunem ca f; este diferentiabila Gateauz in a doua variabild,

pentru orice © € 1. Atunci, din Teorema 3.2.1 rezulta ca

Fie ¢; € X; un element arbitrar si alegem t > 0 si x; = T; + to;. Inegalitatea
anterioard se poate scrie sub forma urmatoare
fil@, @ 4 tgs) + W'([| 2 + toall)t]| il s > 0.
Astfel,
[il@, T + tgy)
t
Din (F2;) — (ii), rezultd ci f;(#,%;) = 0, prin urmare

fil®, % + 1) — fi(T, )
t

+ (|| + tei]]s)|| ¢l > 0.

+ W (]| 4 ts| i) ¢4l > 0.

Dacat — 0, obtinem
Oofi(%,7)(p5) + A (||Z][:)||@il|i > O for all ¢; € X;. pentru oriced € 1. (3.2.1)

Prin urmare exista un punct de echilibru in sensul Definitier 3.2.1, pentru un sistem

de inecuatii diferentiale avind forma de mai sus.

Incheiem aceasta sectiune cu un rezultat de localizare pentru punctul z construit

in Teorema 3.2.1.

Teorema 3.2.3 (Cs. Farkas, A. E. Molndr, [44]) Fie g; : [0,00[—]0,00[ o functie
nedescrescatoare, pentru orice i € I, fie g : R — RT definita prin g = (g1, ..., gm)

St

o0

1
———dr = oo, pentru fiecare 1 € I. 3.2.2
/ 1+ gi(r) g 4 (3:2.2)

Consideram functiile f; : C x C; = R, i € I, unde C = [[.., C; si C; C X; este o
submultime inchisa a spatiului metric complet (X;,d;). Presupunem ca f; satisface
conditia (F2;), pentru fiecare i € I. Fie 2° = (29,...,2%) € C un element fivat

eey m

el

arbitrar. Atunci, pentru orice e; > 0,1 =1..m siy € C pentru care avem

inf fz(yvzl) > =&, (323)

ZiECi

st pentru fiecare N\; > 0, exista * € C' astfel incat
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0 i i 0 =
2 fi@05) + smrraaran G B <0,

3. fil® 2) + sagiiarayy G (@n wi) > 0, Vi€ I,

unde ) = d;(2?,y;) siT; sunt alese astfel incat

rd+7;

1
/ . dr> A\
L+ gi(r)

0
T3



Capitolul 4

Tehnici din teoria punctului fix
utilizate in studiul diferitelor clase de
inegalitati si sistemelor de inegalitati

de tip hemivariational

In acest capitol vom studia cateva inegalitiiti si sisteme de inegalitati de tip hemi-
variational cu ajutorul teoriei punctului fix, dar fara a impune ipoteze de monotonie.
In primele doui sectiuni prezentam contextul abstract in care lucram, formulam pro-
blemele ce le vom studia, precum si rezultatele principale. Ultima sectiune contine
aplicatii ale rezultatelor obtinute in sectiunile anterioare.

Aceste rezultate apar in urmitoarele lucrari: H. Lisei, A. E. Molnar, Cs. Varga
[68], A. E. Molnar, O. Vas, [74], cel de-al doilea articol fiind un rezultat al colabo-

rarii noastre cu Institutul de Matematica al Universitatii din Debrecen (Ungaria).

4.1 Asupra unei probleme variational-hemivariationale

fara proprietatea de compactitate

In aceasta sectiune se cerceteaza solvabilitatea unei probleme variational-hemivaria-
tionale pe o multime inchisa i convexa (fie marginita sau neméarginita) fard a utiliza

teoria punctului critic.

33
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Fie (X, - ||) un spatiu Banach i X* dualul topologic al lui X. Notdm cu (-, -)
perechea de dualitate intre X si X*. Fie © € R™ un domeniu nemarginit. Alegem p
n
astfel incat 1 < p <nsip* = —p. Vom studia problema urmatoare:
n JR—

(V-HI) Se cauta u € K astfel incat

(Au,v —u) + /Q flz,u(x))(v(x) — u(z))dx + /Qjo(a:, u(x);v(z) —u(z))dx > 0,

pentru orice v € K, unde K € X este o multime, iar A, f,j sunt functionale date,
care satisfac anumite conditii.
Pentru a stabili existenta a cel putin unei solutii pentru problema (V-HI), im-

punem urmatoarele ipoteze:

(CT) Presupunem ca pentru s € [p, p*] scufundarea X «— L*(f2) este continud, adica
exista C' > 0 astfel incat ||z]| 1) < C|lz|], Vo € X.

(CP) Presupunem ca pentru s € (p,p*) scufundarea X < L*(Q)) este compactd,
ceea ce inseamnd cd existd un operator liniar i compact T : X — L°(Q),
adica pentru orice gir marginit {z,} in X existd un subsgir {T'z,}, care este

convergent in L*(2). Pentru simplitate vom scrie x,, in loc de T'z,,.

(A1) Fie A : X — X* un operator cu proprietatea: pentru orice gir {u,}, in X,

care converge slab la u € X, are loc inegalitatea

(Au,u — w) < liminf(Au,,u, — w), pentru fiecare w € X.
n—oo

A
(A2) Bxisti A = inf A%
ueXx\{0} ||ul|P

(f1) Fie f: Q x R — R o functie Carathéodory astfel incat pentru a > 0 are loc
(@ y)] < ey~ + B(2),
pentru a.p.t. z € Q si pentru orice y € R, unde g € L%(Q)
(f2) Presupunem ca constantele din conditiile (f1) si (A1) satisfac relatia aC? < \.

(j1) Presupunem ca j : 2 x R — R este o functie Carathéodory, local Lipschitz in

raport cu a doua variabild, si ca existd ¢ > 0,7 € [p, p*) astfel incat

€l < eyl + Iyl
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pentru a.p.t. € Q, pentru orice y € R i £ € 9j(x,y), unde 9j(z,y) este

gradientul generalizat al lui j(z, ) in y € R;
(j2) Existd k € L7-1(Q) astfel incat
5%z, 3: )| < Kz)ly| pentru orice z €,y € R,

unde j%(z,u; z) reprezinta derivata directionald generalizatd in punctul v € R

in directia z € R.

Pezentam in continuare doua exemple de operatori, care satisfac conditia (A1).

Exemplul 4.1.1 (H. Lisei, A. E. Molndr, Cs. Varga, [68]) Fie A" : X — X*
un operator liniar, continuu $i pozitiv (adica (A'u,u) > 0 pentru orice u € X ).
Din aceste ipoteze rezulta ca A’ este slab secvential continuu si conditia (A1) este

satisfacuta.

Exemplul 4.1.2 (H. Lisei, A. E. Molndr, Cs. Varga, [68]) Presupunem cd forma
biliniara a : X x X — R este compacta, adica pentru orice siruri {u,} si {v,} din X
astfel incat u, — u st v, = v (u,v € X) rezulta ca a(u,,v,) — a(u,v). Operatorul
A" X — X* definit prin (A"u,v) = a(u,v) pentru orice u,v € X satisface ipoteza

(A1).

In cele ce urmeazi vom stabili doud rezultate de existenti referitoare la problema
(V-HI), demonstratiile bazandu-se pe teorema Fan-Knaster-Kuratowski-Mazurkie-
wicz (vezi [49, Teorema 8.2]). O altd metoda este folosirea unui principiu elementar
de aplicatii KKM dat de A. Granas i M. Lassonde in [50, Teorema 5.2| in contextul
spatiilor Banach super-reflexive. Pe langa versiunea lui K. Fan a teoremei Knaster-
Kuratowski-Mazurkiewicz, vom avea nevoie de lema urméatoare pentru a demonstra

rezultatele principale.

Lema 4.1.1 (H. Lisei, A. Molndr, Cs. Varga, [68]) Fie X un spatiu Banach.

(1) Presupunem ca ipoteza (j1) este satisfacuta si ca X1 i Xo sunt submultimi

nevide ale lui X .
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(1a) Daca scufundarea X — L*() este continud pentru orice s € [p,p*],

atunci aplicatia
(u,v) € X1 x Xy /jo(x,u(x);v(x))dx eR
Q

este supertor semicontinud.

(1b) In plus, dacd scufundarea X — L*(Q) este compactd, pentru orice s €

[p,p*), atunci aplicatia precedentd este slab superior semicontinud.

(2) Presupunem ca are loc cerinta (f1) si scufundarea X — LP(§2) este compacta.

Atunci, pentru orice v € X aplicatia
ue X — / fz,u(z))(v(x) — u(x))dr € R
Q
este slab superior semicontinud.

Primul rezultat de existenta este urmatorul:

Teorema 4.1.1 (H. Lisei, A. Molndr, Cs. Varga, [68]) Presupunem ca X este un
spatiu Banach reflexiv si K C X este o multime nevida, inchisd, convexd st marginitd
si ca ipotezele (CT), (CP), (A1), (f1), (j1) sunt indeplinite. Atunci, problema
(V-HI) admite cel putin o solutie.

Observam ci in teorema anterioard multimea K este marginita. In cele ce ur-
meaza, vom discuta cazul cand K este nemarginita. Fara a pierde din generalitate,
presupunem ci 0 € K gi pentru orice numar intreg pozitiv n fie K,, :== {w € K :
|wa|| < n}. Astfel, 0 € K,,, pentru orice n € N.

Fixam n € N. Deoarece K este o submultime nevida, inchisa, convexa si nemar-
ginita a lui X, utilizand Teorema 4.1.1 rezulta ca exista u,, € K, astfel incat pentru

orice v € K, are loc urmatoarea inegalitate:
(Aup, v —u,) + / [z u, () (v(x) — up(x))de (4.1.1)
0
+ /jo(:mun(a:);v(a:) — uy(z))dx > 0.
0

Teorema 4.1.2 (H. Lisei, A. Molndr, Cs. Varga, [68]) Presupunem ca X este un

spativ. Banach reflexiv st K C X este o mulfime nevidad, inchisa $i convexd si cd
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ipotezele (CT), (CP), (A1), (A2), (f1), (f2), (1), (j2) sunt indeplinite. De
asemenea consideram sirul u, € K, astfel incat inegalitatea (4.1.1) are loc pentru

orice n > 1. Atunci, problema (V-HI) are cel putin o solutie.
Observatia 4.1.1 (H. Lisei, A. Molndr, Cs. Varga, [68]) Daca 0 € K si
(A0, v) + / f(z,0)v(z)dx + / 3%(x,0;v(z))dx > 0 pentru oricev € K, (4.1.2)
Q Q

atunci este evident ca zero este o solutie a inegalitatii (4.1.2). Daca aplicam Teore-
mele 4.1.1 gi 4.1.2 pentru (4.1.2), existenta solutiei netriviale nu poate fi asiguratd

fara conditii suplimentare specifice.

4.2 Existenta solutiilor unui sistem de inegalitati

neliniare de tip hemivariational

Scopul principal al acestei sectiuni este studiul unui sistem de inegalitati neliniare
de tip hemivariational gi demonstrarea existentei a cel putin unei solutii pentru
sistemul studiat pe o multime inchisd gi convexa (fie marginitd sau neméarginita)
fara a impune ipoteze de monotonie sau a utiliza teoria neneteda a punctului critic.

Fie Xi,..., X, spatii Banach reflexive, Yj,...,Y, spatii Banach si D, C X,
pentru i € {1,...,n} multimi mérginite, inchise si convexe, unde n € Z,. In cele
ce urmeaza vom nota cu X si Y;* spatiile duale topologice ale lui X;, respectiv Y},
pentru orice i € {1,...,n}. Presupunem ca pentru ¢ € {1,...,n} existd operatori
liniari si compacti A4; : X; — Y;, functionale neliniare ¢; : X7 x ... x X; X ... x X, X
X; — R si functionale de o variabila n; : X; x X; = X;. Fie J:Y; x ... xY, - R
o functionald local Lipschitz regulard. In acestd sectiune vom folosi urmitoarele

notatii:
e X=X x..xX,,) Y=Y x..xY,siD=D; x...x Dy;
o u; = Ai(wy), M, (us, v;) = Ai(ni(uy, v;)), pentru orice i = 1, n;
o u=(up,...,u,) si@=(ty,...,u);

hd U(Ua U) = (771(U1, Ul)a s 777n(um UTL)) $i ﬁ(uv U) = (ﬁl(uh Ul)v s 7ﬁn(un7vn));
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e D: X X X R, P(u,v) =D diug, . oy Uiy ey Uy Mi(wi,v;)).
Impunem urmatoarele conditii:

(H) Pentru orice ¢ € {1,...,n}, aplicatia n;(-,-) : X; x X; — X satisface conditjiile
urmatoare:
(1) m:i(w;,u;) = 0, pentru orice u; € Xj;
(ii) 7;(u;, ) este un operator liniar pentru orice u; € Xj;
(iii) pentru orice v; € X, m;(ul, v;) — n(u;, v;) daca u” — wu;.
(®) Pentru orice i € {1,...,n}, functionala ¢; : X3 x...x X; x...x X,, x X; - R
satisface
(1) ¢i(ug,. .., us ... u,,0) =0 pentru orice u; € Xj;
(ii) pentru orice v; € X;, aplicatia (uy, ..., u,) ~> ¢;(uy, ..., uy;ni(us;, v;)) este
slab superior semicontinua;
n
(iii) aplicatia v; ~ Z Gi(ur, ..., un;mi(u;,v;)) este convexd pentru orice
i=1
(ul,...,un) e Xix...xX,.
Observatia 4.2.1 (A. E. Molndr, O. Vas, [74]) Deoarece J9(uy,... un;v;) este
convexa i n;(u;,-) este liniara, pentru orice i € {l,...,n} si pentru orice

(Ug, ..., up) € X1 X ... X X, rezulta ca aplicatia v; ~> J’%(ul,...,un;m(ui,vi))

este convezxa.

Folosind urmatoarele doua exemple, aratam ca exista o functie care satisface

conditiile (H) (i)-(iii).

Exemplul 4.2.1 (A. E. Molndr, O. Vas, [74]) Pentrui € {1,...,n} alegem functia
n; » X X X; = X; in felul urmator:

ni(ug, v;) = v; — w;, pentru orice u;,v; € Xj.

In acest caz ni(u;,v;) satisface conditiile (H)()-(ii3). Cu ajutorul acestei alegeri

obtinem problema formulata in articolul lui D. Repovs si Cs. Varga [88].
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Exemplul 4.2.2 (A. E. Molndr, O. Vas, [7}]) Fie B; : X; — X; un operator
liniar compact, a; > 0,5; € X;, i € {1,...,n}. Definim functia f : X; — X; prin
fi(z) = ;Bi(z) + B;. Daca consideram functia n; : X; x X; — X; in felul urmator:

ni(ui,v;) = fi(vy) — filw;), pentru orice u;,v; € X;,i € {1,...,n},
atunci este evident ca ipotezele (H) (i)-(i4i) raman adevarate pentru n;.

In aceasti sectiune studiem existenta a cel putin unei solutii pentru urmatorul
sistem de inegalitati neliniare de tip hemivariational:
(NHLIS) Se cauta (uy,...,u,) € Dy X ... x D, astfel incat

G1(ur, - Uy (ur, 01)) + TG (@, - T3 Ty (w5 01)) > 0

On(Ury ooy Uy M (U, V) + ng(ﬂl, e Uy T (U, 0)) >0

pentru orice (vq,...,v,) € Dy X ... X D,,.

D. Repovs si Cs. Varga au stabilit in articolul [88] un rezultat de existentd pen-
tru o clasa generala de sisteme de inegalitati hemivariationale. Teorema urmatoare
extinde acest rezultat si furnizeaza conditii suficiente pentru existenta solutiilor pro-
blemei (NHLIS). In articolul [88] autorii furnizeaza doud demonstratii: una folo-
seste versiunea Ky Fan a teoremei Knaster-Kuratowsky-Mazurkiewicz, iar cealalta
este bazata pe teorema de punct fix a lui Tarafdar pentru multifunctii (vezi E. Ta-
rafdar [90]). Abordarea noastra este putin diferitd, deoarece noi folosim teorema de
punct fix a lui Lin (a se vedea |67, Theorem 1.]).

In continuare prezentam rezultatul principal al acestei sectiuni pentru cazul in

care multimile D; sunt nevide, marginite, inchise si convexe.

Teorema 4.2.1 (A. Molndr, O. Vas [74]) Consideram multimile nevide, marginite,
inchise si convexe D; C X; pentru orice i € {1,...,n}. Daca conditiile (H) si (®)

sunt indeplinite, atunci sistemul (NHLIS) admite cel putin o solutie.

Pentru a demonstra aceastd teoreméa trebuie mai Intai sa formulam urméatoarea
inegalitate hemivariationala:

(VHI) Se cauta u € D astfel incat

®(u,v) + JO(@;7(u,v)) >0,



40 4.3. APPLICATII

pentru orice v € D.

Urmatoarea propozitie demonstreaza ca problema (VHI) este strans legatd de
problema (NHLIS):

Propozitia 4.2.1 (A. E. Molndr, O. Vas, [74]) Daci conditiile (H)-(i) si (®)-(i)
sunt adevarate gi u® = (ud,...,u’) € Dy x ... x D, este o solutie a inegalitatii

(VHI), atunci u® este de asemenea o solutie a sistemului (NHLIS).

Observam ci este suficient s demonstram cd problema (VHI) admite cel putin

o solutie.

Observatia 4.2.2 (A. E. Molndr, O. Vas, [7{]) Este cunoscut faptul cd sistemele
de inegalitar de tip hemivariationale pe domenii nemarginite admit solutii, daca
adaugam conditii de coercivitate. Astfel, dacd impunem anumite conditii de coer-
civitate, Teorema 4.2.1 va ramdane adevarata si in cazul in care multimile D; sunt

nemarginite (pentru detalii, va se vedea [88, Remark 3.3]).

4.3 Applicatii

Aplicabilitatea rezultatelor prezentate in Sectiunile 4.1 gi 4.2 este detaliata in

aceasta sectiune.

4.3.1 Puncte Nash generalizate

Consideram spatiile Banach Ej, ..., E, pentru orice i € {1,...,n} si multimile
nevide D; C E;. Fie D, C E; o multime deschisa astfel incat pentru orice i €
{1,...,n} s&a avem D; C D.. Fie f; : Dy X ... x D} x ... x D, = R o functionala
cu proprietatea ca pentru fiecare ¢ € {1,...,n} aplicatia u; ~ fi(uy, ..., u;, ..., uy)
este continua si local Lipschitz.

In cele ce urmeaza, vom arata aplicabilitatea Teoremei 4.2.1. Alegem mai intai

Gi(Ury ooy Uiy ey U,y (U, 1)) = Si(ul, ey Uy e Uy (Ui, v;)), 1€ {1, n}

si J = 0. Mai mult, presupunem ca functia (uy, ..., u;,. .., up;0;) ~=
Jia(ur, ..o gy .oy un; mi(ug, v;)) este slab superior semicontinua pentru orice v; € D;,
1 = 1,n. In aceste conditii obtinem urmatorul rezultat de existenta pentru un nou

tip de puncte Nash generalizate.
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Teorema 4.3.1 (A. Molndr, O. Vas [7}]) Pentru orice i € {1,...,n} fie D; C X;

o multime nevida, marginitd, inchisa i convexd. Presupunem cd ipotezele (H) si

(®) raman adevarate. Atunci, exista un punct (ud,... ud, ..., u) € Dy x --- x D,
astfel incat pentru fiecare (uq,...,u,) € Dy X -+ X D, sii € {1,...,n} avem
0,0 0 0. 0
Gii(ug, g, iy, vi)) > 0.

Urmatoarea observatie subliniaza importanta teoremei anterioare:

Observatia 4.3.1 (A. Molndr, O. Vas, [74]) Daca alegem n(u?, v;) = v; —u? pentru
i € {1,...,n}, atunci obtinem rezultatul de existentd pentru puncte Nash generali-

zate din articolul lui D. Repovs and Cs. Varga [88].

Pentru o a doua aplicatie a Teoremei 4.2.1 impunem ca functionalele ¢; : ¥ x- - -x
Y; x---x Y, xY; — R si fie diferentiabile in a i-a variabila pentru i € {1,...,n} si
derivatele lor ¢} : Y1 x---xY;x---xY, xY; — R sd fie continue pentru i € {1,...,n}.
Urmatorul rezultat arata ca exista cel putin o solutie a sistemului neliniar general

de inegalitati de tip hemivariational:

Corolarul 4.3.1 (A. Molndr, O. Vas, [74]) Consideram functia regulara i local
Lipschitz J : Y1 x Yy x -+ - xY; x--- XY, = R si functionalele neliniare ¢; : Y1 X - - - X
Y x -+ xY, xY; = R cu derivatele continue ¢, : Y1 X -+ xY; x---x Y, xY; - R
pentru i € {1,...,n}. Fie, de asemenea, D; C X; multimi mdrginite, inchise i
conveze pentru i € {1,...,n} §i presupunem ca sunt indeplinite conditiile (H) si
(®). Atunci, exista un punct u® = (uf,...,ud) € Dy x --- X D,, astfel incdt

(@, 73 (ug, ug)) + J) (@ 7w, uz) > 0,

(2

pentru fiecare w = (uq,...,u,) € Dy X -+ X Dy, sii € {1,...,n}.

4.3.2 Probleme de tip Schrodinger

Urmatoarele trei exemple arata aplicabilitatea rezultatelor principale obtinute in
Sectiunile 4.1 si 4.2 pentru probleme de tip Schrédinger:
a) Fie a1, as : R" — R (n > 2) doud functii continue care satisfac urmatoarele

conditii:
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e inf a;(x) >0,i=1,2;
zeR?

e miasura({x € R": a;(z) < M;}) < oo, pentru fiecare M; > 0, 1 = 1, 2.

Spatiile

X, = {u c WH(R") : / (IVu(2)]? + a1 (z)u*(z)) do < oo}

s
Xy = {u c WH(R") : /

inzestrate cu produsele scalare

(IVu(2)]? + as(z)u*(z)) do < oo}

n

(u,v)x, = /n Vu(z)Vo(z) + a1 (x)u(z)v(z)] de,

respectiv,
(u,0)x, = / Vu(z)Vo(z) + as(@)u(z)o(x)] de,
sunt spatii Hilbert.

Se stie cd spatiul WH%(R") este scufundat continuu in LP(R™),p € [2,2*]. Prin
urmare, daca ¢, r € [2,2*], atunci spatiul produs X; x X, este scufundat continuu in
spatiul LY(R™) x L"(R™). Pe de alta parte, T. Bartsch si Z.-Q. Wang au demostrat in
articolul [14] ca pentru q,r € [2,2%), X; si Xy sunt scufundate compact in LI(R™),
respectiv, in L"(R™). Asadar, X; x X5 este scufundat compact in LI(R"™) x L"(R").

Fie G : R? — R o functie regulara si local Lipschitz care satisface conditiile
urmatoare:

(G1) Existd ¢ > 05l g € (2,2%),r € (2,2%) astfel incat
wal < e(ful + o] + [ul”™),

wy| < e|v] + [ul + o),

pentru fiecare (u,v) € R* w, € 0,G(u,v),w, € 9G(u,v),i = 1,2, unde prin
01G(u,v) si 02G(u,v) notam gradientii (partiali) generalizati ai lui G(-,v) in punc-
tele u si v, in timp ce 2* = ]\2,—1172, N > 2 este exponentul critic Sobolev.

Fie K, respectiv, Ky, submultime nevida, marginita, inchisa si convexa a lui
X1, respectiv, a lui Xy. Vom nota cu G9(u(z),v(z); wi(z)) si GY(u(z), v(z); we(z))

derivatele directionale ale lui G in prima, respectiv in a doua variabila dupa directia
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wy, respectiv, wy. Prima noastra problema de tip Schrodinger este formulata astfel:

(Sch-S) Se cauta (uy,us) € Ky x K, astfel incat

(@, 7y (ug, v1)) + / G(@i(2), 71 (2), i (w1 (2), v1(2)))dz > 0,V € Ky

(2, 775 (uz2, v2)) +? G (ua(x), va(2), o (W2(2), T2(2)))dz 2 0, Vs € K.

R

Y

pentru orice (vq,v2) € Kj X K.
Ca o alta aplicatie a Teoremei 4.2.1, aratam existenta a cel putin unei solutii a

problemei (Sch-S).

Corolarul 4.3.2 (A. Molndr, O. Vas [74]) Daca K C X si Ky C Xy sunt doud
multimi nevide, convexe, inchise si marginite, ny,ne satisfac conditia (H) si G sa-

tisface ipoteza (G1), atunci problema (Sch-S) admite cel putin o solutie.

b) Fie n > 2. Consideram functia a; : R" — R gi spatiul X;, inzestrat cu
produsul scalar (u,v)x,, definite in acelagi mod ca la punctul a). Pentru p = 2
conditiile (CT) si (CP) sunt satisfacute.

Fie functia A : X; — X definita prin (Au,v) := (u,v)x,. In urma proprietatilor
normei si a convergentei slabe, rezulta ci (A1) si (A2) sunt satisficute. In acest
caz, daca presupunem ca K C X; este ales in mod corespunzator, iar f si j satis-
fac aceleasi conditii ca in Teoremele 4.1.1 si 4.1.2, atunci folosind aceste rezultate,

deducem ca problema (V-HI) admite cel putin o solutie.

c¢) Similar cu exemplul anterior, putem formula o alta problema de tip Schro-

dinger, daca consideram pentru n > 2 spatiul Hilbert
H:={ue L*R"): /R [[Vu(x)|? + |z|*u?(z)]dr < oo}
inzestrat cu produsul scalar
(u,v) = / [Vu(x)Vo(z) + |z|2u(z)v(z)]ds.

Scufundarea H — L*(R™) este compactd pentru s € [2,2*) (a se vedea O. Kavian,
[56]). Prin urmare conditiile (CT) si (CP) raman adevarate. Asadar, daci con-
sideram spatiul H in loc de spatiul X; din punctul b), putem deduce rezultatele
Teoremelor 4.1.1 gi 4.1.2.
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4.3.3 O problema cu functii radial simetrice

In Teoremele 4.1.1 si 4.1.2 ipotezele (CP), (j1) si (j2) sunt esentiale. In cele
ce urmeaza, cercetdm cazul in care inlocuim (j1) si (j2) cu alte conditii si vom
demonstra ca in acest caz afirmatiile Teoremelor 4.1.1 si 4.1.2 raméan adevéarate.

Fie a : RE x RM — R (L > 2) functie nenegativa care satisface urmitoarele

conditii:
(a1) a(z,y) > ap > 0 daca |(z,y)| > R, iar R > 0 este suficient de mare;
(az) a(z,y) — +o0, cand |y| — +o0 uniform la z € RY;
(a3) a(z,y) = a(2’,y) pentru fiecare z, 2’ € R” cu |x| = |2/| i orice y € RM.
Consideram urmitoarele subspatii ale lui W1P(RE x RM)
E={ueW"RL xRM) :u(s,t) = u(s',t) V5,5 € RE|s| = ||, ¥t € RM},

E = {uecW"PRlxRM): / a(x)|u(x)|Pdx < oo},

RL+M

X—ENE={uck: / a(2)|u(z)Pdz < oo}
RL+M

inzestrate cu norma

||ul|P = / |Vu(z)[Pdx + / a(x)|u(x)|Pdx.
RL+M RL+M
D. C. de Morais Filho, M. A. S. Souto, J. Marcos Do au demonstrat in |75] c&

scufundarea X — L*(RL x RM) este continua dacd s € [p,p*], si compacta daci
s € (p,p*).
Fie

FZ{QtE—)Eig(U):UO<(})% (;d >,R€O(RL)}7

unde O(RL) este multimea tuturor rotatiilor pe R si prin Idgm notiam matricea

identica de ordin M.

In continuare presupunem ci j : RF x RM x R — R este o functie Carathéodory,

care este local Lipschitz in variabila din R si satisface urmatoarele conditii:
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(j17) j(z,0) = 0, si existd ¢ > 0 gi ¢ € (p, p*) astfel incat

€] < ey~ + [y, V€ € Dj(x,y), (v,y) € RFM X R;

max{|¢] : £ € j(x,y)}
lyl”™
(j4) j(-,y) este I'-invariantd pentru orice y € R.

(33) liH(lj — (0 uniform pentru fiecare x € R¥Y;
Yy—r

Pentru a deduce rezultate noi vom folosi lema urméatoare in loc de Lema 4.1.1:

Propozitia 4.3.1 (H. Lisei, Cs. Varga, [69]) Dacd j : RE x R™ x R — R verificd
conditiile (j1°), (33) si (j4), atunci functia

ue X — J(z,u(z))de

RL+M

este slab secvential continuud.

Are loc urmaétorul rezultat de existenta:

Teorema 4.3.2 (H. Lisei, A. Molndr, Cs. Varga, [68])

(i) Fie K C X o multime nevida, inchisa, convexd si marginita. Fie A :
E — E* un operator satisfacand conditia (A1). Presupunem cd j satisface ipotezele
(71°), (33) si (34). Atunci, exista u € K astfel incat

(Au,v — u) +/ 7% (z, u(z);v(x) — u(z))dr >0 pentru oricev € K. (4.3.1)

RL+M

(it) Mai mult, daca K C X este o mulfime nevida, inchisa si convexd, A : X —
X* este un operator ce satisface (A1), (A2) si daca presupunem cd j satisface
(31°), (32), (33) si (34), atunci exista uw € K astfel incat relatia (4.3.1) ramane

adevdratd.

Observatia 4.3.2 (H. Lisei, A. Molndr, Cs. Varga, [68]) In [69, Teorema 3.1] auto-
rit au demonstrat, folosind o teorema Mountain-Pass combinatd cu principiul sime-
triei critice pentru functionale de tip Motreanu-Panagiotopoulos, existenta solutiilor
netriviale pozitive, atunci cind K este un con {v € E : v >0 a.p.t. in Rl x RM}

tar A X — X* este operatorul de dualitate.
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