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Capitolul 1

Introducere

Existenta metodelor de optimizare incepe cu matematicienii Newton, Lagrange
si Cauchy. Dezvoltarea metodelor de calcul diferential pentru optimizare a fost posibila
datorita contributiilor lui Newton si Leibniz. Bazele calculului de variatii, cu privire la
minimizarea functiilor, au fost puse de Bernoulli, Euler, Lagrange si Weierstrass.

Metoda de optimizare pentru probleme limitate, care implica adaugarea de mul-
tiplicatori necunoscute, a devenit cunoscuta sub numele autorului ei, Lagrange. Cauchy
a facut primul pas in rezolvarea problemelor de optimizare fara restrictii. In mijlocul
secolului al XX-lea, calculatoarele digitale de mare viteza au facut posibile punerea in
aplicare a procedurilor de optimizare complexe si au stimulat cercetari suplimentare
privind metodele noi. Au urmat avansuri spectaculoase, producand o literatura masiva
pentru tehnici de optimizare. De asemenea, acest progres a dus la aparitia unor noi
domenii bine definite in teoria optimizarii [67].

In ultimii ani, au apirut mai multi algoritmi de divizare [43] pentru rezolvarea
problemelor de incluziuni monotone, implicand sume paralele gi compozitii cu operatori
liniari continuu, care in cele din urma sunt reduse pentru a gasi zerourile sumei unui
operator maximal monoton i unul cocoerciv sau monoton si Lipschitz. Aceste prob-
leme au fost rezolvate prin angajarea unor algoritmi forward-backward sau forward-
backward-forward intr-un produs de spatii adecvate si a dat nagtere la metodele primal-
duale de divizare ( [9,16,20,23,61] si referintele aferente).

Recent, se poate remarca un interes al cercetatorilor in rezolvarea sistemelor
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de probleme de incluziuni monotone [1,5,6,22]. Acest lucru este motivat de faptul
ca problemele de optimizare convexe care rezulta, de exemplu, in domenii cum ar fi
procesarea imaginilor [13], probleme de localizare [18,31], consens in media retelelor
colorate [46,47] si clasificare cu magini cu vectori de suport [27,28] urmeaza sa fie
rezolvate in raport cu mai multe variabile, adesea legate in diferite moduri, cum ar fii
prin ecuatii liniare.

Prezenta cercetare este motivata de investigatiile efectuate in [1]. Autorii propun
un algoritm pentru rezolvarea problemelor de incluziuni monotone cuplate, in care vari-
abilele sunt legate de operatori care satisfac impreuna o proprietate de cocoercivitate.
Scopul nostru este de a depasi necesitatea de a avea diferentiabilitate pentru unele
functii care apar in problemele de optimizare convexe din [1]. In acest scop, avem in
vedere un sistem de incluziuni monotone mai general, pentru care operatorul de cu-
plare satisface o proprietate de continuitate Lipschitz, impreuna cu sistemul dual de
incluziuni monotone in sensul de dualitate Attouch-Théra (cf. [2]). Rezolvarea simul-
tana a sistemului primal si dual de incluziuni monotone se reduce la problema de a gasi
zerourile sumei unui operator maximal monoton gi un operator monoton si Lipschitz
continuu intr-un produs de spatii adecvat. Problema din urma este rezolvata de un
algoritm forward-backward-forward, fapt care ne permite sa stabilim pentru schema
iterativa atat rezultate slabe cat si puternice de convergenta.

Teza este organizatd in cinci capitole si o bibliografie. In primul capitol afirmam
problema initiala care a stimulat aceasta cercetare. H. Attouch, L.M. Briceno-Arias si
P.L. Combettes propun in [1] o metoda de divizare paralela pentru rezolvarea sistemelor
de incluziuni monotone cuplate in spatii Hilbert, stabilirea convergentei se intampla cu
presupunerea ca exista solutii. Metoda poate gestiona un numar arbitrar de variabile
si scheme de cuplare neliniare.

In al doilea capitol sunt prezentate cateva notatii necesare si rezultate pre-
liminare, in scopul de a facilita citirea manuscrisului. Sunt introduse notiuni cum ar
fi operatori nonexpansivi, suma paralela, cocoercivitate, conjugare, dualitate Fenchel,
subdiferentiabilitate gi operatori maximal monotoni impreuna cu niste algoritmi de di-
vizare esentiale, cum ar fi algoritmul Douglas-Rachford, algoritmul forward-backward

si algoritmul lui Tseng. Acesti algoritmi au fost studiate in detaliu in [4].



6 Introducere

Capitolul trei este dedicat algoritmului primal-dual de divizare pentru rezolvarea
problemei luate in considerare in aceasta teza si investigheaza convergenta algoritmu-
lui. Operatorii care apar in fiecare dintre incluziuni din sistem sunt procesate in fiecare
iteratie separat, si anume, operatorii univoci sunt evaluate in mod explicit, echiva-
lent cu un pas forward, in timp ce operatorii multivoci sunt evaluate prin intermediul
rezolventilor lor, ceea ce este echivalent cu un pas backward. Un avantaj este ca pasii
din schema iterativa pot fi executate simultan, acest lucru facand metoda aplicabila la
o varietate de probleme de minimizare convexe. Rezolvarea problemelor de optimizare
convexe cu mai multe variabile este, de asemenea, prezentata in acest capitol.

In capitolul patru, performantele numerice si eficacitatea algoritmului de di-
vizare propuse sunt evidentiate prin mai multe experimente numerice, cum ar fi proce-
sarea imaginilor, adica curatarea unei imagini neclare; probleme de localizare, unde
obiectivul este de a minimiza calea de energie dintre facilitatile existente si mai multe
facilitati noi, care trebuie situate intre cele existente; consens in media retelelor col-
orate, care consta in calcularea mediei pornind de la valoarea fiecarui nod intr-un mod
recursiv si distribuit; clasificarea imaginilor prin intermediului vectorilor suport, unde
obiectivul este de a construi o functie de decizie, cu ajutorul datelor de formare, care
atribuie corect o data noua, cu o rata de clasificare eronata scazuta.

Ultima parte a tezei de doctorat prezinta o colaborare cu o echipa de cerc-
etare in biologie, care studiaza prezenta picoalgelor in lacurile sarate din Transilvania.
Scopul este de a adapta algoritmul in procesarea imaginilor i recunoagterea formelor
in imagini microscopice si electroforetograme. Procesul de dezvoltare a inclus imag-
ini microscopice epifluorescente de picoalge, scopul fiind acela de a numara si distinge

picoalge de zgomotul de baza din imagini.

Cuvinte cheie

optimizare convexa, sistem de incluziuni, algoritm forward-backward-forward, continu-

itate Lipschitz, operator maximal monoton, clasificarea imaginilor
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Notiuni din teoria operatorilor

monotoni

Notiunea matematica a unui spatiu Hilbert a fost numita dupa matematicianul
german David Hilbert. La inceput, spatiile Hilbert au fost studiate ca spatii de functii
infinit-dimensionale de David Hilbert, Frigyes Riesz si Erhard Schmidt, in primul dece-
niu al secolului 20. De-a lungul acestei lucrari R, denota setul de numere reale pozitive,
R, setul de numere reale strict pozitive si R = R U {£o0} linia reals extinsa. Con-
sideram spatii Hilbert dotate cu produsul scalar (-|-) si norma asociata [|-|| = /(:|*)-
Pentru a evita confuzia, atunci cand este necesar, se vor folosi indicii adecvate la pro-
dusul scalar si la norma. Simbolurile — i — denota convergenta slaba si puternica,

respectiv.

2.1 Operatori

Fie H un spatiu Hilbert real si fie 2% setul de putere al lui H, i.e., familia tuturor
subseturilor lui H. Notatia M : H — 27 inseamna ca M este un operator multivoc.
Notam cu zer M = {z € H : 0 € Mz} setul zerourilor lui M si cu graM = {(z,u) €
H xH:ue Mz} graful lui M. Domeniul lui M este

domM ={z e H: Mz #0}.
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Inversa lui M, denotatd cu M ' : H — 27 este definita dupa cum urmeaza
graM ™' = {(u,z) € H x H: (v,u) € graM}.

Prin urmare, pentru fiecare (z,u) € H x H,u € Mz < x € M 'u.
Suma si suma paraleld a doi operatori multivoci M, N : H — 2% este definita

ca

M+ N:H— 2% (M+ N)(z)=M(z)+ N(z), Vo € H (2.1.1)

MON:H —2% MON= (M +N)"".

(2.1.2)

Fie G un spatiu Hilbert real gi consideram operatorul univoc L : H — G. Norma
operatorului liniar continuu L este ||L|| = sup{||Lz|| : x € H, ||z| < 1}, i L*: G — H,
definita astfel incat (Lx|y) = (x|L*y) pentru fiecare (x,y) € H x G, denota operatorul
adjunct al lui L.

2.2  Functii

Notam cu I'(H) setul de functii convexe, corespunzatoare gi inferior semicon-
tinuu f : H — R.
Functia indicator ¢ : H — R a unui set C C H este definitd dupa cum urmeazi
0, for x € C;
do(z) = (2.2.1)
400, altfel.
Observam ca functia indicator d¢ este inferior semicontinuu daca si numai daca C' este

inchis.

Definitie 2.2.1. Fie f si g doud functii corespunzitoare din H la R. Convolutia infi-
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mala a functiilor f si g este definita ca
fOg:H >R, fOg(2) = inf {f(y) +9(z - y)}.

Definitie 2.2.2. Fie f : H — R. Functia conjugatd (sau conjugata Fenchel) a functiei
feste f*: H — R, f*(u) = sup {{u,x) — f(x) : x € H} pentru u € H si biconjugata
lui f este f* = (f*)*.

Observam ca, daca f € I'(H), atunci si f* € I'(H).
Teorema urmatoare legata de dualitatea lui Fenchel a fost obtinuta de R. T.

Rockafellar [53].

Theorem 2.2.1. Fie H un spatiu Hilbert. Fie f,g : H — R U +oo functii convezxe

corespunzatoare.

(i) Daca dom f Ndom g contine un punct in care f sau g este continuu, atunci
(f+g) =09

cu o convolutie infimala exacta.
(ii) Presupunem ca f sau g apartin lui T'(H). Daca dom f*Ndom g* contine un punct

in care f* sau g* este continuu, atunci
fOg=(f"+g)

cu o convolutie infimala exacta.
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Technica primal-duala de

divizibilitate

Notiunea matematica a unui spatiu Hilbert a fost numita dupa matematicianul
german David Hilbert. La inceput, spatiile Hilbert au fost studiate ca spatii de functii
infinit-dimensionale de David Hilbert, Frigyes Riesz si Erhard Schmidt, in primul dece-
niu al secolului 20. De-a lungul acestei lucrari R, denota setul de numere reale pozitive,
R, , setul de numere reale strict pozitive si R = R U {400} linia reald extinsi. Con-
sideram spatii Hilbert dotate cu produsul scalar (-|-) si norma asociata [|-|| = v/(:|*).
Pentru a evita confuzia, atunci cand este necesar, se vor folosi indicii adecvate la pro-
dusul scalar gi la norma. Simbolurile — i — denota convergenta slaba si puternica,
respectiv.

Urmatoarele rezultate prezentate in teza se bazeaza pe articolul [10], care a

rezultat din colaborarea mea cu profesorul Radu Ioan Bot si Erné Robert Csetnek.

3.1 Formularea problemei cu incluziuni monotone

Problema in cauza este un sistem mai general de incluziuni monotone, decat cel
prezentat in [1], pentru care operatorul satisface o proprietate de Lipschitz continuitate,
impreuna cu sistemul sau dublu de incluziuni monotone in sensul dualitatii Attouch

-Théra [2].
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Problema 3.1.1. Fie m > 1 un numar pozitiv, (H;)1<i<m spatii Hilbert reale si, pentru
i=1,....m fie B : H1 X ... X H,, = H; operatori u;-Lipschitz continuu cu pu; € Ry,

care satisfac impreuna o proprietate de monotonitate

V(l’l, )€H1X X%m, ‘v’(yl,...,ym)EHlx...me
Z yl|B $1a7$m)_BZ(y17aym)>H1 > 0. (311)
=1

Fie G; spatii Hilbert reale, pentru fiecarei = 1,...,m si fie A; : G; — 29 operatori maz-

imal monotoni, C; : G; — 29 operatori monotoni, astfel incat C; ' sd fie v;-Lipschitz
continuu cu v; € Ry si L; : H; — G; operatori liniari continuu. Problema propusa este
aceea de a rezolva sistemul de incluziuni monotone (a se vedea 2.1.2 pentru definitia

sumei paralele pentru doi operatori)

0 Li(ADC)(IaT) + Bi(Fr, ..., F)

cautam T, € Hi, ..., Tm € H,, astfel incat

(3.1.2)
impreuna cu sistemul dual
)
0= LTEI + Bl(xl, e ,.Z'm)
cautam vy € G, ..., U, € G, astfel incat 0=L0y+ Bn(z1,...,Tm)
E|$1 EHl,...,Hﬁm GHm v € (A1D01)(L1x1)
€ (A, 0C) (L)
(3.1.3)
Spunem ca (T1, -« Tny U1y -+, Om) € H1 X oo X Hyy X Gy ... X G, este 0 solutie

primal-duala la Problema 3.1.1, daca
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Daca (T1,. -, Ty U1y -+, Um) € H1 X oo X Hyy X Gy ... X G, este o solutie primal-duala
la Problema 3.1.1, atunci (Zi,...,T,,) este o solutie la (3.1.2) si (Ty,...,T,,) este o

solutie la (3.1.3). Observam deasemenea ca

(Tl, o 7Em) rezolva (312) = 0e L:((AzDCZ>(LZEZ> + Bz‘(fl, . ,fm), 1=1,.... m&
O:L;kUZ+BZ(fl,,fm),Z:1,,m
B € (ADC(LE), i=1,...,m.

v € Gy, ..., 0, € G, astfel Incat

Astfel, daca (Z1, ..., T ) este o solutie la (3.1.2), atunci exista (o1, ...,0;,) € G1X...Gy
astfel incat (T1,...,Tpm,01,...,0y) sa fie o solutie primal-duala la Problema 3.1.1 si,
daca (U1,...,0m) € G1 X ...G,, este o solutie la (3.1.3), atunci exista (Zy,...,Tn,) €
Hi X ... X H,, astfel incat (T1,...,ZTm, 01, .., 0Un) este o solutie primal-duala la Prob-

lema 3.1.1.

3.2 Algoritmul primal-dual de divizare

Scopul acestei sectiuni este acela de a asigura un algoritm pentru rezolvarea
Problemei 3.1.1 gi pentru a furniza rezultate de convergenta slabe si puternice pentru
secventele generate de acesta. Schema iterativa propusa are proprietatea ca fiecare
operator univoc este procesat in mod explicit, in timp ce fiecare operator multivoc este
evaluat prin intermediul rezolventului sau. Secvente absolut sumabile fac algoritmul sa

fie tolerant la erori.

Algoritmul 3.2.1.
Fie (a1n)n>0, (b1in)n>0, (Clin)n>0 secvente absolut sumabile in H;, pentru fiecare
i=1,...,m $i (a2in)n>0, (02:n)n>0, (C2in)n>0 secvente absolut sumabile in G;. De

asemenea, setam

b = mazx

Zu?,vh.--,vm + max | Lil| , (3.2.1)
i—1 =1,...m

fiee €]0,1/(B+1)] $i (Vn)n>0 0 secventa din [e,(1—e)/B]. Pentru fiecarei =1,...,m,

punctele initiale ;0 € H; st vio € G; vor fii alese arbitrar si setam
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Fori=1,...,m
in = Tin — Yn(Livi, + Bi(z Tin) + A14m)
Yin 2,Mn Tn i YVin i\Alny -y Lbmmn 1,i,m
—1
Wipn = Vipn — ’Yn(Cz Vin — Lixi,n + a?,i,n)
Pin = Yin + b1in
VYn >0 Tin = J%Ai—lwi,n +b2in
in = Pin — Yu(LiTin + Bi( )+ C1in)
Qin DPin Tn\L; Tin i\P1ny -+ Pmn 1,i,n
L e 0*14_L.,_|_.)
Sl,n - rz,n P)/n( 3 Tz,n 'Lpz,n 02,1,71

Tintl = Tin — Yin T Qin

Vint1l = Vinm — Win + Sin-

Convergenta algoritmului 3.2.1 se stabileste prin demonstrarea faptului ca
schema ei iterativa poate fi redusa la versiunea algoritmului tolerant de erori forward-
backward-forward al lui Tseng (cf. [59] pentru cazul fara erori), recent prevazut in [16].
Cadrul nostru algoritmic va depinde de urmatorul algoritm de divizare, foarte intere-

sant 1n aplicatiile lui.

Theorem 3.2.1. [16] Fie H un spatiu Hilbert real, fie M : H — 2" maximal monoton
si fie L : H — H monoton. Presupunem cd zer(M + L) # 0 si cda L este 3-Lipschitz
continuu, pentru [ €]0,400|[. Fie (an)nen, (bn)nen §i fie (¢n)nen 0 secventda in H astfel
incat

D llanll < +oo, D lball < +oosi D lleall < +oo,

neN neN neN

fiexzg € H, fiee €]0,1/(8+ 1)[, fie (Yn)nen 0 secventa din [e, (1 —¢€)/f], si fie

Yn = Tn — ’Vn(an + an)

n:Jn n+bn
vaeN | DT MY

Tptl = Ty — Yn 1+ qn-

Atunci urmatoarele conditii sunt indeplinite pentru T € zer(M + L):
. 2 : 2
(Z) ZneN Hmn _an < +00 1 ZnEN Hyn - QnH < +-o00.
(ii) x, =T §i p, = T.

(111) Presupunem ca una dintre conditiile urmatoare este indeplinita:
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(a) M + L este demiregular in T.
(b) M sau L este uniform monoton in .

(c) int zer(M + L) # 0.
Atunci x,, > T si p, — T.
Urmatoarea teorema stabilegte convergenta Algoritmului 3.2.1:

Theorem 3.2.2. [10] Presupunem ca Problema 3.1.1 are o solutie primal-duala. In

cazul secventelor generate de Algoritmul 3.2.1, urmdatoarele afirmatii sunt adevarate:

(i) Vie{l,...om} 3 |@in— pinlly, <400 §i 3 |vim — rinlly, < +oo.

n>0 n>0
(ii) Exista o solufie primal-duald (Ty,...,Tm,U1,-..,0m) la Problema 8.1.1 astfel
incat:
(a) Yie{l,....,m} xip — Ty, Din — Ti, Viy — Ui §iTip — U; PENLTU N —> +00.

(b) Dacd C;',i = 1,...,m, este uniform monoton si existd o functie crescdtoare

op Ry = R, U{+4o00} care dispare numai la valoarea 0 si satisface

V(z1, .. Tm) € Hi X oo X Hiny YY1,y Ym) € Hi X oo X Hop,

i —yilBi(wy, .. ) = Bi(y1, -+ Ym))yy, =

i=1

65 (@ s @m) = (1,9l ), (3:2.2)
atunci Vi € {1,....,m} x;p — Ti, Pin — Ti, Vip — Ui §i Tim — T; pentru
n — 400.

3.3 Aplicatii la probleme de minimizare convexe

In aceasta sectiune ne vom indrepta atentia spre rezolvarea problemelor de
minimizare convexe cu variabile multiple, prin intermediul algoritmului primal-dual

prezentat gi investigat in aceasta teza.

Problema 3.3.1. Fie m > 1 si p > 1 numere pozitive, (H;)1<i<m, fie (H;)1<i<m i

(Gi)i<j<p spatii Hilbert reale, f;, h; € T(H,) astfel incdt h; sunt v; *-puternic conveze
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cuv, € Ropji=1,...m, si g € I'(G;) pentrui = 1,....,m,j = 1,...,p. De asemenea,
fie Ki : Hy — H; si Ly :H; = G;,i=1,...,m,j =1,...,p operatori liniari continuu.

Consideram urmatoarea problema de optimizare convexa

i=1

m p m
inf i O h) (K j L, ' 3.1
(xl,...,xm)lenH1><-~~><Hm {Z(f V(Kix;) + jzz;g] (; §il ) } (3.3.1)

In cele ce urmeaza, vom arata ca sub o conditie de calificare corespunzatoare,
rezolvarea problemei de optimizare convexa (3.3.1) poate fi redusa la rezolvarea unui
sistem de incluziuni monotone de tip (3.1.2).

Definim urmatoarea functie convexa adecvata ai inferior semicontinua

m

FrHyx o oxHy, =R, (g, um) = > (DR (),
i=1
si operatorul liniar continuu
K:H; x... X?—[m—>7-[/1 X ... XH;,L, (1, ..oy Tm) = (K2, Kp),
impreuna cu adjuncta
K H ) oxHy, = Hy XX Moy (U1 Ym) = (K1, K ).
De asemenea, consideram operatorii liniari continuu
m
Lj cHi X o X H —>gj, (ZEI,...,[Em) — ZLJZZEZ,j =1,....p,
i=1

impreuna cu adjunctele

LGy = Hix .. X Hyy, y= (Loy, .-, Lipy), i =1,..,p,
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respectiv. Avem

(Z1,...,Tm) este o solutie optima la (3.3.1)

p
@(0,...,0)60(foK—l—ZgjOLj> (T1, ... Tm). (3.3.2)
j=1

In scopul de a impartii subdiferentialele mentionate mai sus, intr-o suma de
subdiferentiale, trebuie indeplinite nigte conditii de calificare. In acest context, con-

sideram urmatoarele conditii de calificare de tip interioritate:

exista x; € H; astfel incat
(QCy) | Kz, € (dom f; + dom h;) si f;Oh; este continuu in Kz;,i = 1,...,m,

. m ’ . . ~ m ro.
si > vy Ljxz; € domg; si gj este continuu in )", Lyx;,j=1,....p

(0,...,0) € sqri <H:.il(dom fi +dom h;) x TT}_, domg;
(QCQ) —{(lel, oo Ky, ZZL Lyizg, ..., 2111 Lpz‘ﬂﬂi) :
(X1, .oy Tm) € Hy X ... me}>.

Se observa ca (QC) — (QC5), aceste implicatii fiind stricte, si facem referinta

la [4,7,8,29,58,68,69] pentru alte conditii de calificare in optimizare convexa.

Remarci 3.3.1. Dupd cum am subliniat deja, pentru i = 1,....m, fiOh; € T'( hy),
prin urmare, este continud pe int(dom f; + dom h;), presupundand ca acest set nu este
vid ( [29,09]). Pentru alte rezultate referitoare la continuitatea convolutiei infimale a

functiilor convezxe invitam cititorul sa consulte [57].

Remarci 3.3.2. In spatii finit-dimensionale, conditia de calificare (QCy) este echiva-

lenta cu

Qe exista x; € H; astfel incat K;x, € ridom f; + ridomh;,i = 1,...,m,
2
$1 D iy Ly € ridomg;,j =1,...,p.

Presupunand ca una dintre conditiile de calificare mentionate mai sus este
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indeplinita, avem

(Z1,...,Tm) este o solutie optimala la (3.3.1)
< (0,...,0) € K*of (K(T1,. .. Tm —l—ZL*agj (T1, .. Tom))
&(0,...,0) € (K*6<f1 D) KA1, s K0 o D) (o))

—i—ZL@gj (F1y . Tm)). (3.3.3)

Convergenta puternica a functiilor h; implica domh; = H,, astfel O(f;Oh;) =

1)

0f;00h;,1 =1, ...,m. Prin urmare, (3.3.3) este echivalenta cu
(0,...,0) ¢ (K;(afl D) AT, - - s K5 (D fr O Oh) (KT ) + Z Liv;,

unde

v € 3gj( (1’1,. . fm)) < U € 39](ZL]@1) = ZLﬂfz S ag;(ﬁj),j =1,...,p.

i=1 =1

Atunci (Zy,...,T,) este o solutie optimalda la (3.3.1) dacd si numai daca

(ZT1,...,@m, 01, ...,0p) este o solutie la

)
0 € K7(0f100h)(K\T) + >0, L37;

0 € K7, (0 frm OOy ) (K@) + 328 L,,0;
0 € dgi(v1) — Y%y LuiTy

(3.3.4)

Se observa ca (3.3.4) este un sistem de incluziuni cuplate de tip (3.1.2), prin

A =8f, Ci=0hy, Li=Kyi=1,..
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gj, =10

Am-i-j = 89;, Cm-i—j ([E) =
(0, altfel

Lm-‘rj = Ide?j = 17 e Py

si, pentru (21, ..., T, U1, ..., Up) € Hi X ... Hpm X Gy X ... x G, operatorii de cuplare sunt

p
.
Bi(x1, ... Ty, V1, .., 0p) = E Livji=1,...,m,
i=1

si
Bm+j(x1,...,xm,vl,...,vp) = —ZLJZ.I'“] = 1,...,]7.
i=1
Definim
B(z1, ..o Ty U1, oo, 0p) = (B, ooy Bip) (X1, oy Ty U1, -2, Up) (3.3.5)
p p m m
= (ZL;l’l}j,,ZL;m’l}],—Zth“,—ZLplxl> .
j=1 j=1 i=1 1=1
(3.3.6)

Rezulta ca C; ' = (0h;)™' = Oh; = {Vh}} este v;-Lipschitz continuu pentru
1 =1,...,m. Pe de alta parte, Cw_lfrj este operatorul zero pentru j = 1, ..., p, prin urmare
0-Lipschitz continuu.

De asemenea, operatorii B;,7 = 1,...,m 4+ p sunt liniari si Lipschitz continuu,

avand constantele Lipschitz

p m
Fi ZHL]1”2> L= 17'-'7m7 §1 Hm+tj = ZHLJZH27 j: 1,...,p,
J=1 i=1

respectiv. Pentru fiecare (z1,...,Zm, V15, 0), (Y15 s Yms W1, -, wp) € Hy X ... X
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Hm X G1 X ... X G, rezulta

M

<ZL’1’ — yz|Bz(~T1; vy Ty U1y e e ,’Up) — Bi(yh ey Ym, Wy, . ,wp))H_

7

=1

+
M=

(Vj — W;| By i (T1, - o s Ty U1, -+, Up) — B (Y1, - o Yy W15 - - ,wp))g]_
j=1
m p p p m m
i=1 j=1 j=1 3, =1 i=1 i=1 g;

prin urmare (3.1.1) este indeplinita. Astfel am demonstrat si faptul ca operatorul liniar

continuu B este oblic (i.e. B* = —B).

Remarca 3.3.3. Datorita faptului ca operatorul B este oblic, nu este cocoerciv, prin
urmare, metoda prezentatd in [1] nu poate fi aplicatd in acest context. Pe de alta parte,
in scopul de a determina o solutie optima a problemei de optimizare (3.3.1) (si o solutie
optima a dualei de tip Fenchel), se pot utiliza algoritmi primal-duali de divizare proz-
imali care au fost introduse recent in [23,61]. Aceste abordari au particularitatea de a
face fata in mod eficient sumelor de compoziii cu functii corespunzatoare, convezre i
inferior semicontinuu i cu operatori liniari continuu, evaluand separat fiecare functie
printr-un pas backward si fiecare operator liniar continuu ($i adjuncta acestuia) prin
intermediul unui pas forward. Cu toate acestea, sistemul iterativ pe care il propunem in
aceasta sectiune pentru rezolvarea (3.3.1), are avantajul de a exploata structura prob-

lemei separabile.
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Sa amintim, de asemenea, ca problema duala de incluziuni la (3.3.4) este (a se

vedea (3.1.3))

)
0= Kjwy + >0, Ljv;

— * o D *
0= mem + Zj:l ijvj
J— m
0= Wp41 — Zi:l Ly
v v J— / —_ /
cautam wy € Hy,..., W € H,,, .
0 =Wpip — ity Lpiwi

Wt € Gi,y ..., Wmay € G, astfel Incat
i e @, € (0f, 00 ) (K1)

ElxlEHl,...,EIme”Hm,EIvlGgl,...,Elvpegp

Wy, € (Ofr O0hy) (KmTum)

W1 € 0g7(v1)

Wintp € 0gy(vp)-

(3.3.7)

Atunci (Ty, ... T, U1, ooy Upy W1, ooy Wiy Win15 -, Wintp) €Ste 0 solutie primal-duald la

(3.3.4) - (3.3.7), daca

w; € (0f;00h;)(KiT;), W+ € 99;(V;),

p m
0=FKW+» Li0§i0=pe;— Y LiTii=1,..mj=1 .p.
j=1 i=1
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Cu conditia ca (T1,...Tm, U1y v, Up, W1 ooy Winy Wint 15 ---s Wintp) €Ste 0 solutie
primal-duala la (3.3.4) - (3.3.7), rezulta ca (71, ...T,,) este o solutie optimala la (3.3.1)

si (W1, ..., W, 01, ..., Tp) este o solutie optimala la problema duala de tip Fenchel

sup {—Z (fi (wi) + B (w;)) = Zgj(wm+j)}-

’ ’
(’Ll)l,..‘,wm,merl,‘..,merp)E/HlX...XHnglX...Xgp =1 7=1

Kiwi+3t_ ) LY wmy j=0,4=1,...,m

(3.3.8)

Algoritmul 3.2.1 da nastere urméatoarei scheme iterative pentru rezolvarea (3.3.4) -

(3.3.7).

Algoritmul 3.3.1.
Pentru fiecare i = 1,....,m gi fiecare j = 1,...,p fie (a1in)n>0, (01in)n>0, (CLin)n>0,
secvente absolut sumabile in H;, (a2,in)n>0s (b2,in)n>0, (C2in)n>0 Secvente absolut sum-

abile in 7‘[; 1 (al,m+j,n)n20; (a2,m+j,n>n20; (bl,erj,n)nZO; (b2,m+j,n)n20; (cl,erj,n)nZU 51

(C2,m+jn)n>0 secvente absolut sumabile in G;. De asemenea, fie

m-+p

B = max S w4 maz (K | Kl 1Y (3.3.9)
=1
unde
p m
2 . . 2 .
pi= | D Ll i =1 my i = | > Ll i =1,...,p,  (3.3.10)
j=1 i=1

fie € €]0,1/(B8 + 1)[ si fie (Yu)n>o 0 secventa din [e,(1 — €)/B]. Fie punctele

. PR ! ! .
initiale (11053 T1mo) € Hi X «oo X Hpy (221043 T2amo) € Hy X ... X H,, si
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(V11,05 -+ > V1p0)s (V21,05 --5V2p0) € G1 X ... X G, alese arbitrar si setam

Fori=1,...,m

Ylin = Tlin — Tn (Ki*xg,z‘,n + > Lv g + al,i,n)
Yoim = Toin — Yn(VR T2 0 — K10 + a24p)

Plin = Yiin + biin

| P2in = Proxy, = y2in + b2,im

Forj=1,...,p

W15n = Vijn — In (U2,j,n - 2211 Ljiwyn+ al,m+j,n)
W jn = V24n — ’7n<_vl,j,n + a2,m+j,n)

T1jn = Wijn + 01 mijn

vn >0 i T2.jn = PrOX’yngj W2, j.n + b2,m+j,n

Fori=1,...,m

Q1i;n = Plin — Tn (Kfpzi,n + D L+ Cl,i,n)
@2,im = P2im — (VR D2in — Kip1in + C2in)
T1im+1 = L1in — Ylin T Qin

| ZT2in+1 = T2in — Y2in T Q2in

Forj=1,...,p

S1,5m = T15m — TIn (7“2,j,n - Z:L Ljip1in + C1,m+j,n)
S245n = T245n — ’Yn(_rl,jm + CZ,m—i—j,n)

Vijntl = Vljn — Wign + S14n

V2,jn+1 = V25;n =~ Wa,jn + 52,5n-
Urmatorul rezultat de convergenta pentru algoritmul 3.3.1 este o consecinta a
Teoremei 3.2.2.

Theorem 3.3.1. [10] Presupunem ca problema de optimizare (3.3.1) are o solutie
optimala $i ca una dintre conditiile de calificare (QC;), i = 1,2, este indeplnita.

Urmatoarele afirmatii sunt adevarate pentru secventele generate de Algoritmul 3.3.1:

(i) Vie {1,...om} 3 |@rin — prinlly, <400, 3 @200 — Prinlls, < +0o si

n>0 n>0
Vi€ (L.} X o = rignllg, < 400, 2 [[v2m = ranllg, < +00.
n>0 n>0

(ii) Exista o solutie optimala (T1,...,Tm) la (3.3.1) si o solutie optimala
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(W, .o s Wiy, Wint1s - - - s Wintp) la (3.3.8), astfel incat Vi € {1,....m} x1,;, — T,
Plin — Ti, Togn — Wi 6 Poin — W; st Vi € {1,...,p} vijn — Wy S0

T1jn — Wpyj pentru n — +00.

Remarca 3.3.4. Recent, a fost propus un alt sistem iterativ pentru rezolvarea sis-
temelor de incluziuni monotone in [22], care, de asemenea, este capabil sa rezolve
probleme de optimizare de tip (3.3.1), in cazul in care functiile g;,j =1, ..., p, nu sunt
neaparat diferentiabile. Metoda este diferita de abordarea noastra, care presupune cd
variabilele sunt cuplate de catre operatorul univoc B, in [22] cuplarea se face de catre
unele compozitit ale sumelor paralele de operatori maximal monotoni cu cele liniare

continue.



Capitolul 4

Experimente numerice

Rezultatele teoretice obtinute sunt foarte aplicabile in diferite domenii ale
matematicii. In aceastd sectiune vom prezenta cele patru experimente numerice, care
pun accentul pe performanta algoritmului primal-dual si pe unele dintre variantele sale
pentru sisteme de incluziuni monotone cuplate, cum ar fi prelucrarea imaginilor, prob-
leme de localizare, consensul mediei in cazul retelelor colorate si clasificarea imaginilor

prin intermediul vectorilor suport.

4.1 Procesarea imaginilor

Primul experiment numeric rezolva problema de procesare a imaginilor prin
algoritmul de divizare primal-dual dezvoltat in aceasta teza. Scopul este de a estima

imaginea originala necunoscuta din imaginea neclara, cu ajutorul algoritmului.

4.1.1 Claritatea imaginilor

Fie H si (H;)1<i<m spatii Hilbert reale, unde m > 1. Pentru fiecare i €
{1,...,m}, fie f; € T(H,) si fie K; : H — H; operatori liniari continuu. Considersm

problema initiala de optimizare convexa

m

inf {Zfi(Kix)}. (4.1.1)

x€EH -
=1
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In cazul variabilelor multiple, (4.1.1) poate fi formulata ca:

inf { 3 AlEa) + Y by (i — $m+1)}. (4.1.2)
Tt & T i=1
Acesta este un caz special al Problemei 3.3.1 cu (m,p) := (m + 1,m), fny1 = 0,

Id, if ¢+ = 7;
Lii-Hi—>Hj—§ —1d, ifi=m+1; (4.1.3)
0, altfel.
Fie (2110, T1mt10), (T21,00---3T2amy10) € Hi X ... X Hpp sl
(V11,05 -+ V1m0), (V21,05 - - V2m0) € Hi X . X Hop. In cazul acesta, din (3.3.9) obtinem
8 =2v/m + max{||K1H,...,]|Km+1||,1}. (4.1.4)

Algoritmul 4.1.1.

Prin urmare, schema iterativa din Algoritmul 3.3.1 se schimba in

Fori=1,...,m
_ *
Yiin = Tlin — Vn (Ki Toin + Ul,z‘,n)
Wiin = Viin — Tn <U2,i,n — T14n T ﬂfl,m+1,n)

Y2im = T2,in + WnEKiT1in

Wi n = V2in T YnVlin

m
Y1,m+1,n = Tim+1n + Yn Z':l Vi,in
Yn >0 ‘
Fori=1,....m
B *
T1intl = T1in — Tn (Ki DProXy, f+Y2in + wl,i,n)
V1intl = Viin + Vn (yl,z‘,n — yl,m+1,n)

T2int1 = T2in — Y2,in + PrOTy, prY2in + kil in

V2intl = V2in — W2in + VnWiin

m
L1 mA1indl = Llmtin + T D oreg Wiin

Atunci (2110 - -+ s T1ms1n) = (T,..., T).
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Consideram matricea A € R™*", care reprezinta operatorul neclar si vectorul
b € R", care descrie imaginea neclara. Scopul este de a estima x* € R”, care este de

faptimaginea originala necunoscut{a si care indeplinegte
Ax =b.

Problema care trebuie rezolvata este echivalenta cu

inf {fy(2) + fo(Az)}, (4.1.5)

pentru f; : R* = R, fi(z) = M|z, + 0s(x) si fo : R* = R, fo(y) = |jy — b||*>. Prin

urmare f este corespunzator, convex si inferior semicontinuu cu domeniu marginit si g
este o functie 2-puternic convexa cu domeniul complet, diferentiabil si cu un gradient
Lipschitz continuu, care are constanta Lipschitz egala cu 2. A > 0 reprezinta parametrul
de regularizare si S C R" este un cub n-dimensional reprezentand gama de pixeli.
Deoarece fiecare pixel din tonurile de gri furnizeaza o valoare care este intre 0 i 255,
o alegere naturald pentru setul convex S ar fi cubul n-dimensional [0,255]* C R". In
scopul de a reduce constanta Lipschitz care apare in abordarea dezvoltata, am scalat
imaginile folosite pentru a exemplificarea aplicatiei astfel incat fiecare pixel se afla in

intervalul [0, %} .
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4.1.2 Cadru experimental

Vom lucra in mod concret cu imaginile de teste Cameraman, Lena si Barbara
cu dimensiunile 256 x 256.

Imaginea de test Cameraman face parte din setul de instrumente de prelucrare
a imaginii din Matlab si dimensiunea imaginii vectorizate gi scalate este egala cu n =
9256

= 65536. Prin utilizarea functiilor Matlab imfilter si fspecial, aceasta imagine

este facuta neclara dupa cum urmeaza:

H=fspecial (’gaussian’,9 ,4); % zgomot gaussian de marime 9
% deviatie standard 4
B=imfilter (X,H, "conv’, ’symmetric’); % B=imaginea neclara

% X=imaginea originala

In randul 1, functia fspecial returneaza un filtru de rotatie simetrica de tip Gauss de
marime 9 X 9 cu deviatia standard 4. Parametrii lui H sunt pozitive si suma lor este
1. In randul 3, functia imfilter foloseste filtrul H pentru imaginea X € R236x256
furnizeaza o imagine neclara B € R?°6%25¢ Optiunea de limita ”simetric” corespunde
conditiilor reflexive de limita. Pentru mai multe aplicatii interesante in domeniul imag-
inilor neclare, clarificate cu tehnici diferite, facem referinta la [11-15,19].

Datorita filtrului de rotatie simetrica H, operatorul liniar A € R™*" calculat cu
ajutorul functiei Matlab imfilter, este la randul sau simetric. Dupa adaugarea unui
zgomot alb de tip Gauss, de medie zero, cu deviatia standard egald cu 107, obtinem

imaginea neclara b € R".

In cazul acesta particular m := 2, Ky = 1Id, Ky = A si [ este egal cu
B = 2V2 + max { ||A||,1}. (4.1.6)

. y y : S 2 :
Folosind descompunerea spectrala reala a lui A, rezulta ca [|Al|” = 1. Prin urmare

B=2v2+1.
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Algoritmul 4.1.2.

Algoritmul 4.1.1 poate fi scris ca

Yiin = T11n — Tn ($2,1,n + Ul,l,n)

Wi1ln = V1,10 — Vn (Uz,l,n —T11,n t $1,3,n>
Y210 = T21n + VnT1,1,n

W21n = V2,1,n + TnU1,1,n

Yi2n = T12n — Tn (A*x2,2,n + U1,2,n)
W12n = V120 — Vn (02,2,71 — T12n t I1,3,n>
Y220 = T22n + MnAT1 2,

W22n = V220 + VU120

Vi > 0 Y13n = T13n + Vn (V1,10 + V120)

T1in+l = T11n — In (pmx%f;ya,l,n + wl,l,n)
V11n+1 = V1,10 + Tn (yl,lm — yl,g,n)

L2141 = T21m = Y2,1,n T PIOTy, fY21m T YnY1,1m
Vo 1n+1 = V210 — W2 1n + VWi in

T12n+1 = T12n — Tn (A*prom%f;ymm + wl,Z,n)
V12041 = V12,0 T T (yl,z,n - yl,3,n)

T22m41 = T22,0 — Y220 T PIOTy, f3Y220 T YnAY12.n

V22041 = V220 — W225n T YnWi2n

T13m+1 = L13n + Yn(Wi1n + Wian).

Atunci (xl,l,nywl,ln7x1,3,n) — (f, T, f)

Imaginea 4.1 arata poza reconstruita cu 500 si 1000 de iteratii.

O alta imagine de test, foarte populara si des folosita in procesarea imaginilor
este Lena, cu dimensiunile 256 x 256. Poza este supusa aceleasi procedeu de neclaritate,
descrisa in cazul precedent. Imaginea 4.2 afigeaza imaginile reconstruite cu 500 si 1500
de iteratii.

Un al treilea exemplu in procesarea imaginilor este imaginea de test Barbara
cu dimensiunile 256 x 256. Am rulat algoritmul nostru si pe aceasta imagine de test

pentru a arata aplicabilitatea metodei pe diferite imagini. Imaginea 4.3 arata poza
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(a) Imaginea neclara (b) 500 de iteratii

(c) 1000 de iteratii

Imaginea 4.1: Imaginea (a) este obtinuta dupa ce a fost inmultita cu operatorul neclar si
adaugat la zgomotul alb Gaussian, (b) prezintd secventa medie generatd de Algoritmul 4.1.2
dupa 500 de iteratii. Imaginea (c) este imaginea reconstruita dupa 1000 de iteratii, (d) arata
imaginea de test clara Cameraman cu dimensiunile 256 x 256.

reconstruita in cazul iteratiilor 400 si 800.
Un instrument valoros pentru masurarea calitactii acestor imagini este raportul

semnal-zgomot (ISNR), definit ca

o — @

2
ISNR(k) = 101logy, <M>
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(a) Imaginea neclara (b) 500 de iteratii

(c) 1500 de iteratii

Imaginea 4.2: Imaginea (a) este obtinuta dupa ce a fost inmultita cu operatorul neclar si
adaugat la zgomotul alb Gaussian, (b) prezintd secventa medie generatd de Algoritmul 4.1.2
dupa 500 de iteratii. Imaginea (c) este imaginea reconstruita dupa 1500 de iteratii, (d) arata
imaginea de test clara Lena cu dimensiunile 256 x 256.

unde z, b i x; denota imaginea originala, observata gi estimata, respectiv, la iteratia

k. Imaginea 4.4 arata evolutia numarului ISNR in cazul celor trei poze prezentate.
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(a) Imaginea neclara (b) 400 de iteratii

(c) 800 de iteratii (d) Imaginea originala

Imaginea 4.3: Imaginea (a) este obtinuta dupa ce a fost inmultita cu operatorul neclar si
adaugat la zgomotul alb Gaussian, (b) prezintd secventa medie generata de Algoritmul 4.1.2
dupa 400 de iteratii. Imaginea (c) este imaginea reconstruita dupa 800 de iteratii, (d) arata
imaginea de test clara Barbara cu dimensiunile 256 x 256.

4.2 Probleme de localizare

Al doilea experiment numeric rezolva problema locatiei cu mai multe facilitati.
La inceputul secolului al 17-lea matematicianul Fermat era interesat de problemele
de localizare cu o singura facilitate. Totusi, doar in secolul al 20-lea, erau adresate
abordarile normative pentru rezolvarea modelelor simbolice ale acestora in literatura

de specialitate. Fiecare dintre aceste tehnici se refera la determinarea locului unei noi
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Signal-to—noise ratio

T
sl Cameraman | |
= = =Lena

----- Barbara

ISNR

0 100 200 300 400 500
Number of iterations

Imaginea 4.4: Evolutia raportului semnal-zgomot (ISNR) in cazul imaginilor de test
Cameraman, Lena gi Barbara.

facilitati, sau chiar mai multe facilitati, cu privire la amplasarea intre facilitatile exis-
tente, astfel incat sa reduca la minimum functia de cost bazata pe distanta penderata
dintre facilitati [17,18,49,51,52, 64-66].

Dac studiem lista de referinte ale lucrarilor realizate in ultimul deceniu care
implica problemele de localizare cu facilitati, este evident ca exista un interes interdis-
ciplinar puternic in domeniile matematicii aplicate, cercetarii operationale, ingineriei
civile, arhitecturii, gtiintei managementului, ingineriei sistemelor, logisticii, economiei,
ttiintei regionale, sistemelor de transport, designului urban si ingineriei industriale,
printre altele. Ca urmare, termenul ”facilitate” a capatat o conotatie foarte larga, pen-
tru a se potrivi cu aplicatii din fiecare dintre aceste domenii. De exemplu, o facilitate
poate fi un spital, o ambulanta, un aeroport, o echipa de politie, o scoala, un termi-
nal de computer, o comunitate planificata, un depozit, o cladire de birouri, o pompa
intr-o conductd, si aga mai departe [31,33,37]. Francis si Goldstein [34] ofera o bib-
liografie larga si recenta a problemei de localizare din literatura de specialitate. Una
dintre clasificarile cele mai complete ale acestor probleme este prevazuta intr-o carte

de Francis si White [35].
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4.2.1 Prezentarea problemei

Continuam cu prezentarea unei proceduri eficiente pentru rezolvarea unei prob-
leme de localizare cu mai multe facilitati, care pot fi formulate matematic dupa cum

urmeaza:

k k
inf { D Aillzr = cilly + )i llws = cilly + aloy — 2| }a (4.2.1)
=1

Z1,T2 —1
1=

unde folosim notatiile urmatoare

x; =vector de locatii pentru noile facilitati j,1 < j < 2;

¢; =vector de locatii pentru facilitatile existente i, 1 < i < k;

A; =greutate pozitiva intre o facilitate noua x; i una existenta ¢,
1<i <k

v; =greutate pozitiva intre o facilitate noua x5 si una existenta i,
1<i<kEk;

a =greutate pozitiva intre doua facilitati noi x; si xs.

Problema de localizare cu mai multe facilitati 4.2.1 discutata in acest capitol
este de fapt un caz special al Problemei 3.3.1 cu (m,p) := (2,2k+1), f; = 0, h; = 640,
K;=0,undei=1,2, si

Ajlle = ¢, , daca j=1,...,k;

g;(x) = villz —¢ll,, daca j =k+1,...,2k;
allz|, daca j =2k + 1,
Id, daca j =1,...,k; 0, dacaj=1,...,k
Liip=4 0, daca j=k+1,...,2k; st Ljp=<¢ Id, dacdj=k+1,...,2k;

Id, daci j = 2k + 1, —1d, daci j = 2k + 1.
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Algoritmul 4.2.1.

Prin urmare, schema iterativa din Algoritmul 3.3.1 devine

Fori=1,2

Yiin = Tlin — Tn ($2m + Z?ZFI ;z‘vl,j,n)

| Y2,im = T2 + YnT1in

Forg=1,...2k+1

W1,5;n = V1,50 — Tn (UQ,j,n - lel’l,l,n - Lj2351,2,n)
W2 jn = V2,5n + TnV1n

Vn >0 | T24m = PTOTy,g;Wa5n

Fori=1,2

- 2k+1 14
T1intl = Tlin — ’Yn( 23:1 sz‘wl,jm)

| T2int1 = T2in — Y2,in + YnY1,in
Forj=1,...,2k+1

V1,jn+1 = Viim — Tn (7"2,j,n - Lj1y1,1,n - Lj2y1,2,n)

V2,jn+1 = Tn (wl,j,n - Ul,j,n) + T25n-

Algoritmul implementat in limbajul de programare MatLab lucreaza cu
parametrul § = 2%k 4+ 1+ 1. Alegem ¢ astfel incat sa fie o valoare cat de mica posi-
bila din intervalul |0,1/(8 + 1) si alegem valoarea parametrului v egala cu (1 —¢)/8,

pentru o solutie optima.

4.2.2 Experienta computationala

Ca o ilustrare a Algoritmului 4.2.1, consideram problema de localizare, care
implica doua facilitati noi si cinci facilitati existente. Acest exemplu este folosit si in
procedura de aproximare hiperboloida prezentata in [31]. Presupunem ca facilitatile

existente se afla in punctele de coordonate:
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De asemenea, fie \; = (4,2,3,0,0), v; = (0,2,1,3,2), i =1,...,5 si @ = 2. Rezultatul
algoritmului este ilustrat in Imaginea 4.5, avand locatiile initiale de 29 = (0,0) si
x5 = (0,0).

Cele mai recente technici folosite pentru probleme de localizare, inclusiv Algo-
ritmul 4.2.1, definesc un criteriu de oprirebazata pe schimbarea succesiva a valorilor
functiei obiective , care este mult mai eficienta decat cea bazata pe schimbarea succe-
siva a locatiei facilitatilor noi (solutie de convergenta). Technica de proiectare folosita
in metoda propusa se foloseste de toate avantajele structurii problemei de localizare si

poate fi ugor extinsa pentru a rezolva probleme care implica misari de unitati.
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y-axis

y-axis

y-axis

(a) Locatia de start

Multifacility location problem

T
+  Existing facility
-- New facility

+ a

(c) 5 iteratii

Multifacility location problem

T
+  Existing facility
---#-- New facility

(e) 25 iteratii

Multifacility location problem
T T

T
+  Existing facility
-- New facility

y-axis

y-axis

y-axis

(b) 2 iteratii

Multifacility location problem

T
+  Existing facility
---4-- New facility

(d) 10 iteratii

Multifacility location problem

T
+  Existing facility
---#-- New facility

(f) 50 iteratii

Multifacility location problem
T

T
+  Existing facility
---#-- New facility

Imaginea 4.5: O problema de localizare cu mai multe facilitati, implicand doua facilitati
noi si cinci facilitati existente. Facilitatile existente au punctele de coordonate P, = (0,0),
P, = (2,4), P3 = (6,2), Py = (6,10) si P5 = (8,8). Greutatea pozitiva « dintre cele doua
facilitati noi este egala cu 2 si greutatile dintre facilitatile noi si cele existente sunt egale cu

Ai = (4,2,3,0,0) siv = (0,2,1,3,2), i =1,...,5.
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4.3 Consens in media retelelor colorate

Al treilea experiment numeric se preocupa cu problema consensului in media
retelelor colorate. Avand o retea, in cazul in care fiecare nod posedua o valoare in
forma de numar real, problema consensului in media retelelor colorate constua in cal-
cularea mediei acestor valori intr-un mod recursiv si distribuit, permitand nodurilor sa

comunice, informatiile circuland numai pe muchii disponibile in retea.

4.3.1 Algoritmul propus

Consideram o retea conectata G = (V,€), unde V reprezinta un set de noduri
si € reprezinta un set de muchii. Fiecare muchie este reprezentat ca o pereche de
noduri (4, 7), unde ¢ < j. Nodurile ¢ i j pot comunica valorile lor, daca sunt vecini,
cu alte cuvinte, daca (i,7) € €. Setul de vecini ai nodului k este reprezentat cu N, i
gradul nodului cu Dy, = |NV}|. Presupunem ca fiecare nod are o valoare sub forma unui
numar real, de asemenea numita culoare, si nici un nod vecin nu poate sa aiba aceeasi
culoare. Fie C' numarul de culori cu care este colorata reteaua si C; setul de noduri
care au culoarea i, i = 1,...,C. Fara a afecta generalitatea problemei, presupunem ca
primele C] noduri sunt in setul C;, urmatoarele Cy noduri sunt in setul Cs, etc. Mai
mult, presupunem ca o schema de colorat este disponibila. Pentru mai multe detalii cu
privire la modelarea matematica a problemei de consens in media retelelor colorate,
facem referinta la [46,47].

Fie P si E numarul de noduri si muchii din retea, respectiv. Prin urmare,
Zf’;l C; = P. Denotam cu 0 valoarea atribuita nodului k, £ = 1,..., P, problema pe

care dorim sa o rezolvam este

M:

“(z— 6) } (4.3.1)

min {
x€ER 2

k=1
Solutia optimald unica la problem a(4.3.1) este 6* = 11) k L Ok, adica media valorilor
atribuite setului de noduri din retea. Scopul este de a face aceasta valoare medie valabila
in fiecare nod intr-un mod distribuit si recursiv. In acest scop, vom reproduce copii ale

lui x in intreaga retea, mai exact, pentru k = 1, ..., P, nodul k v-a avea copia cu numarul
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k, denotat cu xy, care v-a fi actualizat iterativ in timpul algoritmului. La sfarsit, trebuie
sa garantam ca toate copiile sunt egale si exprimam constrangerea, solicitand ca x; = x;

pentru fiecare (7, 7) € £. Acest fapt da nagtere urmatoarei probleme de optimizare

(zr — Ok) } (4.3.2)

l\DI»—t

min { Z

T=(x1,...,0p)ERF 1
xi=aj, V{i,j} €€

P
k=

Fie A € RP*E matricea de incidentd nod-muchie a retelei, avand fiecare coloans,
asociata cu o muchie in urmatorul mod: coloana asociata muchiei (¢, j) € £ are valoarea
1 in randul ¢ si —1 in randul j, celelalte randuri fiind egale cu zero. In consecinta,
constrangerile din (4.3.2) pot fi scrise cu ajutorul transpusei matricei de incidenta
nod-muchie ca ATZ = 0. Avand in vedere ordinea de noduri si schema de colorare,
putem scrie AT7 = ATz, + ...+ ALTc, unde 7; € RY | i = 1,...,C, colecteazd copiile
nodurilor in C;, i.e.

T = (xh cey XCys ooy TP—C+15 ...,l'P)-
N -~ o -~ >
T1 Tco

Prin urmare, problema de optimizare (4.3.2) devine

min_ ) {Zfz(fz)}a (4.3.3)

T=(T1,...,TC
ATz +. +ALz=0

unde, pentrui = 1,..., C, functia f; : R — R este definita ca f;(7;) = > e, S(z—0,)%.
Observam cu usurinta ca problema (4.3.3) este un caz particular a problemei

de optimizare (3.3.1), atunci cand
m=Cp=1h =00y, K; =1d, Li; = AT e RP*C i =1, C, 5i g1 = d0).

Algoritmul 4.3.1.
Folosind faptul ca hf = 0,i = 1,...,C, si Prox,,(z) = 0 pentru v > 0 i * € R,
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schema iterativa din Algoritmul 3.3.1 in cazul fara erori, devine:

Fori=1,...,C
Y1iin = Tlin — Tn (fﬁzzn + Aivl,l,n)
Y2,in = T2in T YnT1in
Pp2,in = Prox,, I Y2in
W1,1n = V1,1,n — Tn (Uz,l,n - Zlczl AiTl’l,m)
Fori=1,...,C
=0 Q1in = Ylin — Tn (p2,i,n + Aiwl,l,n)
Q2in = DP2;i;n T YnYlin

Tlin+l = Tlim — Yin T Qin

T2intl = T24in — Y2in T Q2in

C T
V11,041 = V1,10 T Vn Zizl Al Yiin

V2,1,n4+1 = %21( Zil AiTifl,i,n - Uz,l,n)-

Observém c& i = 1,...,C si v > 0 presupune Prox, (%) = (1 +7)"1(z; — 70;),

unde ; este un vector in R al carui componenti sunt 6;, cu l € ;.

4.3.2 Evaluarea performantei

In scopul de a compara performantele metodei noastre cu alte algoritmi deja
existente in literatura de specialitate, am folosit retelele generate in [47] cu un numar
de noduri cuprinse intre 10 si 1000. Valoarea 6y, asociata fiecarui nod, a fost generata
aleator si independent cu o distributie normala cu abaterea medie de 10 gi 100. Am
lucrat cu retele avand 10, 50, 100, 200, 500, 700 si 1000 de noduri gi am masurat
performanta algoritmului nostru din punct de vedere al numarului de comunicare, care

coincide de fapt cu numarul de iteratii. Ca si criteriu de oprire am considerat

[0 — 1p0"|

unde 1p denotd vectorul din R care are toate valorile egale cu 1.
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Watts—Strogatz Network, (n,p)=(2, 0.8)

110

100+ A pomm

Communication steps

—0— ALG
@+ D-ADMM
10 H
= ¢ =Zhu
‘== Ols
0 1 1 1 1 1
10 50 100 200 500 700 1000

Number of nodes

Imaginea 4.6: Graficul arata pasii de comunicare necesari, de catre patru algoritmi, in cazul
retelei Wass-Strogatz, cu un numar diferit de noduri. ALG reprezinta algoritmul primal-dual
propus in aceasta lucrare.

Geometric Network, d=0.2

T T T

1000 p- - -a —0— ALG
1
1

“ 1@ D-ADMM
. = ¢ = Zhu
'=0=" Ols

Communication steps

10 50 100 200 500
Number of nodes

Imaginea 4.7: Graficul arata pasii de comunicare necesari, de catre patru algoritmi, in cazul
retelei Geometrice, cu un numar diferit de noduri. ALG reprezinta algoritmul primal-dual
propus in aceasta lucrare.
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Networks with 10 nodes

180

T
I ALG
[ D-ADMM
160} [ JZhu
I O's

140

[y

N

o
T

100

o]
o
T

Communication steps

N
o
T

20

1 2 3 4 5 6
Network number

Imaginea 4.8: Compararea celor patru algoritmi in cazul a sase retele cu 10 noduri. Aici,
ALG reprezinta algoritmul primal-dual propus.

In Imaginea 4.6 si Imaginea 4.7 prezentam numarul de comunicatii necesare
pentru reteaua Watts-Strogatz cu parametrii (2,0.8) si pentru reteaua Geometricd cu
parametrul 0.2. Asa cum arata Imaginea 4.6 si Imaginea 4.7, algoritmul nostru are o
performanta comparabila cu D-AMM, prezentat in [47], dar s-a comportat mult mai
bine decat algoritmii prezentati in [48] si [70].

In scopul de a observa comportamentul algoritmului pe diferite retele, l-am
testat pe 6 modele, prezentate n Tabelul 4.1, cu un numar diferit de noduri. Observand
pasii de comunicare necesare, putem conclude ca algoritmul nostru este eficienta in ceea
ce priveste comunicarea nodurilor si are o performanta mai buna sau similara decat

algoritmii din [47], [48] si [70] (exemplificat in Imaginea 4.8).
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Numar | Model ‘ Parametrii ‘
1 Erdés-Rényi 0.25

2 Watts-Strogatz | (2,0.8)

3 Watts-Strogatz | (4,0.6)

4 Barabasi-Albert | —

5 Geometric 0.2

6 Lattice —

Tabel 4.1: Parametrii retelelor.

4.4 Clasificare cu ajutorul masinilor de vector-

suport

Al patrulea experiment numeric prezentat in acest capitol este clasificarea imag-
inilor cu ajutorul maginilor de vector-suport.

Avand un set de date de formare a; € R, i = 1,...,k, apartinand uneia dintre
cele doua clase de date, notata cu ”-1”7 si "+1”, scopul este de a construi o functie de
decizie data sub forma unui hiperplan de separare, care trebuie sa atribuie ficare data

noua in unul dintre cele doua clase, cu o rata de clasificare eronata scazuta.

4.4.1 Hiperplanul de separare

Construim o matrice A € R**" astfel incat fiecare rand sa corespunda unui
punct de date a;,i = 1,...,k si un vector d € R* astfel incat, pentru i = 1,..., k,
valoarea de pe locul 7 sa fie egala cu —1, daca a; apartine clasei ”-17 si sa fie egala cu
717, altfel. Se considera cazul in care datele de formare nu pot fi separat fara erori. In
acest caz, se poate separa setul de date cu un numar minim de erori. Pentru a acoperi
situatia in care separarea nu poate fi facuta exact, consideram variabilele pozitive
& >0, i=1,..., k. Astfel obiectivul va fi de a gési (s,7,£) € R" x R x R% ca solutie

optima pentru problema urmatoare de optimizare

. 5 ,

min sl +C , 441

(S’T’g)eRnXRX]Ri {H || ||£|| } ( )
D(As+1gr)+£21g
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unde 1; denoté vectorul din R* care are toate valorile egale cu 1, inegalitatea z = 1,
pentru z € R¥ reprezintd z; > 1,4 = 1,...k, D = Diag(d) este matricea diagonala avand
ca diagonala vectorul d gi C' este un parametru de compromis. Fiecare data noua a € R”
va fi distribuit in una dintre clasele cu ajutorul functiei de decizie z(a) = sTa + r,
adica, a v-a fi distribuit in clasa “-17, daca z(a) < 0, si in clasa “+17, altfel. Pentru
mai multe perspective teoretice in ceea ce priveste maginile de vector-suport, facem
referinta la [28, 32].

Problema clasificarii cu ajutorul masinilor de vector-suport (4.4.1) poate fi scris

ca un caz special al problemei de optimizare (3.3.1), prin
m = ng = 17f1() = H'||27f2 = 07f3() =C HH2 + 5Ri()7h'l = 6{0}7K’L = Id7,l = 172737

91 = Ofzerrzz1,), Lt = DA, Lip = D1y §i Lz = 1d.
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Algoritmul 4.4.1.

Astfel, Algoritmul 3.3.1 da nastere, in cazul fara erori, urmatoarei scheme iterative:

Fori=1,2,3
Y1,in = Tiin — In (xQ,i,n + Lﬂ”l,l,n)
Y2.in = T24in + TnT1in
P2in = PI"OXynfi* Y2,in
Wiin = V1,10 — Tn (U2,1,n - Z?ﬂ Llﬂl,i,n)
W21n = V21,n + TnU1,1,n
T21n = PI’OX,\mg1 W2,1,n
Fori=1,2,3
=0 Qrin = Yin — Tn(P2,in + Liwi1,)
Q2,in = P2in T YnYiin
Tlintl = Tlin — Ylin T Qin

T2in+t1 = T24n — Y2uin T Q2,in

3
S1,1n = W10 — %(T2,1,n - Zizl le’pl,z',n)
S$21n = T21n T YnW1i1n
Vilnt+l = V1n — Wiin + S1,1n

V21n+1l = V2,10 — W21 T S2,1n

Observam, de asemenea, ca pentru punctele proximale necesare in algoritm,

avem v > 0 i (s,7,&,2) € R® x R x RF x RF urmitoarea formuld exacta:
Prox,; (s) = (2 +7)7'2s, Proxt, g (r) = 0, Prox, 5 (€) = & — vPex (20 +7)7'¢)
si

Prox,, (2) = P{meRk:xzﬂk}<2)-

4.4.2 Experimente cu recunoasterea cifrelor

Am folosit o serie de date de 11907 imagini de formare si 2041 de imagini de

testare de dimensiune 28 x 28 de la site-ul http://www.cs.nyu.edu/~roweis/data.


http://www.cs.nyu.edu/ ~ roweis / data.html
http://www.cs.nyu.edu/ ~ roweis / data.html
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html. Problema a constat in determinarea functiei de decizie bazata pe un fond de
cifre scrise cu mana, aratand fie numarul doi sau numarul noua, etichetate cu —1 si
1, respectiv (a se vedea Imaginea 4.9). Am evaluat calitatea functiei de decizie pe un
set de date de test prin calcularea procentajului de imagini clasificate gresit. Notam
ca folosim doar o jumatate din imaginile disponibile din setul de date de antrenare,

pentru a reduce efortul de calcul.

(a) Monstra de date pentru numérul 2 (b) Monstra de date pentru numérul 9

A2AaA293X22
A 2AXAAQAIL2AA
A

dR223 A2 %
XA QA 2RA
A2Dr2ALDALDANT? 797 999

Imaginea 4.9: Monstra de imagini apartinand claselor -1 si +1, respectiv.

In ceea ce priveste setul de date considerate, notdm cu D= {(X,Y;),i =
1,...,6000} C R™* x {+1, —1} setul de date de formare disponibile in 3000 de imagini
din clasa —1 gi 3000 de imagini din clasa 1. O mostra din fiecare tip de imagini, este
prezentata in Imaginea 4.9. Imaginile au fost vectorizate si normalizate prin impartirea

fieciruia dintre ele de cantitatea (g > ooy || X% )

| Numar de iteratii | 100 | 1000 | 2000 | 3000 | 5000 |
Eroarea datelor de formare | 2.95 | 2.6 | 2.3 | 1.95 | 1.55
Eroarea datelor de test 295255 | 245 | 215 |2

Tabel 4.2: Rata de clasificare eronati in procentaj pentru numere diferite de iteratii, atat
pentru datele de formare cat gi pentru datele de testare.

Am oprit algoritmul primal-dual dupa un numar diferit de iteratii i am evaluat
performantele functiilor de decizie rezultate. In Tabelul 4.2 prezentam rata de clasificari
gregite In procentaj pentru datele de formare si pentru datele de test (eroarea datelor
de formare este mai mica decat cel pentru datele de testare) si observam ca calitatea
de clasificare creste cu numarul de iteratii. Cu toate acestea, chiar gi pentru un numar

mic de iteratii, rata clasificarilor gresite surclaseaza pe cele raportate in literatura de


http://www.cs.nyu.edu/ ~ roweis / data.html
http://www.cs.nyu.edu/ ~ roweis / data.html
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specialitate care se ocupa cu metode numerice de clasificare de tip vector-suport. Sa
amintim, de asemenea, ca rezultatele numerice sunt date pentru cazul C' = 1. Am
testat, de asemenea, alte optiuni pentru C', cu toate acestea nu am observat un mare

impact asupra rezultatelor.
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Aplicatia interdisciplinara a

algoritmului

In cursul studiilor mele, am colaborat cu un grup de cercetatori in biologie, care
studiau diversitatea picoalgelor in lacurile suarate din Romania. Am investigat comu-
nitatile de phitoplancton din mai multe lacuri hipersaline din bazinul Transilvaniei, cu
ajutorul celor mai noi technici de microscopie gi biologie moleculara [38-40]. Scopul nos-
tru a fost sa adaptam algoritmul primal-dual in procesarea imaginilor si recunoasterea
modelelor, in cazul imaginilor microscopice si in cazul electrophoretogramelor. De-a
lungul procesului de developare am lucrat cu imagini microscopice epifluorescente de

picoalge, cu scopul de a le numara gi distinge din zgomotul de fundal.

5.1 Optimizare in biologie

Cele mai multe technici moleculare duc la metoda de electrophoreza, in care,
folosind electricitatea, ADN-ul sau proteinele pot fi separate intr-un gel. In cazul nos-
tru, fragmentele de ADN apartinand diferitelor organisme colectate din lacurile sarate
au fost migrate, folosind gel de electrophoreza de tip agaros, cu scopul de a separa
fragmentele de ADN. Agarosul este un material polizaharid polimer, de obicei extras
din alge, si este folosit des in biologia moleculara, biochimia gi chimia clinica, pen-
tru separarea moleculelor mai mari, in special in cazul unei populatii mixte de ADN,

intr-un matrix de agaros.
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Dupa obtinerea modelelor de ADN migrate (Imaginea 5.1), acestea sunt anal-
izate, si diferitele esantioane sunt comparate pentru a stabili diferentele dintre lacurile
sarate. Modelele pot fi folosite si pentru a stabili diferentele intr-un lac la diferite
adancimi ale apei [38]. Procesarea moleculara, de exemplu clonarea gi secventierea, pot
fi costisitoare gi consumatoare de timp. Scopul nostru este de a optimiza algoritmul
primal-dual astfel incat sa gaseasca modelele specifice, pentru a face procesul descris
mai rapid si mai rentabil. Modelele pot fi distinse cu metoda numita ”recunoasterea
modelelor”. Acesta este de fapt o clasificare, care incearca sa atribuie pentru fiecare val-
oare de intrare o clasa specificata de la inceput. Procedura este una non-probabilistica
binara liniara clasificatoare, foarte similara cu metoda de clasificare prin intermediul
maginilor cu vector-suport (a se vedea 4.4). In cazul nostru au fost luate imagini epi-
fluorescente microscopice pentru a numara celulele cianobacteriale din monstra de apa,

aga cum se vede in Imaginea 5.2.

Imaginea 5.1: Gel gradient denaturat de electrophoreza cu esantioane ADN din lacurile
sarate aflate in bazinul Transilvaniei. Coloanele reprezinta esantioane de apa diferite si
benzile orizontale din coloane reprezinta specii diferite.
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Imaginea 5.2: Imagini microscopice epifluorescente (magnificare = x 1000) cu picocianobac-
terii. Prima imagine arata picocianobacteria cu emitere albastru-violet, si in a doua imagine
ele sunt prezente cu emitere verde.

5.2 Technici de recunoasterea modelelor

Enumerarea continutului de alge dintr-o monstra de apa, de obicei implica
numararea manuala cu ajutorul microscopului. Recentele software-uri avansate de re-
cunoasterea modelelor, permit ca aceste numarari sa fie automatizate. Technicile noi
au potentialul de a avansa sensitivitatea sistemelor de monitorizare prin furnizarea mai
multor informatii privind starea apei, aproape in timp real, cu mai multa importanta
statistica decat microscopia conventionala. Disponibilitatea acestor informatii pot gen-
era considerabil reducerea costurilor, prin permiterea operatorilor de sistem sa trateze
proactiv apa.

In general, observate cu ochiul uman, diferitele specii de picoalge pot parea
clar diferite, dar matematic nu sunt usor de diferentiate. In urmi cu mai multi ani, re-
cunoasterea automatica a modelelor in imagini, a fost un domeniu complex de cercetare
in informatica, deoarece foarte multe diferentieri facute cu ochiul si creierul uman, nu
sunt ugor de realizat computational.

Activitatea noastra in acest domeniu are progrese mari cu rezultate foarte bune.
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In viitor, ne propunem sa dezvoltam technica de optimizare pentru re-
cunoasterea modelelor, cu scopul de a elimina particulele neclasificate si de a obtine

rezultate de clasificare mai bune pentru imaginile microscopice.
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