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Capitolul 1

Introducere

Existenţa metodelor de optimizare ı̂ncepe cu matematicienii Newton, Lagrange

şi Cauchy. Dezvoltarea metodelor de calcul diferenţial pentru optimizare a fost posibilă

datorită contribuţiilor lui Newton şi Leibniz. Bazele calculului de variaţii, cu privire la

minimizarea funcţiilor, au fost puse de Bernoulli, Euler, Lagrange şi Weierstrass.

Metoda de optimizare pentru probleme limitate, care implică adăugarea de mul-

tiplicatori necunoscute, a devenit cunoscută sub numele autorului ei, Lagrange. Cauchy

a făcut primul pas ı̂n rezolvarea problemelor de optimizare fără restricţii. În mijlocul

secolului al XX-lea, calculatoarele digitale de mare viteză au făcut posibile punerea ı̂n

aplicare a procedurilor de optimizare complexe şi au stimulat cercetări suplimentare

privind metodele noi. Au urmat avansuri spectaculoase, producând o literatură masivă

pentru tehnici de optimizare. De asemenea, acest progres a dus la apariţia unor noi

domenii bine definite ı̂n teoria optimizării [67].

În ultimii ani, au apărut mai mulţi algoritmi de divizare [43] pentru rezolvarea

problemelor de incluziuni monotone, implicând sume paralele şi compoziţii cu operatori

liniari continuu, care ı̂n cele din urmă sunt reduse pentru a găsi zerourile sumei unui

operator maximal monoton şi unul cocoerciv sau monoton şi Lipschitz. Aceste prob-

leme au fost rezolvate prin angajarea unor algoritmi forward-backward sau forward-

backward-forward ı̂ntr-un produs de spaţii adecvate şi a dat naştere la metodele primal-

duale de divizare ( [9, 16, 20,23,61] şi referinţele aferente).

Recent, se poate remarca un interes al cercetătorilor ı̂n rezolvarea sistemelor
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de probleme de incluziuni monotone [1, 5, 6, 22]. Acest lucru este motivat de faptul

că problemele de optimizare convexe care rezultă, de exemplu, ı̂n domenii cum ar fi

procesarea imaginilor [13], probleme de localizare [18, 31], consens ı̂n media reţelelor

colorate [46, 47] şi clasificare cu maşini cu vectori de suport [27, 28] urmează să fie

rezolvate ı̂n raport cu mai multe variabile, adesea legate ı̂n diferite moduri, cum ar fii

prin ecuaţii liniare.

Prezenta cercetare este motivată de investigaţiile efectuate ı̂n [1]. Autorii propun

un algoritm pentru rezolvarea problemelor de incluziuni monotone cuplate, ı̂n care vari-

abilele sunt legate de operatori care satisfac ı̂mpreună o proprietate de cocoercivitate.

Scopul nostru este de a depăşi necesitatea de a avea diferenţiabilitate pentru unele

funcţii care apar ı̂n problemele de optimizare convexe din [1]. În acest scop, avem ı̂n

vedere un sistem de incluziuni monotone mai general, pentru care operatorul de cu-

plare satisface o proprietate de continuitate Lipschitz, ı̂mpreună cu sistemul dual de

incluziuni monotone ı̂n sensul de dualitate Attouch-Théra (cf. [2]). Rezolvarea simul-

tană a sistemului primal şi dual de incluziuni monotone se reduce la problema de a găsi

zerourile sumei unui operator maximal monoton şi un operator monoton şi Lipschitz

continuu ı̂ntr-un produs de spaţii adecvat. Problema din urmă este rezolvată de un

algoritm forward-backward-forward, fapt care ne permite să stabilim pentru schema

iterativă atât rezultate slabe cât şi puternice de convergenţă.

Teza este organizată ı̂n cinci capitole şi o bibliografie. În primul capitol afirmăm

problema iniţială care a stimulat această cercetare. H. Attouch, L.M. Briceno-Arias şi

P.L. Combettes propun ı̂n [1] o metodă de divizare paralelă pentru rezolvarea sistemelor

de incluziuni monotone cuplate ı̂n spaţii Hilbert, stabilirea convergenţei se ı̂ntâmplă cu

presupunerea că există soluţii. Metoda poate gestiona un număr arbitrar de variabile

şi scheme de cuplare neliniare.

În al doilea capitol sunt prezentate câteva notaţii necesare şi rezultate pre-

liminare, ı̂n scopul de a facilita citirea manuscrisului. Sunt introduse noţiuni cum ar

fi operatori nonexpansivi, sumă paralelă, cocoercivitate, conjugare, dualitate Fenchel,

subdiferenţiabilitate şi operatori maximal monotoni ı̂mpreună cu nişte algoritmi de di-

vizare esenţiale, cum ar fi algoritmul Douglas-Rachford, algoritmul forward-backward

şi algoritmul lui Tseng. Aceşti algoritmi au fost studiate ı̂n detaliu ı̂n [4].
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Capitolul trei este dedicat algoritmului primal-dual de divizare pentru rezolvarea

problemei luate ı̂n considerare ı̂n această teză şi investighează convergenţa algoritmu-

lui. Operatorii care apar ı̂n fiecare dintre incluziuni din sistem sunt procesate ı̂n fiecare

iteraţie separat, şi anume, operatorii univoci sunt evaluate ı̂n mod explicit, echiva-

lent cu un pas forward, ı̂n timp ce operatorii multivoci sunt evaluate prin intermediul

rezolvenţilor lor, ceea ce este echivalent cu un pas backward. Un avantaj este că paşii

din schema iterativă pot fi executate simultan, acest lucru făcând metoda aplicabilă la

o varietate de probleme de minimizare convexe. Rezolvarea problemelor de optimizare

convexe cu mai multe variabile este, de asemenea, prezentată ı̂n acest capitol.

În capitolul patru, performanţele numerice şi eficacitatea algoritmului de di-

vizare propuse sunt evidenţiate prin mai multe experimente numerice, cum ar fi proce-

sarea imaginilor, adică curătarea unei imagini neclare; probleme de localizare, unde

obiectivul este de a minimiza calea de energie dintre facilităţile existente şi mai multe

facilităţi noi, care trebuie situate ı̂ntre cele existente; consens ı̂n media reţelelor col-

orate, care constă ı̂n calcularea mediei pornind de la valoarea fiecărui nod ı̂ntr-un mod

recursiv şi distribuit; clasificarea imaginilor prin intermediului vectorilor suport, unde

obiectivul este de a construi o funcţie de decizie, cu ajutorul datelor de formare, care

atribuie corect o dată nouă, cu o rată de clasificare eronată scăzută.

Ultima parte a tezei de doctorat prezintă o colaborare cu o echipă de cerc-

etare ı̂n biologie, care studiază prezenţa picoalgelor ı̂n lacurile sărate din Transilvania.

Scopul este de a adapta algoritmul ı̂n procesarea imaginilor şi recunoaşterea formelor

ı̂n imagini microscopice şi electroforetograme. Procesul de dezvoltare a inclus imag-

ini microscopice epifluorescente de picoalge, scopul fiind acela de a număra şi distinge

picoalge de zgomotul de bază din imagini.

Cuvinte cheie

optimizare convexă, sistem de incluziuni, algoritm forward-backward-forward, continu-

itate Lipschitz, operator maximal monoton, clasificarea imaginilor
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Noţiuni din teoria operatorilor

monotoni

Noţiunea matematică a unui spaţiu Hilbert a fost numită după matematicianul

german David Hilbert. La ı̂nceput, spaţiile Hilbert au fost studiate ca spaţii de funcţii

infinit-dimensionale de David Hilbert, Frigyes Riesz şi Erhard Schmidt, ı̂n primul dece-

niu al secolului 20. De-a lungul acestei lucrări R+ denotă setul de numere reale pozitive,

R++ setul de numere reale strict pozitive şi R = R ∪ {±∞} linia reală extinsă. Con-

siderăm spaţii Hilbert dotate cu produsul scalar 〈·|·〉 şi norma asociată ‖·‖ =
√
〈·|·〉.

Pentru a evita confuzia, atunci când este necesar, se vor folosi indicii adecvate la pro-

dusul scalar şi la normă. Simbolurile ⇀ i → denotă convergenţa slabă şi puternică,

respectiv.

2.1 Operatori

FieH un spaţiu Hilbert real şi fie 2H setul de putere al luiH, i.e., familia tuturor

subseturilor lui H. Notaţia M : H → 2H ı̂nseamnă că M este un operator multivoc.

Notăm cu zerM = {x ∈ H : 0 ∈ Mx} setul zerourilor lui M şi cu graM = {(x, u) ∈

H ×H : u ∈Mx} graful lui M . Domeniul lui M este

domM = {x ∈ H : Mx 6= ∅} .
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Inversa lui M , denotată cu M−1 : H → 2H, este definită după cum urmează

graM−1 = {(u, x) ∈ H ×H : (x, u) ∈ graM} .

Prin urmare, pentru fiecare (x, u) ∈ H ×H, u ∈Mx⇔ x ∈M−1u.

Suma şi suma paralelă a doi operatori multivoci M, N : H → 2H este definită

ca

M +N : H → 2H, (M +N)(x) = M(x) +N(x), ∀x ∈ H (2.1.1)

şi

M �N : H → 2H,M �N =
(
M−1 +N−1

)−1
. (2.1.2)

Fie G un spaţiu Hilbert real şi considerăm operatorul univoc L : H → G. Norma

operatorului liniar continuu L este ‖L‖ = sup{‖Lx‖ : x ∈ H, ‖x‖ ≤ 1}, şi L∗ : G → H,

definită astfel ı̂ncât 〈Lx|y〉 = 〈x|L∗y〉 pentru fiecare (x, y) ∈ H×G, denotă operatorul

adjunct al lui L.

2.2 Funcţii

Notăm cu Γ(H) setul de funcţii convexe, corespunzătoare şi inferior semicon-

tinuu f : H → R.

Funcţia indicator δC : H → R a unui set C ⊆ H este definită după cum urmează

δC(x) =

 0, for x ∈ C;

+∞, altfel.
(2.2.1)

Observăm că funcţia indicator δC este inferior semicontinuu dacă şi numai dacă C este

ı̂nchis.

Definiţie 2.2.1. Fie f şi g două funcţii corespunzătoare din H la R. Convoluţia infi-
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mală a funcţiilor f şi g este definită ca

f � g : H → R, f � g(x) = inf
y∈H
{f(y) + g(x− y)} .

Definiţie 2.2.2. Fie f : H → R. Funcţia conjugată (sau conjugata Fenchel) a funcţiei

f este f ∗ : H → R, f ∗(u) = sup {〈u, x〉 − f(x) : x ∈ H} pentru u ∈ H şi biconjugata

lui f este f ∗∗ = (f ∗)∗.

Observăm că, dacă f ∈ Γ(H), atunci şi f ∗ ∈ Γ(H).

Teorema următoare legată de dualitatea lui Fenchel a fost obţinută de R. T.

Rockafellar [53].

Theorem 2.2.1. Fie H un spaţiu Hilbert. Fie f, g : H → R ∪ +∞ funcţii convexe

corespunzătoare.

(i) Dacă dom f ∩ dom g conţine un punct ı̂n care f sau g este continuu, atunci

(f + g)∗ = f ∗� g∗

cu o convoluţie infimală exactă.

(ii) Presupunem că f sau g aparţin lui Γ(H). Dacă dom f ∗∩dom g∗ conţine un punct

ı̂n care f ∗ sau g∗ este continuu, atunci

f � g = (f ∗ + g∗)∗

cu o convoluţie infimală exactă.
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Technica primal-duală de

divizibilitate

Noţiunea matematică a unui spaţiu Hilbert a fost numită după matematicianul

german David Hilbert. La ı̂nceput, spaţiile Hilbert au fost studiate ca spaţii de funcţii

infinit-dimensionale de David Hilbert, Frigyes Riesz şi Erhard Schmidt, ı̂n primul dece-

niu al secolului 20. De-a lungul acestei lucrări R+ denotă setul de numere reale pozitive,

R++ setul de numere reale strict pozitive şi R = R ∪ {±∞} linia reală extinsă. Con-

siderăm spaţii Hilbert dotate cu produsul scalar 〈·|·〉 şi norma asociată ‖·‖ =
√
〈·|·〉.

Pentru a evita confuzia, atunci când este necesar, se vor folosi indicii adecvate la pro-

dusul scalar şi la normă. Simbolurile ⇀ i → denotă convergenţa slabă şi puternică,

respectiv.

Următoarele rezultate prezentate ı̂n teză se bazează pe articolul [10], care a

rezultat din colaborarea mea cu profesorul Radu Ioan Boţ şi Ernő Robert Csetnek.

3.1 Formularea problemei cu incluziuni monotone

Problema ı̂n cauză este un sistem mai general de incluziuni monotone, decât cel

prezentat ı̂n [1], pentru care operatorul satisface o proprietate de Lipschitz continuitate,

ı̂mpreună cu sistemul său dublu de incluziuni monotone ı̂n sensul dualităţii Attouch

-Théra [2].
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Problema 3.1.1. Fie m ≥ 1 un număr pozitiv, (Hi)1≤i≤m spaţii Hilbert reale şi, pentru

i = 1, ...,m fie Bi : H1 × . . .×Hm → Hi operatori µi-Lipschitz continuu cu µi ∈ R++,

care satisfac ı̂mpreună o proprietate de monotonitate

∀(x1, . . . , xm) ∈ H1 × . . .×Hm, ∀(y1, . . . , ym) ∈ H1 × . . .×Hm

m∑
i=1

〈xi − yi|Bi(x1, . . . , xm)−Bi(y1, . . . , ym)〉Hi
≥ 0. (3.1.1)

Fie Gi spaţii Hilbert reale, pentru fiecare i = 1, . . . ,m şi fie Ai : Gi → 2Gi operatori max-

imal monotoni, Ci : Gi → 2Gi operatori monotoni, astfel ı̂ncât C−1i să fie νi-Lipschitz

continuu cu νi ∈ R+ şi Li : Hi → Gi operatori liniari continuu. Problema propusă este

aceea de a rezolva sistemul de incluziuni monotone (a se vedea 2.1.2 pentru definiţia

sumei paralele pentru doi operatori)

căutăm x1 ∈ H1, . . . , xm ∈ Hm astfel ı̂ncât


0 ∈ L∗1(A1�C1)(L1x1) +B1(x1, . . . , xm)
...

0 ∈ L∗m(Am�Cm)(Lmxm) +Bm(x1, . . . , xm)

(3.1.2)

ı̂mpreună cu sistemul dual

căutăm v1 ∈ G1, . . . , vm ∈ Gm astfel ı̂ncât

∃x1 ∈ H1, . . . ,∃xm ∈ Hm



0 = L∗1v1 +B1(x1, . . . , xm)
...

0 = L∗mvm +Bm(x1, . . . , xm)

v1 ∈ (A1�C1)(L1x1)
...

vm ∈ (Am�Cm)(Lmxm)

.

(3.1.3)

Spunem că (x1, . . . , xm, v1, . . . , vm) ∈ H1× . . .×Hm×G1 . . .×Gm este o soluţie

primal-duală la Problema 3.1.1, dacă

0 = L∗i vi +Bi(x1, . . . , xm) şi vi ∈ (Ai�Ci)(Lixi), i = 1, . . . ,m. (3.1.4)
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Dacă (x1, . . . , xm, v1, . . . , vm) ∈ H1× . . .×Hm×G1 . . .×Gm este o soluţie primal-duală

la Problema 3.1.1, atunci (x1, . . . , xm) este o soluţie la (3.1.2) şi (v1, . . . , vm) este o

soluţie la (3.1.3). Observăm deasemenea că

(x1, . . . , xm) rezolvă (3.1.2)⇔ 0 ∈ L∗i (Ai�Ci)(Lixi) +Bi(x1, . . . , xm), i = 1, . . . ,m⇔

∃ v1 ∈ G1, . . . , vm ∈ Gm astfel ı̂ncât

 0 = L∗i vi +Bi(x1, . . . , xm), i = 1, . . . ,m

vi ∈ (Ai�Ci)(Lixi), i = 1, . . . ,m.
.

Astfel, dacă (x1, . . . , xm) este o soluţie la (3.1.2), atunci există (v1, . . . , vm) ∈ G1×. . .Gm
astfel ı̂ncât (x1, . . . , xm, v1, . . . , vm) să fie o soluţie primal-duală la Problema 3.1.1 şi,

dacă (v1, . . . , vm) ∈ G1 × . . .Gm este o soluţie la (3.1.3), atunci există (x1, . . . , xm) ∈

H1× . . .×Hm astfel ı̂ncât (x1, . . . , xm, v1, . . . , vm) este o soluţie primal-duală la Prob-

lema 3.1.1.

3.2 Algoritmul primal-dual de divizare

Scopul acestei secţiuni este acela de a asigura un algoritm pentru rezolvarea

Problemei 3.1.1 şi pentru a furniza rezultate de convergenţă slabe şi puternice pentru

secvenţele generate de acesta. Schema iterativă propusă are proprietatea că fiecare

operator univoc este procesat ı̂n mod explicit, ı̂n timp ce fiecare operator multivoc este

evaluat prin intermediul rezolventului său. Secvenţe absolut sumabile fac algoritmul să

fie tolerant la erori.

Algoritmul 3.2.1.

Fie (a1,i,n)n≥0, (b1,i,n)n≥0, (c1,i,n)n≥0 secvenţe absolut sumabile ı̂n Hi, pentru fiecare

i = 1, . . . ,m şi (a2,i,n)n≥0, (b2,i,n)n≥0, (c2,i,n)n≥0 secvenţe absolut sumabile ı̂n Gi. De

asemenea, setăm

β = max


√√√√ m∑

i=1

µ2
i , ν1, . . . , νm

+ max
i=1,...,m

‖Li‖ , (3.2.1)

fie ε ∈]0, 1/(β+ 1)[ şi (γn)n≥0 o secvenţă din [ε, (1− ε)/β]. Pentru fiecare i = 1, . . . ,m,

punctele iniţiale xi,0 ∈ Hi şi vi,0 ∈ Gi vor fii alese arbitrar şi setăm
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∀n ≥ 0



For i = 1, . . . ,m

yi,n = xi,n − γn(L∗i vi,n +Bi(x1,n, . . . , xm,n) + a1,i,n)

wi,n = vi,n − γn(C−1i vi,n − Lixi,n + a2,i,n)

pi,n = yi,n + b1,i,n

ri,n = JγnA−1
i
wi,n + b2,i,n

qi,n = pi,n − γn(L∗i ri,n +Bi(p1,n, . . . , pm,n) + c1,i,n)

si,n = ri,n − γn(C−1i ri,n − Lipi,n + c2,i,n)

xi,n+1 = xi,n − yi,n + qi,n

vi,n+1 = vi,n − wi,n + si,n.

Convergenţa algoritmului 3.2.1 se stabileşte prin demonstrarea faptului că

schema ei iterativă poate fi redusă la versiunea algoritmului tolerant de erori forward-

backward-forward al lui Tseng (cf. [59] pentru cazul fără erori), recent prevăzut ı̂n [16].

Cadrul nostru algoritmic va depinde de următorul algoritm de divizare, foarte intere-

sant ı̂n aplicaţiile lui.

Theorem 3.2.1. [16] Fie H un spaţiu Hilbert real, fie M : H → 2H maximal monoton

şi fie L : H → H monoton. Presupunem că zer(M + L) 6= ∅ şi că L este β-Lipschitz

continuu, pentru β ∈]0,+∞[. Fie (an)n∈N, (bn)n∈N şi fie (cn)n∈N o secvenţă ı̂n H astfel

ı̂ncât ∑
n∈N

‖an‖ < +∞,
∑
n∈N

‖bn‖ < +∞ şi
∑
n∈N

‖cn‖ < +∞,

fie x0 ∈ H, fie ε ∈]0, 1/(β + 1)[, fie (γn)n∈N o secvenţă din [ε, (1− ε)/β], şi fie

∀n ∈ N


yn = xn − γn(Lxn + an)

pn = JγnMyn + bn

qn = pn − γn(Lpn) + cn)

xn+1 = xn − yn + qn.

Atunci următoarele condiţii sunt ı̂ndeplinite pentru x ∈ zer(M + L):

(i)
∑

n∈N ‖xn − pn‖
2 < +∞ şi

∑
n∈N ‖yn − qn‖

2 < +∞.

(ii) xn ⇀ x şi pn ⇀ x.

(iii) Presupunem că una dintre condiţiile următoare este ı̂ndeplinită:



14 Capitolul 3. Technica primal-duală de divizibilitate

(a) M + L este demiregular ı̂n x.

(b) M sau L este uniform monoton ı̂n x.

(c) int zer(M + L) 6= ∅.

Atunci xn → x şi pn → x.

Următoarea teoremă stabileşte convergenţa Algoritmului 3.2.1:

Theorem 3.2.2. [10] Presupunem că Problema 3.1.1 are o soluţie primal-duală. În

cazul secvenţelor generate de Algoritmul 3.2.1, următoarele afirmaţii sunt adevărate:

(i) ∀i ∈ {1, . . . ,m}
∑
n≥0
‖xi,n − pi,n‖2Hi

< +∞ şi
∑
n≥0
‖vi,n − ri,n‖2Gi < +∞.

(ii) Există o soluţie primal-duală (x1, . . . , xm, v1, . . . , vm) la Problema 3.1.1 astfel

ı̂ncât:

(a) ∀i ∈ {1, . . . ,m} xi,n ⇀ xi, pi,n ⇀ xi, vi,n ⇀ vi şi ri,n ⇀ vi pentru n→ +∞.

(b) Dacă C−1i , i = 1, ...,m, este uniform monoton şi există o funcţie crescătoare

φB : R+ → R+ ∪ {+∞} care dispare numai la valoarea 0 şi satisface

∀(x1, . . . , xm) ∈ H1 × . . .×Hm, ∀(y1, . . . , ym) ∈ H1 × . . .×Hm

m∑
i=1

〈xi − yi|Bi(x1, . . . , xm)−Bi(y1, . . . , ym)〉Hi
≥

φB

(
‖(x1, . . . , xm)− (y1, . . . , ym)‖

)
, (3.2.2)

atunci ∀i ∈ {1, . . . ,m} xi,n → xi, pi,n → xi, vi,n → vi şi ri,n → vi pentru

n→ +∞.

3.3 Aplicaţii la probleme de minimizare convexe

În această secţiune ne vom ı̂ndrepta atenţia spre rezolvarea problemelor de

minimizare convexe cu variabile multiple, prin intermediul algoritmului primal-dual

prezentat şi investigat ı̂n această teză.

Problema 3.3.1. Fie m ≥ 1 şi p ≥ 1 numere pozitive, (Hi)1≤i≤m, fie (H′i)1≤i≤m şi

(Gj)1≤j≤p spaţii Hilbert reale, fi, hi ∈ Γ(H′i) astfel ı̂ncât hi sunt ν−1i -puternic convexe
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cu νi ∈ R++, i = 1, ...,m, şi gj ∈ Γ(Gj) pentru i = 1, ...,m, j = 1, ..., p. De asemenea,

fie Ki : Hi → H
′
i şi Lji : Hi → Gj, i = 1, ...,m, j = 1, ..., p operatori liniari continuu.

Considerăm următoarea problemă de optimizare convexă

inf
(x1,...,xm)∈H1×...×Hm

{
m∑
i=1

(fi�hi)(Kixi) +

p∑
j=1

gj

(
m∑
i=1

Ljixi

)}
. (3.3.1)

În cele ce urmează, vom arăta că sub o condiţie de calificare corespunzătoare,

rezolvarea problemei de optimizare convexă (3.3.1) poate fi redusă la rezolvarea unui

sistem de incluziuni monotone de tip (3.1.2).

Definim următoarea funcţie convexă adecvată a̧i inferior semicontinuă

f : H′1 × . . .×H
′

m → R, (y1, . . . , ym) 7→
m∑
i=1

(fi�hi)(yi),

şi operatorul liniar continuu

K : H1 × . . .×Hm → H
′

1 × . . .×H
′

m, (x1, . . . , xm) 7→ (K1x1, . . . , Kmxm),

ı̂mpreună cu adjuncta

K∗ : H′1 × . . .×H
′

m → H1 × . . .×Hm, (y1, . . . , ym) 7→ (K∗1y1, . . . , K
∗
mym).

De asemenea, considerăm operatorii liniari continuu

Lj : H1 × . . .×Hm → Gj, (x1, . . . , xm) 7→
m∑
i=1

Ljixi, j = 1, ..., p,

ı̂mpreună cu adjunctele

L∗j : Gj → H1 × . . .×Hm, y 7→ (L∗j1y, . . . , L
∗
jmy), j = 1, ..., p,
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respectiv. Avem

(x1, . . . , xm) este o soluţie optimă la (3.3.1)

⇔ (0, . . . , 0) ∈ ∂

(
f ◦K +

p∑
j=1

gj ◦ Lj

)
(x1, . . . xm). (3.3.2)

În scopul de a ı̂mpărţii subdiferenţialele menţionate mai sus, ı̂ntr-o sumă de

subdiferenţiale, trebuie ı̂ndeplinite nişte condiţii de calificare. În acest context, con-

siderăm următoarele condiţii de calificare de tip interioritate:

(QC1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
există x′i ∈ Hi astfel ı̂ncât

Kix
′
i ∈ (dom fi + domhi) şi fi�hi este continuu ı̂n Kix

′
i, i = 1, ...,m,

şi
∑m

i=1 Ljix
′
i ∈ dom gj şi gj este continuu ı̂n

∑m
i=1 Ljix

′
i, j = 1, ..., p

şi

(QC2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(0, . . . , 0) ∈ sqri

(∏m
i=1(dom fi + domhi)×

∏p
j=1 dom gj

−{(K1x1, . . . , Kmxm,
∑m

i=1 L1ixi, . . . ,
∑m

i=1 Lpixi) :

(x1, . . . , xm) ∈ H1 × . . .×Hm}
)
.

Se observă că (QC1)→ (QC2), aceste implicaţii fiind stricte, şi facem referinţă

la [4, 7, 8, 29,58,68,69] pentru alte condiţii de calificare ı̂n optimizare convexă.

Remarcă 3.3.1. După cum am subliniat deja, pentru i = 1, ...,m, fi�hi ∈ Γ( h
′
i),

prin urmare, este continuă pe int(dom fi + domhi), presupunând că acest set nu este

vid ( [29, 69]). Pentru alte rezultate referitoare la continuitatea convoluţiei infimale a

funcţiilor convexe invităm cititorul să consulte [57].

Remarcă 3.3.2. În spaţii finit-dimensionale, condiţia de calificare (QC2) este echiva-

lentă cu

(QC2)

∣∣∣∣∣∣ există x′i ∈ Hi astfel ı̂ncât Kix
′
i ∈ ri dom fi + ri domhi, i = 1, ...,m,

şi
∑m

i=1 Ljix
′
i ∈ ri dom gj, j = 1, ..., p.

Presupunând că una dintre condiţiile de calificare menţionate mai sus este
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ı̂ndeplinită, avem

(x1, . . . , xm) este o soluţie optimală la (3.3.1)

⇔ (0, . . . , 0) ∈ K∗∂f
(
K(x1, . . . xm)

)
+

p∑
j=1

L∗j∂gj
(
Lj(x1, . . . xm)

)
⇔ (0, . . . , 0) ∈

(
K∗1∂(f1�h1)(K1x1), . . . , K

∗
m∂(fm�hm)(Kmxm)

)
+

p∑
j=1

L∗j∂gj
(
Lj(x1, . . . xm)

)
. (3.3.3)

Convergenţa puternică a funcţiilor hi implică domh∗i = H′i, astfel ∂(fi�hi) =

∂fi�∂hi, i = 1, ...,m. Prin urmare, (3.3.3) este echivalentă cu

(0, . . . , 0) ∈
(
K∗1(∂f1�∂h1)(K1x1), . . . , K

∗
m(∂fm�∂hm)(Kmxm)

)
+

p∑
j=1

L∗jvj,

unde

vj ∈ ∂gj
(
Lj(x1, . . . xm)

)
⇔ vj ∈ ∂gj

( m∑
i=1

Ljixi
)
⇔

m∑
i=1

Ljixi ∈ ∂g∗j (vj), j = 1, ..., p.

Atunci (x1, . . . , xm) este o soluţie optimală la (3.3.1) dacă şi numai dacă

(x1, . . . , xm, v1, . . . , vp) este o soluţie la



0 ∈ K∗1(∂f1�∂h1)(K1x1) +
∑p

j=1 L
∗
j1vj

...

0 ∈ K∗m(∂fm�∂hm)(Kmxm) +
∑p

j=1 L
∗
jmvj

0 ∈ ∂g∗1(v1)−
∑m

i=1 L1ixi
...

0 ∈ ∂g∗p(vp)−
∑m

i=1 Lpixi.

(3.3.4)

Se observă că (3.3.4) este un sistem de incluziuni cuplate de tip (3.1.2), prin

Ai = ∂fi, Ci = ∂hi, Li = Ki, i = 1, ...,m,
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Am+j = ∂g∗j , Cm+j(x) =

 Gj, x = 0

∅, altfel
,

Lm+j = IdGj , j = 1, ..., p,

şi, pentru (x1, ..., xm, v1, ..., vp) ∈ H1× . . .Hm×G1× . . .×Gp, operatorii de cuplare sunt

Bi(x1, . . . , xm, v1, . . . , vp) =

p∑
j=1

L∗jivj, i = 1, . . . ,m,

şi

Bm+j(x1, . . . , xm, v1, . . . , vp) = −
m∑
i=1

Ljixi, j = 1, . . . , p.

Definim

B(x1, . . . , xm, v1, . . . , vp) = (B1, . . . , Bm+p)(x1, . . . , xm, v1, . . . , vp) (3.3.5)

=

(
p∑
j=1

L∗j1vj, . . . ,

p∑
j=1

L∗jmvj,−
m∑
i=1

L1ixi, . . . ,−
m∑
i=1

Lpixi

)
.

(3.3.6)

Rezultă că C−1i = (∂hi)
−1 = ∂h∗i = {∇h∗i } este νi-Lipschitz continuu pentru

i = 1, ...,m. Pe de altă parte, C−1m+j este operatorul zero pentru j = 1, ..., p, prin urmare

0-Lipschitz continuu.

De asemenea, operatorii Bi, i = 1, ...,m + p sunt liniari şi Lipschitz continuu,

având constantele Lipschitz

µi =

√√√√ p∑
j=1

‖Lji‖2, i = 1, ...,m, şi µm+j =

√√√√ m∑
i=1

‖Lji‖2, j = 1, ..., p,

respectiv. Pentru fiecare (x1, . . . , xm, v1, . . . , vp), (y1, . . . , ym, w1, . . . , wp) ∈ H1 × . . . ×
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Hm × G1 × . . .× Gp rezultă

m∑
i=1

〈xi − yi|Bi(x1, . . . , xm, v1, . . . , vp)−Bi(y1, . . . , ym, w1, . . . , wp)〉Hi

+

p∑
j=1

〈vj − wj|Bm+j(x1, . . . , xm, v1, . . . , vp)−Bm+j(y1, . . . , ym, w1, . . . , wp)〉Gj

=
m∑
i=1

〈
xi − yi|

p∑
j=1

L∗jivj −
p∑
j=1

L∗jiwj

〉
Hi

−
p∑
j=1

〈
vj − wj|

m∑
i=1

Ljixi −
m∑
i=1

Ljiyi

〉
Gj

= 0,

prin urmare (3.1.1) este ı̂ndeplinită. Astfel am demonstrat şi faptul că operatorul liniar

continuu B este oblic (i.e. B∗ = −B).

Remarcă 3.3.3. Datorită faptului că operatorul B este oblic, nu este cocoerciv, prin

urmare, metoda prezentată ı̂n [1] nu poate fi aplicată ı̂n acest context. Pe de altă parte,

ı̂n scopul de a determina o soluţie optimă a problemei de optimizare (3.3.1) (şi o soluţie

optimă a dualei de tip Fenchel), se pot utiliza algoritmi primal-duali de divizare prox-

imali care au fost introduse recent in [23, 61]. Aceste abordări au particularitatea de a

face faţă ı̂n mod eficient sumelor de compoziii cu funcţii corespunzătoare, convexe şi

inferior semicontinuu şi cu operatori liniari continuu, evaluând separat fiecare funcţie

printr-un pas backward şi fiecare operator liniar continuu (şi adjuncta acestuia) prin

intermediul unui pas forward. Cu toate acestea, sistemul iterativ pe care ı̂l propunem ı̂n

această secţiune pentru rezolvarea (3.3.1), are avantajul de a exploata structura prob-

lemei separabile.
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Să amintim, de asemenea, că problema duală de incluziuni la (3.3.4) este (a se

vedea (3.1.3))

căutăm w1 ∈ H
′
1, . . . , wm ∈ H

′
m,

wm+1 ∈ G1, . . . , wm+p ∈ Gp astfel ı̂ncât

∃x1 ∈ H1, . . . ,∃xm ∈ Hm,∃v1 ∈ G1, . . . ,∃vp ∈ Gp



0 = K∗1w1 +
∑p

j=1 L
∗
j1vj

...

0 = K∗mwm +
∑p

j=1 L
∗
jmvj

0 = wm+1 −
∑m

i=1 L1ixi
...

0 = wm+p −
∑m

i=1 Lpixi

w1 ∈ (∂f1�∂h1)(K1x1)
...

wm ∈ (∂fm�∂hm)(Kmxm)

wm+1 ∈ ∂g∗1(v1)
...

wm+p ∈ ∂g∗p(vp).

(3.3.7)

Atunci (x1, ...xm, v1, ..., vp, w1, ..., wm, wm+1, ..., wm+p) este o soluţie primal-duală la

(3.3.4) - (3.3.7), dacă

wi ∈ (∂fi�∂hi)(Kixi), wm+j ∈ ∂g∗j (vj),

0 = K∗i wi +

p∑
j=1

L∗jivj şi 0 = wm+j −
m∑
i=1

Ljixi, i = 1, ...,m, j = 1, ..., p.
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Cu condiţia că (x1, ...xm, v1, ..., vp, w1, ..., wm, wm+1, ..., wm+p) este o soluţie

primal-duală la (3.3.4) - (3.3.7), rezultă că (x1, ...xm) este o soluţie optimală la (3.3.1)

şi (w1, ..., wm, v1, ..., vp) este o soluţie optimală la problema duală de tip Fenchel

sup
(w1,...,wm,wm+1,...,wm+p)∈H

′
1×...×H

′
m×G1×...×Gp

K∗i wi+
∑p

j=1 L
∗
jiwm+j=0,i=1,...,m

{
−

m∑
i=1

(f ∗i (wi) + h∗i (wi))−
p∑
j=1

g∗j (wm+j)

}
.

(3.3.8)

Algoritmul 3.2.1 dă naştere următoarei scheme iterative pentru rezolvarea (3.3.4) -

(3.3.7).

Algoritmul 3.3.1.

Pentru fiecare i = 1, . . . ,m şi fiecare j = 1, . . . , p fie (a1,i,n)n≥0, (b1,i,n)n≥0, (c1,i,n)n≥0,

secvenţe absolut sumabile ı̂n Hi, (a2,i,n)n≥0, (b2,i,n)n≥0, (c2,i,n)n≥0 secvenţe absolut sum-

abile ı̂n H′i şi (a1,m+j,n)n≥0, (a2,m+j,n)n≥0, (b1,m+j,n)n≥0, (b2,m+j,n)n≥0, (c1,m+j,n)n≥0 şi

(c2,m+j,n)n≥0 secvenţe absolut sumabile ı̂n Gj. De asemenea, fie

β = max


√√√√m+p∑

i=1

µ2
i , ν1, . . . , νm

+ max {‖K1‖ , . . . , ‖Km‖ , 1} , (3.3.9)

unde

µi =

√√√√ p∑
j=1

‖Lji‖2, i = 1, . . . ,m, şi µm+j =

√√√√ m∑
i=1

‖Lji‖2, j = 1, . . . , p, (3.3.10)

fie ε ∈]0, 1/(β + 1)[ şi fie (γn)n≥0 o secvenţă din [ε, (1 − ε)/β]. Fie punctele

iniţiale (x1,1,0, . . . , x1,m,0) ∈ H1 × . . . × Hm, (x2,1,0, . . . , x2,m,0) ∈ H
′
1 × . . . × H′m şi
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(v1,1,0, . . . , v1,p,0), (v2,1,0, . . . , v2,p,0) ∈ G1 × . . .× Gp alese arbitrar şi setăm

∀n ≥ 0



For i = 1, . . . ,m
y1,i,n = x1,i,n − γn

(
K∗i x2,i,n +

∑p
j=1 L

∗
jiv1,j,n + a1,i,n

)
y2,i,n = x2,i,n − γn(∇h∗ix2,i,n −Kix1,i,n + a2,i,n)

p1,i,n = y1,i,n + b1,i,n

p2,i,n = Proxγnf∗i y2,i,n + b2,i,n

For j = 1, . . . , p
w1,j,n = v1,j,n − γn (v2,j,n −

∑m
i=1 Ljix1,i,n + a1,m+j,n)

w2,j,n = v2,j,n − γn(−v1,j,n + a2,m+j,n)

r1,j,n = w1,j,n + b1,m+j,n

r2,j,n = Proxγngj w2,j,n + b2,m+j,n

For i = 1, . . . ,m
q1,i,n = p1,i,n − γn

(
K∗i p2,i,n +

∑p
j=1 L

∗
jir1,j,n + c1,i,n

)
q2,i,n = p2,i,n − γn(∇h∗i p2,i,n −Kip1,i,n + c2,i,n)

x1,i,n+1 = x1,i,n − y1,i,n + q1,i,n

x2,i,n+1 = x2,i,n − y2,i,n + q2,i,n

For j = 1, . . . , p
s1,j,n = r1,j,n − γn (r2,j,n −

∑m
i=1 Ljip1,i,n + c1,m+j,n)

s2,j,n = r2,j,n − γn(−r1,j,n + c2,m+j,n)

v1,j,n+1 = v1,j,n − w1,j,n + s1,j,n

v2,j,n+1 = v2,j,n − w2,j,n + s2,j,n.

Următorul rezultat de convergenţă pentru algoritmul 3.3.1 este o consecinţă a

Teoremei 3.2.2.

Theorem 3.3.1. [10] Presupunem că problema de optimizare (3.3.1) are o soluţie

optimală şi că una dintre condiţiile de calificare (QCi), i = 1, 2, este ı̂ndeplnită.

Următoarele afirmaţii sunt adevărate pentru secvenţele generate de Algoritmul 3.3.1:

(i) ∀i ∈ {1, . . . ,m}
∑
n≥0
‖x1,i,n − p1,i,n‖2Hi

< +∞,
∑
n≥0
‖x2,i,n − p2,i,n‖2Hi

< +∞ şi

∀j ∈ {1, . . . , p}
∑
n≥0
‖v1,j,n − r1,j,n‖2Gj < +∞,

∑
n≥0
‖v2,j,n − r2,j,n‖2Gj < +∞.

(ii) Există o soluţie optimală (x1, . . . , xm) la (3.3.1) şi o soluţie optimală
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(w1, . . . , wm, wm+1, . . . , wm+p) la (3.3.8), astfel ı̂ncât ∀i ∈ {1, . . . ,m} x1,i,n ⇀ xi,

p1,i,n ⇀ xi, x2,i,n ⇀ wi şi p2,i,n ⇀ wi şi ∀j ∈ {1, . . . , p} v1,j,n ⇀ wm+j şi

r1,j,n ⇀ wm+j pentru n→ +∞.

Remarcă 3.3.4. Recent, a fost propus un alt sistem iterativ pentru rezolvarea sis-

temelor de incluziuni monotone ı̂n [22], care, de asemenea, este capabil să rezolve

probleme de optimizare de tip (3.3.1), ı̂n cazul ı̂n care funcţiile gj, j = 1, ..., p, nu sunt

neapărat diferenţiabile. Metoda este diferită de abordarea noastră, care presupune că

variabilele sunt cuplate de către operatorul univoc B, ı̂n [22] cuplarea se face de către

unele compoziţii ale sumelor paralele de operatori maximal monotoni cu cele liniare

continue.
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Experimente numerice

Rezultatele teoretice obţinute sunt foarte aplicabile ı̂n diferite domenii ale

matematicii. În această secţiune vom prezenta cele patru experimente numerice, care

pun accentul pe performanţa algoritmului primal-dual şi pe unele dintre variantele sale

pentru sisteme de incluziuni monotone cuplate, cum ar fi prelucrarea imaginilor, prob-

leme de localizare, consensul mediei ı̂n cazul reţelelor colorate şi clasificarea imaginilor

prin intermediul vectorilor suport.

4.1 Procesarea imaginilor

Primul experiment numeric rezolvă problema de procesare a imaginilor prin

algoritmul de divizare primal-dual dezvoltat ı̂n această teză. Scopul este de a estima

imaginea originală necunoscută din imaginea neclară, cu ajutorul algoritmului.

4.1.1 Claritatea imaginilor

Fie H şi (H′i)1≤i≤m spaţii Hilbert reale, unde m ≥ 1. Pentru fiecare i ∈

{1, . . . ,m}, fie fi ∈ Γ(H′i) şi fie Ki : H → H′i operatori liniari continuu. Considerăm

problema iniţială de optimizare convexă

inf
x∈H

{ m∑
i=1

fi(Kix)
}
. (4.1.1)
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În cazul variabilelor multiple, (4.1.1) poate fi formulată ca:

inf
x1,...,xm+1

{ m∑
i=1

fi(Kixi) +
m∑
i=1

δ{0}(xi − xm+1)
}
. (4.1.2)

Acesta este un caz special al Problemei 3.3.1 cu (m, p) := (m + 1,m), fm+1 = 0,

Km+1 = 0 şi ∀i ∈ {1, . . . ,m+ 1}, hi = δ{0} şi ∀j ∈ {1, . . . ,m}, Gj = H, gj = δ{0} şi

Lji : Hi → Hj 7→


Id, if i = j;

− Id, if i = m+ 1;

0, altfel.

(4.1.3)

Fie (x1,1,0, . . . , x1,m+1,0), (x2,1,0, . . . , x2,m+1,0) ∈ H1 × . . . × Hm+1 şi

(v1,1,0, . . . , v1,m,0), (v2,1,0, . . . , v2,m,0) ∈ H1×. . .×Hm. În cazul acesta, din (3.3.9) obţinem

β = 2
√
m+ max

{
‖K1‖ , . . . , ‖Km+1‖ , 1

}
. (4.1.4)

Algoritmul 4.1.1.

Prin urmare, schema iterativă din Algoritmul 3.3.1 se schimbă ı̂n

∀n ≥ 0



For i = 1, . . . ,m
y1,i,n = x1,i,n − γn

(
K∗i x2,i,n + v1,i,n

)
w1,i,n = v1,i,n − γn

(
v2,i,n − x1,i,n + x1,m+1,n

)
y2,i,n = x2,i,n + γnKix1,i,n

w2,i,n = v2,i,n + γnv1,i,n

y1,m+1,n = x1,m+1,n + γn
∑m

i=1 v1,i,n

For i = 1, . . . ,m
x1,i,n+1 = x1,i,n − γn

(
K∗i proxγnf∗i y2,i,n + w1,i,n

)
v1,i,n+1 = v1,i,n + γn

(
y1,i,n − y1,m+1,n

)
x2,i,n+1 = x2,i,n − y2,i,n + proxγnf∗i y2,i,n + γnKiy1,i,n

v2,i,n+1 = v2,i,n − w2,i,n + γnw1,i,n

x1,m+1,n+1 = x1,m+1,n + γn
∑m

i=1w1,i,n

Atunci (x1,1,n, . . . , x1,m+1,n)→ (x, . . . , x).
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Considerăm matricea A ∈ Rn×n, care reprezintă operatorul neclar şi vectorul

b ∈ Rn, care descrie imaginea neclară. Scopul este de a estima x∗ ∈ Rn, care este de

faptimaginea originală necunoscut{a şi care ı̂ndeplineşte

Ax = b.

Problema care trebuie rezolvată este echivalentă cu

inf
x∈S

{
f1(x) + f2(Ax)

}
, (4.1.5)

pentru f1 : Rn → R, f1(x) = λ ‖x‖1 + δS(x) şi f2 : Rn → R, f2(y) = ‖y − b‖2. Prin

urmare f este corespunzător, convex şi inferior semicontinuu cu domeniu mărginit şi g

este o funcţie 2-puternic convexă cu domeniul complet, diferenţiabil şi cu un gradient

Lipschitz continuu, care are constanta Lipschitz egală cu 2. λ > 0 reprezintă parametrul

de regularizare şi S ⊆ Rn este un cub n-dimensional reprezentând gama de pixeli.

Deoarece fiecare pixel din tonurile de gri furnizează o valoare care este ı̂ntre 0 şi 255,

o alegere naturală pentru setul convex S ar fi cubul n-dimensional [0, 255]n ⊆ Rn. În

scopul de a reduce constanta Lipschitz care apare ı̂n abordarea dezvoltată, am scalat

imaginile folosite pentru a exemplificarea aplicaţiei astfel ı̂ncât fiecare pixel se află ı̂n

intervalul
[
0, 1

10

]
.
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4.1.2 Cadru experimental

Vom lucra ı̂n mod concret cu imaginile de teste Cameraman, Lena şi Barbara

cu dimensiunile 256× 256.

Imaginea de test Cameraman face parte din setul de instrumente de prelucrare

a imaginii din Matlab şi dimensiunea imaginii vectorizate şi scalate este egală cu n =

2256 = 65536. Prin utilizarea funcţiilor Matlab imfilter şi fspecial, această imagine

este făcută neclară după cum urmează:

1 H=f s p e c i a l ( ’ gauss ian ’ , 9 , 4 ) ; % zgomot gauss ian de marime 9

2 % d e v i a t i e standard 4

3 B=i m f i l t e r (X,H, ’ conv ’ , ’ symmetric ’ ) ; % B=imaginea nec l a ra

4 % X=imaginea o r i g i n a l a

În rândul 1, funcţia fspecial returnează un filtru de rotaţie simetrică de tip Gauss de

mărime 9 × 9 cu deviaţia standard 4. Parametrii lui H sunt pozitive şi suma lor este

1. În rândul 3, funcţia imfilter foloseşte filtrul H pentru imaginea X ∈ R256×256 şi

furnizează o imagine neclară B ∈ R256×256. Opţiunea de limită ”simetric” corespunde

condiţiilor reflexive de limită. Pentru mai multe aplicaţii interesante ı̂n domeniul imag-

inilor neclare, clarificate cu tehnici diferite, facem referinţă la [11–15,19].

Datorită filtrului de rotaţie simetrică H, operatorul liniar A ∈ Rn×n, calculat cu

ajutorul funcţiei Matlab imfilter, este la rândul său simetric. După adăugarea unui

zgomot alb de tip Gauss, de medie zero, cu deviaţia standard egală cu 10−4, obţinem

imaginea neclară b ∈ Rn.

În cazul acesta particular m := 2, K1 = Id, K2 = A şi β este egal cu

β = 2
√

2 + max
{
‖A‖ , 1

}
. (4.1.6)

Folosind descompunerea spectrală reală a lui A, rezultă că ‖A‖2 = 1. Prin urmare

β = 2
√

2 + 1.
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Algoritmul 4.1.2.

Algoritmul 4.1.1 poate fi scris ca

∀n ≥ 0



y1,1,n = x1,1,n − γn
(
x2,1,n + v1,1,n

)
w1,1,n = v1,1,n − γn

(
v2,1,n − x1,1,n + x1,3,n

)
y2,1,n = x2,1,n + γnx1,1,n

w2,1,n = v2,1,n + γnv1,1,n

y1,2,n = x1,2,n − γn
(
A∗x2,2,n + v1,2,n

)
w1,2,n = v1,2,n − γn

(
v2,2,n − x1,2,n + x1,3,n

)
y2,2,n = x2,2,n + γnAx1,2,n

w2,2,n = v2,2,n + γnv1,2,n

y1,3,n = x1,3,n + γn(v1,1,n + v1,2,n)

x1,1,n+1 = x1,1,n − γn
(
proxγnf∗1 y2,1,n + w1,1,n

)
v1,1,n+1 = v1,1,n + γn

(
y1,1,n − y1,3,n

)
x2,1,n+1 = x2,1,n − y2,1,n + proxγnf∗1 y2,1,n + γny1,1,n

v2,1,n+1 = v2,1,n − w2,1,n + γnw1,1,n

x1,2,n+1 = x1,2,n − γn
(
A∗proxγnf∗2 y2,2,n + w1,2,n

)
v1,2,n+1 = v1,2,n + γn

(
y1,2,n − y1,3,n

)
x2,2,n+1 = x2,2,n − y2,2,n + proxγnf∗2 y2,2,n + γnAy1,2,n

v2,2,n+1 = v2,2,n − w2,2,n + γnw1,2,n

x1,3,n+1 = x1,3,n + γn(w1,1,n + w1,2,n).

Atunci (x1,1,n, x1,2,n, x1,3,n)→ (x, x, x).

Imaginea 4.1 arată poza reconstruită cu 500 şi 1000 de iteraţii.

O altă imagine de test, foarte populară şi des folosită ı̂n procesarea imaginilor

este Lena, cu dimensiunile 256×256. Poza este supusă aceleaşi procedeu de neclaritate,

descrisă ı̂n cazul precedent. Imaginea 4.2 afişează imaginile reconstruite cu 500 şi 1500

de iteraţii.

Un al treilea exemplu ı̂n procesarea imaginilor este imaginea de test Barbara

cu dimensiunile 256 × 256. Am rulat algoritmul nostru şi pe această imagine de test

pentru a arăta aplicabilitatea metodei pe diferite imagini. Imaginea 4.3 arată poza
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(a) Imaginea neclară (b) 500 de iteraţii

(c) 1000 de iteraţii (d) Imaginea originală

Imaginea 4.1: Imaginea (a) este obţinută după ce a fost ı̂nmulţită cu operatorul neclar şi
adăugat la zgomotul alb Gaussian, (b) prezintă secvenţa medie generată de Algoritmul 4.1.2
după 500 de iteraţii. Imaginea (c) este imaginea reconstruită după 1000 de iteraţii, (d) arată
imaginea de test clară Cameraman cu dimensiunile 256× 256.

reconstruită ı̂n cazul iteraţiilor 400 şi 800.

Un instrument valoros pentru măsurarea calităctii acestor imagini este raportul

semnal-zgomot (ISNR), definit ca

ISNR(k) = 10 log10

(
‖x− b‖2

‖x− xk‖2

)
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(a) Imaginea neclară (b) 500 de iteraţii

(c) 1500 de iteraţii (d) Imaginea originală

Imaginea 4.2: Imaginea (a) este obţinută după ce a fost ı̂nmulţită cu operatorul neclar şi
adăugat la zgomotul alb Gaussian, (b) prezintă secvenţa medie generată de Algoritmul 4.1.2
după 500 de iteraţii. Imaginea (c) este imaginea reconstruită după 1500 de iteraţii, (d) arată
imaginea de test clară Lena cu dimensiunile 256× 256.

unde x, b şi xk denotă imaginea originală, observată şi estimată, respectiv, la iteraţia

k. Imaginea 4.4 arată evoluţia numărului ISNR ı̂n cazul celor trei poze prezentate.
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(a) Imaginea neclară (b) 400 de iteraţii

(c) 800 de iteraţii (d) Imaginea originală

Imaginea 4.3: Imaginea (a) este obţinută după ce a fost ı̂nmulţită cu operatorul neclar şi
adăugat la zgomotul alb Gaussian, (b) prezintă secvenţa medie generată de Algoritmul 4.1.2
după 400 de iteraţii. Imaginea (c) este imaginea reconstruită după 800 de iteraţii, (d) arată
imaginea de test clară Barbara cu dimensiunile 256× 256.

4.2 Probleme de localizare

Al doilea experiment numeric rezolvă problema locaţiei cu mai multe facilităţi.

La ı̂nceputul secolului al 17-lea matematicianul Fermat era interesat de problemele

de localizare cu o singură facilitate. Totuşi, doar ı̂n secolul al 20-lea, erau adresate

abordările normative pentru rezolvarea modelelor simbolice ale acestora ı̂n literatura

de specialitate. Fiecare dintre aceste tehnici se referă la determinarea locului unei noi
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Imaginea 4.4: Evoluţia raportului semnal-zgomot (ISNR) ı̂n cazul imaginilor de test
Cameraman, Lena şi Barbara.

facilităţi, sau chiar mai multe facilităţi, cu privire la amplasarea ı̂ntre facilităţile exis-

tente, astfel ı̂ncât să reducă la minimum funcţia de cost bazată pe distanţa penderată

dintre facilităţi [17, 18,49,51,52,64–66].

Dac studiem lista de referinţe ale lucrărilor realizate ı̂n ultimul deceniu care

implică problemele de localizare cu facilităţi, este evident că există un interes interdis-

ciplinar puternic ı̂n domeniile matematicii aplicate, cercetării operaţionale, ingineriei

civile, arhitecturii, ştiinţei managementului, ingineriei sistemelor, logisticii, economiei,

ţtiinţei regionale, sistemelor de transport, designului urban şi ingineriei industriale,

printre altele. Ca urmare, termenul ”facilitate” a căpătat o conotaţie foarte largă, pen-

tru a se potrivi cu aplicaţii din fiecare dintre aceste domenii. De exemplu, o facilitate

poate fi un spital, o ambulanţă, un aeroport, o echipă de poliţie, o şcoală, un termi-

nal de computer, o comunitate planificată, un depozit, o clădire de birouri, o pompă

ı̂ntr-o conductă, şi aşa mai departe [31, 33, 37]. Francis şi Goldstein [34] oferă o bib-

liografie largă şi recentă a problemei de localizare din literatura de specialitate. Una

dintre clasificările cele mai complete ale acestor probleme este prevăzută ı̂ntr-o carte

de Francis şi White [35].
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4.2.1 Prezentarea problemei

Continuăm cu prezentarea unei proceduri eficiente pentru rezolvarea unei prob-

leme de localizare cu mai multe facilităţi, care pot fi formulate matematic după cum

urmează:

inf
x1,x2

{ k∑
i=1

λi ‖x1 − ci‖2 +
k∑
i=1

γi ‖x2 − ci‖2 + α ‖x1 − x2‖
}
, (4.2.1)

unde folosim notaţiile următoare

xj =vector de locaţii pentru noile facilităţi j, 1 ≤ j ≤ 2;

ci =vector de locaţii pentru facilităţile existente i, 1 ≤ i ≤ k;

λi =greutate pozitivă ı̂ntre o facilitate nouă x1 şi una existentă i,

1 ≤ i ≤ k;

γi =greutate pozitivă ı̂ntre o facilitate nouă x2 şi una existentă i,

1 ≤ i ≤ k;

α =greutate pozitivă ı̂ntre două facilităţi noi x1 şi x2.

Problema de localizare cu mai multe facilităţi 4.2.1 discutată ı̂n acest capitol

este de fapt un caz special al Problemei 3.3.1 cu (m, p) := (2, 2k+ 1), fi = 0, hi = δ{0},

Ki = 0, unde i = 1, 2, şi

gj(x) =


λj ‖x− cj‖2 , dacă j = 1, . . . , k;

γj ‖x− cj‖2 , dacă j = k + 1, . . . , 2k;

α ‖x‖ , dacă j = 2k + 1,

Lj1 =


Id, dacă j = 1, . . . , k;

0, dacă j = k + 1, . . . , 2k;

Id, dacă j = 2k + 1,

şi Lj2 =


0, dacă j = 1, . . . , k;

Id, dacă j = k + 1, . . . , 2k;

− Id, dacă j = 2k + 1.
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Algoritmul 4.2.1.

Prin urmare, schema iterativă din Algoritmul 3.3.1 devine

∀n ≥ 0



For i = 1, 2 y1,i,n = x1,i,n − γn
(
x2,i,n +

∑2k+1
j=1 L∗jiv1,j,n

)
y2,i,n = x2,i,n + γnx1,i,n

For j = 1, . . . 2k + 1
w1,j,n = v1,j,n − γn

(
v2,j,n − Lj1x1,1,n − Lj2x1,2,n

)
w2,j,n = v2,j,n + γnv1,j,n

r2,j,n = proxγngjw2,j,n

For i = 1, 2 x1,i,n+1 = x1,i,n − γn
(∑2k+1

j=1 L∗jiw1,j,n

)
x2,i,n+1 = x2,i,n − y2,i,n + γny1,i,n

For j = 1, . . . , 2k + 1 v1,j,n+1 = v1,i,n − γn
(
r2,j,n − Lj1y1,1,n − Lj2y1,2,n

)
v2,j,n+1 = γn

(
w1,j,n − v1,j,n

)
+ r2,j,n.

Algoritmul implementat ı̂n limbajul de programare MatLab lucrează cu

parametrul β = 2 ∗
√
k + 1 + 1. Alegem ε astfel ı̂ncât să fie o valoare cât de mică posi-

bilă din intervalul ]0, 1/(β + 1)[ şi alegem valoarea parametrului γ egală cu (1− ε)/β,

pentru o soluţie optimă.

4.2.2 Experienţă computaţională

Ca o ilustrare a Algoritmului 4.2.1, considerăm problema de localizare, care

implică două facilităţi noi şi cinci facilităţi existente. Acest exemplu este folosit şi ı̂n

procedura de aproximare hiperboloidă prezentată ı̂n [31]. Presupunem că facilităţile

existente se află ı̂n punctele de coordonate:

P1 = (0, 0);P2 = (2, 4);P3 = (6, 2);P4 = (6, 10) şi P5 = (8, 8).
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De asemenea, fie λi = (4, 2, 3, 0, 0), γi = (0, 2, 1, 3, 2), i = 1, . . . , 5 şi α = 2. Rezultatul

algoritmului este ilustrat in Imaginea 4.5, având locaţiile iniţiale de x01 = (0, 0) şi

x02 = (0, 0).

Cele mai recente technici folosite pentru probleme de localizare, inclusiv Algo-

ritmul 4.2.1, definesc un criteriu de oprirebazată pe schimbarea succesivă a valorilor

funcţiei obiective , care este mult mai eficientă decât cea bazată pe schimbarea succe-

sivă a locaţiei facilităţilor noi (soluţie de convergenţă). Technica de proiectare folosită

ı̂n metoda propusă se foloseşte de toate avantajele structurii problemei de localizare şi

poate fi uşor extinsă pentru a rezolva probleme care implică misa̧ri de unităţi.
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(a) Locaţia de start (b) 2 iteraţii

(c) 5 iteraţii (d) 10 iteraţii

(e) 25 iteraţii (f) 50 iteraţii

Imaginea 4.5: O problemă de localizare cu mai multe facilităţi, implicând două facilităţi
noi şi cinci facilităţi existente. Facilităţile existente au punctele de coordonate P1 = (0, 0),
P2 = (2, 4), P3 = (6, 2), P4 = (6, 10) şi P5 = (8, 8). Greutatea pozitivă α dintre cele două
facilităţi noi este egală cu 2 şi greutăţile dintre facilităţile noi şi cele existente sunt egale cu
λi = (4, 2, 3, 0, 0) şi γi = (0, 2, 1, 3, 2), i = 1, . . . , 5.
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4.3 Consens ı̂n media reţelelor colorate

Al treilea experiment numeric se preocupă cu problema consensului ı̂n media

reţelelor colorate. Având o reţea, ı̂n cazul ı̂n care fiecare nod posedua o valoare ı̂n

formă de număr real, problema consensului ı̂n media reţelelor colorate constua ı̂n cal-

cularea mediei acestor valori ı̂ntr-un mod recursiv şi distribuit, permiţând nodurilor să

comunice, informaţiile circulând numai pe muchii disponibile ı̂n reţea.

4.3.1 Algoritmul propus

Considerăm o reţea conectată G = (V , E), unde V reprezintă un set de noduri

şi E reprezintă un set de muchii. Fiecare muchie este reprezentat ca o pereche de

noduri (i, j), unde i < j. Nodurile i şi j pot comunica valorile lor, dacă sunt vecini,

cu alte cuvinte, dacă (i, j) ∈ E . Setul de vecini ai nodului k este reprezentat cu Nk i

gradul nodului cu Dk = |Nk|. Presupunem că fiecare nod are o valoare sub forma unui

număr real, de asemenea numită culoare, şi nici un nod vecin nu poate să aibă aceeaşi

culoare. Fie C numărul de culori cu care este colorată reţeaua şi Ci setul de noduri

care au culoarea i, i = 1, . . . , C. Fără a afecta generalitatea problemei, presupunem că

primele C1 noduri sunt ı̂n setul C1, următoarele C2 noduri sunt ı̂n setul C2, etc. Mai

mult, presupunem că o schemă de colorat este disponibilă. Pentru mai multe detalii cu

privire la modelarea matematică a problemei de consens ı̂n media reţelelor colorate,

facem referinţă la [46,47].

Fie P şi E numărul de noduri şi muchii din reţea, respectiv. Prin urmare,∑C
i=1Ci = P . Denotăm cu θk valoarea atribuită nodului k, k = 1, . . . , P , problema pe

care dorim să o rezolva̧m este

min
x∈R

{ P∑
k=1

1

2
(x− θk)2

}
. (4.3.1)

Soluţia optimală unică la problem a(4.3.1) este θ∗ = 1
P

∑P
k=1 θk, adică media valorilor

atribuite setului de noduri din reţea. Scopul este de a face această valoare medie valabilă

ı̂n fiecare nod ı̂ntr-un mod distribuit şi recursiv. În acest scop, vom reproduce copii ale

lui x ı̂n ı̂ntreaga reţea, mai exact, pentru k = 1, ..., P , nodul k v-a avea copia cu numărul
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k, denotat cu xk, care v-a fi actualizat iterativ ı̂n timpul algoritmului. La sfârşit, trebuie

să garantăm că toate copiile sunt egale şi exprimăm constrângerea, solicitând ca xi = xj

pentru fiecare (i, j) ∈ E . Acest fapt dă naştere următoarei probleme de optimizare

min
x=(x1,...,xP )∈RP

xi=xj , ∀{i,j}∈E

{ P∑
k=1

1

2
(xk − θk)2

}
. (4.3.2)

Fie A ∈ RP×E matricea de incidentă nod-muchie a reţelei, având fiecare coloană

asociată cu o muchie ı̂n următorul mod: coloana asociată muchiei (i, j) ∈ E are valoarea

1 ı̂n rândul i şi −1 ı̂n rândul j, celelalte rânduri fiind egale cu zero. În consecinţă,

constrângerile din (4.3.2) pot fi scrise cu ajutorul transpusei matricei de incidenţă

nod-muchie ca ATx = 0. Având ı̂n vedere ordinea de noduri şi schema de colorare,

putem scrie ATx = AT1 x1 + . . . + ATCxC , unde xi ∈ RCi , i = 1, ..., C, colectează copiile

nodurilor ı̂n Ci, i.e.

x = (x1, ..., xC1︸ ︷︷ ︸
x1

, ..., xP−CC+1, ..., xP︸ ︷︷ ︸
xC

).

Prin urmare, problema de optimizare (4.3.2) devine

min
x=(x1,...,xC)

AT
1 x1+...+A

T
CxC=0

{ C∑
i=1

fi(xi)
}
, (4.3.3)

unde, pentru i = 1, ..., C, funcţia fi : RCi → R este definită ca fi(xi) =
∑

l∈Ci
1
2
(xl−θl)2.

Observăm cu uşurinţă că problema (4.3.3) este un caz particular a problemei

de optimizare (3.3.1), atunci când

m = C, p = 1, hi = δ{0}, Ki = Id, L1i = ATi ∈ RE×Ci , i = 1, ..., C, şi g1 = δ{0}.

Algoritmul 4.3.1.

Folosind faptul că h∗i = 0, i = 1, ..., C, şi Proxγg(x) = 0 pentru γ > 0 şi x ∈ RE,
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schema iterativă din Algoritmul 3.3.1 ı̂n cazul fără erori, devine:

∀n ≥ 0



For i = 1, . . . , C
y1,i,n = x1,i,n − γn

(
x2,i,n + Aiv1,1,n

)
y2,i,n = x2,i,n + γnx1,i,n

p2,i,n = Proxγnf∗i y2,i,n

w1,1,n = v1,1,n − γn
(
v2,1,n −

∑C
i=1A

T
i x1,i,n

)
For i = 1, . . . , C
q1,i,n = y1,i,n − γn

(
p2,i,n + Aiw1,1,n

)
q2,i,n = p2,i,n + γny1,i,n

x1,i,n+1 = x1,i,n − y1,i,n + q1,i,n

x2,i,n+1 = x2,i,n − y2,i,n + q2,i,n

v1,1,n+1 = v1,1,n + γn
∑C

i=1A
T
i y1,i,n

v2,1,n+1 = γ2n
(∑C

i=1A
T
i x1,i,n − v2,1,n

)
.

Observăm că i = 1, ..., C şi γ > 0 presupune Proxγf∗i (xi) = (1 + γ)−1(xi − γθi),

unde θi este un vector ı̂n RCi al cărui componenţi sunt θl, cu l ∈ Ci.

4.3.2 Evaluarea performanţei

În scopul de a compara performanţele metodei noastre cu alte algoritmi deja

existente ı̂n literatura de specialitate, am folosit reţelele generate in [47] cu un număr

de noduri cuprinse ı̂ntre 10 şi 1000. Valoarea θk, asociată fiecărui nod, a fost generată

aleator şi independent cu o distribuţie normală cu abaterea medie de 10 şi 100. Am

lucrat cu reţele având 10, 50, 100, 200, 500, 700 şi 1000 de noduri şi am măsurat

performanţa algoritmului nostru din punct de vedere al numărului de comunicare, care

coincide de fapt cu numărul de iteraţii. Ca şi criteriu de oprire am considerat

‖xn − 1P θ
∗‖∣∣∣√Pθ∗∣∣∣ ≤ 10−4,

unde 1P denotă vectorul din RP care are toate valorile egale cu 1.
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Imaginea 4.6: Graficul arată paşii de comunicare necesari, de către patru algoritmi, ı̂n cazul
reţelei Wass-Strogatz, cu un număr diferit de noduri. ALG reprezintă algoritmul primal-dual
propus ı̂n această lucrare.
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Imaginea 4.7: Graficul arată paşii de comunicare necesari, de către patru algoritmi, ı̂n cazul
reţelei Geometrice, cu un număr diferit de noduri. ALG reprezintă algoritmul primal-dual
propus ı̂n această lucrare.
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Imaginea 4.8: Compararea celor patru algoritmi ı̂n cazul a şase reţele cu 10 noduri. Aici,
ALG reprezintă algoritmul primal-dual propus.

În Imaginea 4.6 şi Imaginea 4.7 prezentăm numărul de comunicaţii necesare

pentru reţeaua Watts-Strogatz cu parametrii (2,0.8) şi pentru reţeaua Geometrică cu

parametrul 0.2. Aşa cum arată Imaginea 4.6 şi Imaginea 4.7, algoritmul nostru are o

performanţă comparabilă cu D-AMM, prezentat ı̂n [47], dar s-a comportat mult mai

bine decât algoritmii prezentaţi ı̂n [48] şi [70].

În scopul de a observa comportamentul algoritmului pe diferite reţele, l-am

testat pe 6 modele, prezentate n Tabelul 4.1, cu un număr diferit de noduri. Observând

paşii de comunicare necesare, putem conclude că algoritmul nostru este eficientă ı̂n ceea

ce priveşte comunicarea nodurilor şi are o performanţă mai bună sau similară decât

algoritmii din [47], [48] şi [70] (exemplificat ı̂n Imaginea 4.8).
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Număr Model Parametrii

1 Erdős-Rényi 0.25

2 Watts-Strogatz (2, 0.8)

3 Watts-Strogatz (4, 0.6)

4 Barabasi-Albert —
5 Geometric 0.2

6 Lattice —

Tabel 4.1: Parametrii reţelelor.

4.4 Clasificare cu ajutorul maşinilor de vector-

suport

Al patrulea experiment numeric prezentat ı̂n acest capitol este clasificarea imag-

inilor cu ajutorul maşinilor de vector-suport.

Având un set de date de formare ai ∈ Rn, i = 1, . . . , k, aparţinând uneia dintre

cele două clase de date, notată cu ”-1” şi ”+1”, scopul este de a construi o funcţie de

decizie dată sub forma unui hiperplan de separare, care trebuie să atribuie ficare dată

nouă ı̂n unul dintre cele două clase, cu o rată de clasificare eronată scăzută.

4.4.1 Hiperplanul de separare

Construim o matrice A ∈ Rk×n astfel ı̂ncât fiecare rând să corespundă unui

punct de date ai, i = 1, ..., k şi un vector d ∈ Rk astfel ı̂ncât, pentru i = 1, ..., k,

valoarea de pe locul i să fie egală cu −1, dacă ai aparţine clasei ”-1” şi să fie egală cu

”1”, altfel. Se consideră cazul ı̂n care datele de formare nu pot fi separat fără erori. În

acest caz, se poate separa setul de date cu un număr minim de erori. Pentru a acoperi

situaţia ı̂n care separarea nu poate fi făcută exact, considerăm variabilele pozitive

ξi ≥ 0, i = 1, . . . , k. Astfel obiectivul va fi de a găsi (s, r, ξ) ∈ Rn × R× Rk
+ ca soluţie

optimă pentru problema următoare de optimizare

min
(s,r,ξ)∈Rn×R×Rk

+

D(As+1kr)+ξ=1k

{
‖s‖2 + C ‖ξ‖2

}
, (4.4.1)
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unde 1k denotă vectorul din Rk care are toate valorile egale cu 1, inegalitatea z = 1k

pentru z ∈ Rk reprezintă zi ≥ 1, i = 1, ...k, D = Diag(d) este matricea diagonală având

ca diagonală vectorul d şi C este un parametru de compromis. Fiecare dată nouă a ∈ Rn

va fi distribuit ı̂n una dintre clasele cu ajutorul funcţiei de decizie z(a) = sTa + r,

adică, a v-a fi distribuit ı̂n clasa “-1”, dacă z(a) < 0, şi ı̂n clasa “+1”, altfel. Pentru

mai multe perspective teoretice ı̂n ceea ce priveşte maşinile de vector-suport, facem

referinţă la [28,32].

Problema clasificării cu ajutorul maşinilor de vector-suport (4.4.1) poate fi scris

ca un caz special al problemei de optimizare (3.3.1), prin

m = 3, p = 1, f1(·) = ‖·‖2 , f2 = 0, f3(·) = C ‖·‖2 + δRk
+

(·), hi = δ{0}, Ki = Id, i = 1, 2, 3,

g1 = δ{z∈Rk:z=1k}, L11 = DA,L12 = D1k şi L13 = Id .
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Algoritmul 4.4.1.

Astfel, Algoritmul 3.3.1 dă naştere, ı̂n cazul fără erori, următoarei scheme iterative:

∀n ≥ 0



For i = 1, 2, 3
y1,i,n = x1,i,n − γn

(
x2,i,n + LT1iv1,1,n

)
y2,i,n = x2,i,n + γnx1,i,n

p2,i,n = Proxγnf∗i y2,i,n

w1,1,n = v1,1,n − γn
(
v2,1,n −

∑3
i=1 L1ix1,i,n

)
w2,1,n = v2,1,n + γnv1,1,n

r2,1,n = Proxγng1 w2,1,n

For i = 1, 2, 3
q1,i,n = y1,i,n − γn

(
p2,i,n + LT1iw1,1,n

)
q2,i,n = p2,i,n + γny1,i,n

x1,i,n+1 = x1,i,n − y1,i,n + q1,i,n

x2,i,n+1 = x2,i,n − y2,i,n + q2,i,n

s1,1,n = w1,1,n − γn(r2,1,n −
∑3

i=1 L1ip1,i,n)

s2,1,n = r2,1,n + γnw1,1,n

v1,1,n+1 = v1,1,n − w1,1,n + s1,1,n

v2,1,n+1 = v2,1,n − w2,1,n + s2,1,n

Observăm, de asemenea, că pentru punctele proximale necesare ı̂n algoritm,

avem γ > 0 şi (s, r, ξ, z) ∈ Rn × R× Rk × Rk următoarea formulă exactă:

Proxγf∗1 (s) = (2 + γ)−12s,Proxγf∗2 (r) = 0,Proxγf∗3 (ξ) = ξ − γPRk
+

(
(2C + γ)−1ξ

)
şi

Proxγg1(z) = P{x∈Rk:x=1k}(z).

4.4.2 Experimente cu recunoaşterea cifrelor

Am folosit o serie de date de 11907 imagini de formare şi 2041 de imagini de

testare de dimensiune 28 × 28 de la site-ul http://www.cs.nyu.edu/~roweis/data.

http://www.cs.nyu.edu/ ~ roweis / data.html
http://www.cs.nyu.edu/ ~ roweis / data.html
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html. Problema a constat ı̂n determinarea funcţiei de decizie bazată pe un fond de

cifre scrise cu mâna, arătând fie numărul doi sau numărul nouă, etichetate cu −1 şi

1, respectiv (a se vedea Imaginea 4.9). Am evaluat calitatea funcţiei de decizie pe un

set de date de test prin calcularea procentajului de imagini clasificate greşit. Notăm

că folosim doar o jumătate din imaginile disponibile din setul de date de antrenare,

pentru a reduce efortul de calcul.

(a) Monstră de date pentru numărul 2 (b) Monstră de date pentru numărul 9

Imaginea 4.9: Monstră de imagini aparţinând claselor -1 şi +1, respectiv.

În ceea ce priveşte setul de date considerate, notăm cu D= {(Xi, Yi), i =

1, ..., 6000} ⊆ R784 × {+1,−1} setul de date de formare disponibile ı̂n 3000 de imagini

din clasa −1 şi 3000 de imagini din clasa 1. O mostră din fiecare tip de imagini, este

prezentată ı̂n Imaginea 4.9. Imaginile au fost vectorizate şi normalizate prin ı̂mpărţirea

fiecăruia dintre ele de cantitatea
(

1
6000

∑6000
i=1 ‖Xi‖2

) 1
2 .

Număr de iteraţii 100 1000 2000 3000 5000

Eroarea datelor de formare 2.95 2.6 2.3 1.95 1.55
Eroarea datelor de test 2.95 2.55 2.45 2.15 2

Tabel 4.2: Rata de clasificare eronată ı̂n procentaj pentru numere diferite de iteraţii, atât
pentru datele de formare cât şi pentru datele de testare.

Am oprit algoritmul primal-dual după un număr diferit de iteraţii şi am evaluat

performanţele funcţiilor de decizie rezultate. În Tabelul 4.2 prezentăm rata de clasificări

greşite ı̂n procentaj pentru datele de formare şi pentru datele de test (eroarea datelor

de formare este mai mică decât cel pentru datele de testare) şi observăm că calitatea

de clasificare creşte cu numărul de iteraţii. Cu toate acestea, chiar şi pentru un număr

mic de iteraţii, rata clasificărilor greşite surclasează pe cele raportate ı̂n literatura de

http://www.cs.nyu.edu/ ~ roweis / data.html
http://www.cs.nyu.edu/ ~ roweis / data.html
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specialitate care se ocupă cu metode numerice de clasificare de tip vector-suport. Să

amintim, de asemenea, că rezultatele numerice sunt date pentru cazul C = 1. Am

testat, de asemenea, alte opţiuni pentru C, cu toate acestea nu am observat un mare

impact asupra rezultatelor.



Capitolul 5

Aplicaţia interdisciplinară a

algoritmului

În cursul studiilor mele, am colaborat cu un grup de cercetători ı̂n biologie, care

studiau diversitatea picoalgelor ı̂n lacurile suarate din România. Am investigat comu-

nităţile de phitoplancton din mai multe lacuri hipersaline din bazinul Transilvaniei, cu

ajutorul celor mai noi technici de microscopie şi biologie moleculară [38–40]. Scopul nos-

tru a fost să adaptăm algoritmul primal-dual ı̂n procesarea imaginilor şi recunoaşterea

modelelor, ı̂n cazul imaginilor microscopice şi ı̂n cazul electrophoretogramelor. De-a

lungul procesului de developare am lucrat cu imagini microscopice epifluorescente de

picoalge, cu scopul de a le număra şi distinge din zgomotul de fundal.

5.1 Optimizare ı̂n biologie

Cele mai multe technici moleculare duc la metoda de electrophoreză, ı̂n care,

folosind electricitatea, ADN-ul sau proteinele pot fi separate ı̂ntr-un gel. În cazul nos-

tru, fragmentele de ADN aparţinând diferitelor organisme colectate din lacurile sărate

au fost migrate, folosind gel de electrophoreză de tip agaros, cu scopul de a separa

fragmentele de ADN. Agarosul este un material polizaharid polimer, de obicei extras

din alge, şi este folosit des ı̂n biologia moleculară, biochimia şi chimia clinică, pen-

tru separarea moleculelor mai mari, ı̂n special ı̂n cazul unei populaţii mixte de ADN,

ı̂ntr-un matrix de agaros.
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După obţinerea modelelor de ADN migrate (Imaginea 5.1), acestea sunt anal-

izate, şi diferitele eşantioane sunt comparate pentru a stabili diferenţele dintre lacurile

sărate. Modelele pot fi folosite şi pentru a stabili diferenţele ı̂ntr-un lac la diferite

adâncimi ale apei [38]. Procesarea moleculară, de exemplu clonarea şi secvenţierea, pot

fi costisitoare şi consumatoare de timp. Scopul nostru este de a optimiza algoritmul

primal-dual astfel ı̂ncât să găsească modelele specifice, pentru a face procesul descris

mai rapid şi mai rentabil. Modelele pot fi distinse cu metoda numită ”recunoaşterea

modelelor”. Acesta este de fapt o clasificare, care ı̂ncearcă să atribuie pentru fiecare val-

oare de intrare o clasă specificată de la ı̂nceput. Procedura este una non-probabilistică

binară liniară clasificatoare, foarte similară cu metoda de clasificare prin intermediul

maşinilor cu vector-suport (a se vedea 4.4). În cazul nostru au fost luate imagini epi-

fluorescente microscopice pentru a număra celulele cianobacteriale din monstra de apă,

aşa cum se vede ı̂n Imaginea 5.2.

Imaginea 5.1: Gel gradient denaturat de electrophoreză cu eşantioane ADN din lacurile
sărate aflate ı̂n bazinul Transilvaniei. Coloanele reprezintă eşantioane de apă diferite şi
benzile orizontale din coloane reprezintă specii diferite.
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Imaginea 5.2: Imagini microscopice epifluorescente (magnificare = x 1000) cu picocianobac-
terii. Prima imagine arată picocianobacteria cu emitere albastru-violet, şi ı̂n a doua imagine
ele sunt prezente cu emitere verde.

5.2 Technici de recunoaşterea modelelor

Enumerarea conţinutului de alge dintr-o monstră de apă, de obicei implică

numărarea manuală cu ajutorul microscopului. Recentele software-uri avansate de re-

cunoaşterea modelelor, permit ca aceste numărări să fie automatizate. Technicile noi

au potenţialul de a avansa sensitivitatea sistemelor de monitorizare prin furnizarea mai

multor informaţii privind starea apei, aproape ı̂n timp real, cu mai multă importanţă

statistică decât microscopia convenţională. Disponibilitatea acestor informaţii pot gen-

era considerabil reducerea costurilor, prin permiterea operatorilor de sistem să trateze

proactiv apa.

În general, observate cu ochiul uman, diferitele specii de picoalge pot părea

clar diferite, dar matematic nu sunt uşor de diferenţiate. În urmă cu mai mulţi ani, re-

cunoaşterea automatică a modelelor ı̂n imagini, a fost un domeniu complex de cercetare

ı̂n informatică, deoarece foarte multe diferenţieri făcute cu ochiul şi creierul uman, nu

sunt uşor de realizat computaţional.

Activitatea noastră ı̂n acest domeniu are progrese mari cu rezultate foarte bune.
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În viitor, ne propunem să dezvoltăm technica de optimizare pentru re-

cunoaşterea modelelor, cu scopul de a elimina particulele neclasificate şi de a obţine

rezultate de clasificare mai bune pentru imaginile microscopice.
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Dragoş şi L. Vörös. Picoplankton in soda lakes of the Carpathian Basin. Contrib.

Bot., XLV:41–46, 2010.

[40] Zs.Gy. Keresztes, E. Nagy, B. Somogyi, B. Németh, Cs. Bartha, Gy. Székely, N.
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