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Introducere

Aceast¼a tez¼a conţine o parte din rezultatele pe care le-am obţinut în studiul aproxim¼arii numerelor
fuzzy. Acest domeniu s-a dezvoltat foarte mult în ultimul deceniu (vezi seçtiunea 3.1 pentru mai
multe detalii). Vom studia dou¼a tipuri de aproxim¼ari. Mai întâi vom studia aproximarea numerelor
fuzzy prin numere fuzzy cu form¼a mai simpl¼a cum ar �numerele fuzzy trapezoidale sau numerele fuzzy
parametrice. Acest tip de aproximare trebuie privit ca �ind o alternativ¼a pentru a reprezenta numerele
fuzzy într-o form¼a mai simpl¼a mai ales în aplicaţiile unde nu avem nevoie de toat¼a informaţia cuprins¼a
într-un num¼ar fuzzy. Din acest motiv probabil c¼a cea mai important¼a parte a acestui tip de aproximare
o reprezint¼a aproximarea numerelor fuzzy cu condi̧tii suplimentare cum ar � conservarea intervalului
de expectanţ¼a sau conservarea ambiguit¼aţii şi a a valorii. Aceste caracteristici sunt importante mai
ales în probleme de statistic¼a sau în probleme de ordonare a numerelor fuzzy. Astfel, este necesar s¼a
g¼asim reprezent¼ari mai simple pentru numerele fuzzy şi astfel încât una sau mai multe caracteristici
importante s¼a �e conservate. Exist¼a foarte multe tipuri de structuri metrice care se pot de�ni pe
spaţiul numerelor fuzzy (vezi seçtiunea 1.9 pentru mai multe detalii). Unele sunt importante în
rezolvarea de ecuaţii fuzzy, altele sunt importante în probleme de tip statistic iar altele sunt importante
pentru probleme de ordonare a numerelor fuzzy. În prezenta lucrare vom studia problema aproxim¼arii
numerelor fuzzy. Se pare c¼a cea mai potrivit¼a metric¼a pentru acest gen de probleme este o extindere
a metricii Euclidiene introdus¼a în lucrarea [58]. Generaliz¼ari ale acestei metrici de tipul L2 se g¼asesc
în lucr¼arile [85], [88], ele �ind numite metrici ponderate de tip L2. Din acest motiv cercetarea noastr¼a
se orienteaz¼a în jurul acestor metrici.
Al doilea tip de aproximare ce va �studiat în aceast¼a tez¼a este aproximarea numerelor fuzzy folosind

operatori de aproximare. Acest tip de aproximare este important de asemenea din moment ce spaţiul
numerelor fuzzy poate �identi�cat ca �ind un spaţiu de funçtii care veri�c¼a anumite propriet¼aţi. O alt¼a
motivaţie pentru acest studiu este c¼a aproximarea numerelor fuzzy prin operatori de aproximare vine
în completarea aproxim¼arii numerelor fuzzy prin numere fuzzy cu form¼a mai simpl¼a. Sunt situaţii în
care avem nevoie s¼a p¼astr¼am cât mai mult din informaţia conţinut¼a într-un num¼ar fuzzy şi operatorii
de aproximare pot � soluţia pentru astfel de probleme. Dup¼a cum se va vedea în ultimul capitol
al acestei teze, operatorii Bernstein de tip max-produs (introduşi în cartea [55]) sunt operatori de
aproximare care satisfac aceast¼a proprietate de conservare a informaţiei asociat¼a unui num¼ar fuzzy.
În continuare prezent¼am structura acestei teze. Primul capitol prezint¼a pe scurt teoria muļtimilor

fuzzy şi în detaliu noţiuni de baz¼a despre numerele fuzzy. În capitolul 2 sunt prezentate multe rezul-
tate importante care se vor folosi mai târziu pentru a demonstra rezultatele centrale din capitolele
3-4. În plus, ultimele 4 seçtiuni ale capitolului sunt dedicate studiului ordon¼arii numerelor fuzzy. În
capitolul 3 discut¼am despre aproximarea numerelor fuzzy prin numere fuzzy cu form¼a mai simpl¼a.
Mai întâi vom prezenta rezultate de existenţ¼a şi unicitate în raport cu metrici prezentate într-un
context general. Apoi discut¼am cazuri particulare. Mai întâi demonstr¼am existenţa şi unicitatea
aproxim¼arii parametrice şi trapezoidale în raport cu metrici de tip L2. Apoi vom demonstra existenţa

iv
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şi unicitatea aproxim¼arii parametrice care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a respectiv a aproxim¼arii
parametrice care conserv¼a ambiguitatea şi valoarea. Ca aplicaţie vom deduce algoritmii pentru a cal-
cula aproxim¼ari trapezoidale (întotdeauna exist¼a şi sunt unice) care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a
respectiv aproxim¼ari trapezoidale care conserv¼a ambiguitatea şi valoarea. Toate aceste aproxim¼ari se
vor calcula în raport cu metrica Euclidian¼a. Apoi discut¼am despre aproxim¼ari în raport cu metrici
ponderate de tip L2 care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a ponderat respectiv aproxim¼ari (ponderate)
care conserv¼a nucleul. În �nal, operatorii de aproximare sunt testaţi pe câteva exemple numerice con-
crete. Deoarece calitatea unui operator de aproximare nu este mai puţin important¼a, capitolul 4 al
tezei este dedicat investig¼arii unor propriet¼aţi de baz¼a ale operatorilor de aproximare fuzzy. Mai întâi
sunt prezentate rezultate generale în leg¼atur¼a cu invarianţa faţ¼a de translaţii respectiv scalari. Apoi,
considerând continuitatea ca o proprietate de baz¼a pe care un operator de aproximare trebuie s¼a o
satisfac¼a, prezent¼am un studiu detaliat în aceast¼a privinţ¼a. În primul rând demonstr¼am c¼a operatorii
de aproximare fuzzy f¼ar¼a alte restriçtii sunt neexpansivi în raport cu metricile de tip L2. Apoi, în
cazul operatorului de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a precum şi a celui
care conserv¼a ambiguitatea şi valoarea respectiv a acelui care conserv¼a ambiguitatea, pentru �ecare
în parte demonstr¼am continuitatea Lipschitz. În cazul primilor 2 operatori vom g¼asi chiar cea mai
bun¼a constant¼a Lipschitz posibil¼a. Ca un rezultat negativ vom demonstra c¼a orice operator fuzzy care
ia valori numere fuzzy trapezoidale ce conserv¼a nucleul are puncte de discontinuitate. O alt¼a propri-
etate important¼a este aditivitatea. Deoarece majoritatea operatorilor de aproximare fuzzy nu sunt
aditivi, vom g¼asi pentru aceşti operatori estim¼ari pentru defectul lor de aditivitate în sensul de�ni̧tiei
care se g¼aseşte în [29]. În cazul operatorului de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a intervalul de
expectanţ¼a vom g¼asi cea mai bun¼a estimare posibil¼a. În ultima seçtiune a capitolului vom discuta
aproximarea trapezoidal¼a în relaţie cu agregarea datelor, un alt topic important al zilelor noastre cu
multe aplicaţii în analiza fuzzy. În ultimul capitol al tezei studiem aproximarea numerelor fuzzy prin
intermediul operatorilor Bernstein de tip max-produs. Se pare c¼a aceşti operatori sunt foarte utili
pentru a aproxima numere fuzzy. Pe lâng¼a convergenţa în norma uniform¼a în cazul numerelor fuzzy
continue, aceşti operatori posed¼a importante propriet¼aţi de conservare a alurii cum ar � conservarea
suportului respectiv convergenţa nucleului. În �nal merit¼a menţionat c¼a în cazul caracteristicilor im-
portante ale numerelor fuzzy cum ar � intervalul de expectanţ¼a, ambiguitatea sau valoarea, din nou
avem convergenţ¼a în aproximarea prin operatori Bernstein de tip max-produs. Teza se încheie cu o
concluzie în care se face o recapitulare a rezultatelor obţinute şi se prezint¼a viitoare teme de cercetare.

În �nalul acestei introduceri, doresc s¼a menţionez c¼a aceast¼a tez¼a conţine contribuţii originale
din articolele sau manuscrisele [17]-[19], [21]-[28], [30], [40]-[41], [44], [46]-[48]. Cu excepţia seçtiu-
nilor 1.1-1.9 (aceste seçtiuni conţin generalit¼aţi), 3.3, 3.5 şi respectiv 3.9, restul seçtiunilor se bazeaz¼a
aproape în întregime pe contribuţii originale. În plus, seçtiunea 3.3 se bazeaz¼a pe o abordare origi-
nal¼a. Contribuţiile originale sunt indicate la începutul �ec¼arui capitol respectiv seçtiuni şi apoi se fac
referinţe adecvate în interiorul seçtiunilor. Deasemenea, trebuie notat c¼a lucrarea [47] este varianta
extins¼a a lucr¼arii [46] şi va apare într-un num¼ar special al revistei Fuzzy Sets and Systems, num¼ar
dedicat teoriei numerelor fuzzy, unde o parte din articole (inclusiv contribuţia noastr¼a) sunt selecate
de la Conferinţa EUSFLAT-LFA care s-a desf¼aşurat în anul 2011 la Aix-Les-Bains. Totuşi, trebuie
menţionat c¼a rezultatele centrale din [47] sunt mai bune (sau mai complete) în comparaţie cu cele din
lucrarea [46] şi în plus se obţin multe alte rezultate teoretice cum ar � aproxim¼ari cu metrici de tip
L1 sau rezultate de convergenţ¼a în raport cu caracteristicile importante ale numerelor fuzzy. În plus,
teza conţine rezultate originale nepublicate înc¼a sau rezultate care îmbun¼at¼aţesc variantele publicate.

Cuvinte cheie: num¼ar fuzzy, num¼ar fuzzy trapezoidal, num¼ar fuzzy parametric, metrici de tip
L2, interval de expectanţ¼a, ambiguitate, valoare, funçtie de reducere, defuzi�cator, num¼ar fuzzy ex-
tins, spaţii normate, spaţii Hilbert, aproximare trapezoidal¼a, aproximare parametric¼a, aproximare
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trapezoidal¼a, aproximare parametric¼a extins¼a, continuitatea Lipschitz, defect de aditivitate, agregare,
operator Bernstein de tip max-produs.



Capitolul 1

Muļtimi fuzzy şi numere fuzzy

Conceptele de baz¼a relativ la numerele fuzzy care se discut¼a în acest capitol se g¼asesc în numeroase
articole recente care studiaz¼a aproximarea sau ordonarea numerelor fuzzy (vezi de exemplu [5], [13],
[58], [85]). În plus, seçtiunile 1.10-1.12 conţin o parte din contribuţiile mele originale luate din articolele
sau manuscrisele [19], [21], [25], [28], [48].

1.1 De�ni̧tia unei muļtimi fuzzy

De multe ori în practic¼a putem veri�ca cu precizie dac¼a un anume obiect apaŗtine sau nu unei muļtimi
date. S¼a lu¼am ca exemplu muļtimea X a persoanelor cu vârsta de cel mult 40 de ani. Dac¼a �X :
X ! f0; 1g este funçtia caracteristic¼a a lui X,

�X(x) =

�
1 dac¼a x 2 X;
0 dac¼a x =2 X;

atunci putem spune f¼ar¼a dubii c¼a �X(x) = 1 dac¼a x este o persoana cu vârsta cel mult 40 de ani şi
�X(x) = 0 dac¼a x este o persoan¼a cu vârsta peste 40 de ani.
Dar sunt situaţii când nu putem �siguri dac¼a un obiect apaŗtine sau nu unei muļtimi, mai ales când

exist¼a o doz¼a de ambiguitate în descrierea acestui obiect. Urm¼atoarele dou¼a exemple sunt relevente
pentru astfel de situaţii.
1) Opusul cuvântului �tân¼ar�este cuvântul �b¼atrân�. În consecinţ¼a, logica clasic¼a ne încurajeaz¼a

s¼a împ¼aŗtim oamenii în dou¼a categorii: persoane b¼atrâne şi persoane tinere. Totuşi este di�cil s¼a
decidem în care categorie s-ar încadra o persoan¼a care are 35 de ani sau o persoan¼a care are 52 de ani.
2) (exemplul lui Zadeh) S¼a consider¼am muļtimea numerelor mult mai mari decât 1: Cu siguranţ¼a,

putem spune c¼a num¼arul 100 apaŗtine acestei muļtimi dar ne este greu s¼a ne decidem dac¼a num¼arul
10 apaŗtine sau nu acestei muļtimi:
Zadeh a observat c¼a sunt situaţii în care logica clasic¼a nu se poate aplica în anumite situaţii practice

şi pentru a dep¼aşi acest obstacol a introdus noţiunea de muļtime fuzzy în lucrarea [87].

De�ni̧tia 1.1.1 Fie X un univers de obiecte. O mulţime fuzzy A în X este caracterizat¼a de o funcţie
de apartenenţ¼a (numit¼a uneori funcţie caracteristic¼a), �A : X ! [0; 1], care asociaz¼a �ec¼arui obiect
x 2 X un num¼ar real din intervalul [0; 1], cu valoarea �A(x) reprezentând gradul de apartenenţ¼a al lui
x în A:

1
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P¼astrând notaţiile de mai sus, muļtimea fuzzy A are forma explicit¼a

A = f(x; �A(x)) : x 2 X;�A(x) 2 [0; 1]g:

Muļtimea tuturor submuļtimilor fuzzy ale unei muļtimi X se noteaz¼a cu eP(X): Dac¼a pentru
A 2 eP(X) avem �A = 0, atunci spunem c¼a A este o muļtime vid¼a şi scriem ca de obicei A = ?: Dac¼a
muļtimea fx 2 X : �A(x) > 0g este �nit¼a atunci spunem c¼a A este o muļtime fuzzy discret¼a. În acest
caz putem caracteriza muļtimea fuzzy A prin omiterea elementelor x 2 X pentru care �A(x) = 0:

De exemplu A 2 eP(Z), A = f(�3; 0:2); (0; 0:5); (2; 1); (5; 0:7), (6; 0:3)g reprezint¼a o muļtime fuzzy
discret¼a. Interpretarea valorii �A(x) este foarte natural¼a. Dac¼a �A(x) este foarte aproape de 1 atunci
avem un grad foarte mare de apartenenţ¼a al lui x la A, pe când, dac¼a �A(x) este foarte aproape
de 0 atunci avem un grad de apartenenţ¼a foarte sc¼azut al lui x la A. Dac¼a �A(x) = 1 atunci avem
apartenenţ¼a total¼a şi putem spune c¼a x 2 A iar dac¼a �A(x) = 0 atunci avem excludere total¼a şi putem
spune c¼a x =2 A:
Dac¼a �A(x) 2 f0; 1g pentru �ecare x 2 X atunci muļtimea fuzzy A devine o muļtime în sensul

clasic.

1.2 Opera̧tii cu muļtimi fuzzy

Operaţiile de baz¼a între muļtimi cum ar �: egalitatea, complementaritatea, incluziunea, reuniunea
sau interseçtia, se pot extinde în mod natural pentru cazul când avem de-a face cu muļtimi fuzzy. În
cele ce urmeaz¼a prezent¼am aceste operaţii aşa cum au fost propuse de Zadeh în [87].

De�ni̧tia 1.2.1 Fie A şi B dou¼a submulţimi fuzzy ale aceleiaşi mulţimi X. Dac¼a �A(x) = �B(x),
pentru �ecare x 2 X atunci spunem c¼a A şi B sunt egale şi scriem A = B:

De�ni̧tia 1.2.2 Fie A şi B dou¼a submulţimi fuzzy ale aceleiaşi mulţimi X. Dac¼a �A(x) � �B(x);
pentru �ecare x 2 X atunci spunem c¼a A este inclus¼a în B şi scriem A � B:

De�ni̧tia 1.2.3 Fie A o submulţime fuzzy a lui X: Complementara lui A notat¼a cu A, este caracter-
izat¼a de funcţia de apartenenţ¼a �A : X ! [0; 1], �A(x) = 1� �A(x), pentru �ecare x 2 X:

De�ni̧tia 1.2.4 Dac¼a A şi B sunt dou¼a submulţimi fuzzy ale aceleiaşi mulţimi X atunci reuniunea
dintre A şi B notat¼a A[B, este caracterizat¼a de funcţia de apartenenţ¼a �A[B : X ! [0; 1], �A[B(x) =
maxf�A(x); �B(x)g, pentru �ecare x 2 X:

De�ni̧tia 1.2.5 Dac¼a A şi B sunt dou¼a submulţimi fuzzy ale aceleiaşi mulţimi X atunci intersecţia
dintre A şi B notat¼a A\B, este caracterizat¼a de funcţia de apartenenţ¼a �A\B : X ! [0; 1], �A\B(x) =
minf�A(x); �B(x)g, pentru �ecare x 2 X:

1.3 În¼aļtimea, nucleul, suportul şi seçtiunea � a unei muļtimi
fuzzy

În¼aļtimea muļtimii fuzzy A 2 eP(X), este valoarea hgt(A) = sup
x2X

�A(x): Din de�ni̧tia unei muļtimi

fuzzy rezult¼a c¼a hgt(A) � 1: Dac¼a exist¼a x0 2 X astfel încât hgt(A) = �A(x0) = 1, atunci spunem c¼a
muļtimea fuzzy A este normal¼a.



1.4. MULŢIMI FUZZY CONVEXE 3

Nucleul muļtimii fuzzy A 2 eP(X) se noteaz¼a cu core(A) şi este muļtimea core(A) = fx 2 X :
�A(x) = 1g: Rezult¼a imediat c¼a core(A) 6= ? dac¼a şi numai dac¼a A este normal¼a.
Suportul muļtimii fuzzy A 2 eP(X) se noteaz¼a supp(A), unde supp(A) = fx 2 X : �A(x) > 0g:

Observ¼am cu uşurinţ¼a c¼a A 6= ? dac¼a şi numai dac¼a supp(A) 6= ?:
Pentru � 2 [0; 1], seçtiunea � a muļtimii fuzzy A 2 eP(X) se va nota în aceast¼a tez¼a cu A�, unde

A� = fx 2 X : �A(x) � �g: Observ¼am c¼a A0 = X şi A1 = core(A): Vom vedea în seçtiunea 1.6 c¼a în
cazul numerelor fuzzy, seçtiunea 0 are de�ni̧tia puţin modi�cat¼a.

1.4 Muļtimi fuzzy convexe

În faimoasa sa lucrare, Zadeh a introdus noţiunea de muļtime fuzzy convex¼a într-un mod care permite
conservarea propriet¼aţilor muļtimilor convexe clasice.

De�ni̧tia 1.4.1 Fie X o submulţime convex¼a a unui spaţiu vectorial real. Spunem c¼a mulţimea fuzzy
A 2 eP(X) este convex¼a dac¼a pentru �ecare � 2 [0; 1] mulţimea A� = fx 2 X : �A(x) � �g este o
submulţime convex¼a a lui X:

Prezent¼am în continuare un concept care generalizeaz¼a conceptul de convexitate precum şi con-
ceptul de monotonie, concept care ne va ajuta s¼a d¼am o de�ni̧tie echivalent¼a pentru o muļtime fuzzy
convex¼a.

De�ni̧tia 1.4.2 Fie f : I ! R, unde I � R este un interval. Spunem c¼a f este:

(i) cvasi-convex¼a pe I dac¼a

f(�x+ (1� �)y) � maxff(x); f(y)g; x; y 2 I; � 2 [0; 1];

(ii) cvasi-concav¼a pe I dac¼a

f(�x+ (1� �)y) � minff(x); f(y)g; x; y 2 I; � 2 [0; 1]:

Se ştie c¼a funçtiile monotone sunt atât cvasi-convexe cât şi cvasi-concave. Apoi, se ştie c¼a funçtiile
convexe sunt cvasi-convexe iar funçtiile concave sunt cvasi-concave.

Propozi̧tia 1.4.3 Fie f : I ! R, unde I � R este un interval. Atunci f este cvasi-convex¼a (cvasi-
concav¼a) dac¼a şi numai dac¼a pentru orice � 2 R mulţimea fx 2 X : f(x) � �g (fx 2 X : f(x) � �g)
este o submulţime convex¼a a lui R.

Preciz¼am c¼a într-un context mai general o funçtie cvasi-convex¼a (cvasi-concav¼a) este o funçtie
precum cele din De�ni̧tia 1.4.2 dar cu domeniul o submuļtime arbitrar¼a a unui spaţiu vectorial real.
Din de�ni̧tia de mai sus rezult¼a c¼a muļtimea fuzzy A este convex¼a dac¼a şi numai dac¼a �ecare

seçtiune � a lui A este o muļtime convex¼a în sensul clasic.
Din de�ni̧tia seçtiunii � şi din Propozi̧tia 1.4.3, şi ţinând cont de discuţia de dup¼a aceast¼a propoz-

i̧tie, obţinem urm¼atoarea de�ni̧tie echivalent¼a a unei muļtimi fuzzy.

De�ni̧tia 1.4.4 Fie X o submulţime convex¼a a unui spaţiu vectorial real. Spunem c¼a mulţimea fuzzy
A 2 eP(X) este convex¼a dac¼a funcţia de apartenenţ¼a �A este cvasi-concav¼a.
Din de�ni̧tia de mai sus rezult¼a c¼a A 2 eP(X) este convex¼a dac¼a şi numai dac¼a pentru �ecare

x1; x2 2 X şi � 2 [0; 1] avem �A(�x1 + (1� �)x2) � minff(x1); f(x2)g:
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Observa̧tia 1.4.5 În cazul particular când X = R şi mulţimea fuzzy A 2 eP(R) are o funcţie de
apartenenţ¼a continu¼a şi supp(A) este m¼arginit¼a, rezult¼a (vezi discuţia de dup¼a De�niţia 1.4.2 ) c¼a A
este convex¼a dac¼a şi numai dac¼a exist¼a a; b; c 2 R, a � c � b astfel încât:

1) �A = 0 în afara intervalului [a; b];
2) �A este cresc¼atoare pe [a; c];
3) �A este descresc¼atoare pe [c; b]:

Astfel, avem o interpretare clar¼a a noţiunii de mulţime fuzzy convex¼a şi în plus putem g¼asi uşor
exemple de mulţimi fuzzy care nu sunt convexe.

1.5 Principiul extinderii

Principiul extinderii propus de Zadeh în [87] permite extinderea conceptelor de baz¼a ale matematicii
pentru cazul când lucr¼am cu cantit¼aţi fuzzy. Avem urm¼atoarea de�ni̧tie a principiului extinderii (vezi
de exemplu [64] pagina 41).

De�ni̧tia 1.5.1 Fie X1; X2; :::; Xn; Z, mulţimi nevide şi s¼a consider¼am funcţia F : X ! Z,
unde X = X1 � X2 � ::: � Xn: Mai departe, consider¼am mulţimile fuzzy fAigi2f1;2;:::;ng astfel
încât Ai 2 eP(Xi) pentru �ecare i 2 f1; 2; :::; ng: Folosind funcţia F putem de�ni mulţimea fuzzy
F (A1; A2; :::An) 2 eP(Z), caracterizat¼a prin funcţia de apartenenţ¼a �F (A1;A2;:::An) ! [0; 1],

�F (A1;A2;:::An)(z) =

(
sup

(x1;x2;:::;xn)2F�1(z)

minf�A1
(x); ::; �An

(x)g, dac¼a z 2 F (X);

0, în rest.
(1.1)

Particularizând funçtia F putem de�ni operaţii algebrice între muļtimi fuzzy dup¼a cum se poate
vedea în urm¼atorul exemplu.

Exemplul 1.5.2 Consider¼am funcţia F : Z� Z! Z, F (x; y) = x+y şi mulţimile fuzzy A; B 2 eP(Z),
A = f(�1; 0:2); (0; 0:5); (2; 1); (3; 0:6); (6; 0:2)g;
B = f(�2; 0:3); (�1; 0:5); (0; 0:8); (1; 1); (3; 0:7); (5; 0:4)g:

Aplicând formula (1.1) obţinem F (A;B) = A+B, unde

A+B = f(�3; 0:2); (�2; 0:3); (�1; 0:5); (0; 0:5); (1; 0:5), (2; 0:8); (3; 1);
(4; 0:6); (5; 0:7); (6; 0:6); (7; 0:4); (8; 0:4); (9; 0:2); (11; 0:2)g:

Principiul extinderii st¼a la baza operaţiilor între numere fuzzy dup¼a cum se va vedea în seçtiunea
1.7.

1.6 De�ni̧tia unui num¼ar fuzzy. Reprezentarea L-R respectiv
reprezentarea L-U

Dubois şi Prade au introdus noţiunea de num¼ar fuzzy deoarece au observat c¼a în multe aplicaţii apar
parametri care nu pot �exprimaţi ca variabile reale ("uncertain parameters" în terminologia curent¼a).
De aceea, în opinia lor un num¼ar fuzzy u este o submuļtime fuzzy a lui R a c¼arei funçtie de apartenenţ¼a
�u : R![0; 1], are propriet¼aţile:
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i) exist¼a c; d 2 R, c � d pentru care �u(x) = 0 în afara intervalului [c; d]:
ii) exist¼a a; b 2 R, c � a � b � d astfel încât:

ii1) �u este strict cresc¼atoare pe [c; a];
ii2) �u(x) = 1 pentru �ecare x 2 [a; b];
ii3) �u este strict descresc¼atoare pe [b; d]:

Din motive de ordin practic, între timp aceast¼a de�ni̧tie a suferit unele modi�c¼ari. În aceast¼a tez¼a
vom folosi urm¼atoarea de�ni̧tie pentru un num¼ar fuzzy, de�ni̧tie acceptat¼a de majoritatea covârşitoare
a cercet¼atorilor.

De�ni̧tia 1.6.1 Un num¼ar fuzzy u este caracterizat de o funcţie de apartenenţ¼a �u : R![0; 1], de
forma:

�u(x) =

8>>>><>>>>:
0; dac¼a x � a1;

lu(x); dac¼a a1 � x � a2;
1 dac¼a a2 � x � a3;

ru(x); dac¼a a3 � x � a4;
0; dac¼a a4 � x;

(1.2)

unde a1; a2; a3; a4; 2 R; lu : [a1; a2] �! [0; 1] este o funcţie cresc¼atoare şi superior semicontinu¼a,
lu(a1) = 0, lu(a2) = 1, numit¼a partea stâng¼a a num¼arului fuzzy şi ru : [a3; a4] �! [0; 1] este o funcţie
descresc¼atoare şi superior semicontinu¼a, ru(a3) = 1, ru(a4) = 0, numit¼a partea dreapt¼a a num¼arului
fuzzy.

Pentru simplitate, de acum înainte vom folosi aceeaşi notaţie pentru un num¼ar fuzzy precum şi
pentru funçtia sa de apartenenţ¼a. Dac¼a funçtia de apartenenţ¼a a num¼arului fuzzy este continu¼a atunci
tot pentru simplitate vom spune c¼a num¼arul fuzzy este continuu. Urm¼atoarele noţiuni sunt similare
celor prezentate în contextul general al muļtimilor fuzzy.
Seçtiunea �, � 2 (0; 1], a unui num¼ar fuzzy u este muļtimea (în sens clasic) u� = fx 2 R : u(x) �

�g: Suportul sau seçtiunea 0, u0, a unui num¼ar fuzzy u, este de�nit¼a prin u0 = cl (fx 2 R : u(x) > 0g) :
Deseori vom folosi notaţia u0 = supp(u):
Comparând de�ni̧tia suportului unei muļtimi fuzzy cu de�ni̧tia suportului unui num¼ar fuzzy, ob-

serv¼am c¼a în cazul muļtimilor fuzzy, pentru suport nu se ia închiderea. Din moment ce un num¼ar
fuzzy este de fapt o muļtime fuzzy rezult¼a c¼a suportul se poate de�ni în dou¼a moduri. Totuşi, în
aceast¼a tez¼a vom adopta formula din aceast¼a seçtiune, formul¼a folosit¼a în prezent de c¼atre majori-
tatea cercet¼atorilor.
Nucleul sau seçtiunea 1, u1, a num¼arului fuzzy u, se va nota de acum înainte cu core(u): Dac¼a

core(u) are un singur element atunci u se numeşte num¼ar fuzzy unimodal şi în acest caz valoarea
core(u) se numeşte valoare modal¼a.
Din De�ni̧tia 1.6.1, rezult¼a c¼a �ecare seçtiune �, � 2 [0; 1]; a unui num¼ar fuzzy u, este un interval

compact u� = [uL(�); uU (�)], unde uL(�) = inffx 2 R : u(x) � �g şi uU (�) = supfx 2 R : u(x) � �g,
pentru �ecare � 2 (0; 1]: Dac¼a p¼aŗtile laterale ale num¼arului fuzzy sunt strict monotone atunci se
demonstreaz¼a uşor c¼a uL şi uU sunt inversele funçtiilor lu şi respectiv ru. Mai mult, se poate demonstra
c¼a funçtiile uL şi uU sunt continue la stânga pe [0; 1].
Ţinând cont de cele de mai sus obţinem urm¼atoarea de�ni̧tie echivalent¼a a num¼arului fuzzy propus¼a

de Goetschel şi Voxman în lucrarea [56].

De�ni̧tia 1.6.2 Un num¼ar fuzzy u este o pereche ordonat¼a de funcţii continue la stânga pe [0; 1],
[uL(�); uU (�)], 0 � � � 1, care veri�c¼a:

i) uL este cresc¼atoare pe [0; 1];
ii) uU este descresc¼atoare pe [0; 1];
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iii) uL(1) � uU (1):
Folosim notaţia u = (uL; uU ):

Dac¼a u este de�nit folosind De�ni̧tia 1.6.1, spunem c¼a u este dat în forma L � R. Altfel, dac¼a u
este de�nit folosind De�ni̧tia 1.6.2, spunem c¼a u este dat în forma L� U .
De acum înainte, în aceast¼a tez¼a folosim notaţia F (R) pentru spaţiul numerelor fuzzy. De aseme-

nea, folosim notaţia UF (R) pentru spaţiul numerelor fuzzy unimodale.
O clas¼a important¼a de numere fuzzy (deoarece se folosesc deseori în aplicaţii) este clasa numerelor

fuzzy simetrice.

De�ni̧tia 1.6.3 Un num¼ar fuzzy u se numeşte simetric dac¼a uL(1)�uL(�) = uU (�)�uU (1), pentru
�ecare � 2 [0; 1]:

Not¼am cu FS(R) clasa numerelor fuzzy simetrice.
În �nalul acestei seçtiuni vom discuta despre egalitatea a dou¼a numere fuzzy. Deoarece majoritatea

rezultatelor principale sunt în leg¼atur¼a cum metricile de tipul Lp, vom adopta urm¼atoarea de�ni̧tie.

De�ni̧tia 1.6.4 Spunem c¼a numerele fuzzy A şi B sunt egale şi scriem A = B, dac¼a AL = BL şi
AU = BU a.p.t. � 2 [0; 1]:

De�ni̧tia de mai sus ar trebui s¼a conteze doar când lucr¼am în spaţii de tipul Lp.

1.7 Opera̧tii de baz¼a între numere fuzzy

Din moment ce numerele fuzzy reprezint¼a o extindere a numerelor reale, în mod natural putem intro-
duce operaţii algebrice între numere fuzzy cum ar � adunarea, sc¼aderea, înmuļtirea sau împ¼aŗtirea.
Aceste operaţii se obţin din principiul extinderii prezentat pe scurt într-o seçtiune anterioar¼a.
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Dac¼a u şi v reprezint¼a dou¼a numere fuzzy atunci not¼am cu u+ v suma lor; unde

(u+ v)(x) = sup
y2R
fu(y) ^ v(x� y)g; x 2 R,

iar ^ înseamn¼a minimum. Rezult¼a imediat c¼a dac¼a u� = [uL(�); uU (�)] şi v� = [vL(�); vU (�)],
� 2 [0; 1], atunci

(u+ v)� = u� + v� = [uL(�) + vL(�); uU (�) + vU (�)],

pentru �ecare � 2 [0; 1]:
Dac¼a � = 0 atunci prin de�ni̧tie consider¼am � � u = 0, pentru �ecare u 2 F (R): Aici 0 reprezint¼a

elementul neutru din F (R) faţ¼a de adunare, adic¼a 0(0) = 1 şi 0(x) = 0 în rest:
Dac¼a � 2 R n f0g şi u 2 F (R) atunci � � u reprezint¼a înmuļtirea scalar¼a dintre � şi u, unde

(� � u)(x) = u(x=�); x 2 R:

Rezult¼a c¼a dac¼a u� = [uL(�); uU (�)], � 2 [0; 1], atunci

(� �A)� = �A� =
�
[�AL (�) ; �AU (�)] ; dac¼a � � 0;
[�AU (�) ; �AL (�)] ; dac¼a � < 0;

pentru �ecare � 2 [0; 1]:
Cele mai importante propriet¼aţi ale adun¼arii şi ale înmuļtirii cu scalari a numerelor fuzzy sunt

prezentate mai jos.

Propozi̧tia 1.7.1 Avem:
i) u+ v = v + u, (8) u; v 2 F (R);
ii) (u+ v) + w = u+ (v + w), (8) u; v; w 2 F (R);
iii) pentru �ecare u; v; w 2 F (R) astfel încât u+ w = v + w avem u = v;
iv) � � (u+ v) = � � u+ � � v, (8) u; v 2 F (R), (8) � 2 R+;
v) (�+ �) � u = � � u+ � � u, (8) u 2 F (R), (8) �; � 2 R+;
vi) � � (� � u) = � � (� � u) = (��) � u, (8) �; � 2 R+, (8) u 2 F (R);
vii) 1 � u = u, (8) u 2 F (R):

Este uşor de veri�cat c¼a un num¼ar fuzzy u are opus faţ¼a de adunare dac¼a şi numai dac¼a funçtiile
de nivel uL şi uU sunt constante şi egale. Vom vedea în seçtiunea urm¼atoare c¼a un astfel de num¼ar
fuzzy se identi�c¼a cu un num¼ar real. De fapt, în general, proprietatea u+ (�u) = 0 nu are loc pentru
numere fuzzy. De aceea tripletul (F (R);+; �) nu formeaz¼a un spaţiu vectorial şi ne vom referi la el ca
�ind un spaţiu semiliniar din moment ce aceast¼a referire se face frecvent în literatura de specialitate.

1.8 Clase remarcabile de numere fuzzy

Spunem c¼a num¼arul fuzzy u este un num¼ar real dac¼a exist¼a c 2 [0; 1] astfel încât u(c) = 1 şi u(x) = 0
pentru �ecare x 2 R n fcg: Rezult¼a imediat c¼a uL = uU = c: Pentru simplitate, dac¼a u este un num¼ar
real atunci valoarea constant¼a a funçtiei de apartenenţ¼a o vom nota tot cu u:
Un num¼ar fuzzy u se numeşte un interval dac¼a exist¼a a; b 2 R, a � b, astfel încât u(x) = 1 pentru

�ecare x 2 [a; b] şi u(x) = 0 pentru �ecare x 2 R n [a; b]: Rezult¼a imediat c¼a uL = a şi uU = b: Folosim
notaţia u = [a; b].
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Un num¼ar fuzzy A se numeşte triunghiular dac¼a exist¼a t1 � t2 � t3 astfel încât

A� = [t1 + (t2 � t1)�; t3 � (t3 � t2)�]; � 2 [0; 1]:

Folosim notaţia A = (t1; t2; t3): Not¼am cu F�(R) clasa numerelor fuzzy triunghiulare şi cu FS�(R)
clasa numerelor fuzzy triunghiulare simetrice.
O generalizare a noţiunii de num¼ar fuzzy triunghiular este num¼arul fuzzy trapezoiadal. Un num¼ar

fuzzy trapezoidal T este determinat complet de numerele reale t1 � t2 � t3 � t4 astfel încât

T� = [t1 + (t2 � t1)�; t4 � (t4 � t3)�]; � 2 [0; 1]: (1.3)

Folosim notaţia T = (t1; t2; t3; t4): Dac¼a t2 = t3, atunci T devine un num¼ar fuzzy triunghiular. Dac¼a
t2�t1 = t4�t3 atunci obţinem un num¼ar fuzzy trapezoidal simetric. Not¼am cu FT (R) clasa numerelor
fuzzy trapezoidale şi cu FST (R) clasa numerelor fuzzy trapezoidale simetrice. Se observ¼a uşor c¼a dac¼a
T este un num¼ar fuzzy trapezoidal atunci funçtiile lT şi rT sunt liniare.
În lucrarea [68] autorii au introdus numerele fuzzy parametrice cu scopul de a generaliza problema

aproxim¼arii trapezoidale. Un num¼ar fuzzy parametric de tipul (sL; sR) sau simplu un num¼ar fuzzy
(sL; sR) este un num¼ar fuzzy A, unde A� = [AL(�); AU (�)]; � 2 [0; 1], şi

AL(�) = a� �(1� �)1=sL şi AU (�) = b+ �(1� �)1=sR ; � 2 [0; 1];

unde a; b; �; �; sL; sR 2 R, a � b, � � 0, � � 0, sL > 0, sR > 0: Condi̧tia a � b este impus¼a deoarece
altfel nu obţinem un num¼ar fuzzy. Folosim notaţia A = (a; b; �; �)sL;sR :
Dac¼a sL = sR = 1 atunci A devine un num¼ar fuzzy trapezoidal. Not¼am cu F sL;sR(R) clasa

numereor fuzzy de tipul (sL; sR): În Fig. 1.2 consider¼am diferite cazuri de numere fuzzy parametrice.
Încheiem aceast¼a discuţie despre numere fuzzy parametrice precizând c¼a recent (vezi [84]) numerele
fuzzy parametrice au fost denumite numere fuzzy semi-trapezoidale. Totuşi, în aceast¼a tez¼a ne vom
referi la ele doar ca numere fuzzy parametrice.
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O alt¼a clas¼a important¼a de numere fuzzy se g¼aseşte în lucrarea [36]. Fie a1; a2; a3; a4 2 R astfel
încât a1 � a2 � a3 � a4: Un num¼ar fuzzyA de forma

A� = [AL(�); AU (�)] = [a1 + �
1=r(a2 � a1); a4 � �1=r(a4 � a3)]; � 2 [0; 1]; (1.4)

unde r > 0, se noteaz¼a cu A = (a1; a2; a3; a4)r:
Exist¼a şi alte clase importante de numere fuzzy dintre care menţion¼am numerele fuzzy Gaussiene

sau numerele fuzzy cuadratice folosite cu succes în ştiinţe inginereşti. Pentru mai multe detalii ne
referim din nou la cartea lui Hanss ([64]) unde acest gen de probleme sunt intens studiate.

1.9 Metrici de�nite pe spa̧tiul numerelor fuzzy

Deoarece ne putem raporta la spaţiul numerelor fuzzy ca la un spaţiu de funçtii cu suport m¼arginit,
prima metric¼a la care ne putem gândi este metrica generat¼a de norma uniform¼a, adic¼a o metric¼a de
tip Chebyshev. Not¼am aceast¼a metric¼a cu DC : Atunci avem

DC(A;B) = sup
x2R

jA(x)�B(x)j ; A;B 2 F (R): (1.5)

Chiar dac¼a nu putem considera perechea (F (R),DC) un spaţiu normat, pentru simplitate uneori
prefer¼am notaţia kA�BkC = supx2R jA(x)�B(x)j : În particular avem

kAkC = sup
x2R

jA(x)j : (1.6)

Grzegorzewski ([58]) a observat c¼a pentru un num¼ar fuzzy A, funçtiile AL şi AU sunt Lp-integrabile.
Astfel, a introdus metricile �p;q, de�nite prin

�p;q(A;B) =

24(1� q) 1Z
0

jAL(�)�BL(�)jp d�+ q
1Z
0

jAU (�)�BU (�)jp d�

351=p ;
unde 1 � p < 1 şi 0 < q < 1: Dac¼a p = 2 şi q = 1=2 atunci folosind notaţia d = (1=2)�1=2�p;q,
obţinem aşa-numita metric¼a Euclidian¼a de�nit¼a prin

d(A;B) =

24 1Z
0

(AL(�)�BL(�))2 d�+
1Z
0

(AU (�)�BU (�))2 d�

351=2 : (1.7)

Ca o aplicaţie, dac¼a T = (t1; t2; t3; t4) şi T 0 = (t01; t
0
2; t

0
3; t

0
4), atunci dup¼a calcule simple obţinem

d2(T; T 0) =
1

3
(t1 � t01)2 +

1

3
(t2 � t02)2 +

1

3
(t1 � t01)(t2 � t02)

+
1

3
(t3 � t03)2 +

1

3
(t4 � t04)2 +

1

3
(t3 � t03)(t4 � t04): (1.8)

Mai general, Yeh ([85]) propune metrica ponderat¼a de tip L2, d�,

d�(A;B) =

24 1Z
0

(AL(�)�BL(�))2 �L(�)d�+
1Z
0

(AU (�)�BU (�))2 �U (�)d�

351=2 ; (1.9)
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unde, pentru a obţine într-adev¼ar o metric¼a, se presupune c¼a �L; �U : [0; 1] ! R sunt strict pozitive
a.p.t. în [0; 1] şi integrabile: Folosim notaţia � = (�L; �U ).
Mai general, considerând p � 1 şi ponderea � = (�L; �U ), obţinem metrica ponderat¼a de tip Lp,

�p;�,

�p;�(A;B) =

24 1Z
0

j(AL(�)�BL(�))jp �L(�)d�+
1Z
0

j(AU (�)�BU (�))jp �U (�)d�

351=p : (1.10)

Dac¼a �L(�) = �U (�) = 1, � 2 [0; 1], atunci folosim notaţia

dp(A;B) =

24 1Z
0

j(AL(�)�BL(�))jp d�+
1Z
0

j(AU (�)�BU (�))jp d�

351=p : (1.11)

Sunt numeroase alte metrici ce se pot de�ni pe spaţiul numerelor fuzzy cum ar � metricile de tip
Hausdor¤ dar deoarece nu le vom folosi în aceast¼a tez¼a nu intr¼am în detalii.

1.10 Numere fuzzy extinse

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din articolul [21]. În plus, De�ni̧tia 1.10.1 este nou¼a din
ceea ce cunosc eu.
Yeh a fost primul care a introdus conceptul de num¼ar fuzzy extins. În articolul [82] el a intro-

dus aşa-numitele numere fuzzy trapezoidale extinse deoarece cu ajutorul lor se simpli�c¼a algoritmii
pentru calculul aproxim¼arilor trapezoidale în raport cu metrica Euclidian¼a. De asemenea, numerele
fuzzy trapezoidale extinse sunt utile pentru a demonstra continuitatea operatorilor de aproximare
trapezoidal¼a. Pentru a include toate tipurile de numere fuzzy extinse care vor � folosite în aceast¼a
tez¼a, d¼am urm¼atoarea de�ni̧tie.

De�ni̧tia 1.10.1 O pereche ordonat¼a de funcţii continue la stânga pe [0; 1], A = (AL; AU ), se numeşte
num¼ar fuzzy extins dac¼a sunt veri�cate urm¼atoarele propriet¼aţi:

i) AL este cresc¼atoare pe [0; 1];
ii) AU este descresc¼atoare pe [0; 1]:

Ca şi în cazul numerelor fuzzy obi̧snuite folosim notaţiaA� = [AL(�); AU (�)],� 2 [0; 1]:Menţion¼am
c¼a A� poate s¼a nu �e un interval pentru un anumit � 2 [0; 1]. Not¼am cu Fe(R) spaţiul numerelor
fuzzy extinse. Adunarea şi înmuļtirea cu scalari se de�nesc pe Fe(R) analog de�ni̧tiei pe F (R).
Comparând de�ni̧tia de mai sus cu reprezentarea parametric¼a a numerelor fuzzy (vezi De�ni̧tia

1.6.2) rezult¼a imediat c¼a F (R) �Fe(R): Mai mult, se observ¼a cu uşurinţ¼a c¼a toate metricile de tip Lp
din seçtiunea anterioar¼a se pot extinde pe spaţiul Fe(R): De exemplu, dac¼a ne raport¼am la metrica
Euclidian¼a, distanţa dintre dou¼a numere fuzzy extinse sau dintre un num¼ar fuzzy şi un num¼ar fuzzy
extins este dat¼a de formula (1.7).
Dac¼a

AL(�) = t1 + (t2 � t1)� şi AU (�) = t4 � (t4 � t3)�; � 2 [0; 1];

cu t1; t2; t3; t4 2 R, atunci A devine un num¼ar fuzzy trapezoidal extins şi se va nota cu A = (t1; t2; t3; t4)
ca şi în cazul numerelor fuzzy trapezoidale. Muļtimea numerelor fuzzy trapezoidale extinse o not¼am
cu FTe (R). Evident avem FT (R) �FTe (R):
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Dac¼a
AL(�) = a� �(1� �)1=sL şi AU (�) = b+ �(1� �)1=sR ; � 2 [0; 1];

unde a; b; �; �; sL; sR 2 R, � � 0, � � 0, sL > 0, sR > 0, atunci A devine un num¼ar fuzzy parametric
extins de tipul (sL; sR). Numerele fuzzy parametrice extinse au fost introduse în lucrarea [21]. Not¼am
cu F sL;sRe (R) muļtimea numerelor fuzzy parametrice extinse.

1.11 Alte nota̧tii pentru numere fuzzy extinse

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din articolul [21].
Notaţiile pentru numere fuzzy trapezoidale sunt consacrate din moment ce numeroşi cercet¼atori le

folosesc. Totuşi, uneori alte notaţii sunt mai potrivite, de exemplu când lucr¼am cu metrici de tipul L2.
În aceast¼a seçtiune folosim pentru numere fuzzy trapezoidale notaţii noi introduse de Yeh în lucr¼arile
[82] şi [85]. Apoi, pentru numere fuzzy parametrice de tipul (sL; sR) folosim notaţii noi introduse de
Ban şi Coroianu în lucrarea [21]. Începem cu notaţii noi pentru numere fuzzy trapezoidale, notaţii
compatibile cu metrica Euclidian¼a d. Observ¼am c¼a un num¼ar fuzzy trapezoidal extins T = (t1; t2; t3; t4)
se poate scrie sub forma

T� =

�
l + x

�
�� 1

2

�
; u� y

�
�� 1

2

��
; � 2 [0; 1]; (1.12)

unde din relaţia (1.3) obţinem cu uşurinţ¼a c¼a

l =
t1 + t2
2

; u =
t3 + t4
2

; (1.13)

x = t2 � t1; y = t4 � t3; (1.14)

sau, echivalent

t1 =
2l � x
2

; t2 =
2l + x

2
; (1.15)

t3 =
2u� y
2

; t4 =
2u+ y

2
: (1.16)

Un num¼ar fuzzy trapezoidal extins T dat prin (1.12) se noteaz¼a cu T = [l; u; x; y]: Din cele de mai sus
rezult¼a c¼a T este num¼ar fuzzy trapezoidal dac¼a şi numai dac¼a avem

x � 0; y � 0; 2u� 2l � x+ y:

Acum, dac¼a T = [l; u; x; y] şi T 0 = [l0; u0; x0; y0] atunci din (1.7) şi din (1.12), dup¼a calcule simple
rezult¼a c¼a

d2(T; T 0) = (l � l0)2 + (u� u0)2 + 1

12
(x� x0)2 + 1

12
(y � y0)2: (1.17)

În mod clar, expresia de mai sus a distanţei Euclidiene dintre dou¼a numere fuzzy trapezoidale extinse
este mai convenabil¼a decât formula (1.8). Alte bene�cii se vor vedea în capitolul 3 unde vom investiga
aproximarea numerelor fuzzy prin numere fuzzy trapezoidale.
S¼a consider¼am acum în spaţiul numerelor fuzzy metrica ponderat¼a d� dat¼a prin (1.9). Introducem

notaţiile:

a =

1Z
0

�L(�)d�; b =

1Z
0

�U (�)d�; (1.18)
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!L =
1

a

1Z
0

��L(�)d�; !U =
1

b

1Z
0

��u(�)d�; (1.19)

c =

1Z
0

(�� !L)2�L(�)d�; d =
1Z
0

(�� !U )2�U (�)d�: (1.20)

Se veri�c¼a uşor c¼a integralele de mai sus sunt strict pozitive. Apoi, �e T un num¼ar fuzzy trapezoidal
extins de�nit prin

T� = [l + x(�� !L); u� y(�� !U )]; � 2 [0; 1]: (1.21)

Pentru simplitate un astfel de num¼ar fuzzy trapezoidal extins se noteaz¼a cu T = [l; u; x; y]� (� este
o notaţie generic¼a pentru perechea (�L; �U )). Dac¼a T = [l; u; x; y]� şi T 0 = [l0; u0; x0; y0]�, distanţa
ponderat¼a dintre T şi T 0 devine (vezi Propozi̧tia 2.2 în [85])

d2�(T; T
0) = a(l � l0)2 + b(u� u0)2 + c(x� x0)2 + d(y � y0)2: (1.22)

În ceea ce urmeaz¼a prezent¼am notaţii noi pentru numere fuzzy parametrice de tipul (sL; sR), notaţii
introduse în lucrarea [21]: Pentru acest scop �e A = (a; b; �; �)sL;sR un num¼ar fuzzy (sL; sR) extins.
Rezult¼a c¼a

AL(�) = a� �(1� �)1=sL şi AU (�) = b+ �(1� �)1=sR ; � 2 [0; 1]:
Deoarece funçtiile AL şi AU se pot scrie sub forma

AL(�) = a� � sL
sL + 1

� �
�
(1� �)1=sL � sL

sL + 1

�
;

AU (�) = b+ �
sR

sR + 1
+ �

�
(1� �)1=sR � sR

sR + 1

�
;

obţinem

AL(�) = l � x
�
(1� �)1=sL � sL

sL + 1

�
; (1.23)

AU (�) = u+ y

�
(1� �)1=sR � sR

sR + 1

�
; (1.24)

o nou¼a reprezentare a num¼arului fuzzy extins A; unde

l = a� � sL
sL + 1

; u = b+ �
sR

sR + 1
; x = �; y = �: (1.25)

Not¼am cu [l; u; x; y]sL;sR un num¼ar fuzzy parametric extins reprezentat în (1.23)-(1.24). Când sL =
sR = 1, obţinem reprezentarea pentru numere fuzzy trapezoidale extinse şi omitem s¼a mai folosim
indicii sL; sR. Dac¼a A = [l; u; x; y]sL;sR şi B = [l0; u0; x0; y0]sL;sR , distanţa Euclidian¼a dintre A şi B
devine (vezi [21], Propozi̧tia 2)

d2(A;B)

= (l � l0)2 + (u� u0)2 + sL
(sL + 2)(sL + 1)2

(x� x0)2 + sR
(sR + 2)(sR + 1)2

(y � y0)2: (1.26)

În �nal, s¼a not¼am c¼a A = [l; u; x; y]sL;sR este un num¼ar fuzzy parametric de tipul (sL; sR) dac¼a şi
numai dac¼a

x � 0; y � 0; x � sL
sL + 1

+ y � sR
sR + 1

� u� l: (1.27)
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1.12 Caracteristici importante ale numerelor fuzzy

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [28]. În plus, începând cu Teorema 1.12.2
şi pân¼a la �nal, seçtiunea conţine rezultate originale nepublicate iar unele dintre ele ar putea � incluse
în unele proiecte a�ate în derulare cum ar � aproximarea numerelor fuzzy folosind transformata fuzzy
(vezi [48]).
Intervalul de expectanţ¼a al unui num¼ar fuzzy A a fost introdus independent de Dubois şi Prade

([53]) şi Heilpern ([65]). Este intervalul real

EI(A) =

24 1Z
0

AL(�)d�;

1Z
0

AU (�)d�

35 : (1.28)

Valoarea de expectanţ¼a a unui num¼ar fuzzy A se calculeaz¼a cu formula

EV (A) =
1

2

0@ 1Z
0

AL(�)d�+

1Z
0

AU (�)d�

1A : (1.29)

O funçtie de reducere ([49]) este o funçtie cresc¼atoare s : [0; 1] ! [0; 1] care veri�c¼a s(0) = 0 şi
s(1) = 1: Totuşi, în aceast¼a tez¼a, prin funçtie de reducere vom înţelege o funçtie care este cresc¼atoare
şi pozitiv¼a. Ambiguitatea lui A în raport cu s este

Ambs(A) =

1Z
0

s(�)(AU (�)�AL(�))d� (1.30)

iar valoarea lui A în raport cu s este

V als(A) =

1Z
0

s(�)(AU (�) +AL(�))d�: (1.31)

Când s = 1[0;1], pentru simplitate not¼am Ambs(A) = Amb(A) şi V als(A) = V al(A): Astfel,

Amb(A) =

1Z
0

(AU (�)�AL(�))d� (1.32)

şi

V al(A) =

1Z
0

(AU (�) +AL(�))d�: (1.33)

Caracteristicile introduse în aceast¼a seçtiune se de�nesc în mod identic dac¼a în loc de numere
fuzzy consider¼am numere fuzzy extinse cu excepţia intervalului de expectanţ¼a unde o mic¼a modi�care

este necesar¼a şi anume dac¼a A este un num¼ar fuzzy extins astfel încât

1Z
0

AU (�)d� <

1Z
0

AL(�)d�,
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atunci EI(A) =

24 1Z
0

AU (�)d�;

1Z
0

AL(�)d�

35 : Altfel, dac¼a 1Z
0

AU (�)d� �
1Z
0

AL(�)d�, atunci EI(A)

are de�ni̧tia clasic¼a EI(A) =

24 1Z
0

AL(�)d�;

1Z
0

AU (�)d�

35 :
În cele ce urmeaz¼a prezent¼am o interpretare pentru intervalul de expectanţ¼a şi apoi vom generaliza

acest concept. Grzegorzewski ([59]) a demonstrat c¼a pentru un num¼ar fuzzy A, EI(A) este cel mai
apropiat num¼ar fuzzy de tip interval de num¼arul fuzzy A în raport cu metrica Euclidian¼a şi în plus
este unic cu aceast¼a proprietate. Astfel, d(A;EI(A)) = minB2Int(R) d(A;B): Mai mult, se poate
demonstra c¼a valoarea de expectanţ¼a a lui A este elementul de cea mai bun¼a aproximare a lui A din
muļtimea numerelor reale şi este unic cu aceast¼a proprietate. Consideraţiile anterioare sugereaz¼a c¼a
în cazul unei metrici ponderate de tip L2 este necesar s¼a adapt¼am de�ni̧tia intervalului de expectanţ¼a
astfel încât interpretarea s¼a �e aceeaşi.

De�ni̧tia 1.12.1 ([28], De�niţia 9) Fie d�, � = (�L; �U ) o metric¼a ponderat¼a de tip L2 de�nit¼a pe
F (R) prin formula (1.9). Pentru un num¼ar fuzzy A de�nim intervalul de expectanţ¼a ponderat al lui
A; ca �ind intervalul

EI�(A) =

241
a

1Z
0

AL(�)�L(�)d�;
1

b

1Z
0

AU (�)�U (�)d�

35 ;
unde a şi b sunt introduse în relaţia (1.18).

Avem

1

a

1Z
0

AL(�)�L(�)d� �
1

a

1Z
0

AL(1)�L(�)d� = AL(1)

� AU (1) =
1

b

1Z
0

AU (1)�U (�)d� �
1

b

1Z
0

AU (�)�U (�)d�;

astfel EI�(A) este bine de�nit. Valoarea de expectanţ¼a ponderat¼a a lui A este dat¼a prin

EV �(A) =
1

a+ b

0@a 1Z
0

AL(�)�L(�)d�+ b

1Z
0

AU (�)�U (�)d�

1A :
Se poate demonstra c¼a în cazul intervalului de expectanţ¼a ponderat şi a valorii de expectanţ¼a pon-

derat¼a, avem aceeaşi interpretare în raport cu metrica ponderat¼a d� ca şi în cazul obi̧snuit. Extinderea
intervalului de expectanţ¼a ponderat şi a valorii de expectanţ¼a ponderat¼a pentru numere fuzzy extinse
se face ca şi în cazul obi̧snuit.
Tot ce urmeaz¼a în aceast¼a seçtiune sunt rezultate originale nepublicate.
Pân¼a acum, în aceast¼a seçtiune am exprimat intervalul de expectanţ¼a, ambiguitatea şi valoarea,

folosind reprezentarea parametric¼a a numerelor fuzzy. Dac¼a num¼arul fuzzy este continuu atunci putem
exprima aceste caracteristici folosind funçtia de apartenenţ¼a. Mai precis avem urm¼atorul rezultat.
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Teorema 1.12.2 Fie u un num¼ar fuzzy continuu astfel încât supp(u) = [a; b] şi core(u) = [c; d] : În
plus, s¼a presupunem c¼a s : [0; 1]! [0; 1] este o funcţie de reducere continu¼a. Atunci avem

1Z
0

s(�)uL(�)d� =

cZ
a

xd(S(u(x)) şi

1Z
0

s(�)uU (�)d� = �
bZ
d

xd(S(u(x)) (1.34)

În plus obţinem

Ambs(u) = �
cZ
a

xd(S(u(x))�
bZ
d

xd(S(u(x)) şi V als(u) =

cZ
a

xd(S(u(x))�
bZ
d

xd(S(u(x)); (1.35)

unde S(x) =

xZ
0

s(t)dt, x 2 [0; 1]:

Merit¼a s¼a menţion¼am c¼a formulele de mai sus sunt imediate dac¼a funçtiile uL şi uU sunt strict
monotone. E su�cient s¼a folosim schimbarea de variabil¼a în integrala Riemann-Stieltjes. Totuşi, dac¼a
uL şi uU nu sunt strict monotone atunci demonstraţia este mult mai tehnic¼a şi necesit¼a multe rezultate
auxiliare.
S¼a presupunem c¼a num¼arul fuzzy v aproximeaz¼a num¼arul fuzzy u în raport cu metrica DC dat¼a în

(1.5), cu o anumit¼a precizie. Cum in�uenţeaz¼a asta calitatea aproxim¼arii caracteristicilor importante
ale lui u folosind caracteristicile lui v? Când spunem caracteristici importante ne referim la inter-
valul de expectanţ¼a, ambiguitate respectiv valoare. Folosind concluzia teoremei precedente obţinem
urm¼atorul rezultat.

Teorema 1.12.3 Fie u şi v dou¼a numere fuzzy continue astfel încât supp(u) = [a; b], core(u) = [c; d]
şi supp(v) = [a0; b0], core(v) = [c0; d0]. S¼a presupunem c¼a DC(u; v) � M . Dac¼a s : [0; 1]! [0; 1], este

o funcţie de reducere continu¼a şi S(x) =

xZ
0

s(t)dt, x 2 [0; 1], atunci

������
cZ
a

xd(S(u(x))�
c0Z
a0

xd(S(v(x))

������ �M1(u; v)M ;

������
bZ
d

xd(S(u(x))�
b0Z
d0

xd(S(v(x))

������ �M2(u; v)M; (1.36)

unde M1(u; v) = c� a+ 3 jaj+ 3 jcj+ ja0j+ 2 jc0j şi M2(u; v) = b� d+ 3 jbj+ 3 jdj+ jb0j+ 2 jd0j.
În plus obţinem

maxfjAmbs(u)�Ambs(v)j ; jV als(u)� V als(v)jg � (M1(u; v) +M2(u; v))M: (1.37)

Când v conserv¼a mai bine forma lui u, obţinem estim¼ari mai bune.

Corolarul 1.12.4 S¼a presupunem c¼a ne a�¼am sub aceleaşi ipoteze ca în Teorema 1.12.3.
(i) Dac¼a supp(u) = supp(v) atunci������
cZ
a

xd(S(u(x))�
c0Z
a0

xd(S(v(x))

������ �M3(u; v)M şi

������
bZ
d

xd(S(u(x))�
b0Z
d0

xd(S(v(x))

������ �M4(u; v)M;
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unde
M3(u; v) = c� a+ jcj+min f2 jcj+ 2 jc0j ; 2 jc� c0j+ jcjg

şi
M4(u; v) = b� d+ jdj+min f2 jdj+ 2 jd0j ; 2 jd� d0j+ jdjg :

În plus avem

maxfjAmbs(u)�Ambs(v)j ; jV als(u)� V als(v)jg � (M3(u; v) +M4(u; v))M:

(ii) Dac¼a supp(u) = supp(v) şi core(u) � core(v) atunci������
cZ
a

x (S(u(x))�
c0Z
a0

xd(S(v(x))

������ � (c� a+ jcj)M ;
������
bZ
d

xd(S(u(x))�
b0Z
d0

xd(S(v(x))

������ � (b� d+ jdj)M:
În plus avem

maxfjAmbs(u)�Ambs(v)j ; jV als(u)� V als(v)jg � (c� a+ jcj+ b� d+ jdj)M:

(iii) Dac¼a supp(u) = supp(v) şi core(v) � core(u) atunci������
cZ
a

x (S(u(x))�
c0Z
a0

xd(S(v(x))

������ � (c0 � a+ jc0j)M
şi ������

bZ
d

xd(S(u(x))�
b0Z
d0

xd(S(v(x))

������ � (b� d0 + jd0j)M:
În plus avem

maxfjAmbs(u)�Ambs(v)j ; jV als(u)� V als(v)jg � (c0 � a+ jc0j+ b� d0 + jd0j)M: (1.38)

Analizând rezultatele de mai sus concluzion¼am c¼a aproximarea caracteristicii este cu atât mai bun¼a
cu cât v conserv¼a mai bine forma lui u.



Capitolul 2

Aproxim¼ari extinse, convergeņt¼a,
convexitate şi ordonare în spa̧tiul
numerelor fuzzy

Acest capitol conţine contribuţii originale din articolele [19], [21], [25], [41].

2.1 Aproximarea numerelor fuzzy prin numere fuzzy extinse
cu form¼a mai simpl¼a

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [21].

În aceast¼a seçtiune vom determina algoritmii pentru a calcula aproximarea parametric¼a extins¼a
a unui num¼ar fuzzy dat. Apoi, ca o consecinţ¼a a acestui fapt, vom determina algoritmii pentru a
calcula aproximarea trapezoidal¼a extins¼a a unui num¼ar fuzzy dat. În ambele cazuri aproxim¼arile se
vor calcula în raport cu metrica Euclidian¼a. Mai general, vom determina algoritmii pentru a calcula
aproximarea trapezoidal¼a ponderat¼a a unui num¼ar fuzzy dat. O numim aproximare trapezoidal¼a
ponderat¼a deoarece aproximarea se face în raport cu metrica ponderat¼a de tip L2 introdus¼a de Yeh.
În �nal, vom prezenta propriet¼aţi metrice importante în raport cu aceste aproxim¼ari. Tehnica folosit¼a
pentru a demonstra aceste propriet¼aţi este similar¼a celei din articolul [81]. Deseori vom folosi notaţiile
din seçtiunea 1.11 şi de aceea sper¼am c¼a cititorul le va recunoaşte cu uşurinţ¼a.

S¼a consider¼am un num¼ar fuzzy oarecare A; A� = [AL(�); AU (�)]; � 2 [0; 1]: Pentru sL > 0 şi

17
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sR > 0 �xate, introducem num¼arul fuzzy parametric extins AesL;sR = [le; ue; xe; ye]sL;sR , unde

le =

1Z
0

AL(�)d�; ue =

1Z
0

AU (�)d�; (2.1)

xe = � (sL + 2)(sL + 1)
2

sL

1Z
0

�
(1� �)1=sL � sL

sL + 1

�
AL(�)d�; (2.2)

ye =
(sR + 2)(sR + 1)

2

sR

1Z
0

�
(1� �)1=sR � sR

sR + 1

�
AU (�)d�: (2.3)

Când sL = sR = 1 atunci obţinem un num¼ar fuzzy trapezoidal extins Te(A) = [le; ue; xe; ye], dat
prin relaţiile

le =

1Z
0

AL(�)d�; ue =

1Z
0

AU (�)d�; (2.4)

xe = 12

1Z
0

(�� 1=2)AL(�)d�; ye = �12
1Z
0

(�� 1=2)AU (�)d�: (2.5)

Din Propozi̧tia 2.1 din [81] sau pe baza unor calcule simple obţinem

Te(�A+ �B) = �Te(A) + �Te(B); (2.6)

pentru �ecare A;B 2 F (R) şi �; � 2 R ceea ce înseamn¼a c¼a operatorul Te : F (R)!FTe (R), A! Te(A)
este liniar în raport cu adunarea şi înmuļtirea cu scalari a numerelor fuzzy.
În continuare prezent¼am câteva leme şi propozi̧tii utile.

Lema 2.1.1 ([21], Propoziţia 3) Pentru orice num¼ar fuzzy A avem:
(i)

1Z
0

�
AL(�)�

�
AesL;sR

�
L
(�)
�
d� =

1Z
0

�
AU (�)�

�
AesL;sR

�
U
(�)
�
d� = 0;

(ii)

1Z
0

�
(1� �)1=sL � sL

sL + 1

��
AL(�)�

�
AesL;sR

�
L
(�)
�
d� = 0;

1Z
0

�
(1� �)1=sR � sR

sR + 1

��
AU (�)�

�
AesL;sR

�
U
(�)
�
d� = 0:

Propozi̧tia 2.1.2 ([21], Propoziţia 4) Avem

d2(A;B) = d2(A;AesL;sR) + d
2(AesL;sR ; B); (8) A 2 F (R); (8) B 2 F

sL;sR
e (R): (2.7)
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Corolarul 2.1.3 ([81], Propoziţia 4.2.) Avem

d2(A;B) = d2(A; Te(A)) + d
2(Te(A); B); (8) A 2 F (R); (8) B 2 F sL;sRe (R): (2.8)

De aici, obţinem uşor urm¼atoarea.

Teorema 2.1.4 (vezi de asemenea Teorema 3 în [21]) Dac¼a A 2 F (R) este ales arbitrar, atunci
AesL;sR este cea mai bun¼a aproximare a lui A în mulţimea numerelor fuzzy parametrice extinse de tipul
(sL; sR) în raport cu metrica Euclidian¼a şi în plus este unic cu aceast¼a proprietate.

Din teorema de mai sus rezult¼a uşor urm¼atorul corolar cunoscut şi din alte articole (vezi de exemplu
[82]).

Corolarul 2.1.5 Dac¼a A 2 F (R) este ales arbitrar, atunci Te(A) este cea mai bun¼a aproximare a
lui A în mulţimea numerelor fuzzy trapezoidale extinse în raport cu metrica Euclidian¼a şi în plus este
unic cu aceast¼a proprietate.

În cazul metricilor ponderate de tip L2, ţinând cont de notaţiile din seçtiunea 1.11, prezent¼am
rezultate similare dup¼a cum urmeaz¼a.

Teorema 2.1.6 ([85], Propoziţia 3.2) Fie d� o metric¼a ponderat¼a de tip L2 precum cea din formula
(1.9), cu � = (�L; �U ) şi �e A un num¼ar fuzzy oarecare. Folosind relaţiile (1.18)-(1.20) introducem
urm¼atoarele cantit¼aţi:

le =
1

a

1Z
0

AL(�)�L(�)d�; ue =
1

b

1Z
0

AU (�)�U (�)d�; (2.9)

xe =
1

c

1Z
0

AL(�)(�� !L)�L(�)d�; ye =
1

d

1Z
0

AU (�)(�� !U )�U (�)d�: (2.10)

Atunci, notând Te;�(A) = [le; ue; xe; ye]� (vezi din nou reprezentarea (1.21)), avem

d2�(A;B) = d
2
�(A; Te;�(A)) + d

2
�(Te;�(A); B); (8) A 2 F (R); (8) B 2 FTe (R): (2.11)

Raţionând ca şi în cazul metricii Euclidiene obţinem urm¼atorul corolar.

Corolarul 2.1.7 ([85], Propoziţia 3.3) Dac¼a A 2 F (R) este ales arbitrar, atunci Te;�(A) este cea
mai bun¼a aproximare a lui A în mulţimea numerelor fuzzy trapezoidale extinse în raport cu metrica
d� şi în plus este unic cu aceast¼a proprietate.

Fie A un num¼ar fuzzy oarecare. Apoi �e sL, sR numere reale strict pozitive şi �e d�, � = (�L; �R)
o metric¼a ponderat¼a. În cele ce urmeaz¼a, AesL;sR se va numi aproximarea parametric¼a extins¼a de tipul
(sL; sR) a lui A, Te(A) se va numi aproximarea trapezoidal¼a extins¼a a lui A iar Te;�(A) se va numi
aproximarea trapezoidal¼a ponderat¼a extins¼a a lui A.
Prezent¼am în continuare propriet¼aţi de continuitate Lipschitz.

Lema 2.1.8 (vezi şi Teorema 8 în [21]) Fie ' operatorul de aproximare trapezoidal¼a extins¼a, trape-
zoidal¼a ponderat¼a extins¼a sau parametric¼a extins¼a. De asemenea s¼a not¼am cu D metrica Euclidian¼a
sau ponderat¼a corespunz¼atoare. Atunci avem D('(A); '(B)) � D(A;B), pentru �ecare A;B 2 F (R):
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Menţion¼am c¼a lema de mai sus generalizeaz¼a Propozi̧tia 4.4 din [81] iar demonstraţia ei este similar¼a
cu cea a propozi̧tiei menţionat¼a anterior.
În �nal, prezent¼am o proprietate important¼a de conservare a operatorului de aproximare paramet-

ric¼a extins¼a iar în particular a operatorului de aproximare trapezoidal¼a extins¼a.

Propozi̧tia 2.1.9 ([21], Propoziţia 7) Aproximarea parametric¼a extins¼a de tipul (sL; sR) a unui
num¼ar fuzzy A are acelaşi interval de expectanţ¼a ca şi A, adic¼a EI

�
AesL;sR

�
= EI (A). Consid-

erând funcţia de reducere S : [0; 1] ! [0; 1], S (�) = 1 � (1� �)1=s ; s > 0, aproximarea parametric¼a
extins¼a de tipul (s; s) a unui num¼ar fuzzy A are aceeaşi ambiguitate şi valoare ca şi A în raport cu S.
Astfel, V alS

�
Aes;s

�
= V alS (A) şi AmbS

�
Aes;s

�
= AmbS (A) :

2.2 Propriet¼a̧ti de convergeņt¼a în spa̧tiul numerelor fuzzy ex-
tinse

Toate rezultatele din aceast¼a seçtiune se pot g¼asi în lucrarea [19] pentru cazul particular al unei metrici
ponderate d�, � = (�L; �U ), �L = �U şi unde propriet¼aţile de convergenţ¼a se dau doar pentru numere
fuzzy trapezoidale. Rezultatul central al acestei seçtiuni, Lema 2.2.2, se va folosi mai târziu la studiul
continuit¼aţii operatorilor de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a nucleul.

Lema 2.2.1 ([19], Lema 2) Dac¼a (Tn)n2N , Tn = (t1(n); t2(n); t3(n); t4(n)), este un şir de numere
fuzzy trapezoidale extinse astfel încât lim

n!1
ti(n) = ti <1; i = 1; 4; atunci lim

n!1
Tn = T , în raport cu

orice metric¼a d�; � = (�L; �U ), unde T este num¼arul fuzzy trapezoidal extins T = (t1; t2; t3; t4):

Lema 2.2.2 ([19], Lema 3) Dac¼a (Tn)n2N , Tn = (t1(n); t2(n); t3(n); t4(n)), este un şir convergent
de numere fuzzy în raport cu metrica ponderat¼a d�, atunci limita sa este un num¼ar fuzzy trapezoidal
extins T = (t1; t2; t3; t4) şi în plus avem lim

n!1
ti(n) = ti , i = 1; 4:

Folosind relaţiile (1.13)-(1.14) şi cele dou¼a leme de mai sus, obţinem cu uşurinţ¼a corolarul de mai
jos.

Corolarul 2.2.3 Dac¼a (Tn)n2N , Tn = [l(n); u(n); x(n); y(n)], este un şir convergent de numere fuzzy
trapezoidale extinse în raport cu metrica ponderat¼a d�, atunci limita sa este un num¼ar fuzzy trapezoidal
extins T = [l; u; x; y] şi în plus avem lim

n!1
l(n) = l, lim

n!1
u(n) = u, lim

n!1
x(n) = x şi lim

n!1
y(n) = y:

Reciproc, dac¼a Tn = [l(n); u(n); x(n); y(n)], este un şir de numere fuzzy trapezoidale extinse astfel
încât lim

n!1
l(n) = l, lim

n!1
u(n) = u, lim

n!1
x(n) = x şi lim

n!1
y(n) = y, atunci lim

n!1
Tn = [l; u; x; y]; în

raport cu metrica d�.

Observa̧tia 2.2.4 Rezultate similare se pot obţine pentru numere fuzzy parametrice extinse.

2.3 Convexitate în spa̧tiul numerelor fuzzy

Aceast¼a seçtiune conţine rezultate originale din lucrarea [41].
De obicei conceptul de muļtime convex¼a este în strâns¼a leg¼atur¼a cu structura de spaţiu vectorial.

Deja ştim c¼a adunarea şi înmuļtirea cu scalari a numerelor fuzzy nu formeaz¼a un spaţiu vectorial.
Totuşi, din moment ce aceste operaţii sunt închise în F (R) şi mai ales pentru c¼a ne va � de mare folos
mai târziu pentru obţinerea unor rezultate de baz¼a ale tezei, avem nevoie de noţiunea de muļtime
convex¼a în spaţiul numerelor fuzzy.
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De�ni̧tia 2.3.1 ([41], De�niţia 1) O mulţime nevid¼a 
 � F (R) se numeşte submulţime convex¼a a
alui F (R), dac¼a pentru oricare A;B 2 
 şi  2 [0; 1], avem ((1� )A+ B) 2 
:

În lucrarea [41] sunt demonstrate câteva rezultate utile în cazul muļtilor convexe din F (R). De
exemplu, dac¼a A;B 2 F (R), 0 � 1 � 2 � ::: � n � 1 şi Ci = (1 � n)A + nB pentru
�ecare i 2 f1; 2; :::; ng, atunci [A;B] = [A;C1] [ [C1; C2] [ ::: [ [Cn�1; Cn] [ [Cn; B]. Apoi, pentru
�ecare C 2 [A;B] avem d(A;B) = d(A;C) + d(C;B) (aici, d este metrica Euclidian¼a). În �nal, dac¼a
A;B 2 F (R), A 6= B atunci cl((A;B)) = cl((A;B]) = cl([A;B)) = [A;B] (în raport cu metrica
Euclidian¼a). Trebuie menţionat c¼a întrucât F (R) nu este spaţiu normat, demonstraţiile sunt mai
tehnice decât cele folosite în cazul spaţiilor normate.

2.4 O caracterizare a funçtiilor Lipschitz cu valori numere
fuzzy

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [41]. Lema urm¼atoare se poate demonstra
folosind rezultatele din seçtiunea precedent¼a.

Lema 2.4.1 ([41], Lema 8) Fie A;B 2 F (R), A 6= B: Mai departe, consider¼am familia de sub-

mulţimi convexe din F (R), F =f
i : i 2 f1; 2; :::; ngg, astfel încât [A;B] �
n[
i=1


i: Atunci exist¼a

k 2 f1; 2; :::; ng, fCj : j 2 f0; 1; :::; kgg � [A;B], cu C0 = A şi Ck = B, şi f
lj : j 2 f1; 2; :::; kgg � F ,

astfel încât: i) [A;B] =
k[
j=1

[Cj�1; Cj ]; ii) d(A;B) =
kX
j=1

d(Cj�1; Cj); iii) [Cj�1; Cj ] � 
lj , pentru

�ecare j 2 f1; 2; :::; kg:

Folosind rezultatul de mai sus obţinem urm¼atoarea caracterizare a funçtiilor Lipschitz cu valori
numere fuzzy.

Teorema 2.4.2 ([41], Teorema 9) Fie F =f
i : i 2 f1; 2; :::; ngg, o familie de submulţimi convexe a
lui F (R) astfel încât exist¼a constantele pozitive ci, i 2 f1; 2; :::; ng, cu proprietatea c¼a pentru �ecare
i 2 f1; 2; :::; ng şi A;B 2 
i, avem d(f(A); f(B)) � cid(A;B). Atunci d(f(A); f(B)) � cd(A;B),
(8)A;B 2 F (R), unde c = maxfci : i 2 f1; 2; :::; ngg:

2.5 Propriet¼a̧ti rezonabile pentru ordonarea numerelor fuzzy

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [25].
În ultimele decenii în nenum¼arate articole autorii studiaz¼a ordonarea numerelor fuzzy. Ordonarea

numerelor fuzzy este o necesitate important¼a în teoria numerelor fuzzy dar din p¼acate se pare c¼a înc¼a
nu exist¼a o metod¼a e�cient¼a de ordonare a numerelor fuzzy. Varianta extins¼a a tezei prezint¼a un studiu
detaliat al acestei probleme şi în plus conţine o trecere în revist¼a a principalelor rezultate şi abord¼ari
în acest topic. În acest rezumat vom insista doar pe rezultatele principale pe care le-am obţinut.
S¼a presupunem c¼a S este o submuļtime a lui F (R). S¼a consider¼am apoi un defuzi�cator P :

S !R care induce pe S o ordine dup¼a cum urmeaz¼a:
(i) P (A) > P (B) dac¼a şi numai dac¼a A � B;
(ii) P (A) < P (B) dac¼a şi numai dac¼a A � B;
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(iii) P (A) = P (B) dac¼a şi numai dac¼a A s B;
(iv) P (A) � P (B) dac¼a şi numai dac¼a A � B sau A s B;
(v) P (A) � P (B) dac¼a şi numai dac¼a A � B sau A s B:
Dac¼a A � B sau A s B atunci deseori not¼am A � B iar dac¼a A � B sau A s B atunci putem

nota A � B.
Pentru g¼asirea unor procedee e�ciente de ordonare a numerelor fuzzy, consider¼am urm¼atoarele

propriet¼aţi rezonabile ale unei ordini � pe muļtimea S.
A1) A � A pentru �ecare A 2 S:
A2) Pentru �ecare (A;B) 2 S2, din A � B şi B � A rezul¼a A s B.
A3) Pentru �ecare (A;B;C) 2 S3, din A � B şi B � C rezult¼a A � C.
A4) Pentru �ecare (A;B) 2 S2, din inf supp(A) �sup supp(B) rezult¼a A � B.
A04) Pentru �ecare (A;B) 2 S2, din inf supp(A) >sup supp(B) rezult¼a A � B.
A5) Fie A;B;A+ C şi B + C elemente ale lui S: Dac¼a A � B, atunci A+ C � B + C:
A05) Fie A;B;A+ C şi B + C elemente ale lui S: Dac¼a A � B, atunci A+ C � B + C:
A6) Pentru �ecare (A;B) 2 S2 şi � 2 R astfel încât �A; �B 2 S, din A � B rezult¼a �A � �B

dac¼a � � 0 şi �A � �B dac¼a � � 0:
S¼a observ¼am c¼a dac¼a A3) are loc atunci din A s B şi B s C obţinem A s C.
Cerinţele A1)�A05) se g¼asesc într-un context mai general (şi anume procedeul de ordonare nu este

generat neap¼arat de un defuzi�cator) în lucrarea lui Wang şi Kerre ([78]). Din acest motiv, în aceast¼a
lucrare cerinţele de mai sus sunt prezentate într-un mod mai abstract. Apoi se observ¼a c¼a dac¼a ordinea
� este generat¼a de un defuzi�cator atunci propriet¼aţile A1)�A3) au loc. Proprietatea A6) înlocuieşte
proprietatea A7) din aceeaşi lucrarea a lui Wang şi Kerre. Ei au propus o cerinţ¼a mai restrictiv¼a
într-un anume sens, înlocuind � în A6) cu numere fuzzy pozitive (adic¼a numere fuzzy al c¼aror suport
este inclus în [0;1)). Totuşi, din moment ce înmuļtirea numerelor fuzzy nu are o formul¼a acceptat¼a
f¼ar¼a echivoc, prefer¼am cerinţa A6) în forma considerat¼a în aceast¼a tez¼a. Un alt motiv pentru care
consider¼am A6) în aceast¼a form¼a este c¼a dac¼a S coincide cu muļtimea numerelor fuzzy trapezoidale
atunci dac¼a A;B sunt numere fuzzy trapezoidale, în general A �B nu este un num¼ar fuzzy trapezoidal.
În particular, dac¼a A6) are loc atunci din A � B rezult¼a c¼a �A � �B, o proprietate considerat¼a foarte
important¼a în multe articole (vezi de exemplu [5], [11], [54]). De asemenea trebuie s¼a menţion¼am c¼a
la prima impresie cerinţa A4) din [78] pare s¼a difere puţin de A4) din aceast¼a tez¼a. În [78] în cerinţ¼a
se spune c¼a din inf supp(A) >sup supp(B) trebuie s¼a rezulte c¼a A � B. Dar se demonstreaz¼a foarte
uşor c¼a dac¼a R �S şi � este generat¼a de un defuzi�cator P a c¼arui restriçtie la R, P jR: R! R, este
o funçtie continu¼a, atunci A4) din [78] şi A4) din aceast¼a tez¼a sunt echivalente. O demonstraţie foarte
simpl¼a a acestui fapt se g¼aseşte în lucrarea [25]. În câteva lucr¼ari de dat¼a recent¼a (vezi de exemplu [5],
[12]) urm¼atoarea cerinţ¼a este considerat¼a o proprietate rezonabil¼a important¼a pentru un defuzi�cator
P : S !R.
A"4) Pentru �ecare A 2 S, P (A) 2 supp(A).
Într-un fel putem spune c¼a este su�cient s¼a studiem doar defuzi�catori care satisfac cerinţa A"4).

Asta rezult¼a din urm¼atoarea teorem¼a.

Teorema 2.5.1 ([25], Teorema 1) S¼a presupunem c¼a P : S !R este un defuzi�cator care induce pe
S o ordine � ce satisface cerinţele A4)�A04) pe S. Dac¼a R � S şi restricţia lui P la R, P jR: R! R
este funcţie continu¼a, atunci exist¼a un defuzi�cator P1 : S !R care satisface cerinţa A"4) şi care
genereaz¼a pe S o ordine �1care este echivalent¼a cu �, ceea ce înseamn¼a c¼a pentru �ecare A;B 2 S;
din A � B rezult¼a c¼a A �1 B şi din A � B rezult¼a c¼a A �1 B.

În teorema de mai sus am presupus continuitatea funçtiei P jR: R! R dar aceast¼a cerinţ¼a nu este
deloc restrictiv¼a din moment ce majoritatea defuzi�catorilor folosi̧ti pentru a ordona numere fuzzy
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sunt funçtii continue.
În cele ce urmeaz¼a vom vedea c¼a în funçtie de propriet¼aţile rezonabile satisf¼acute de o ordine

generat¼a de un defuzi�cator, putem determina anumite propriet¼aţi importante ale acestui defuzi�cator.

Teorema 2.5.2 ([25], Teorema 2) S¼a presupunem c¼a S este o submulţime a lui F (R) astfel încât
R �S şi S + S � S. Apoi s¼a presupunem c¼a R : S ! R este un defuzi�cator care veri�c¼a cerinţa
A"4) şi astfel încât ordinea � generat¼a de R pe S satisface cerinţa A5) pe S. Atunci R este aditiv pe
S şi în plus � satisface cerinţa A05) pe S.

Din teorema de mai sus obţinem uşor urm¼atoarele corolare.

Corolarul 2.5.3 ([25], Corolarul 3) S¼a presupunem c¼a S este o submulţime a lui F (R) astfel încât
R �S şi S + S � S. Apoi s¼a presupunem c¼a R : S ! R este un defuzi�cator care veri�c¼a cerinţa
A"4). Atunci ordinea � generat¼a de R pe S satisface cerinţa A5) pe S dac¼a şi numai dac¼a satisface
cerinţa A05) pe S.

Corolarul 2.5.4 ([25], Corolarul 4) S¼a presupunem c¼a S este o submulţime a lui F (R) astfel încât
R �S şi S + S � S. Dac¼a R : S ! R este un defuzi�cator care genereaz¼a o ordine � ce satisface
cerinţele A4), A04) şi A5) pe S, atunci A05) este de asemenea satisf¼acut¼a de � pe S. În plus, exist¼a un
defuzi�cator R1 : S ! R ce satisface A"4) pe S şi care genereaz¼a pe S o ordine echivalent¼a cu �.

Teorema 2.5.5 ([25], Teorema 5) S¼a presupunem c¼a S este o submulţime a lui F (R) astfel încât
R �S şi � � S � S, pentru �ecare � 2 R. Apoi s¼a presupunem c¼a R : S ! R este un defuzi�cator care
veri�c¼a cerinţa A"4) şi astfel încât ordinea � generat¼a de R pe S satisface cerinţa A6) pe S. Atunci
R este invariant faţ¼a de scalari:

Corolarul 2.5.6 ([25], Corolarul 6) S¼a presupunem c¼a S este o submulţime a lui F (R) astfel încât
R �S şi � �S � S, pentru �ecare � 2 R. Dac¼a R : S ! R este un defuzi�cator care genereaz¼a o ordine
� ce satisface cerinţele A4), A04) şi A6) pe S, atunci exist¼a un defuzi�cator invariant faţ¼a de scalari
R1 : S ! R ce satisface A"4) pe S şi care genereaz¼a pe S o ordine echivalent¼a cu �.

S¼a not¼am cuM(S) muļtimea defuzi�catorilor continui de�ni̧ti pe S şi care genereaz¼a pe S o ordine
care veri�c¼a cerinţele A1) � A6). Apoi, inspiraţi de Teorema 2.5.1, consider¼am muļtimea M1(S)
a defuzi�catorilor continui unde P 2 M1(S) dac¼a şi numai dac¼a A"4) are loc pentru P iar ordinea
generat¼a de P pe S satisface cerinţele A1)�A3) şi A5)�A6). Din cele de mai sus obţinem urm¼atoarea
teorem¼a util¼a în g¼asirea metodelor de ordonare e�cient¼a a numerelor fuzzy.

Teorema 2.5.7 ([25], Teorema 7) S¼a presupunem c¼a S este o submulţime a lui F (R) astfel încât
R �S, S + S � S şi � � S � S pentru �ecare � 2 R. Pentru un defuzi�cator R : S ! R, avem:
(i) R 2M1(S) dac¼a şi numai dac¼a R satisface A"4) pe S şi R este liniar pe S;
(ii) R 2 M(S) dac¼a şi numai dac¼a exist¼a R1 2 M1(S) astfel încât R şi R1 genereaz¼a ordini

echivalente pe S.

2.6 Determinarea clasei M1(F
T (R))

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [25].
Dup¼a cum spune şi titlul, în aceast¼a seçtiune vom determina (Teorema 2.6.2) toţi defuzi�catorii

continui ai claseiM1(F
T (R)) şi deci, f¼acând abstraçtie de ordini echivalente pe FT (R), vom determina
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toţi defuzi�catorii ce genereaz¼a metode de ordonare a numerelor fuzzy ce veri�c¼a propriet¼aţile A1)�
A6):
Atât în aceast¼a seçtiune cât şi în urm¼atoarele dou¼a, vom folosi notaţii noi pentru numerele fuzzy

trapezoidale ce sunt convenabile pentru obţinerea rezultatelor centrale legate de ordonarea numerelor
fuzzy.
Seçtiunea � a unui num¼ar fuzzy trapezoidal T se poate scrie sub forma (vezi [5])

T� = (x0 � � + ��; y0 + � � ��); (2.12)

unde x0; y0; �; � 2 R, � � 0; � � 0 şi x0 � y0: Folosim notaţia T = (x0; y0; �; �):
Pentru un num¼ar fuzzy trapezoidal T = (x0; y0; �; �), consider¼am cantitatea

R(T ) = ax0 + by0 + c� + d�; (2.13)

unde a; b; c; d 2 R sunt �xate. Se observ¼a imediat c¼a funçtia R : FT (R)! R este aditiv¼a şi pozitiv
omogen¼a. S¼a consider¼am muļtimea 
 = fR : R : FT (R)! R şi R este de forma (2.13)g. În versiunea
extins¼a a tezei se demonstreaz¼a c¼a M1(F

T (R)) � 
. De aceea, în tez¼a, mai întâi se studiaz¼a defuzi�-
catorii din muļtimea 
. Cel mai important rezultat este urm¼atorul corolar care sintetizeaz¼a mai multe
rezultate de caracterizare a unor defuzi�catori din muļtimea 
.

Corolarul 2.6.1 ([25], Corolarul 12) S¼a consider¼am un defuzi�cator R 2 
; R(T ) = ax0 + by0 +
c�+d�, pentru T = (x0; y0; �; �). Atunci R 2M1(F

T (R)) dac¼a şi numai dac¼a a = b = 1
2 , c 2 [�1; 0],

c+ d = 0:

Spuneam mai sus c¼a M1(F
T (R)) � 
. Mai exact avem urm¼atoarea.

Teorema 2.6.2 ([25], Teorema 13) S¼a consider¼am un defuzi�cator R : FT (R)! R. Atunci R 2
M1(F

T (R)) dac¼a şi numai dac¼a exist¼a c 2 [�1; 0] astfel încât dac¼a T 2 FT (R), T = (x0; y0; �; �),
atunci

R(T ) =
1

2
x0 +

1

2
y0 + c� � c�: (2.14)

În plus este uşor de veri�cat (vezi şi Teorema 2.5.7) c¼a R este liniar pe FT (R).

În cele ce urmeaz¼a vom caracteriza clase de defuzi�catori peste FT (R) ce genereaz¼a ordini care
veri�c¼a în întregime sau doar o parte a cerinţelor A1) � A6) pe FT (R). Mai mult, ţinând cont şi
de Teorema 2.5.1 putem simpli�ca c¼autarea unor astfel de ordini prin g¼asirea ordinilor echivalente ce
satisfac cerinţa A"4) pe F

T (R).

Corolarul 2.6.3 ([25], Corolarul 14) (i) Dac¼a R 2M(FT (R)) atunci exist¼a R1 2M1(F
T (R)) astfel

încât procedeele de ordonare � şi �1 pe FT (R) generate de R şi respectiv R1, sunt echivalente. În
plus (din Teorema 2.6.2) exist¼a c 2 [�1; 0] astfel încât dac¼a T 2 FT (R), T = (x0; y0; �; �), avem
R1(T ) =

1
2x0 +

1
2y0 + cx� cy:

(ii) Dac¼a R : FT (R)! R, este un defuzi�cator pentru care ordinea � generat¼a de R pe FT (R)
satisface cerinţele A4); A04) şi A5), atunci � satisface şi A05) şi mai mult, exist¼a un defuzi�cator aditiv
R1 : F

T (R)! R, care satisface A"4) pe FT (R) şi care genereaz¼a pe FT (R) o ordine echivalent¼a cu �.
(iii) Dac¼a R : FT (R)! R, este un defuzi�cator pentru care ordinea � generat¼a de R pe FT (R)

satisface cerinţele A4); A04) şi A6), atunci exist¼a un defuzi�cator invariant faţ¼a de scalari, R1 :
FT (R)! R, care satisface A"4) pe FT (R) şi care genereaz¼a pe FT (R) o ordine echivalent¼a cu �.
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2.7 Exemple de metode de ordonare

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [25].

Exemplul 2.7.1 ([25], Exemplul 16) Fie funcţia EV : FT (R)! R, care �ec¼arui num¼ar fuzzy trape-
zoidal T = (x0; y0; �; �), îi asociaz¼a valoarea sa de expectanţ¼a, EV (T ) = 1

2x0+
1
2y0�

1
4�+

1
4�: Rezult¼a

imediat c¼a EV 2 M1(F
T (R)): Se pare c¼a Yagger ([79]) a fost primul care a ordonat numerele fuzzy

prin intermediul valorii lor de expectanţ¼a. Aceast¼a metod¼a se foloseşte şi în articolul [12].

Exemplul 2.7.2 ([25], Exemplul 17) În lucrarea [5], a fost introdus¼a magnitudinea unui num¼ar fuzzy
trapezoidal şi anume funcţia Mag : FT (R)! R,

Mag(T ) =
1

2

0@ 1Z
0

(TL(�) + TU (�) + x0 + y0)f(�)d�

1A ;
unde T = (x0; y0; �; �), este un num¼ar fuzzy trapezoidal oarecare iar f este o funcţie pozitiv¼a şi

cresc¼atoare pe [0; 1] cu f(0) = 0; f(1) = 1 şi
1R
0

f(�)d� = 1=2: Deoarece dup¼a calcule simple obţinem

Mag(T ) = 1
2x0 +

1
2y0 +

�
2

1R
0

f(�)(�� 1)d�+ �
2

1R
0

f(�)(1� �)d�; rezult¼a uşor c¼a Mag 2M1(F
T (R)).

În articolul [5], autorii au considerat cazul particular f(�) = �, când se obţine Mag(T ) = 1
2x0+

1
2y0�

1
12� +

1
12�:

Exemplul 2.7.3 ([25], Exemplul 20) În lucrarea [3] autorii propun ordonarea numerelor fuzzy prin
intermediul metricilor de tipul Lp. Apoi, în lucrarea [7] se foloseşte aceeaşi abordare cu o mic¼a
modi�care. În cele ce urmeaz¼a vom descrie aceast¼a metod¼a. S¼a consider¼am un num¼ar real p � 1

�xat şi �e un num¼ar fuzzy arbitrar A. Dac¼a

1Z
0

AL(�)d� +

1Z
0

AU (�)d� > 0, consider¼am canti-

tatea �p(A) =

0@ 1Z
0

jAL(�)jp d�+
1Z
0

jAU (�)jp d�

1A1=p

. Dac¼a

1Z
0

AL(�)d� +

1Z
0

AU (�)d� < 0 atunci

�e �p(A) = �

0@ 1Z
0

jAL(�)jp d�+
1Z
0

jAU (�)jp d�

1A1=p

. În �nal, dac¼a

1Z
0

AL(�)d� +

1Z
0

AU (�)d� = 0

atunci consider¼am �p(A) = 0. Trebuie notat c¼a în lucrarea [3] acest ultim caz este inclus în primul.
Acum, putem de�ni defuzi�catorul �p : FT (R)! R, pentru care � reprezint¼a ordinea generat¼a de �p
pe FT (R). S¼a vedem acum care sunt propriet¼aţile rezonabile satisf¼acute de � pe FT (R). Evident, cer-
inţele A1)�A3) sunt satisf¼acute. Din p¼acate niciuna din cerinţele A4) sau A04) nu este îndeplinit¼a dup¼a
cum va rezulta din urm¼atorul contraexemplu. Pentru " > 0 �xat consider¼am num¼arul fuzzy trapezoidal

(folosim notaţii standard) T" = (�11; 1; 5+"; 5+"). Se observ¼a c¼a
1Z
0

(T")L (�)d�+

1Z
0

(T")U (�)d� > 0

şi deci �p(T") =

0@ 1Z
0

j(T")L (�)j
p
d�+

1Z
0

j(T")U (�)j
p
d�

1A1=p

. Din inegalitatea lui Hölder obţinem
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1Z
0

j(T")L (�)j
p
d� �

0@ 1Z
0

j(T")L (�)j d�

1Ap

şi cum

1Z
0

j(T")L (�)j d� = 5:083 şi

1Z
0

j(T")U (�)j
p
d� =

(5 + ")
p, obţinem �p(T") � ((5:083)p + (5 + ")p)

1=p
: Pe de alt¼a parte, considerând num¼arul real 5 + "

obţinem uşor c¼a �p(5+") = 21=p(5+"). Evident c¼a pentru " su�cient de mic avem �p(T") > �p(5+"),
de unde rezult¼a c¼a T" � 5 + ". Deoarece sup (supp(T")) = 5 + ", rezult¼a uşor c¼a A4) nu are loc
pe FT (R) în general. Considerând acum num¼arul real 5 + 2", din nou, pentru " su�cient de mic
obţinem �p(T") > �p(5 + 2") şi astfel rezult¼a c¼a nici A04) nu are loc în general. În primul rând vom
face modi�c¼ari în formula defuzi�catorului astfel încât s¼a rezulte c¼a atât A4) cât şi A04) sunt satisf¼a-
cute. Astfel, vom face trecerea de la defuzi�catorul �p la defuzi�catorul �p dup¼a cum urmeaz¼a. Dac¼a
T este �e un num¼ar fuzzy trapezoidal pozitiv (adic¼a TL(0) � 0) �e unul negativ (adic¼a TU (0) � 0)
atunci lu¼am �p(T ) = �p(T ). Dac¼a T nu este nici pozitiv nici negativ (adic¼a TL(0) < 0 < TU (0))

atunci distingem trei cazuri. Dac¼a

1Z
0

TL(�)d� +

1Z
0

TU (�)d� = 0 atunci lu¼am �p(T ) = �p(T ) = 0.

Dac¼a

1Z
0

TL(�)d� +

1Z
0

TU (�)d� > 0 atunci lu¼am �p(T ) = min(�p(T ); 2
1=pTU (0)): În �nal, dac¼a

1Z
0

TL(�)d� +

1Z
0

TU (�)d� < 0 atunci consider¼am �p(T ) = max(�p(T ); 2
1=pTL(0)). Se veri�c¼a uşor

c¼a ordinea �1 generat¼a de �p pe FT (R) veri�c¼a ambele cerinţe A4) şi A04). R¼amâne de studiat
care din propriet¼aţile A5); A05) respectiv A6) sunt veri�cate de �1. S¼a consider¼am defuzi�catorule�p : FT (R)! R, e�p = 2�1=p �p şi �e �2 ordinea generat¼a de e�p pe FT (R). Evident, �2 şi �1 sunt
echivalente. Apoi, dup¼a calcule simple rezult¼a c¼a e�p satisface A"4) pe FT (R). Pe de alt¼a parte ob-
serv¼am c¼a e�p nu este nici aditiv şi nici invariant faţ¼a de scalari pe FT (R) şi astfel, din Teoremele
2.5.2 respectiv 2.5.5, rezult¼a c¼a niciuna din propriet¼aţile A5) sau A6) nu sunt în general satisf¼acute
de �2 pe FT (R). Apoi, din Corolarul 2.5.3 rezult¼a c¼a nici proprietatea A05) nu este satisf¼acut¼a în
general de �2 pe FT (R). Datorit¼a faptului c¼a �1 şi �2sunt echivalente rezult¼a c¼a în general, niciuna
din propriet¼aţile A5); A05) sau A6), nu sunt satisf¼acute de �1 pe FT (R).

2.8 Ordonarea numerelor fuzzy folosind numere fuzzy trape-
zoidale

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [25].
Pân¼a acum, am determinat clasa M1(F

T (R)) conţinând toţi defuzi�catorii ce genereaz¼a ordini
care veri�c¼a cerinţele A1) � A3), A"4) şi A5) � A6): În cele ce urmeaz¼a vom demonstra c¼a pentru
orice R 2 M1(F

T (R)) exist¼a R 2 M1(F (R)) astfel încât R(T ) = R(T ) pentru �ecare num¼ar fuzzy
trapezoidal T . Asta înseamn¼a c¼a R este o extindere a lui R pe F (R) astfel încât toate propriet¼aţile
rezonabile sunt conservate.

Teorema 2.8.1 ([25], Teorema 21) S¼a consider¼am operatorul T : F (R)!FT (R) şi s¼a consider¼am
defuzi�catorii R : F (R)! R şi R 2M1(F

T (R)): S¼a presupunem c¼a sunt veri�cate urm¼atoarele cerinţe:
(i) T este liniar;
(ii) supp(T (A)) �supp(A), pentru �ecare A 2 F (R);
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(iii) R(A) = R(T (A)), pentru �ecare A 2 F (R):
Atunci R este liniar pe F (R) şi în plus avem R 2M1(F (R)).

Acum, obţinem uşor urm¼atorul corolar.

Corolarul 2.8.2 ([25], Corolarul 22) S¼a consider¼am operatorul EV : F (R)! R, care asociaz¼a �ec¼arui
num¼ar fuzzy valoarea sa de expectanţ¼a. Atunci EV 2M1(F (R)).

Metoda de ordonare de mai sus are anumite limite deoarece uneori se ajunge la integrale care se
calculeaz¼a cu di�cultate. Propunem acum un rezultat care este mai convenabil din punct de vedere
al calculelor.

Corolarul 2.8.3 ([25], Corolarul 23) S¼a consider¼am defuzi�catorul R : F (R)! R,

R(A) = (AL(0) +AL(1) +AU (0) +AU (1)) =4:

Atunci R 2M1(F (R)).

Asem¼an¼ator corolarului de mai sus, putem extinde orice ordine generat¼a de un defuzi�cator R 2
M1(F

T (R)) la o ordine peste F (R), care este uşor de mânuit din punct de vedere al calculelor şi care
în plus satisface propriet¼aţile rezonabile considerate în aceast¼a tez¼a.

Teorema 2.8.4 ([25], Teorema 24) Dac¼a R 2 M1(F
T (R)) atunci exist¼a R : F (R)! R astfel încât

R 2M1(F (R)) şi în plus R(T ) = R(T ), pentru �ecare T 2 FT (R):



Capitolul 3

Aproximarea numerelor fuzzy prin
numere fuzzy cu form¼a mai simpl¼a

În acest capitol propunem metodele de baz¼a pentru a determina algoritmii cu ajutorul c¼arora putem
calcula diferite tipuri de aproxim¼ari parametrice sau trapezoidale.
Acest capitol conţine contribuţii originale din articolele [17], [21]-[22], [27]-[28], [40]. În plus, acest

capitol conţine rezultate originale nepublicate şi care vor � menţionate la momentul potrivit.

3.1 Aproximarea numerelor fuzzy; o trecere în revist¼a

Aceast¼a seçtiune prezint¼a principalele realiz¼ari în topicul aproxim¼arii numerelor fuzzy. În plus,
menţion¼am c¼a aceast¼a discuţie se g¼aseşte şi în lucrarea [40].
În ultimii ani multe articole studiaz¼a aproximarea numerelor fuzzy în raport cu metrici de tipul

L2. De obicei, dou¼a tipuri de aproximare sunt investigate: aproxim¼ari f¼ar¼a alte restriçtii şi aproxim¼ari
cu restriçtii. Mai întâi discut¼am problema aproxim¼arii f¼ar¼a alte restriçtii. În mod independent,
Chanas ([38]) şi Grzegorzewski ([59]) au propus aproximarea numerelor fuzzy prin numere fuzzy de
tip interval. Grzegorzewski a demonstrat c¼a în cazul metricii Euclidiene aceast¼a aproximare coincide
chiar cu intervalul de expectanţ¼a. Abbasbandy şi Asady ([4]) au propus aproximarea trapezoidal¼a
a numerelor fuzzy în raport cu aceeaşi metric¼a Euclidian¼a. Yeh ([82]) propune noi algoritmi pentru
calculul aproxim¼arilor trapezoidale şi triunghiulare în raport cu metrica Euclidian¼a. Zeng şi Li ([88])
propun aproximarea triunghiular¼a în raport cu o metric¼a ponderat¼a de tip L2. Totuşi, algoritmul
propus de ei nu produce întotdeauna numere fuzzy triunghiulare fapt menţionat în lucr¼arile [16] şi
[82]. Algoritmul corect este dat de Ban în lucrarea [16]. Cel mai general rezultat de aproximare
trapezoidal¼a sau triunghiular¼a este dat de Yeh în lucrarea [85] unde se propun algoritmi de calcul
al aproxim¼arilor trapezoidale sau triunghiulare în raport cu metrici generale ponderate de tip L2.
Nasibov şi Peker propun o abordare mai general¼a în articolul [68] şi anume aproxim¼ari parametrice
a numerelor fuzzy în raport cu metrica Euclidian¼a. Rezultatele lor sunt îmbun¼at¼aţite de Ban în
lucrarea [14]. Apoi, Yeh ([84]) generalizeaz¼a aceste rezultate considerând metrici generale ponderate
de tip L2. Recent, în lucrarea [43] autorii propun aproximarea numerelor fuzzy (în raport cu metrica
Euclidian¼a) prin numere fuzzy liniare pe poŗtiuni şi care depind de 6 parametri. Acesta este un prim
pas spre aproximarea numerelor fuzzy prin numere fuzzy care depind de n parametri. În seçtiunea
de concluzii se g¼asesc mai multe detalii despre aproximarea prin numere fuzzy liniare pe poŗtiuni.

28
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S¼a discut¼am acum despre aproximarea cu restriçtii. Grzegorzewski şi Mrówka ([62], [63]) propun
aproximarea numerelor fuzzy (în raport cu metrica Euclidian¼a) prin numere fuzzy trapezoidale care
conserv¼a intervalul de expectanţ¼a. Rezultatele lor sunt îmbun¼at¼aţite în mod independent de Ban ([13])
şi Yeh ([83]). Algoritmi pentru calculul acestor aproxim¼ari se g¼asesc în lucr¼arile [60] şi [61]. Apoi,
Abbasbandy şi Hajjari ([6]) propun aproximarea trapezoidal¼a care conserv¼a nucleul în raport cu metrici
ponderate de tipul L2. Recent, în lucrarea [17] autorii propun aproximarea trapezoidal¼a (în raport
cu metrica Euclidian¼a) care conserv¼a ambiguitatea şi valoarea. Mai recent, Ban şi Coroianu ([21])
g¼asesc metode mai simple pentru a calcula aproxim¼ari parametrice în raport cu metrica Euclidian¼a
care conserv¼a caracteristici importante cum ar � intervalul de expectanţ¼a, ambiguitatea sau valoarea.
Alte tipuri de aproxim¼ari neliniare se g¼asesc în lucrarea lui Grzegorzewski şi Stefanini ([77]) unde se
propun clase de numere fuzzy care depind de 4� 5 parametri şi care permit aproxim¼ari care conserv¼a
mai multe caracteristici cum ar � suportul şi nucleul sau ambiguitatea şi valoarea.

3.2 Rezultate de existeņt¼a şi aplica̧tii pentru clase importante
de numere fuzzy

Aceast¼a seçtiune conţine în întregime contribuţii originale. O parte din rezultate se g¼asesc în lucrarea
[27] dar în majoritatea cazurilor f¼ar¼a demonstraţie. În plus, Teoremele 3.2.5 şi 3.2.7 sunt complet noi.
Pentru a obţine rezultatele de baz¼a ale acestei seçtiuni avem nevoie de un rezultat vechi al lui

Rådström şi de câteva rezultate ce ţin de problema celei mai bune aproxim¼ari şi care vor � omise în
acest rezumat.

Teorema 3.2.1 ( [72], Teorema 1) S¼a consider¼am un triplet (M;+; �) care formeaz¼a o structur¼a
semiliniar¼a. Atunci exist¼a un spaţiu vectorial (fM;�;�) şi o aplicaţie injectiv¼a (incluziune) i :M ! fM
şi, privind pe M ca pe o submulţime a lui fM (convenim c¼a i(x) = x pentru �ecare x 2 M), avem
a � b = a + b, � � a = � � a, pentru �ecare a; b 2 M şi � 2 [0;1). Dac¼a în plus exist¼a o metric¼a d
de�nit¼a pe M care satisface:

(i) d(a+ c; b+ c) = d(a; b), pentru �ecare a; b; c 2M ;
(ii) d(�a; �b) = �d(a; b), pentru �ecare � 2 [0;1) şi a; b 2M ;
(iii) + :M �M !M şi � : [0;1)�M !M , sunt continue în topologia generat¼a de metrica

d pe M ,
atunci exist¼a o norm¼a k�k : fM ! [0;1) astfel încât metrica ed pe fM generat¼a de k�k satisface

d(a; b) = ed(a; b), pentru �ecare a; b 2M:
Înainte de a da rezultate de existenţ¼a pentru problema aproxim¼arii parametrice sau trapezoidale,

prezent¼am câteva rezultate teoretice care ne vor ajuta s¼a obţinem rezultatele de existenţ¼a menţionate
anterior.

Teorema 3.2.2 (vezi şi [27], Teorema 9) Fie d o metric¼a de�nit¼a pe F (R) care satisface cerinţele (i)-
(iii) ale Teoremei 3.2.1 şi �e

�
]F (R); ed;�;�� spaţiul normat în care se scufund¼a (F (R); d;+; �) conform

Teoremei 3.2.1 (putem folosi aceast¼a teorem¼a deoarece din secţiunea 1.7 se ştie c¼a spaţiul numerelor
fuzzy are o structur¼a semiliniar¼a). Apoi, s¼a consider¼am submulţimea A �F (R), cu proprietatea c¼a
exist¼a fv2; v3; :::; vmg � A, astfel încât:

(i) sistemul f1; v2; :::; vmg este liniar independent în spaţiul vectorial
�
]F (R);�;�

�
;

(ii) A =
(
�1 � 1 +

mX
k=2

�ivi : �1 2 R şi �i 2 [0;1); i 2 f2; :::;mg
)
:
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Atunci A este o submulţime închis¼a a lui F (R) în topologia generat¼a de metrica d:

Un alt rezultat util este dat în urm¼atoarea teorem¼a.

Teorema 3.2.3 (vezi şi [27], Teorema 12) Fie 
 una din urm¼atoarele submulţimi ale lui F (R):
F sL;sR(R) (pentru sL şi sR �xate), FT (R), F�(R), Int(R), Rc. Dac¼a d este o metric¼a pe F (R)
care satisface cerinţele (i)-(iii) ale Teoremei 3.2.1 atunci 
 este o submulţime închis¼a a lui F (R) în
topologia generat¼a de d şi, dac¼a

�
]F (R); ed;�;�� este un spaţiu normat astfel încât (F (R); d;+; �) poate

� scufundat în
�
]F (R); ed;�;��, atunci 
 este o submulţime închis¼a a lui ]F (R) în topologia generat¼a

de ed.
Folosind cele dou¼a teoreme de mai sus precum şi mai multe rezultate ajut¼atoare, obţinem urm¼atorul

rezultat central al acestei seçtiuni.

Teorema 3.2.4 (vezi şi [27], Teorema 13) Fie 
 una din urm¼atoarele submulţimi ale lui F (R):
F sL;sR(R) (pentru sL şi sR �xate), FT (R), F�(R), Int(R), Rc. Dac¼a d este o metric¼a pe F (R)
care satisface cerinţele (i)-(iii) ale Teoremei 3.2.1, atunci pentru �ecare A 2 F (R) exist¼a A� 2 

astfel încât d(A;A�) = inf

B2

d(A;B):

Rezultatul de existenţ¼a de mai sus este foarte general din moment ce aproape toate metricile
de�nite pe spaţiul numerelor fuzzy veri�c¼a ipotezele teoremei anterioare. Folosind ipoteze mai tari
obţinem în plus şi unicitatea.

Teorema 3.2.5 Fie 
 una din urm¼atoarele submulţimi ale lui F (R): F sL;sR(R) (pentru sL şi sR
�xate), FT (R), F�(R), Int(R), Rc. Dac¼a d este o metric¼a pe F (R) şi dac¼a exist¼a un spaţiu Hilbert�
]F (R); ed;�;�� (ed este metrica generat¼a de produsul scalar care induce pe ]F (R) o structur¼a de spaţiu

Hilbert) astfel încât (F (R); d;+; �) se poate scufunda în
�
]F (R); ed;�;��, atunci pentru �ecare A 2

F (R) exist¼a un unic A� 2 
 astfel încât d(A;A�) = inf
B2


d(A;B).

Urm¼atorul corolar este foarte important deoarece în aceast¼a tez¼a vom studia operatori de aproxi-
mare în raport cu metrici de tipul L2.

Corolarul 3.2.6 (vezi şi [84] Propoziţia 4.1. pentru cazul când 
 = F sL;sR(R)) Fie 
 una din
urm¼atoarele submulţimi ale lui F (R): F sL;sR(R) (pentru sL şi sR �xate), FT (R), F�(R), Int(R),
Rc. Dac¼a d� este o metric¼a ponderat¼a de tip L2 de�nit¼a pe F (R) (vezi (1.9)), atunci pentru �ecare
A 2 F (R) exist¼a un unic A� 2 
 astfel încât d�(A;A�) = inf

B2

d�(A;B).

În �nal, prezent¼am un rezultat de existenţ¼a şi unicitate în aproximarea cu metricile �p;� date prin
formula (1.10). Demonstraţia foloseşte remarcabilele inegalit¼aţi ale lui Clarkson ([39]).

Teorema 3.2.7 Fie 
 una din urm¼atoarele submulţimi ale lui F (R): F sL;sR(R) (pentru sL şi sR
�xate), FT (R), F�(R), Int(R), Rc. Dac¼a �p;�, � = (�L; �U ), este o metric¼a ponderat¼a de tip Lp
de�nit¼a pe F (R) (vezi (1.10)) astfel încât p > 1, atunci pentru �ecare A 2 F (R) exist¼a un unic
A� 2 
 astfel încât �p;�(A;A�) = inf

B2

�p;�(A;B).
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3.3 Aproxim¼ari parametrice şi trapezoidale f¼ar¼a alte restriçtii

În aceast¼a seçtiune vom demonstra (folosind o abordare general¼a) existenţa şi unicitatea aproxim¼arii
parametrice sau trapezoidale f¼ar¼a alte restriçtii. Elementul cheie în obţinerea acestor rezultate este
Corolarul 3.2.6 din seçtiunea precedent¼a.
S¼a consider¼am în spaţiul numerelor fuzzy metrica d�, dat¼a prin

d�(A;B)

=

24 1Z
0

(AL(�)�BL(�))2 �L(�)d�+
1Z
0

(AU (�)�BU (�))2 �U (�)d�

351=2 ; A;B 2 F (R);
unde � = (�L; �U ); �L; �U : [0; 1]! R, sunt ponderi strict pozitive a.p.t. în [0; 1] şi integrabile: Apoi,
s¼a �x¼am sL > 0 şi sR > 0:
Fie acum A un num¼ar fuzzy oarecare. Din Corolarul 3.2.6 ştim c¼a exist¼a un unic num¼ar fuzzy

parametric de tipul (sL; sR) notat de acum înainte cu A�sL;sR astfel încât

d�(A;A
�
sL;sR) = inf

B2F sL;sR (R)
d�(A;B):

Astfel, putem de�ni operatorul 	d�;sL;sR : F (R)!F sL;sR(R), 	d�;sL;sR(A) = A�sL;sR : Acest operator
se va numi operatorul de aproximare ponderat¼a parametric¼a de tipul (sL; sR) sau doar operator de
aproximare ponderat¼a parametric¼a atunci când nu exist¼a pericol de confuzie. În particular, dac¼a
�L = �U = 1 şi astfel d� devine metrica Euclidian¼a d, vom nota 	d�;sL;sR = 	sL;sR : În cazul
particular când sL = sR = 1, folosim notaţia 	d�;1;1 = Td� iar operatorul Td� se va numi operatorul
de aproximare ponderat¼a trapezoidal¼a. Cel mai particular caz de aproximare trapezoidal¼a este când
�L = �U = 1 şi sL = sR = 1, când obţinem aşa-numitul operator de aproximare trapezoidal¼a notat
cu Td:
Se pune problema dac¼a putem g¼asi algoritmi s¼a calcul¼am 	d�;sL;sR pentru �ecare A 2 F (R). O

soluţie foarte tehnic¼a a acestei probleme este dat¼a de Yeh în lucrarea [84] unde el obţine algoritmi de
calcul al aproxim¼arilor ponderate parametrice folosind algebr¼a liniar¼a şi multe caracteriz¼ari ale celei
mai bune aproxim¼ari în spaţii Hilbert.

3.4 Aproxim¼ari parametrice cu condi̧tii suplimentare

Conţinutul acestei seçtiuni se bazeaz¼a pe contribuţiile originale din lucrarea [21]. Totuşi, Teoremele
3.4.1-3.4.2 precum şi raţionamentele folosite în demonstrarea lor sunt rezultate originale nepublicate.
Pe parcursul acestei seçtiuni şi pân¼a la �nalul acestui capitol, folosim formulele (1.28), (1.30)-

(1.33) pentru a calcula intervalul de expectanţ¼a, valoarea sau ambiguitatea. În particular, dac¼a
B = [l; u; x; y]s;s este un num¼ar fuzzy parametric extins de tipul (s; s) (pentru un s > 0 �xat) astfel
încât l � u, şi dac¼a S (�) = 1 � (1� �)1=s ; � 2 [0; 1], este o funçtie de reducere, atunci prin calcule
simple (vezi şi demonstraţiile Lemei 2.1.1 (i), (iii) respectiv a Propozi̧tiei 2.1.9) obţinem

EI(B) = [l; u];

V alS(B) =
1

1 + s
(u+ l) +

s

(1 + s)
2
(2 + s)

(x� y) ;

AmbS(B) =
1

1 + s
(u� l)� s

(1 + s)
2
(2 + s)

(x+ y) :
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Astfel, dac¼a A este un num¼ar fuzzy şi Aes;s = [le; ue; xe; ye]s;s reprezint¼a aproximarea parametric¼a
extins¼a de tipul (s; s) a lui A, atunci

EI(Aes;s) = [le; ue];

V alS(A
e
s;s) =

1

1 + s
(ue + le) +

s

(1 + s)
2
(2 + s)

(xe � ye) ;

AmbS(A
e
s;s) =

1

1 + s
(ue � le)�

s

(1 + s)
2
(2 + s)

(xe + ye) :

Dup¼a cum ştim din seçtiunea precedent¼a, când s = 1 atunci Aes;s coincide cu aproximarea trapezoidal¼a
extins¼a a lui A notat¼a Te(A) şi astfel obţinem

EI(Te(A)) = [le; ue];

V alS(Te(A)) =
1

2
(ue + le) +

1

12
(xe � ye) ;

AmbS(A
e
s;s) =

1

2
(ue � le)�

1

12
(xe + ye) :

În multe articole a�area aproxim¼arilor parametrice sau trapezoidale care conserv¼a anumite carac-
teristici se bazeaz¼a pe teorema Karush-Kuhn-Tucker (vezi [13], [14], [62]), metod¼a propus¼a de Grze-
gorzewski şi Mrówka ([62]). Metoda este so�sticat¼a, cu calcule complicate, deoarece trebuie rezolvat
un sistem de ecuaţii şi inecuaţii cu num¼ar mare de necunoscute. Propriet¼aţile din Propozi̧tiile 2.1.2 şi
2.1.9 ne dau posibilitatea s¼a simpli�c¼am calculele dup¼a cum urmeaz¼a.
S¼a consider¼am problema a�¼arii celui mai apropiat num¼ar fuzzy parametric (în raport cu metrica

Euclidian¼a d) de tipul (sL; sR) de num¼arul fuzzy A astfel încât parametrii Pk; k 2 f1; :::; ng s¼a �e
conservaţi, adic¼a s¼a c¼aut¼am soluţia problemei

min
B2F sL;sR (R)

d (A;B) ; (3.1)

Pk (A) = Pk (B) ; (8) k 2 f1; :::; ng :

Aici, parametrul PK este o funçtie (defuzi�cator) PK : Fe(R)! R: Dac¼a aproximarea parametric¼a
extins¼a de tipul (sL; sR), AesL;sR (vezi seçtiunea 2.1) a lui A conserv¼a parametrii Pk; k 2 f1; :::; ng,
adic¼a

Pk
�
AesL;sR

�
= Pk (A) ; (8) k 2 f1; :::; ng ,

atunci datorit¼a relaţiei (2.7), problema (3.1) este echivalent¼a cu

min
B2F sL;sR (R)

d
�
AesL;sR ; B

�
; (3.2)

Pk
�
AesL;sR

�
= Pk (B) ; (8) k 2 f1; :::; ng :

A) Aproximare parametric¼a ce conserv¼a intervalul de expectanţ¼a
Pentru sL > 0, sR > 0 �xate, consider¼am problema

min
B2F sL;sR (R)

d (A;B) ; (3.3)

EI (A) = EI (B) ;

unde A 2 F (R) este �xat, A� = [AL (�) ; AU (�)] ; � 2 [0; 1]. Am putea încerca s¼a rezolv¼am aceast¼a
problem¼a folosind teorema Karush-Kuhn-Tucker dar metoda pare s¼a �e foarte complicat¼a pentru
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aceast¼a problem¼a. De aceea, propunem o alt¼a abordare care va implica existenţa şi unicitatea soluţiei.
Ţinând cont de discuţia precedent¼a şi Propozi̧tia 2.1.9, (3.3) este echivalent¼a cu

min
B2F sL;sR (R)

d
�
AesL;sR ; B

�
; (3.4)

EI
�
AesL;sR

�
= EI (B) ;

unde AesL;sR = [le; ue; xe; ye]sL;sR este aproximarea parametric¼a extins¼a de tipul (sL; sR) a lui A. Dup¼a
calcule simple (vezi din nou relaţiile (1.27) care caracterizeaz¼a muļtimea numerelor fuzzy parametrice
de tipul (sL; sR)) (3.4) este echivalent¼a cu (folosim (1.26) pentru a exprima d

�
AesL;sR ; B

�
)

min
l;u;x;y2R

�
(le � l)2 + (ue � u)2 + sL

(sL+2)(sL+1)
2 (xe � x)2 + sR

(sR+2)(sR+1)
2 (ye � y)2

�
; (3.5)

l = le; u = ue; x � 0; y � 0; l + sL
sL+1

x � u� sR
sR+1

y: (3.6)

Astfel, dac¼a (l0; u0; x0; y0) este o soluţie a problemei de mai sus atunci în mod necesar l0 = le, u0 = ue
şi (x0; y0) este o soluţie a problemei

min
x;y2R

�
sL

(sL+2)(sL+1)
2 (xe � x)2 + sR

(sR+2)(sR+1)
2 (ye � y)2

�
x � 0; y � 0; sL

sL+1
x+ sR

sR+1
y � ue � le;

care este o problem¼a de minim în R2. În cele ce urmeaz¼a demonstr¼am c¼a aceast¼a problem¼a are
(întotdeauna) soluţie unic¼a. Într-adev¼ar, problema se poate scrie în forma echivalent¼a

min
(x;y)2MA

�
sL

(sL+2)(sL+1)
2 (xe � x)2 + sR

(sR+2)(sR+1)
2 (ye � y)2

�
unde MA = f(x; y) 2 R2 : x � 0; y � 0; sL

sL+1
x + sR

sR+1
y � ue � leg: Dar din moment ce ue � le � 0

se observ¼a uşor c¼a MA este nevid¼a. Mai mult, se veri�c¼a uşor c¼a MA este o submuļtime convex¼a şi
închis¼a în R2: Apoi, s¼a de�nim pe R2 produsul scalar h�; �i : R2 � R2 ! R,

h(x1; y1); (x2; y2)i = sL
(sL+2)(sL+1)

2x1x2 +
sR

(sR+2)(sR+1)
2 y1y2:

Acest produs scalar genereaz¼a metrica D : R2 � R2 ! R, dat¼a prin

D2((x1; y1); (x2; y2)) =
sL

(sL+2)(sL+1)
2 (x1 � x2)2 + sR

(sR+2)(sR+1)
2 (y1 � y2)2 :

Deoarece aceast¼a metric¼a este de tip Euclidian (se demonstreaz¼a cu uşurinţ¼a c¼a D este echivalent¼a cu
metrica Euclidian¼a pe R2); rezult¼a c¼a

�
R2; D

�
este un spaţiu Hilbert. Pe scurt, problema de minim

este echivalent¼a cu
min

(x;y)2MA

D((x; y); (xe; ye));

şi reamintind c¼aMA este o submuļtime nevid¼a convex¼a şi închis¼a în R2; din analiza convex¼a elementar¼a
rezult¼a c¼a aceast¼a problem¼a are o soluţie unic¼a (x0; y0) reprezentând proieçtia ortogonal¼a a lui (xe; ye)
pe muļtimea MA în raport cu metrica D: În concluzie obţinem urm¼atoarea teorem¼a de existenţ¼a şi
unicitate a aproxim¼arii parametrice care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a.

Teorema 3.4.1 Fie sL > 0 şi sR > 0 arbitrar �xate: Atunci pentru orice num¼ar fuzzy A exist¼a un unic
num¼ar fuzzy parametric de tipul (sL; sR) notat cu 	

sL;sR
EI (A), astfel încât EI(A) = EI(	sL;sREI (A)) şi
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care satisface proprietatea c¼a dac¼a B este un num¼ar fuzzy parametric de tipul (sL; sR) cu proprietatea
c¼a EI(A) = EI(B), atunci d(A;	sL;sREI (A)) � d(A;B): Astfel, 	sL;sREI (A) este cel mai apropiat num¼ar
fuzzy parametric de tipul (sL; sR) de A în raport cu metrica d care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a
al lui A:

Operatorul 	sL;sREI : F (R)!F sL;sR(R) se va numi operator de aproximare parametric¼a (de tipul
(sL; sR)) ce conserv¼a intervalul de expectanţ¼a.
B) Aproximare parametric¼a ce conserv¼a valoarea şi ambiguitatea
Consider¼am problema

min
B2F s;s(R)

d (A;B) ;

V alS (A) = V alS (B) ; AmbS (A) = AmbS (B) ; (3.7)

unde A 2 F (R) este �xat, A� = [AL (�) ; AU (�)] ; � 2 [0; 1] iar funçtia de reducere S este dat¼a prin
S (�) = 1 � (1� �)1=s ; s > 0. Ţinând cont de discuţia de la începutul acestei seçtiuni precum şi de
Propozi̧tia 2.1.9, problema de minim este echivalent¼a cu

min
B2F s;s(R)

d
�
Aes;s; B

�
;

V alS
�
Aes;s

�
= V alS (B) ; AmbS

�
Aes;s

�
= AmbS (B) ; (3.8)

unde Aes;s = [le; ue; xe; ye]s;s este aproximarea parametric¼a extins¼a de tipul (s; s) a lui A. Dup¼a calcule
simple, (3.8) devine o problem¼a de minim în R4,

min
l;u;x;y2R

�
(le � l)2 + (ue � u)2 + s

(s+2)(s+1)2

�
(xe � x)2 + (ye � y)2

��
; (3.9)

u+ l +
s

(1 + s) (2 + s)
(x� y) = ue + le +

s

(1 + s) (2 + s)
(xe � ye) ; (3.10)

u� l � s

(1 + s) (2 + s)
(x+ y) = ue � le �

s

(1 + s) (2 + s)
(xe + ye) ; (3.11)

x � 0; y � 0; l + s

s+ 1
x � u� s

s+ 1
y: (3.12)

Condi̧tiile (3.10) şi (3.11) implic¼a u � ue = s
(1+s)(2+s) (y � ye) şi l � le =

s
(1+s)(2+s) (xe � x) ; astfel,

dac¼a (l0; u0; x0; y0) este o soluţie a problemei (3.9)-(3.12) atunci în mod necesar (x0; y0) este o soluţie
a problemei

min
x;y2R

�
(xe � x)2 + (ye � y)2

�
;

x � 0; y � 0; x+ y � 2 + s

s
(ue � le)�

1

1 + s
(xe + ye) ;

ce reprezint¼a o problem¼a de minim în R2 în raport cu metrica Euclidian¼a din R2. Se demonstreaz¼a
uşor c¼a aceast¼a problem¼a are soluţie unic¼a. În primul rând, dup¼a unele calcule elementare (vezi şi
ecuaţiile (2.1)-(2.3)) obţinem

2 + s

s
(ue � le)�

1

1 + s
(xe + ye)

=
(2 + s)(1 + s)

s

1Z
0

(AU (�)�AL(�)) (1� (1� �)1=s)d� � 0 (3.13)
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şi de aici rezult¼a c¼a de fapt avem o problem¼a de minimizare a distanţei Euclidiene în raport cu o
muļtime nevid¼a convex¼a şi închis¼a ceea ce înseamn¼a c¼a soluţia este proieçtia ortogonal¼a a lui (xe; ye)
pe aceast¼a muļtime.
Când s = 1 soluţia problemei de mai sus reprezint¼a aproximarea trapezoidal¼a care conserv¼a val-

oarea şi ambiguitatea. Concluzionând, obţinem urm¼atorul rezultat de existenţ¼a şi unicitate.

Teorema 3.4.2 S¼a consider¼am funcţia de reducere S, S (�) = 1 � (1� �)1=s ; s > 0: Atunci pentru
oricare A 2 F (R) exist¼a un unic num¼ar fuzzy parametric de tipul (s; s) notat cu 	sAV (A), care veri�c¼a
AmbS(A) = AmbS(	

s
AV (A)); V alS(A) = V alS(	

s
AV (A)) şi dac¼a B este un num¼ar fuzzy parametric

de tipul (s; s) ce veri�c¼a AmbS(A) = AmbS(B); V alS(A) = V alS(B); atunci avem d(A;	sAV (A)) �
d(A;B): Deci, 	sAV (A) este aproximarea parametric¼a de tipul (s; s) a lui A în raport cu metrica d ce
conserv¼a valoarea şi ambiguitatea lui A în raport cu funcţia de reducere S.

Operatorul 	sAV : F (R)!F sL;sR(R) se va numi operator parametric (de tipul (s; s)) de aproximare
care conserv¼a valoarea şi ambiguitatea în raport cu funçtia de reducere S.

3.5 Aproxim¼ari trapezoidale cu conservarea intervalului de
expectaņt¼a

Folosind cazul general al aproxim¼arii parametrice vom deduce problema de minim a c¼arei soluţia ne va
da soluţia problemei aproxim¼arii trapezoidale cu conservarea intervalului de expectanţ¼a (vezi şi [83]).
În aceast¼a seçtiune, pentru un num¼ar fuzzy A �xat, suntem interesaţi în g¼asirea unui num¼ar fuzzy

trapezoidal notat cu TEI(A) cu proprietatea c¼a dac¼a T este un num¼ar fuzzy trapezoidal astfel încât
EI(A) = EI(T ) atunci d(A; TEI(A) � d(A; T ) unde ca de obicei d reprezint¼a distanţa Euclidian¼a între
numere fuzzy. Din Teorema 3.4.1 considerând acolo sL = sR = 1, ştim c¼a aproximarea trapezoidal¼a
care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a întotdeauna exist¼a şi este unic¼a. Astfel, putem de�ni operatorul
TEI : F (R)!FT (R), care se va numi operatorul de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a intervalul
de expectanţ¼a. Mai întâi s¼a observ¼am c¼a [l; u; x; y]1;1 = [l; u; x; y] ori de câte ori cvadruplul (l; u; x; y)
reprezint¼a un num¼ar fuzzy trapezoidal din moment ce formulele (1.23)-(1.24) devin formulele (1.12)
atunci când sL = sR = 1: Similar, observ¼am c¼a în acest caz particular coordonatele lui Ae1;1 coincid
cu coordonatele lui Te(A) pentru �ecare num¼ar fuzzy A. Reamintim c¼a Te(A) reprezint¼a aproximarea
trapezoidal¼a extins¼a a lui A , aproximare ce se poate calcula folosind formulele (2.4)-(2.5): Astfel, din
problema de minim care d¼a soluţia aproxim¼arii parametrice care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a
obţinem cu uşurinţ¼a problema de minim care d¼a soluţia aproxim¼arii trapezoidale ce conserv¼a intervalul
de expectanţ¼a. Asta înseamn¼a c¼a urmând paşii f¼acuţi în cazul aproxim¼arii parametrice vom obţine
soluţia în cazul aproxim¼arii trapezoidale. În aceste condi̧tii �e A un num¼ar fuzzy oarecare şi s¼a not¼am
cu TEI(A) = [l0; u0; x0; y0] aproximarea sa trapezoidal¼a care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a. Din
relaţiile (3.5)-(3.6) (pentru sL = sR = 1) rezult¼a c¼a (l0; u0; x0; y0) este soluţia problemei de minim

min
l;u;x;y2R

�
(le � l)2 + (ue � u)2 + 1

12 (xe � x)
2
+ 1

12 (ye � y)
2
�
;

l = le; u = ue; x � 0; y � 0; l + 1
2x � u�

1
2y:

Obţinem imediat dou¼a componente ale lui TEI(A), l0 = le şi u0 = ue: Celelalte dou¼a componente
reprezint¼a soluţia problemei de minim

min
l;u;x;y2R

(xe � x)2 + (ye � y)2 ;

x � 0; y � 0; x+ y � 2ue � 2le:
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Rezult¼a uşor c¼a perechea (x0; y0) este proieçtia ortogonal¼a a lui (xe; ye) pe muļtimea nevid¼a, convex¼a
şi închis¼a MA, în raport cu metrica Euclidian¼a din R2 notat¼a cu dE (vezi Fig. 3.1), unde

MA = f(x; y) 2 R2 : x � 0; y � 0; x+ y � 2ue � 2leg: (3.14)

În consecinţ¼a putem scrie
(x0; y0) = PMA

(xe; ye): (3.15)

Fig. 3.1

Obţinem un algoritm (în concordanţ¼a cu (i) ; (ii) ; (iii) şi (iv) din Fig. 3.1) în 4 paşi dup¼a cum
urmeaz¼a.

Teorema 3.5.1 ([83], Teorema 4.2.) Fie num¼arul fuzzy A; A� = [AL (�) ; AU (�)]; � 2 [0; 1], Te(A) =
[le; ue; xe; ye], aproximarea trapezoidal¼a extins¼a a lui A şi �e TEI(A) = [l0;u0; x0; y0], aproximarea
trapezoidal¼a (în raport cu metrica d) a lui A care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a:
(i) Dac¼a xe + ye � 2ue + 2le � 0; atunci

l0 = le; u0 = ue; x0 = xe; y0 = ye:

(ii) Dac¼a xe � ye � 2ue + 2le � 0; atunci

l0 = le; u0 = ue; x0 = 2ue � 2le; y0 = 0:

(iii) Dac¼a xe � ye + 2ue � 2le � 0; atunci

l0 = le; u0 = ue; x0 = 0; y0 = 2ue � 2le:
(iv) Dac¼a

xe + ye � 2ue + 2le � 0; (3.16)

xe � ye � 2ue + 2le � 0; (3.17)

xe � ye + 2ue � 2le � 0; (3.18)

atunci

l0 = le; u0 = ue; (3.19)

x0 = �le + ue +
1

2
xe �

1

2
ye; (3.20)

y0 = �le + ue �
1

2
xe +

1

2
ye: (3.21)
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În teorema de mai sus cazurile nu sunt distincte cum apar ele în articolul lui Yeh deoarece folosind
inegalit¼aţile nestricte de mai sus vom putea demonstra continuitatea Lipschitz a operatorului TEI .
Acum, folosind ecuaţiile (1.15)-(1.16) şi (2.4)-(2.5), putem scrie teorema de mai sus folosind no-

taţiile clasice pentru numere fuzzy trapezoidale, rezultat ce se g¼aseşte în Teorema 7 din articolul
[13].

3.6 Aproxim¼ari trapezoidale care conserv¼a ambiguitatea şi val-
oarea

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [17].
În aceast¼a seçtiune, pentru un num¼ar fuzzy A suntem interesaţi în g¼asirea unui num¼ar fuzzy

trapezoidal notat cu TAV (A) cu proprietatea c¼a dac¼a T este un num¼ar fuzzy trapezoidal ce satisface
V al(A) = V al(T ) şi Amb(A) = Amb(T ), atunci d(A; TAV (A) � d(A; T ): Din Teorema 3.4.2, luând
acolo s = 1, ştim c¼a aproximarea trapezoidal¼a care conserv¼a valoarea şi ambiguitatea întotdeauna
exist¼a şi este unic¼a. Astfel putem de�ni operatorul TAV : F (R)!FT (R) care se va numi operatorul
de aproximare trapezoidal¼a ce conserv¼a ambiguitatea şi valoarea. S¼a alegem acum un num¼ar fuzzy
A oarecare şi s¼a not¼am cu TAV (A) = [l0; u0; x0; y0] aproximarea sa trapezoidal¼a care conserv¼a am-
biguitatea şi valoarea. Din relaţiile (3.9)-(3.12) (pentru s = 1) rezult¼a c¼a (l0; u0; x0; y0) este soluţia
problemei de minim

min
l;u;x;y2R

�
(le � l)2 + (ue � u)2 + 1

12

�
(xe � x)2 + (ye � y)2

��
;

u+ l +
1

6
(x� y) = ue + le +

1

6
(xe � ye) ;

u� l � 1
6
(x+ y) = ue � le �

1

6
(xe + ye) ;

x � 0; y � 0; l + 1
2
x � u� 1

2
y:

Ca şi în cazul aproxim¼arii cu conservarea intervalului de expectanţ¼a, putem substitui dou¼a com-
ponente ale soluţiei,

l0 = �
1

6
(x0 � xe) + le (3.22)

şi

u0 =
1

6
(y0 � ye) + ue: (3.23)

De aceea, este su�cient s¼a g¼asim problema de minim care d¼a soluţia (x0; y0): Substituind l şi u în
problema precedent¼a, dup¼a calcule simple obţinem c¼a (x0; y0) este soluţia problemei de minim

min
�
(x� xe)2 + (y � ye)2

�
; (3.24)

cu restriçtiile

x > 0; y > 0; x+ y 6 3ue � 3le �
1

2
xe �

1

2
ye:

Deja ştim din relaţia (3.13) luând acolo s = 1, c¼a muļtimea MA = f(x; y) 2 R2 : x � 0; y � 0; x+ y 6
3ue � 3le � 1

2xe �
1
2yeg, este o submuļtime nevid¼a, convex¼a şi închis¼a a lui R

2 ceea ce implic¼a faptul
c¼a (x0; y0) este proieçtia ortogonal¼a a lui (xe; ye) pe MA:
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Deoarece xe � 0 şi ye � 0, urm¼atoarele cazuri (în concordanţ¼a cu (i) ; (ii) ; (iii) şi (iv) din Fig. 3.1
cu modi�carea c¼a baza triunghiului intersecteaz¼a axele de coordonate în (3ue � 3le � 1

2xe �
1
2ye; 0) şi

respectiv (0; 3ue� 3le� 1
2xe�

1
2ye) ) sunt posibile pentru a determina (x0; y0), reprezentând proieçtia

ortogonal¼a a lui (xe; ye) pe MA.
(i) (xe; ye) 2MA, ceea ce este echivalent cu xe + ye 6 3ue � 3le � 1

2xe �
1
2ye.

Inegalitatea este echivalent¼a cu xe + ye 6 2 (ue � le) şi obţinem PMA
(xe; ye) = (xe; ye), adic¼a

x0 = xe; y0 = ye:

(ii) 32xe �
1
2ye � 3ue + 3le > 0.

Atunci PMA
(xe; ye) =

�
3ue � 3le � 1

2xe �
1
2ye; 0

�
, adic¼a

x0 = 3ue � 3le �
1

2
xe �

1

2
ye; y0 = 0:

(iii) 12xe �
3
2ye + 3ue � 3le < 0.

Atunci PMA
(xe; ye) =

�
0; 3ue � 3le � 1

2xe �
1
2ye
�
, adic¼a

x0 = 0; y0 = 3ue � 3le �
1

2
xe �

1

2
ye:

(iv) (xe; ye) nu este în cazurile (i)� (iii), ceea ce este echivalent cu

xe + ye > 2 (ue � le) ;
3

2
xe �

1

2
ye � 3ue + 3le � 0;

1

2
xe �

3

2
ye + 3ue � 3le � 0:

Atunci (x0; y0) este proieçtia ortogonal¼a a lui (xe; ye) pe dreapta x + y = 3ue � 3le � 1
2xe �

1
2ye,

şi obţinem

x0 =
3

2
ue �

3

2
le +

1

4
xe �

3

4
ye;

y0 =
3

2
ue �

3

2
le �

3

4
xe +

1

4
ye:

Este uşor de veri�cat c¼a în cazurile de mai sus putem lua inegalit¼aţi nestricte (se observ¼a uşor folosind
interpretarea geometric¼a din Fig. 3.1). Apoi, folosind relaţiile (3.22)-(3.23) şi ecuaţiile (1.15)-(1.16) şi
(2.4)-(2.5), obţinem uşor (vezi [17], Corolarul 8) algoritmii de calcul ai aproxim¼arii folosind notaţiile
standard pentru numere fuzzy trapezoidale.

3.7 Aproxim¼ari trapezoidale care conserv¼a ambiguitatea

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [22].
În aceast¼a seçtiune vom demonstra c¼a pentru orice num¼ar fuzzy A exist¼a un unic num¼ar fuzzy

trapezoidal TAmb(A) astfel încât Amb(A) = Amb(TAmb(A)) şi care este cel mai apropiat de A în ra-
port cu metrica d dintre toate numerele fuzzy trapezoidale care au aceeaşi ambiguitate ca şi A. Asta
înseamn¼a c¼a putem de�ni operatorul TAmb : F (R)!FT (R) care se va numi de acum înainte opera-
torul de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a ambiguitatea. Din Corolarul 2.1.3 şi din Propozi̧tia
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2.1.9 (cazul s = 1) rezult¼a c¼a problema determin¼arii aproxim¼arii trapezoidale a lui A care conserv¼a
ambiguitatea este echivalent¼a cu problema determin¼arii unui num¼ar fuzzy trapezoidal TAmb(A) astfel
încât Amb(TAmb(A)) = Amb(Te(A)) şi d(TAmb(A); Te(A)) � d(T; Te(A)) pentru �ecare T 2 FT (R)
ce satisface Amb(T ) = Amb(Te(A)): De aceea, TAmb(A) = [l0; u0; x0; y0]; este o soluţie a problemei în
discuţie dac¼a şi numai dac¼a cvadruplul (l0; u0; x0; y0) 2 R4 este o soluţie a problemei de minim

min

�
(l � le)2 + (u� ue)2 +

1

12
(x� xe)2 +

1

12
(y � ye)2

�
; (3.25)

cu restriçtiile

x � 0; y � 0; x+ y � 2(u� l); (3.26)

6u� 6l � x� y = 6ue � 6le � xe � ye: (3.27)

Condi̧tia (3.27) implic¼a

u� l = ue � le +
1

6
(x+ y)� 1

6
(xe + ye)

şi

l � le = u� ue �
1

6
(x� xe)�

1

6
(y � ye) ; (3.28)

astfel c¼a problema (3.25)-(3.27) devine

minF (l; u; x; y) ;

unde

F (l; u; x; y) = 2(u� ue)2 +
1

9
(x� xe)2 +

1

9
(y � ye)2 �

1

3
(u� ue) (x� xe)

�1
3
(u� ue) (y � ye) +

1

18
(x� xe) (y � ye)

cu restriçtiile
x � 0; y � 0; 2x+ 2y � 6ue � 6le � xe � ye: (3.29)

Dup¼a calcule elementare obţinem

F (l; u; x; y) = 2

�
u� ue �

1

12
(x� xe + y � ye)

�2
+
7

72

�
(x� xe)2 + (y � ye)2

�
+
1

36
(x� xe) (y � ye) :

Deoarece condi̧tiile (3.29) sunt independente de u şi ţinând cont de (3.28), rezult¼a c¼a TAmb(A) =
[l0; u0; x0; y0] este aproximarea trapezoidal¼a a lui A ce conserv¼a ambiguitatea dac¼a şi numai dac¼a

u0 = ue +
1

12
(x0 � xe + y0 � ye) ; (3.30)

l0 = le �
1

12
(x0 � xe + y0 � ye) (3.31)

şi (x0; y0) este o soluţie a problemei de minim

min
�
(7(x� xe)2 + 7(y � ye)2 + 2(x� xe)(y � ye)

�
; (3.32)

x � 0; y � 0; 2x+ 2y � 6ue � 6le � xe � ye: (3.33)
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Fie

MA = f(x; y) 2 R2 : x � 0; y � 0; 2x+ 2y � 6ue � 6le � xe � yeg

şi �e dE metrica Euclidian¼a din R2.
Elementul cheie în demonstrarea urm¼atoarei teoreme ce rezolv¼a problema de mai sus este muļtimea

MA ce reprezint¼a suprafaţa triunghiului cu vârfurile (0; 0), (3ue � 3le � 1=2xe � 1=2ye; 0) şi (0; 3ue �
3le � 1=2xe � 1=2ye) (vezi din nou Fig. 3.1 cu modi�carea c¼a baza triunghiului intersecteaz¼a axele de
coordonate în (3ue � 3le � 1

2xe �
1
2ye; 0) şi respectiv (0; 3ue � 3le �

1
2xe �

1
2ye) ). Rezultatul de baz¼a

în obţinerea algoritmilor de calcul ai aproxim¼arii trapezoidale care conserv¼a ambiguitatea const¼a în
urm¼atoarea teorem¼a.

Teorema 3.7.1 ([22], Teorema 9) Problema (3.32)-(3.33) are soluţia unic¼a (x0; y0), unde (x0; y0) =
PMA

(xe; ye) iar PM (a; b) reprezint¼a proiecţia ortogonal¼a a lui (a; b) 2 R2 pe mulţimea nevid¼aM � R2,
în raport cu metrica Euclidian¼a dE pe R2.

Teorema 3.7.1, împreun¼a cu (3.30) şi (3.31), ne dau urm¼atoarea metod¼a pentru a calcula TAmb(A) =
[l0; u0; x0; y0], aproximarea trapezoidal¼a a lui A care conserv¼a ambiguitatea (vezi Fig. 3.1 ţinând cont
de modi�carea menţionat¼a mai sus).
(i) (xe; ye) 2MA, ceea ce este echivalent cu �2le + 2ue � xe � ye � 0: Atunci

x0 = xe; y0 = ye; l0 = le; u0 = ue:

Dac¼a (xe; ye) =2MA atunci urm¼atoarele situaţii sunt posibile.
(ii) Dac¼a 6le � 6ue + 3xe � ye � 0; atunci

x0 = �3le + 3ue �
1

2
xe �

1

2
ye; y0 = 0; (3.34)

u0 = �1
4
le +

5

4
ue �

1

8
xe �

1

8
ye; (3.35)

l0 =
5

4
le �

1

4
ue +

1

8
xe +

1

8
ye: (3.36)

(iii) Dac¼a �6le + 6ue + xe � 3ye � 0; atunci

x0 = 0; y0 = �3le + 3ue �
1

2
xe �

1

2
ye;

u0 = �1
4
le +

5

4
ue �

1

8
xe �

1

8
ye;

l0 =
5

4
le �

1

4
ue +

1

8
xe +

1

8
ye:

(iv) Dac¼a

�2le + 2ue � xe � ye � 0;

6le � 6ue + 3xe � ye � 0;

�6le + 6ue + xe � 3ye � 0;
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atunci

x0 = �3
2
le +

3

2
ue +

1

4
xe �

3

4
ye;

y0 = �3
2
le +

3

2
ue �

3

4
xe +

1

4
ye;

u0 = �1
4
le +

5

4
ue �

1

8
xe �

1

8
ye;

l0 =
5

4
le �

1

4
ue +

1

8
xe +

1

8
ye:

Ţinând cont de (1.15)-(1.16) şi (2.4)-(2.5), ca şi în cazul operatorilor din seçtiunile precedente,
putem calcula cu uşurinţ¼a TAmb(A) = (t1; t2; t3; t4) folosind notaţiiile standard pentru numerele fuzzy
trapezoidale.

3.8 Aproxim¼ari trapezoidale care conserv¼a intervalul de ex-
pectaņt¼a ponderat

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [28].
În seçtiunile precedente am discutat diferite tipuri de aproxim¼ari trapezoidale în raport cu metrica

Euclidian¼a d. În aceast¼a seçtiune vom demonstra c¼a pentru un num¼ar fuzzy A oarecare exist¼a un unic
num¼ar fuzzy trapezoidal notat cu TEI;�(A) care este cel mai apropiat de A în raport cu o metric¼a
ponderat¼a d�; � = (�L; �U ), dintre acelea care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a ponderat al lui A.
Reamintim, intervalul de expectanţ¼a ponderat al lui A este (vezi De�ni̧tia 1.12.1)

EI�(A) =

241
a

1Z
0

AL(�)�L(�)d�;
1

b

1Z
0

AU (�)�U (�)d�

35 ;

unde a =

1Z
0

�L(�)d�; b =

1Z
0

�U (�)d�:

Dac¼a Te;�(A) = [le; ue; xe; ye]� (folosim reprezentarea dat¼a în (1.21)) este aproximarea extins¼a
ponderat¼a a lui A, unde le; ue; xe; ye sunt date în (2.9)-(2.10) (vezi şi formulele (1.18)-(1.20) ) atunci
dup¼a calcule simple obţinem EIw(A) = EIw(Te;�(A)) = [le; ue]:
Acum ţinând cont de Teorema 2.1.6 precum şi de inegalitatea de mai sus, problema determin¼arii

celui mai apropiat (în raport cu metrica d�) num¼ar fuzzy trapezoidal faţ¼a de num¼arul fuzzy A dintre
cele cu acelaşi interval de expectanţ¼a ponderat ca şi A, este echivalent¼a cu problema

min d� (Te;� (A) ; [l; u; x; y]) ;

cu restriçtiile

EIw(Te(A)) = EI
w ([l; u; x; y]) ;

x � 0; y � 0; x+ y � 2 (u� l) :
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Dup¼a calcule simple problema de mai sus devine

a

�
le � l � x

�
!L �

1

2

��2
+ b

�
ue � u+ y

�
!U �

1

2

��2
+ c (xe � x)2 + d(ye � y)2 ! min;

cu restriçtiile

le = l + x

�
!L �

1

2

�
; ue = u� y

�
!U �

1

2

�
;

x � 0; y � 0; x+ y � 2 (u� l) :

Aceast¼a problem¼a este echivalent¼a cu

c (xe � x)2 + d (ye � y)2 ! min;

x � 0; y � 0; x (1� !L) + y (1� !U ) � ue � le (3.37)

şi

l = le � x
�
!L �

1

2

�
; u = ue + y

�
!U �

1

2

�
: (3.38)

Problema (3.37) are soluţie unic¼a. Într-adev¼ar, s¼a consider¼am produsul scalar (este important aici
c¼a c > 0 şi d > 0 ) h�; �i din R2 de�nit prin h(x1; y1) ; (x2; y2)i = cx1x2+dy1y2: Dac¼a (x1; y1) ; (x2; y2) 2
R2 atunci

D2 ((x1; y1) ; (x2; y2)) = h(x1 � x2; y1 � y2) ; (x1 � x2; y1 � y2)i = c (x1 � x2)2 + d (y1 � y2)2 ;

determin¼a o distanţ¼a pe R2, astfel
�
R2; h�; �i

�
este un spaţiu Hilbert. Fie acum muļtimea


 =
�
(x; y) 2 R2 : x � 0; y � 0; x (1� !L) + y (1� !U ) � ue � le

	
:

Deoarece 
 este o submuļtime convex¼a şi închis¼a a lui R2, rezult¼a c¼a problema (3.37) are soluţie unic¼a,
şi anume proieçtia lui (xe; ye) 2 R2 pe 
 în raport cu D. Obţinem imediat urm¼atorul rezultat central
al acestei seçtiuni care se g¼aseşte şi în [28], dar nu sub forma unei teoreme.

Teorema 3.8.1 Pentru �ecare num¼ar fuzzy A exist¼a un unic num¼ar fuzzy trapezoidal TEI;�(A), care
este cel mai apropiat de A în raport cu metrica d�, dintre toate numerele fuzzy trapezoidale cu acelaşi
interval de expectanţ¼a ponderat ca şi A.

3.9 Aproxim¼ari trapezoidale ponderate care conserv¼a nucleul
unui num¼ar fuzzy

Nucleul unui num¼ar fuzzy reprezint¼a una dintre cele mai importante caracteristici ale sale. Toate
operaţiile algebrice între numere fuzzy devin operaţii algebrice obi̧snuite în raport cu nucleul num¼arului
fuzzy. De aceea este o idee bun¼a s¼a g¼asim reprezent¼ari mai simple a numerelor fuzzy astfel încât
nucleul s¼a �e conservat. Urm¼atorul algoritm pentru a calcula aproxim¼arile trapezoidale ponderate
care conserv¼a nucleul, a fost propus în lucrarea [6]. În lucrarea menţionat¼a, autorii folosesc o pondere

f : [0; 1] ! R unde f este pozitiv¼a, cresc¼atoare şi în plus
1Z
0

f(�)d� = 1=2. Totuşi, demonstraţiile

din lucrarea [6] nu folosesc aceste presupuneri suplimentare şi de aceea în aceast¼a seçtiune consider¼am
ponderi arbitrare ce trebuie doar s¼a �e strict pozitive pe (0; 1) şi integrabile pe [0; 1].
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Teorema 3.9.1 ([6], formulele (3.15)) Fie num¼arul fuzzy A;A� = [AL (�) ; AU (�)] ; � 2 [0; 1] ; şi �e

Tc;df;f (A) = (t1 (A) ; t2 (A) ; t3 (A) ; t4 (A)) = (t1; t2; t3; t4) ;

aproximarea sa trapezoidal¼a ponderat¼a (în raport cu metrica df;f unde df;f înseamn¼a metrica ponderat¼a
de tip L2, d�, cu � = (f; f)) care conserv¼a nucleul. Atunci avem

t1 =

�
1Z
0

(�� 1)AL(�)f(�)d�+AL(1)
1Z
0

�(�� 1)f(�)d�

1Z
0

(�� 1)2f(�)d�

;

t2 = AL(1); t3 = AU (1); (3.39)

t4 =

�
1Z
0

(�� 1)AU (�)f(�)d�+AU (1)
1Z
0

�(�� 1)f(�)d�

1Z
0

(�� 1)2f(�)d�

:

Când f(�) = 1 pentru �ecare � 2 [0; 1], obţinem aproximarea trapezoidal¼a care conserv¼a nucleul
în raport cu metrica Euclidian¼a d.

Corolarul 3.9.2 ([6], formulele (3.17)) Fie A;A� = [AL (�) ; AU (�)] ; � 2 [0; 1] ; un num¼ar fuzzy şi
�e

Tc;d (A) = (t1 (A) ; t2 (A) ; t3 (A) ; t4 (A)) = (t1; t2; t3; t4) ;

aproximarea sa trapezoidal¼a care conserv¼a nucleul în raport cu metrica Euclidian¼a d. Atunci

t1 = �3
Z 1

0

(�� 1)AL(�)d��
1

2
AL(1);

t2 = AL(1); t3 = AU (1); (3.40)

t4 = �3
Z 1

0

(�� 1)AU (�)d��
1

2
AU (1):

În comparaţie cu operatorii din seçtiunile precedente observ¼am c¼a în cazul de faţ¼a avem o formul¼a
precis¼a. Apoi, prin calcule simple se veri�c¼a faptul c¼a Tc;df;f este liniar în raport cu adunarea şi
înmuļtirea cu scalari a numerelor fuzzy. Astfel, pentru orice pondere f avem Tc;df;f (�1A+ �2B) =
�1Tc;df;f (A) + �2Tc;df;f (B), pentru �ecare �1; �2 2 R şi A;B 2 F (R). Pe de alt¼a parte orice num¼ar
fuzzy care nu este unimodal (vezi seçtiunea 4.7 din capitolul urm¼ator) este punct de discontinuitate
pentru aceşti operatori. Acest comportament nu este natural deoarece un operator de aproximare ar
trebui s¼a �e continuu. Dac¼a num¼arul fuzzy A este aproape de num¼arul fuzzy B atunci şi aproxim¼arile
lor ar trebui s¼a �e aproape una de alta.
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3.10 Calculul aproxim¼arilor trapezoidale

Folosind algoritmii din seçtiunile precedente putem calcula diferite tipuri de aproxim¼ari trapezoidale.
În continuare prezent¼am câteva exemple simple. Începem cu operatorul TEI menţionând c¼a exemplele
sunt luate din lucrarea [13].

Exemplul 3.10.1 S¼a consider¼am num¼arul fuzzy A unde AL(�) = 2� � 2; AU (�) = 1 �
p
�; � 2

[0; 1]: Cazul (iv) din Teorema 3.5.1 se poate aplica pentru A: Aplicând algoritmul şi trecând apoi la
notaţiile standard obţinem TEI(A) =

�
� 59
30 ;�

1
30 ;�

1
30 ;

7
10

�
: S¼a consider¼am acum numerele fuzzy de tip

Bodjanova B = (1; 2; 3; 30)2 şi C = (1; 28; 29; 30)2 (vezi (1.4) pentru reprezentarea numerelor fuzzy
de tip Bodjanova). Dup¼a calcule simple rezult¼a c¼a pentru B este valabil cazul (iii) al Teoremei 3.5.1
iar pentru C este valabil cazul (ii) al Teoremei 3.5.1. Astfel, aplicând algoritmul obţinem TEI(B) =�
5
3 ;

5
3 ;

5
3 ;

67
3

�
şi TEI(C) =

�
26
3 ;

88
3 ;

88
3 ;

88
3

�
.

Continu¼am cu exemple pentru operatorul TAV care se g¼asesc în lucrarea [17].

Exemplul 3.10.2 S¼a consider¼am numerele fuzzy A şi B, unde AL(�) = 2��2; AU (�) = 1�
p
�; � 2

[0; 1]; şi BL(�) = 2��20; BU (�) = 1�
p
�; � 2 [0; 1]: Cazul (iv) din algoritmul de calcul al lui TAV (A)

este aplicabil pentru A şi cazul (i) al algoritmului este aplicabil pentru B. Astfel, aplicând algoritmul
obţinem TAV (A) =

�
� 29
30 ;�

1
30 ;�

1
30 ;

2
3

�
şi TAV (B) =

�
�20;�18;� 1

15 ;
11
15

�
:

Continu¼am cu exemple pentru operatorul TAmb care se g¼asesc în lucrarea [22].

Exemplul 3.10.3 S¼a consider¼am numerele fuzzy A şi B, unde A = (1; 2; 3; 4)2, B = (1; 2; 4; 35)2:
Cazul (i) din algoritmul de calcul al lui TAmb(A) este aplicabil pentru A şi obţinem TAmb(A) =�
19
15 ;

31
15 ;

44
15 ;

56
15

�
: Apoi, cazul (iv) din algoritmul de calcul al lui TAmb(B) este aplicabil pentru B şi

obţinem TAmb(B) =
�
7
5 ; 2; 2;

133
5

�
:



Capitolul 4

Propriet¼a̧ti ale operatorilor de
aproximare fuzzy

Calitatea unui operator de aproximare trapezoidal¼a, triunghiular¼a sau parametric¼a este important¼a
f¼ar¼a îndoial¼a. Din acest motiv Grzegorzewski şi Mrówka ([62]) au propus o list¼a de criterii pe care
un operator de aproximare trapezoidal¼a ar trebui s¼a le îndeplineasc¼a. Majoritatea acestor operatori
satisfac propriet¼aţi importante cum ar �: invarianţa faţ¼a de translaţii sau scalari, sau evident criteriul
identit¼aţii. O alt¼a proprietate important¼a care ar trebui s¼a �e satisf¼acut¼a de un operator de aproxi-
mare este continuitatea. Dac¼a num¼arul fuzzy A este apropiat de B atunci aştept¼am acelaşi lucru şi
de la aproxim¼arile lor. Yeh ([82], [84], [85]) a demonstrat c¼a operatorii de aproximare parametric¼a
f¼ar¼a restriçtii sunt neexpansivi. Ban şi Coroianu ([18]) au demonstrat c¼a operatorul de aproximare
trapezoidal¼a care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a este Lipschitz-continuu. Apoi, Coroianu ([40]) a
g¼asit cea mai bun¼a constant¼a Lipschitz a acestui operator. Recent, în lucrarea ([17]) s-a demonstrat c¼a
operatorul de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a valoarea şi ambiguitatea este Lipschitz-continuu
dar cea mai bun¼a constant¼a Lipschitz nu a fost g¼asit¼a deoarece nu s-a putut adapta metoda folosit¼a
în cazul operatorului de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a. De aceea
Coroianu a propus în lucrarea [41] o caracterizare a funçtiilor Lipschitz cu valori numere fuzzy, carac-
terizare care permite demonstrarea continuit¼aţii Lipschitz pentru astfel de funçtii şi ca aplicaţie, cea
mai bun¼a constant¼a Lipschitz a operatorului de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a ambiguitatea
şi valoarea a fost g¼asit¼a în cele din urm¼a.
În primele seçtiuni ale acestui capitol vom propune rezultate cantitative relativ la invarianţa faţ¼a

de translaţii respectiv scalari a operatorilor de aproximare fuzzy. În consecinţ¼a vom obţine c¼a majori-
tatea operatorilor de aproximare din capitolul precedent sunt invarianţi atât faţ¼a de translaţii cât şi
faţ¼a de scalari. Apoi vom studia continuitatea acestor operatori. Aşa cum am menţionat deja vom
determina cea mai bun¼a constant¼a Lipschitz în cazul operatorului de aproximare trapezoidal¼a care
conserv¼a intervalul de expectanţ¼a respectiv a operatorului de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a
valoarea şi ambiguitatea. Ca un rezultat negativ, vom demonstra c¼a orice operator fuzzy cu valori
numere fuzzy trapezoidale ce conserv¼a nucleul este discontinuu în raport cu orice metric¼a ponderat¼a
de tip L2 în orice num¼ar fuzzy care nu este unimodal. În consecinţ¼a orice operator de aproximare
trapezoidal¼a care conserv¼a nucleul este discontinuu în orice num¼ar fuzzy care nu este unimodal. To-
tuşi, dac¼a restrângem studiul continuit¼aţii la muļtimea numerelor fuzzy unimodale atunci operatorii
de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a nucleul sunt continui pe aceast¼a muļtime. Astfel obţinem o
caracterizare complet¼a a continuit¼aţii pentru aceşti operatori. În penultima seçtiune, din moment ce

45
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majoritatea operatorilor de aproximare studiaţi (cu excepţia operatorilor de aproximare trapezoidal¼a
care conserv¼a nucleul) nu sunt aditivi (vom da şi un rezultat general care implic¼a absenţa aditivit¼aţii),
vom g¼asi estim¼ari pentru defectul lor de aditivitate (în concordanţ¼a cu de�ni̧tia dat¼a în [29]) pentru
diferi̧ti operatori de aproximare fuzzy iar în cazul operatorului de aproximare trapezoidal¼a care con-
serv¼a intervalul de expectanţ¼a vom g¼asi cea mai bun¼a estimare posibil¼a. În ultima seçtiune a acestui
capitol, discut¼am despre aproximarea trapezoidal¼a în raport cu agregarea, un alt topic important al
zilelor noastre.
Acest capitol conţine contribuţii originale din lucr¼arile [17]-[19], [21]-[24], [26], [28], [40]-[41].

4.1 Rezultate generale de invariaņt¼a fa̧t¼a de transla̧tii şi scalari

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [26]. Totuşi, Teorema 4.1.1 este mai general¼a
faţ¼a de varianta din [26].
Un operator P : F (R)!F (R) se numeşte:

(i) invariant la translaţii dac¼a P (A+ z) = P (A) + z pentru �ecare A 2 F (R) şi z 2 R;
(ii) invariant faţ¼a de scalari dac¼a P (�A) = �P (A) pentru �ecare A 2 F (R) şi � 2 R.

O metric¼aD pe F (R) se numeşte invariant¼a la translaţii dac¼aD (A+ z;B + z) = D (A;B) ; pentru
�ecare A;B 2 F (R) ; z 2 R şi invariant¼a faţ¼a de scalari dac¼a D (� �A; � �B) = j�jD (A;B) ; pentru
�ecare A;B 2 F (R) ; � 2 Rr f0g :
Se poate veri�ca uşor c¼a orice metric¼a ponderat¼a de tipul L2, d� = (�L; �U ), de�nit¼a pe F (R) este

invariant¼a la translaţii iar dac¼a �L = �U , atunci d� este invariant¼a şi faţ¼a de scalari.
Urm¼atoarele 2 teoreme ne vor permite s¼a g¼asim clase largi de operatori de aproximare care sunt

invarianţi faţ¼a de translaţii sau scalari. Prima teorem¼a generalizeaz¼a Teorema 1 din [26].

Teorema 4.1.1 (vezi şi Teorema 1 din [26]) Fie D o metric¼a invariant¼a la translaţii de�nit¼a pe F (R)
şi �e Pk; k = 1; n, parametri asociaţi numerelor fuzzy astfel încât Pk (A+ z) = Pk (A) + fk(z); pentru
�ecare A 2 F (R), k = 1; n şi z 2 R, unde, fk, k = 1; n, sunt funcţii reale de variabil¼a real¼a. Dac¼a

 � F (R) veri�c¼a z + 
 = 
;8z 2 R şi ! (A) 2 
 este cel mai apropiat (din mulţimea 
) num¼ar
fuzzy de A 2 F (R) (în raport cu D) care conserv¼a Pk; k 2 f1; :::; ng, adic¼a Pk (! (A)) = Pk (A) ;8k 2
f1; :::; ng ; atunci ! (A) + z 2 
 este cel mai apropiat (din mulţimea 
) num¼ar fuzzy de A + z (în
raport cu metrica D) care conserv¼a Pk; k = 1; n, adic¼a Pk (!(A) + z) = Pk (A+ z) ;8k 2 f1; :::; ng :

S¼a menţion¼am c¼a în Teorema 1 din [26] se consider¼a doar cazul particular în care �ecare funçtie
fk este �e funçtia nul¼a �e funçtia identitate.

Teorema 4.1.2 ([26], Teorema 4 ) Fie D o metric¼a invariant¼a faţ¼a de scalari de�nit¼a pe F (R) şi
�e Pk; k = 1; n, parametri asociaţi numerelor fuzzy astfel încât Pk (� �A) = �Pk (A) ; pentru �ecare
A 2 F (R) şi � 2 R sau Pk (� �A) = j�jPk (A), pentru �ecare A 2 F (R) şi � 2 R. Dac¼a 
 � F (R)
veri�c¼a � � 
 � 
;8� 2 R şi ! (A) 2 
 este cel mai apropiat (din mulţimea 
) num¼ar fuzzy de
A 2 F (R) (în raport cu D) care conserv¼a Pk; k 2 f1; :::; ng, adic¼a Pk (! (A)) = Pk (A) ;8k 2 f1; :::; ng ;
atunci � �! (A) 2 
 este cel mai apropiat (din mulţimea 
) num¼ar fuzzy de � �A (în raport cu metrica
D) care conserv¼a Pk; k = 1; n, adic¼a Pk (! (� �A)) = Pk (� �A) ;8k 2 f1; :::; ng :

Observa̧tia 4.1.3 Ipoteza � � 
 � 
;8� 2 R în Teorema 4.1.2 precum şi ipoteza z + 
 = 
;8z 2 R
în Teorema 4.1.1 sunt importante. Într-adev¼ar, dac¼a sL; sR > 0; sL 6= sR şi 
 = F sL;sR(R), atunci
� � 
  
 când � < 0. Operatorul ! : F (R) ! 
, unde ! (A) este cea mai bun¼a aproximare a lui
A relativ la mulţimea 
 în raport cu metrica Euclidian¼a d, nu este invariant la scalari (vezi [14],
Teorema 12, (iii)) chiar dac¼a toate celelalte ipoteze ale Teoremei 4.1.2 sunt satisf¼acute.
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4.2 Clase de operatori invariaņti fa̧t¼a de transla̧tii/scalari

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [26].
Cele dou¼a teoreme din seçtiunea precedent¼a sunt generale deoarece ne permit s¼a g¼asim multe

exemple de operatori invarianţi faţ¼a de translaţii sau scalari. Aceste exemple includ aproape toţi
operatorii din capitolul 3 şi în plus putem g¼asi şi alte exemple pe care nu s-a insistat în aceast¼a tez¼a.
Urm¼atorul corolar este o consecinţ¼a a Teoremelor 4.1.1-4.1.2.

Corolarul 4.2.1 ([26], Corolarul 8) (i) Operatorul ORc : F (R) ! Rc, unde ORc (A) este cel mai
apropiat num¼ar real de A în raport cu metrica Euclidian¼a d este invariant faţ¼a de translaţii şi scalari.
(ii) Operatorul OI : F (R)! Int(R), unde OI (A) este cel mai apropiat interval de A în raport cu

d, este invariant faţ¼a de translaţii şi scalari.
(iii) Operatorul O4 : F (R)! F�(R), unde O4 (A) este cel mai apropiat num¼ar fuzzy triunghiular

de A în raport cu d, este invariant faţ¼a de translaţii şi scalari.
(iv) Operatorul Td : F (R) ! FT (R), unde Td (A) este cel mai apropiat num¼ar fuzzy trapezoidal

de A în raport cu d, este invariant faţ¼a de translaţii şi scalari.
(v) Operatorul 	s;s : F (R)! F s;s(R), unde 	s;s (A) este num¼arul fuzzy parametric de tipul (s; s)

cel mai apropiat de A (pentru un s > 0) în raport cu d, este invariant faţ¼a de translaţii şi scalari.
(vi) Operatorul O4s : F (R) ! F�s(R), unde O4s (A) este num¼arul fuzzy triunghiular simetric

cel mai apropiat de A în raport cu d, este invariant faţ¼a de translaţii şi scalari.

În mod similar putem g¼asi multe alte exemple de operatori de aproximare fuzzy invarianţi faţ¼a de
translaţii şi scalari (vezi şi Corolarul 9 în [26]). În plus se poate demonstra uşor c¼a operatorii TEI ,
TAV şi TAmb din capitolul 3 veri�c¼a ipotezele Teoremelor 4.1.1-4.1.2 şi astfel sunt operatori invarianţi
faţ¼a de translaţii şi scalari.

4.3 Continuitatea Lipschitz a operatorilor de aproximare para-
metric¼a f¼ar¼a condi̧tii suplimentare

Aceast¼a seçtiune se bazeaz¼a pe o abordare original¼a prin care se demonstreaz¼a mai simplu continuitatea
unor operatori de aproximare parametric¼a sau trapezoidal¼a din articolele [21], [82], [84]. Înainte de a
aborda subiectul, avem nevoie de o lem¼a ajut¼atoare din teoria spaţiilor Hilbert. Reamintim c¼a dac¼a
A este o submuļtime nevid¼a convex¼a şi închis¼a a unui spaţiu Hilbert (X; h�; �i), atunci pentru x 2 X
not¼am cu PA(x) unicul element din A care satisface D(x; PA(x)) = inf

y2A
D(x; y); unde D este metrica

generat¼a de h�; �i pe X.

Teorema 4.3.1 ( vezi de exemplu [82] Proprietatea 6.4) Dac¼a (X; h�; �i) este un spaţiu Hilbert şi A
este o submulţime nevid¼a convex¼a şi închis¼a a lui X, atunci d(PA(x); PA(y)) � d(x; y); (8) x; y 2 X:
Aici d reprezint¼a metrica generat¼a de h�; �i pe X:

S¼a consider¼am metrica ponderat¼a d�, � = (�L; �U ) şi pentru sL > 0, sR > 0 �xate s¼a consider¼am
operatorul ponderat de aproximare parametric¼a (vezi seçtiunea 3.3) 	d�;sL;sR : F (R)!F sL;sR(R),
unde 	d�;sL;sR(A) = A

�
sL;sR este num¼arul fuzzy parametric de tipul (sL; sR) cel mai apropiat de A în

raport cu metrica d�: Din demonstraţia Corolarului 3.2.6, ştim c¼a (F (R); d�;+; �) se poate scufunda în
spaţiul Hilbert

�
]F (R);fd�;�;��, unde ]F (R) = L�L2 [0; 1]� L�U2 [0; 1]. Apoi, din Teorema 3.2.3 rezult¼a

c¼a F sL;sR(R) este o submuļtime nevid¼a convex¼a şi închis¼a a lui ]F (R) în topologia generat¼a de fd�:



48 CAPITOLUL 4. PROPRIET¼AŢI ALE OPERATORILOR DE APROXIMARE FUZZY

Acum, dac¼a A şi B reprezint¼a dou¼a numere fuzzy, deoarece le putem privi ca �ind elemente ale lui
]F (R), atunci din Teorema 4.3.1 rezult¼a c¼a fd� �PF sL;sR (R)(A); PF sL;sR (R)(B)

�
� fd�(A;B): Deoarece

restriçtia metricii fd� la spaţiul F (R) coincide cu d� şi deoarece din de�ni̧tia operatorului 	d�;sL;sR ,
avem de fapt 	d�;sL;sR(A) = PF sL;sR (R)(A) şi 	d�;sL;sR(B) = PF sL;sR (R)(B), din relaţia de mai
sus rezult¼a c¼a d�(	d�;sL;sR(A);	d�;sL;sR(B)) � d�(A;B): În consecinţ¼a obţinem urm¼atorul rezultat
central al acestei seçtiuni care se g¼aseşte şi în lucrarea [84].

Teorema 4.3.2 Operatorul ponderat de aproximare parametric¼a 	d�;sL;sR : F (R)!F sL;sR(R) este
neexpansiv, adic¼a d�(	d�;sL;sR(A);	d�;sL;sR(B)) � d�(A;B); pentru �ecare A;B 2 F (R).

Teorema de mai sus ne spune c¼a operatorul	d�;sL;sR este Lipschitz-continuu cu constanta Lipschitz
1. Aceast¼a constant¼a Lipschitz este cea mai bun¼a posibil¼a deoarece pentru �ecare A 2 F sL;sR(R) avem
	d�;sL;sR(A) = A.
Din Teorema 4.3.2 obţinem cu uşurinţ¼a rezultate similare pentru aļti operatori de aproximare

f¼ar¼a alte restriçtii. Prin raţionamente asem¼an¼atoare putem obţine chiar rezultate mai tari dup¼a cum
urmeaz¼a.

Teorema 4.3.3 Operatorul de aproximare parametric¼a 	sL;sR : F (R)!F sL;sR(R), veri�c¼a

d(	sL;sR(A);	sL;sR(B)) � d(AesL;sR ; B
e
sL;sR) � d(A;B);

pentru orice numere fuzzy A;B. Aici AesL;sR reprezint¼a aproximarea parametric¼a extins¼a a lui A de
tipul (sL; sR) (vezi secţiunea 2.1).

În cazul particular în care sL = sR = 1, obţinem urm¼atorul corolar care poate � rezumat şi din
lucrarea [82].

Corolarul 4.3.4 Fie Td : F (R)!FT (R), operatorul de aproximare trapezoidal¼a: Atunci avem

d(Td(A); Td(B)) � d(Te(A); Te(B)) � d(A;B);

pentru orice numere fuzzy A şi B: Aici (vezi din nou secţiunea 2.1) Te(A) reprezint¼a aproximarea
trapezoidal¼a extins¼a a lui A.

Este uşor de demonstrat c¼a în Teorema 4.3.3 şi în Corolarul 4.3.4, avem cele mai bune constante
Lipschitz posibile, deoarece pentru orice sL > 0 şi sR > 0 şi pentru �ecare A 2 F sL;sR(R), avem
	sL;sR(A) = A.

4.4 Cea mai bun¼a constant¼a Lipschitz a operatorului de aprox-
imare trapezoidal¼a care conserv¼a intervalul de expectaņt¼a

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [40].
Vom demonstra în aceast¼a seçtiune c¼a operatorul de aproximare trapezoidal¼a (în raport cu metrica

Euclidian¼a d ) care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a, TEI : F (R)!FT (R), este Lipschitz-continuu
dar spre deosebire de operatorii de aproximare f¼ar¼a alte restriçtii din seçtiunea precedent¼a, TEI nu este
neexpansiv şi asta este valabil pentru majoritatea operatorilor de aproximare cu restriçtii suplimentare
cum este şi cazul operatorului TAV din seçtiunea urm¼atoare. Totuşi vom g¼asi cea mai bun¼a constant¼a
Lipschitz pentru TEI (şi pentru TAV în seçtiunea urm¼atoare). Faptul c¼a TEI nu este neexpansiv are
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o explicaţie destul de simpl¼a. S¼a discut¼am puţin cazul operatorului de aproximare parametric¼a (în
cazul cel mai general) 	d�;sL;sR : În seçtiunea precedent¼a s-a v¼azut c¼a de fapt acest operator este un

proiector pe o submuļtime convex¼a şi închis¼a a spaţiului Hilbert
�
]F (R);fd�;�;�� şi se ştie c¼a astfel

de proiectori sunt de fapt funçtii neexpansive. Dar în cazul operatorului TEI , din de�ni̧tia lui TEI(A)
rezult¼a c¼a de fapt TEI(A) este proieçtia lui A pe o submuļtime 
(A) � FT (R) (care depinde de A),
unde 
(A) = fT 2 FT (R) : EI(A) = EI(T )g: Este uşor s¼a g¼asim numere fuzzy A şi B pentru care

(A) 6= 
(B): Acesta este motivul principal pentru care TEI nu este neexpansiv. Urm¼atoarea teorem¼a
ne furnizeaz¼a cea mai bun¼a constant¼a Lipschitz a operatorului TEI .

Teorema 4.4.1 ([40], Teorema 7) Operatorul de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a intervalul

de expectanţ¼a TEI : F (R)!FT (R), satisface inegalitatea d(TEI(A); TEI(B)) �
q

5
3d(A;B); pentru

�ecare A;B 2 F ( R):

Pentru a demonstra c¼a rezultatul din Teorema 4.4.1 este cel mai bun posibil, trebuie s¼a g¼asim

A;B 2 F (R) astfel încât d(A;B) > 0 şi d(TEI(A); TEI(B)) =
q

5
3d(A;B): Din exemplul urm¼ator

rezult¼a c¼a putem g¼asi astfel de numere fuzzy.

Exemplul 4.4.2 ([40], Exemplul 1) Fie numerele fuzzy A şi B date prin AL(�) = 90
p
�+1; AU (�) =

93 şi BL(�) = 90
p
�; BU (�) = 94; � 2 [0; 1]: Deoarece cazul (ii) al Teoremei 3.5.1 este aplicabil

atât pentru A cât şi pentru B, obţinem (cu notaţiile obişnuite) TEI(A) = (29; 93; 93; 93); TEI(B) =
(26; 94; 94; 94): Apoi avem d2(TEI(A); TEI(B)) = 10

3 : Cum d
2(A;B) = 2, obţinem d(TEI(A); TEI(B)) =q

5
3d(A;B).

Exemplul 4.4.3 ([40], Exemplul 3) Fie num¼arul fuzzy A; AL(�) = e�
2

; AU (�) = 4 � �; � 2 [0; 1]:
Vom calcula TEI(A) cu o eroare de cel mult 10�2 în raport cu metrica Euclidian¼a d: Pentru acest scop
consider¼am şirul de numere fuzzy (An)n�1; AnL(�) = 1 + �

2 + �4

2! +
�6

3! + :::+
�2n

n! ; AnU (�) = 4� �:

Din formula lui Taylor obţinem e� = 1+�+ �2

2! +
�3

3! + :::+
�n

n! +

�Z
0

(��t)n
n! etdt, pentru �ecare � 2 [0; 1]:

Apoi,

d2(An; A) =

1Z
0

�
e�

2

�
�
1 + �2 +

�4

2!
+
�6

3!
+ :::+

�2n

n!

��2
d� =

1Z
0

0B@ �2Z
0

(�2 � t)n
n!

etdt

1CA
2

d�:

Din teorema de medie rezult¼a existenţa lui cn 2 (0; 1) astfel încât

d2(An; A) = e2cn
1Z
0

0B@ �2Z
0

(�2 � t)n
n!

dt

1CA
2

d� =
e2cn

((n+ 1)!)2

1Z
0

�4n+4d�

=
e2cn

((n+ 1)!)2(4n+ 5)
� e2

((n+ 1)!)2(4n+ 5)
:

Din Teorema 4.4.1 rezult¼a c¼a d2(TEI(An); TEI(A)) � 5e2

3((n+1)!)2(4n+5) ; ceea ce pentru n � 4 implic¼a

d(TEI(An); TEI(A)) � 10�2: Pentru n = 4 cazul (i) al Teoremei 3.5.1 este aplicabil pentru a calcula
TEI(A4) şi astfel obţinem TEI(A4) =

�
527
756 ;

2104
945 ; 3; 4

�
: Astfel am obţinut o aproximare a lui TEI(A)

cu o eroare de cel mult 10�2:
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4.5 Cea mai bun¼a constant¼a Lipschitz a operatorului de aprox-
imare trapezoidal¼a care conserv¼a ambiguitatea şi valoarea

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [41].
În aceast¼a seçtiune vom g¼asi cea mai bun¼a constant¼a Lipschitz a operatorului TAV introdus în

seçtiunea 3.6.

Teorema 4.5.1 ([41], Teorema 11) Dac¼a TAV : F (R)!FT (R) este operatorul de aproximare trape-
zoidal¼a care conserv¼a valoarea şi ambiguitatea atunci d(TAV (A); TAV (B)) �

q
10+2

p
10

3 d(A;B); pentru

�ecare A;B 2 F (R), iar valoarea
q

10+2
p
10

3 este constanta Lipschitz cea mai bun¼a posibil¼a a opera-
torului TAV :

Demonstraţia teoremei de mai sus se bazeaz¼a pe faptul c¼a spaţiul numerelor fuzzy se poate acoperi
cu o familie �nit¼a de muļtimi convexe şi închise (ne referim la convexitate în sensul De�ni̧tiei 2.3.1).
Apoi se demonstreaz¼a c¼a TAV este Lipschitz-continuu pe �ecare muļtime a acoperirii, ceea ce pe baza
Teoremei 2.4.2 implic¼a faptul c¼a TAV este Lipschitz-continuu pe întreg domeniul. Apoi, folosind un
exemplu concret se demonstreaz¼a c¼a avem cea mai bun¼a constant¼a Lipschitz posibil¼a.
În �nalul acestei seçtiuni vom folosi estimarea din Teorema 4.5.1 pentru a calcula cu o eroare re-

zonabil¼a aproximarea trapezoidal¼a a unui num¼ar fuzzy care conserv¼a ambiguitatea şi valoarea în cazul
în care nu putem aplica direct algoritmul. Vom considera acelaşi exemplu ca şi în cazul operatorului
de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a (vezi Exemplul 4.4.3 ).

Exemplul 4.5.2 ([41], Exemplul 14) Fie num¼arul fuzzy A; AL(�) = e�
2

; AU (�) = 4� �, � 2 [0; 1]:
Vom calcula TAV (A) cu o eroare de cel mult 10�2 în raport cu metrica Euclidian¼a d: Consider¼am
acelaşi şir de numere fuzzy ca şi în Exemplul 4.4.3, (An)n�1, (An)L(�) = 1 + �2 + �4=2! + �6=3! +
::: + �2n=n!, AU (�) = 4 � �, � 2 [0; 1]: Mergând pe aceeaşi cale ca şi în cazul operatorului de
aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a (vezi Exemplul 4.4.3), obţinem c¼a
d2(An; A) � e2

((n+1)!)2(4n+5)
; n � 1: Aplicând Teorema 4.5.1 obţinem d2(TAV (An); TAV (A)) � 10+2

p
10

3 �
e2

((n+1)!)2(4n+5)
: Evident, pentru n � 5 obţinem d(TAV (An); TAV (A)) � 10�2: Pentru n = 5 cazul (i)

al algoritmului de calcul al lui TAV (A5) este aplicabil şi obţinem TAV (A5) = (0:69595; 2:2291; 3; 4).
Astfel am obţinut o aproximare a lui TAV (A) cu o eroare de cel mult 10�2:

4.6 Continuitatea Lipschitz a operatorului de aproximare trape-
zoidal¼a care conserv¼a ambiguitatea

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [22]. Menţion¼am c¼a în teorema 4.6.1 obţinem
o constant¼a mai bun¼a în comparaţie cu cea din lucrarea [22]. Abordarea este aceeaşi ca şi în cazul op-
eratorului TAV . Totuşi, determinarea celei mai bune constante Lipschitz r¼amâne o problem¼a deschis¼a.

Teorema 4.6.1 Dac¼a TAmb : F (R)!FT (R) este operatorul de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a
ambiguitatea, atunci d(TAmb(A); TAmb(B)) �

p
6d(A;B); pentru �ecare A;B 2 F ( R):
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4.7 Despre continuitatea operatorilor cu valori numere fuzzy
trapezoidale care conserv¼a nucleul

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucr¼arile [19] şi [24].
Una dintre cele mai importante caracteristici ale unui num¼ar fuzzy este nucleul s¼au (seçtiunea de

nivel 1). De aceea, când dorim simpli�carea reprezent¼arii numerelor fuzzy folosind de exemplu numere
fuzzy trapezoidale, aproximarea trapezoidal¼a care conserv¼a nucleul ar trebui s¼a �e una important¼a.
Totuşi, vom vedea în aceast¼a seçtiune c¼a acest procedeu de aproximare are multe puncte de discon-
tinuitate şi de aceea este discutabil dac¼a acest gen de aproximare este util în aplicaţii. Rezultatele
de baz¼a ale acestei seçtiuni se demonstreaz¼a folosind Lemele 2.2.1-2.2.2. Urm¼atoarele rezultate se
g¼asesc în lucrarea [19] cu menţiunea c¼a în aceast¼a seçtiune ponderile �L şi �U care determin¼a metrica
d� = (�L; �U ) sunt considerate doar ca �ind m¼arginite şi nu neap¼arat cresc¼atoare ca şi în articolul
menţionat anterior.

Teorema 4.7.1 ([19], Teorema 4) Fie T : F (R)!FT (R) un operator cu valori numere fuzzy trape-
zoidale care conserv¼a nucleul, adic¼a core (A) = core (T (A)), pentru �ecare A 2 F (R). Dac¼a
A 2 F (R); A� = [AL(�); AU (�)]; � 2 [0; 1]; veri�c¼a AL(1) < AU (1) (adic¼a A nu este unimodal);
atunci T este discontinuu în A în raport cu orice metric¼a ponderat¼a d�, � = (�L; �U ):

Deoarece operatorul ponderat de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a nucleul Tc;df;f (pentru o
metric¼a ponderat¼a m¼arginit¼a f), dat în Teorema 3.9.1 face parte din clasa operatorilor consideraţi în
teorema de mai sus, obţinem uşor urm¼atorul corolar.

Teorema 4.7.2 ([19], Teorema 6) Tc;df;f : F (R)!FT (R) are ca punct de discontinuitate orice
num¼ar fuzzy A care veri�c¼a AL(1) < AU (1) în raport cu orice metric¼a ponderat¼a d�.

În mod interesant, dac¼a avem un şir de numere fuzzy cu p¼aŗtile laterale uniform convergente atunci
obţinem urm¼atorul rezultat de convergenţ¼a.

Teorema 4.7.3 ([19], Teorema 8) Dac¼a A;A� = [AL (�) ; AU (�)] ; � 2 [0; 1], este un num¼ar fuzzy şi
(An)n2N, este un şir de numere fuzzy astfel încât ((An)L)n2N şi ((An)U )n2N sunt şiruri care converg
uniform spre AL şi respectiv AU , atunci lim

n!1
Tc;df;f (An) = Tc;df;f (A); în raport cu orice metric¼a

ponderat¼a d�, � = (�L; �U ):

Folosind teorema de mai sus putem calcula cu o eroare rezonabil¼a aproxim¼ari trapezoidale care
conserv¼a nucleul în cazul în care nu putem aplica algoritmul direct (vezi [19], Exemplul 9).
Tot ce urmeaz¼a în aceast¼a seçtiune se g¼aseşte în [24] unde o problem¼a mai general¼a este discutat¼a,

mai exact se studiaz¼a operatorii fuzzy care iau valori numere fuzzy trapezoidale ce conserv¼a o seçtiune
� dat¼a, � 2 [0; 1]. Totuşi, în aceast¼a seçtiune discut¼am doar cazul � = 1 deoarece acest caz corespunde
interesului nostru în studiul operatorilor de aproximare fuzzy care conserv¼a nucleul.
Pân¼a acum ştim c¼a pentru un operator ponderat de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a nucleul

Tc;df;f , muļtimea punctelor sale de discontinuitate conţine muļtimea numerelor fuzzy care nu sunt
unimodale (numite şi intervale fuzzy). În mod interesant, când ponderea f este cresc¼atoare, vom
demonstra c¼a toate punctele r¼amase şi anume numerele fuzzy unimodale (vezi seçtiunea 1.6), sunt
puncte de continuitate pentru Tc;df;f . Astfel, muļtimea punctelor de continuitate ale operatorului
Tc;df;f este determinat¼a complet. Pentru a demonstra c¼a Tc;df;f este continuu pe spaţiul numerelor
fuzzy unimodale, urm¼atoarea lem¼a este esenţial¼a.
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Lema 4.7.4 ([24]) Fie (gn)n�0, gn : [0; 1] ! R, un şir de funcţii şi s¼a mai consider¼am funcţia
g : [0; 1]! R: De asemenea, consider¼am o pondere f : [0; 1]! R: S¼a presupunem c¼a sunt satisf¼acute
cerinţele:

(i) gn; n 2 N şi g, sunt toate funcţii cresc¼atoare şi continue la stânga;
(ii) gn(1) � g(1), pentru �ecare n 2 N;

(iii) lim
n!1

1Z
0

f(�) (gn(�)� g(�))2 d� = 0.

Atunci lim
n!1

gn(1) = g(1):

Prin raţionamente asem¼an¼atoare obţinem un rezultat analog dac¼a gn; n 2 N şi g sunct funçtii
descresc¼atoare şi continue la stânga.
Folosind cele de mai sus se poate demonstra urm¼atorul rezultat important de continuitate.

Teorema 4.7.5 ([24]) Fie Tc;df;f : F (R)!FT (R) operatorul ponderat de aproximare trapezoidal¼a
( în raport cu metrica df;f ) care conserv¼a nucleul, dat prin formulele (3.39): Atunci Tc;df;f este
continuu pe spaţiul numerelor fuzzy unimodale UF (R).

Din Teoremele 4.7.2 şi 4.7.5 rezult¼a c¼a se poate determina cu exactitate muļtimea punctelor de
continuitate respectiv de discontinuitate ale operatorului Tc;df;f .

4.8 Despre defectul de aditivitate al operatorilor de aproxi-
mare fuzzy

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucr¼arile [17]-[18], [23] şi [41] .
Cu excepţia operatorului ponderat de aproximare trapezoidal¼a care conserv¼a nucleul, restul opera-

torilor prezentaţi în aceast¼a tez¼a sunt daţi pe cazuri. S¼a lu¼am ca exemplu operatorul TEI de aproximare
trapezoidal¼a care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a. S¼a not¼am 
i, i 2 f1; 2; 3; 4g, subfamiliile de nu-
mere fuzzy corespunz¼atoare cazurilor (i), (ii), (iii) şi (iv) din Teorema 3.5.1. Este uşor de veri�cat c¼a
pentru �ecare i 2 f1; 2; 3; 4g şi pentru �ecare A;B 2 
i, avem TEI(A+B) = TEI(A) + TEI(B). Dar
în general nu are loc TEI(A+B) = TEI(A) + TEI(B) (vezi Exemplul 2 în [18]).
De fapt putem demonstra un rezultat care implic¼a faptul c¼a majoritatea operatorilor propuşi în

aceast¼a tez¼a nu sunt aditivi în general.

Lema 4.8.1 ([23], Lema 8) Fie operatorul T : F (R)!FT (R) care satisface proprietatea c¼a dac¼a
A 2 F (R) veri�c¼a Te(A) 2 FT (R), rezult¼a c¼a T (A) = Te(A): Atunci T nu este aditiv în general.

Rezult¼a imediat c¼a operatorii Td, TEI , TAV şi TAmb, satisfac ipotezele de mai sus şi de aceea rezult¼a
c¼a nu sunt aditivi în general. În plus, ca şi în cazul operatorului TEI , se poate demonstra c¼a operatorii
Td, TAV şi TAmb sunt aditivi pe poŗtiuni.
În mod similar, pentru sL > 0 şi sR > 0 �xaţi şi pentru orice metric¼a ponderat¼a d�; operatorul

	d�;sL;sR este aditiv pe poŗtiuni dar nu este aditiv pe tot domeniul.
Pe baza ideilor din cartea [29], noţiunea de defect de aditivitate a unui operator a fost introdus¼a

în lucrarea [17].

De�ni̧tia 4.8.2 ([17], De�niţia 25) Fie A 2 F (R) şi �e t : F (R) ! FT (R) un operator de aprox-
imare trapezoidal¼a în raport cu o metric¼a D. Defectul de aditivitate al operatorului t faţ¼a de A şi
metrica D este de�nit prin �t;D (A) = sup

B2F (R)
D(t(A) + t(B); t(A+B)):



4.8. DESPRE DEFECTUL DE ADITIVITATE 53

Urm¼atorul rezultat ne ajut¼a s¼a g¼asim estim¼ari pentru defectul de aditivitate al unor operatori de
aproximare fuzzy.

Lema 4.8.3 ([41], Lema 16) Fie t : F (R)! FT (R) un operator de aproximare trapezoidal¼a în raport
cu o metric¼a D. S¼a presupunem c¼a sunt veri�cate urm¼atoarele cerinţe:

(i) t(O) = O unde O este num¼arul fuzzy trapezoidal (0; 0; 0; 0);
(ii) exist¼a constanta pozitiv¼a real¼a c astfel încât D(t(A); t(B)) � cD(A;B), A;B 2 F (R) ;
(iii) avem D(A+ C;B + C) = D(A;B); pentru �ecare A;B;C 2 F (R) :

Atunci �t;D (A) � 2cD(O;A); pentru �ecare A 2 F (R) :

Urm¼atorul corolar este imediat.

Corolarul 4.8.4 ([17], Corolarul 17) Fie A un num¼ar fuzzy şi �e TAV operatorul de aproximare
trapezoidal¼a care conserv¼a valoarea şi ambiguitatea. Atunci

�TAV ;d (A) � 2

s
10 + 2

p
10

3

0@ 1Z
0

�
A2L(�) +A

2
U (�)

�
d�

1A1=2

:

Prin raţionamente asem¼an¼atoare, ţinând cont de constantele Lipschitz obţinute pentru operatorii
TAmb şi 	d�;sL;sR , putem obţine estim¼ari ale defectului de aditivitate şi pentru aceşti operatori.
În cazul operatorului TEI , folosind raţionamente geometrice obţinem cea mai bun¼a estimare posi-

bil¼a pentru defectul de aditivitate.

Teorema 4.8.5 ( [23], Teorema 16) Avem

d(TEI(A+B); TEI(A) + TEI(B)) �
2
p
3

3
minflength(EI(A)); length(EI(B))g; (4.1)

pentru �ecare A;B 2 F (R): (Aici, dac¼a I = [a; b], atunci length(I) reprezint¼a lungimea intervalului
I, adic¼a length(I) = b� a:)

În cele ce urmeaz¼a, folosind raţionamente care se pot g¼asi şi în lucrarea [23], vom demonstra c¼a
valoarea 2

p
3

3 din concluzia Teoremei 4.8.5 este cea mai mic¼a în general. Pentru �ecare " 2 (0; 1)
consider¼am num¼arul fuzzy A" = (A")� = [(A")L (�) ; (A")U (�)]; � 2 [0; 1], unde

(A")L (�) =

(
"�
6 �

�2

2 ; � 2
�
0; "6
�
;

"2

72 ; � 2
�
"
6 ; 1
�

şi (A")U (�) = (A")L (1) = "2

72 , pentru �ecare � 2 [0; 1]: Fie Te(A") = [le(A"); ue(A"); xe(A"); ye(A")],
aproximarea trapezoidal¼a extins¼a a lui A": Deoarece (A")L este derivabil¼a, folosind integrarea prin
p¼aŗti obţinem (vezi formulele (2.4)-(2.5))

xe(A") + (6� ")le(A")

=

1Z
0

(A")L (�) (12�� ")d� = (6� ")(A")L (1)�
1Z
0

(A")
0
L (�) (6�

2 � "�)d�

= (6� ")ue(A")�
1Z
0

(A")
0
L (�) (6�

2 � "�)d�:
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Deoarece

(A")
0
L (�) =

�
"
6 � �; � 2

�
0; "6
�
;

0; � 2
�
"
6 ; 1
�
;

rezult¼a imediat c¼a
1R
0

(A")
0
L (�) (6�

2 � "�)d� < 0: Asta implic¼a

xe(A") > (6� ")ue(A")� (6� ")le(A"): (4.2)

În plus, deoarece din formula (2.5) rezult¼a ye(A") = 0; obţinem

xe(A")� ye(A") > 2ue(A")� 2le(A"):

Din inegalitatea de mai sus rezult¼a c¼a pentru �ecare " 2 (0; 1) cazul (ii) din Teorema 3.5.1 este aplicabil
pentru a calcula TEI(A") şi în consecinţ¼a obţinem

TEI(A") = [le(A"); ue(A"); 2ue(A")� 2le(A"); 0]; (4.3)

pentru �ecare " 2 (0; 1):
S¼a consider¼am acum num¼arul fuzzy trapezoidal B = [0; 1; 0; 0]: Deoarece TEI satisface criteriul

identit¼aţii obţinem TEI(B) = B, ceea ce împreun¼a cu relaţia (4.3) implic¼a

TEI(A") + TEI(B) = [le(A"); ue(A") + 1; 2ue(A")� 2le(A"); 0]: (4.4)

Pe de alt¼a parte, dup¼a calcule simple (sau din liniaritatea operatorului de aproximare trapezoidal¼a
extins¼a Te) obţinem Te(A"+B) = [le(A"); ue(A")+1; xe(A"); ye(A")]. Deoarece 0 � le(A") � ue(A"),
şi cum din calcule simple obţinem xe(A") � 6ue(A")� 6le(A") � 6ue(A") (reamintim c¼a ye(A") = 0),
rezult¼a c¼a

2(ue(A") + 1� le(A"))� xe(A")� ye(A") � 2� xe(A") � 2� 6ue(A") = 2�
"2

12
> 0;

pentru �ecare " 2 (0; 1): De aici rezult¼a c¼a Te(A" + B) este un num¼ar fuzzy trapezoidal şi întrucât
cazul (i) al Teoremei 3.5.1 este aplicabil, obţinem TEI(A" +B) = Te(A" +B); adic¼a

TEI(A" +B) = [le(A"); ue(A") + 1; xe(A"); 0]: (4.5)

Relaţiile (1.17), (4.4) şi (4.5), implic¼a

d(TEI(A") + TEI(B); TEI(A" +B)) =
1p
12
(xe(A")� 2ue(A") + 2le(A"))

şi din relaţia (4.2) obţinem

d(TEI(A") + TEI(B); TEI(A" +B))

>
1p
12
(4� ")(ue(A")� le(A")) =

 
2
p
3

3
� "p

12

!
length(EI(A")):

Din inegalitatea de mai sus şi din faptul c¼a length(EI(B)) > length(EI(A")) > 0, pentru �ecare
" 2 (0; 1), rezult¼a c¼a în general valoarea 2

p
3

3 din concluzia Teoremei 4.8.5 este cea mai mic¼a posibil¼a.

Chiar dac¼a 2
p
3

3 este cea mai bun¼a constant¼a posibil¼a în Teorema 4.8.5, se poate demonstra c¼a nu
exist¼a numere fuzzy A şi B astfel încât length(EI(A)) > 0; length(EI(B)) > 0 şi astfel încât relaţia
(4.1) s¼a devin¼a egalitate.
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4.9 Aproximare trapezoidal¼a şi agregare

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucrarea [28].
Teoria operatorilor de agregare s-a dezvoltat foarte mult în ultimii ani iar în prezent este un topic

foarte popular. Asta se datoreaz¼a faptului c¼a operatorii de agregare se folosesc în multe aplicaţii
practice. Aproape în orice domeniu de cercetare este necesar la un moment dat s¼a agreg¼am date. Un
studiu detaliat al operatorilor de agregare se g¼aseşte în cartea [57], unde cititorul poate a�a cele mai
importante rezultate în domeniu.
S¼a presupunem c¼a I este un interval real m¼arginit sau nem¼arginit. Cea mai general¼a de�ni̧tie a

unui operator de agregare este urm¼atoarea.

De�ni̧tia 4.9.1 (vezi de exemplu [57], De�niţia 1.1 pag. 3) Un operator de agregare în In este o
funcţie A : In ! I, care satisface urm¼atoarele cerinţe:
(i) A este cresc¼atoare în �ecare variabil¼a;
(ii) are loc inf

x2In
A(x) = inf I şi sup

x2In
A(x) = sup I:

Printre cei mai populari operatori de agregare sunt media aritmetic¼a AM : In ! I, sau media

geometric¼a GM : In ! I (aici în mod necesar avem inf I � 0), unde AM(x1; :::; xn) = 1
n

nP
i=1

xi şi

GM(x1; :::; xn) =

�
nQ
i=1

xi

�1=n
:

Aļti operatori de agregare sunt operatorul de minim, operatorul de maxim sau operatorul de
proieçtie. De�ni̧tiile lor sunt uşor de dedus. Alte exemple importante se pot g¼asi în [57], pag. 6-9.
Se pare c¼a De�ni̧tia 4.9.1 nu se poate extinde cu uşurinţ¼a atunci când în loc de valori reale folosim

numere fuzzy. Ambele cerinţe ale De�ni̧tiei 4.9.1 sunt greu de adaptat deoarece nu avem o metod¼a de
ordonare a numerelor fuzzy care s¼a funçtioneze pentru aceast¼a de�ni̧tie.
Dar exist¼a operatori de agregare care se pot extinde pe spaţiul numerelor fuzzy. De exemplu media

aritmetic¼a sau funçtia de proieçtie. În cele ce urmeaz¼a ne vom ocupa de media aritmetic¼a. Astfel, dac¼a
A1; A2; :::; An, reprezint¼a un eşantion de numere fuzzy atunci media aritmetic¼a a eşantionului o not¼am

cu AM(A1; :::; An) = 1
n

nP
i=1

Ai: Când nu este pericol de confuzie folosim notaţia A = AM(A1; :::; An).

S¼a presupunem acum c¼a dorim s¼a agreg¼am într-un mod e�cient în raport cu media aritmetic¼a
eşantionul de numere fuzzy A1; A2; :::; An. Mai întâi, având în vedere problema aproxim¼arii trape-
zoidale şi bene�ciile sale, se pune problema s¼a g¼asim un num¼ar fuzzy trapezoidal TA1;A2;:::;An

, care
este cel mai apropiat de toate elementele eşantionului A1; A2; :::; An, în raport cu o metric¼a ponderat¼a
d�, � = (�L; �U ). Cu alte cuvinte, c¼aut¼am un num¼ar fuzzy trapezoidal TA1;A2;:::;An , care minimizeaz¼a
distanţa D� ((A1; :::; An) ; TA1;A2;:::;An), unde

D2
� ((A1; :::; An) ; TA1;A2;:::;An) =

nP
i=1

d2� (Ai; TA1;A2;:::;An) : (4.6)

Spunem c¼a TA1;A2;:::;An
este cel mai apropiat num¼ar fuzzy trapezoidal de numerele fuzzy A1; A2; :::; An.

Evident, metrica D� este considerat¼a în spaţiul produs (F (R))n iar T = TA1;A2;:::;An , este identi�cat
în mod unic cu n-uplul (T; :::; T ).
Folosind teoria spaţiilor Hilbert se obţine urm¼atorul rezultat de baz¼a al acestei seçtiuni.

Teorema 4.9.2 ([28], Teorema 6) Num¼arul fuzzy trapezoidal cel mai apropiat de numerele fuzzy
A1; :::; An (în raport cu metrica D�), este num¼arul fuzzy trapezoidal cel mai apropiat de num¼arul
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fuzzy A = 1
n

nP
i=1

Ai (în raport cu metrica d�), ceea ce înseamn¼a c¼a TA1;A2;:::;An
= Td�(A); unde Td�

este operatorul ponderat de aproximare trapezoidal¼a în raport cu metrica d�.

Din Teorema 4.9.2 rezult¼a c¼a nu exist¼a nicio diferenţ¼a dac¼a aproximarea se face înainte sau dup¼a
agregare atunci când alegem ca operator de agregare media aritmetic¼a.
Un rezultat analog are loc dac¼a impunem în plus şi condi̧tia de conservare a intervalului de ex-

pectanţ¼a ponderat. Not¼am cu EI�(A) (vezi De�ni̧tia 1.12.1) intervalul de expectanţ¼a ponderat al
num¼arului fuzzy A, unde � = (�L; �U ) iar �L şi �U sunt ponderi. Apoi, de�nim intervalul de ex-
pectanţ¼a ponderat al eşantionului de numere fuzzy A1; :::; An, ca �ind

EI� (A1; A2; :::; An) =
1

n

�
EI� (A1) + :::+ EI

� (An)
�
:

Teorema 4.9.3 ([28], Teorema 10) Num¼arul fuzzy trapezoidal cel mai apropiat de numerele fuzzy
A1; :::; An (în raport cu metrica D�), care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a ponderat al eşantionului

A1; :::; An, este num¼arul fuzzy trapezoidal cel mai apropiat de num¼arul fuzzy A = 1
n

nP
i=1

Ai (în raport cu

metrica d�), care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a ponderat al lui A; adic¼a TA1;A2;:::;An
= TEI;�(A):

Concluzia este aceeaşi ca şi în cazul aproxim¼arii f¼ar¼a restriçtii.

Exemplul 4.9.4 ([28], Exemplul 11) Fie ponderile �L (�) = �u (�) = 1; pentru �ecare � 2 [0; 1]
şi numerele fuzzy A;B;C; unde A� =

�
�1 + �2; 4� 2�2

�
, B� =

�
1 + �2; 3� �2

�
; � 2 [0; 1] ; şi

C� = [45
p
�; 46�

p
�] ; � 2 [0; 1]. Din Teorema 3.5.1, (i) obţinem c¼a num¼arul fuzzy trapezoidal

cel mai apropiat de 1
2 � (A+B) şi care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a al lui

1
2 � (A+B) este

TEI
�
1
2 � (A+B)

�
=
�
� 1
6 ;

5
6 ;

9
4 ;

15
4

�
: Din Teorema 4.9.3 rezult¼a c¼a

�
� 1
6 ;

5
6 ;

9
4 ;

15
4

�
este num¼arul fuzzy

trapezoidal cel mai apropiat de A şi B care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a al perechii formate din A
şi B: Obţinem (Teorema 3.5.1, (iv) ) c¼a num¼arul fuzzy trapezoidal cel mai apropiat de 1

3 �(A+B + C)
şi care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a al lui 13 � (A+B + C) este

TEI

�
1

3
� (A+B + C)

�
=

�
707

180
;
991

60
;
991

60
;
3187

180

�
:

Din Teorema 4.9.3 rezult¼a c¼a
�
707
180 ;

991
60 ;

991
60 ;

3187
180

�
este num¼arul fuzzy trapezoidal cel mai apropiat de

A;B şi C, care conserv¼a intervalul de expectanţ¼a al numerelor fuzzy A;B;C:



Capitolul 5

Aproximarea numerelor fuzzy prin
operatori Bernstein de tip
max-produs

Exist¼a o bogat¼a literatur¼a despre aproximarea prin operatori liniari. Dar exist¼a situaţii concrete
când operatorii liniari nu sunt e�cienţi. De exemplu dac¼a aproxim¼am un num¼ar fuzzy u cu nucleul
nedegenerat prin operatorii Bernstein Bn (de fapt aproxim¼am restriçtia funçtiei de apartenenţ¼a relativ
la suport), atunci calitatea aproxim¼arii este discutabil¼a. În primul rând se veri�c¼a uşor c¼a în general
Bn(u) nu este un num¼ar fuzzy. Desigur, dac¼a normaliz¼am Bn(u) şi ţinem cont de faptul c¼a operatorii
Bernstein conserv¼a cvasi-concavitatea, atunci obţinem un num¼ar fuzzy dar trebuie s¼a ţinem cont de
faptul c¼a procesul de normalizare nu este uşor de realizat deoarece sunt nenum¼arate exemple de funçtii
pentru care valoarea maxim¼a nu se poate determina cu exactitate. Apoi, din moment ce Bn(u) este
un num¼ar fuzzy unimodal rezult¼a c¼a şirul core(Bn(u))n�1 nu converge spre core(u). Din acest motiv
propunem o alt¼a abordare pentru problema aproxim¼arii numerelor fuzzy folosind şiruri de operatori
de aproximare. Vom folosi aşa-numi̧tii operatori de aproximare de tip max-produs introduşi recent în
literatur¼a. Vom vedea c¼a pe lâng¼a convergenţa în raport cu norma Euclidian¼a sau distanţele de tip
L2, aceşti operatori conserv¼a suportul şi converg spre nucleu. În plus avem convergenţ¼a în raport cu
caracteristicile importante cum ar � intervalul de expectanţ¼a, ambiguitatea sau valoarea.
În continuare discut¼am despre notaţiile pe care le vom folosi în acest capitol. Dac¼a I � R este un

interval şi (Tn)n�1, Tn : C(I) ! X, este un şir de operatori atunci imaginea lui f 2 C(I) se va nota
cu Tn(f) pentru �ecare n � 1. Dac¼a J � R este un interval astfel încât I � J şi f : J ! R este o
funçtie continu¼a atunci putem aplica Tn restriçtiei lui f la I şi în acest caz vom folosi notaţia Tn(f ; I)
pentru �ecare n � 1: Uneori pentru a evita eventuale confuzii putem folosi aceast¼a notaţie chiar dac¼a
J = I.
Apoi, dac¼a I � R este un interval şi f 2 C(I) (aici C(I) reprezint¼a spaţiul funçtiilor reale şi

continue de�nite pe I), not¼am cu kfk norma uniform¼a a lui f pe spaţiul C(I), deci kfk = sup
x2I

jf(x)j.

Totuşi, dac¼a u reprezint¼a un num¼ar fuzzy atunci prefer¼am notaţia kukC pentru norma sa uniform¼a şi
deci (vezi (1.6)) kukC = sup

x2R
ju(x)j. Vom nota cu Dc(u; v) distanţa generat¼a de norma uniform¼a între

numerele fuzzy u şi v (vezi (1.5)).
În acest capitol suntem interesaţi de aproximarea numerelor fuzzy prin operatori de aproximare.

57
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Estim¼arile vor �m¼asurate folosind modulul de continuitate. Pentru un interval I şi o funçtie continu¼a
f : I ! R, funçtia !1(f; �) : [0;1)! [0;1),

!1(f; �) = supfjf(x)� f(y)j : x; y 2 I; jx� yj � �g
= supfjf(x+ h)� f(x)j : x; x+ h 2 I; 0 � h � �g;

se numeşte modulul de continuitate al funçtiei f . Dac¼a J este un interval inclus în I atunci deseori
not¼am

!1(f; �)J = supfjf(x)� f(y)j : x; y 2 J; jx� yj � �g
= supfjf(x+ h)� f(x)j : x; x+ h 2 J; 0 � h � �g:

Dac¼a I este un interval compact atunci funçtia !1(f; �) este uniform continu¼a iar dac¼a �n & 0 atunci
rezult¼a c¼a !1(f; �n)& 0. Mai multe detalii referitoare la modulul de continuitate se g¼asesc în c¼aŗtile
[8] şi [10].
Acest capitol conţine contribuţii originale din lucr¼arile [30], [44], [46] şi [47]. În plus, conţine

rezultate originale nepublicate precum şi unele rezultate care îmbun¼at¼aţesc variantele publicate.

5.1 O discu̧tie despre şiruri de numere fuzzy

Conţinutul acestei seçtiuni se bazeaz¼a pe rezultate originale nepublicate. Ele pot � conectate cu
rezultatele nepublicate din seçtiunea 1.12. Aceste rezultate pot � incluse în una sau mai multe
lucr¼ari legate de aproximarea caracteristicilor importante ale numerelor fuzzy. Aceast¼a problem¼a este
abordat¼a deja în [47] iar Exemplul 5.1.1 este luat chiar din aceast¼a lucrare. Dup¼a cum am precizat
deja în seçtiunea 1.12, exist¼a un proiect în desf¼aşurare pe acest topic (vezi [48]), şi de aceea unele
rezultate din aceast¼a seçtiune precum şi o parte din rezultatele din seçtiunea 1.12 pot � incluse în
acest proiect.
Menţion¼am c¼a peste tot în acest capitol, pentru un num¼ar fuzzy u vom folosi reprezentarea para-

metric¼a (u�; u+) în loc de (uL; uU ) deoarece aceast¼a notaţie se muleaz¼a mai bine pe notaţiile folosite
în teoria aproxim¼arii.
Pentru un num¼ar fuzzy u �xat, suntem interesaţi de şiruri de numere fuzzy (un)n�1, care s¼a

îndeplineasc¼a urm¼atoarele cerinţe:
(i) (�) lim

n!1
un = u;

(ii) core(un)! core(u);
(iii) supp(un)! supp(u);
(iv) EI(un)! EI(u);
(v) Ambs(un)! Ambs(u) şi V als(un)! V als(u), pentru o funçtie de reducere s.

Uneori avem nevoie doar de o parte din cerinţe pentru a le obţine pe celelate. Vom vedea c¼a
pentru metrica DC prezentat¼a în seçtiunea 1.9 este su�ecient s¼a aib¼a loc (i) şi o condi̧tie mai slab¼a
decât (ii)� (iii) pentru ca (i)� (v) de mai sus s¼a �e îndeplinite.
Este uşor de demonstrat c¼a în funçtie de metric¼a, exist¼a şiruri convergente de numere fuzzy pentru

care o parte din cerinţele de mai sus nu au loc. În acest sens prezent¼am un exemplu pentru metrica
DC cu menţiunea c¼a în varianta extins¼a a tezei se g¼aseşte un exemplu şi pentru metrica dp de�nit¼a în
formula (1.11):

Exemplul 5.1.1 (acest exemplu este discutat şi în lucrarea [47] ) Probabil c¼a unul dintre cei mai
populari operatori de aproximare este operatorul Bernstein. Pentru funcţia continu¼a f : [a; b] ! R,
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not¼am cu Bn(f) operatorul Bernstein de ordinul n ataşat funcţiei f: Fie u un num¼ar fuzzy continuu
cu supp(u) = [a; b], a < b şi core(u) = [c; d], c < d. De�nim operatorul Bernstein de ordinul n ataşat
lui u şi notat cu eBn(u), de�nit prin

eBn(u)(x) = 0 dac¼a x =2 [a; b]
şi

eBn(u)(x) = Bn(u; [a; b]) = nX
k=0

pn;k(x) � u (a+ (b� a)k=n) ; x 2 [a; b];

unde pn;k(x) =
�
n
k

� �
x�a
b�a

�k
�
�
b�x
b�a

�n�k
; k 2 f0; 1; :::; ng, sunt polinoamele Bernstein fundamentale.

Este binecunoscut faptul c¼a operatorii Bernstein interpoleaz¼a funcţia la capetele domeniului precum şi
faptul c¼a aceşti operatori conserv¼a cvasi-concavitatea (vezi [69]) . Totuşi, se observ¼a cu uşurinţ¼a c¼a
dac¼a num¼arul fuzzy u este continuu atunci, întrucât kukC = 1 rezult¼a c¼a kBn(u; [a; b])k < 1 pentru
n 2 N su�cient de mare. Din acest motiv, pentru a genera numere fuzzy avem nevoie s¼a normaliz¼ameBn(u): În acest mod obţinem şirul de numere fuzzy

�
1

kBn(u;[a;b])k � eBn(u)�n�1 : Apoi, se ştie c¼a eBn(u)
converge uniform spre u deoarece exist¼a o constant¼a absolut¼a C pentru care

jBn(u; [a; b])� u(x)j � C!1(u; 1=
p
n)[a;b]; (8)x 2 [a; b];

iar asta implic¼a uşor c¼a 1
kBn(u;[a;b])k � eBn(u) converge spre u în raport cu metrica DC . Pe de alt¼a parte

se demonstreaz¼a uşor c¼a nucleul lui 1
kBn(u;[a;b])k � eBn(u) se reduce la un singur element (asta rezult¼a

imediat deoarece restricţia lui 1
kBn(u;[a;b])k � eBn(u) la intervalul [a; b] este o funcţie polinomial¼a de grad

cel puţin 1 şi nu poate � constant¼a pe niciun interval şi deci nici pe intervalul dat de nucleu). Asta
înseamn¼a c¼a nu avem convergenţ¼a în raport cu nucleul din moment ce nucleul lui u nu este degenerat.
Asta nu este surprinz¼ator din moment ce operatorii Bernstein �ind polinoame nu pot conserva cu
acurateţe alura unei funcţii care are puncte în care nu este diferenţiabil¼a cum este cazul marginilor
nucleului num¼arului fuzzy u. Aceast¼a problem¼a se va discuta din nou în subsecţiunea 5.5.1 a acestui
capitol unde operatorii Bernstein se vor compara cu operatorii Bernstein de tip max-produs. Aceast¼a
problem¼a a divergenţei nucleului este valabil¼a şi pentru alţi operatori de tip Bernstein din moment ce
ei aproximeaz¼a prin funcţii polinomiale.

În cele ce urmeaz¼a propunem condi̧tii minimale pentru ca cerinţele (iv)�(v) prezentate la începutul
seçtiunii s¼a �e satisf¼acute.

Lema 5.1.2 Fie funţia de reducere continu¼a s : [0; 1] ! [0; 1] şi s¼a consider¼am primitiva sa S :

[0; 1]! R, S(x) =
xZ
0

s(x)dx. Fie u un num¼ar fuzzy continuu şi s¼a consider¼am şirul de numere fuzzy

(un)n�1, care îndeplineşte cerinţele:
(i) (DC) lim

n!1
un = u;

(ii) Exist¼a o constant¼a �0 > 0 ce poate s¼a depind¼a de u astfel încât supp(un) � [��0; �0],
pentru �ecare n � 1.
Atunci avem EI(un)! EI(u), Ambs(un)! Ambs(u), şi V als(un)! V als(u):
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Observa̧tia 5.1.3 Dac¼a în teorema precedent¼a sup fmaxfjanj ; jdnjg : n 2 Ng =1, atunci chiar dac¼a
(DC) lim

n!1
un = u, putem avea

max

8<:lim supn!1

������
cZ
a

xd(S(u(x))�
cnZ
an

xd(S(un(x))

������ ; lim supn!1

������
bZ
d

xd(S(u(x))�
bnZ
dn

xd(S(un(x))

������
9=; =1.

Din Teorema 5.1.2 obţinem urm¼atorul corolar.

Corolarul 5.1.4 Fie u un num¼ar fuzzy continuu şi �e şirul de numre fuzzy continue (un)n�1, astfel
încât:
(i) (Dc) lim

n!1
un = u ;

(ii) core(un)! core(u);
(iii) supp(un)! supp(u);
Atunci avem EI(un) ! EI(u), Ambs(un) ! Ambs(u), şi V als(un) ! V als(u), pentru orice

funcţie de reducere s : [0; 1]! [0; 1]:

În cazul metricii dp avem urm¼atoarea lem¼a.

Lema 5.1.5 Fie u un num¼ar fuzzy continuu şi �e şirul de numere fuzzy (un)n�1, astfel încât (dp) lim
n!1

un =

u, unde p > 1 este �xat: Dac¼a s : [0; 1] ! [0; 1], este o funcţie de reducere atunci EI(un) ! EI(u),
Ambs(un)! Ambs(u), şi V als(un)! V als(u):

Ţinând cont de cele dou¼a rezultate teoretice de mai sus, suntem interesaţi în g¼asirea de şiruri de
numere fuzzy astfel încât ipotezele de mai sus s¼a �e satisf¼acute deoarece atunci obţinem convergenţa în
raport cu caracteristicile importante. Mai târziu vom vedea c¼a operatorii Bernstein de tip max-produs
veri�c¼a aceste ipoteze.

5.2 Exemple de operatori de tip max-produs

În aceast¼a seçtiune vom discuta despre aşa-numi̧tii operatori de tip max-produs propuşi pentru prima
oar¼a în lucrarea [34]. Pentru un interval I � R, not¼am cu CB+(I) spaţiul funçtiilor pozitive, continue
şi m¼arginite de�nite pe I. Forma general¼a a unui operator de tipul max-produs (numit aici operator
max-produs discret de aproximare) este Ln : CB+(I)! CB+(I);

Ln(f)(x) =
n_
i=0

Kn(x; xi) � f(xi); x 2 I; (5.1)

sau

Ln(f)(x) =

1_
i=0

Kn(x; xi) � f(xi); x 2 I; (5.2)

unde n 2 N, f 2 CB+(I), Kn(�; xi) 2 CB+(I) şi xi 2 I, pentru �ecare i. Aceşti operatori sunt
neliniari, pozitivi şi în plus satisfac o condi̧tie de pseudo-liniaritate de forma

Ln(� � f _ � � g) = � � Ln(f) _ � � Ln(g);8�; � 2 R+; f; g 2 CB+(I):
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Fie intervalul I = [0; 1] şi o funçtie f 2 C+(I) (aici C+(I) este spaţiul funçtiilor pozitive şi continue
de�nite pe I şi evident în acest caz C+(I) coincide cu CB+(I)): Dac¼a în relaţia (5.1) lu¼am I = [0; 1]
şi

Kn(x; xi) =
pn;i(x)
n_
k=0

pn;k(x)

; x 2 [0; 1]; i 2 f0; 1; :::; ng;

atunci obţinem aşa-numitul operator Bernstein de tip max-produs (propus prima oar¼a de Gal în cartea
[55]) care ataşat funçtiei f , este dat prin

B(M)
n (f)(x) =

n_
k=0

pn;k(x)f
�
k
n

�
n_
k=0

pn;k(x)

; x 2 [0; 1];

unde pn;k(x) =
�
n
k

�
xk(1 � x)n�k, k 2 f0; 1; :::; ng, x 2 [0; 1]: O alt¼a metod¼a de a obţine operatorii

Bernstein de tip max-produs este s¼a scriem operatorul Bernstein liniar ataşat funçtiei f sub forma

Bn(f)(x) =

nX
k=0

pn;k(x)f
�
k
n

�
nX
k=0

pn;k(x)

; x 2 [0; 1]

şi apoi înlocuind atât la num¼ar¼ator cât şi la numitor operatorul "
P
" cu operatorul "

W
" obţinem din

nou operatorul Bernstein de tip max-produs.
Propriet¼aţile de aproximare şi de conservare a alurii ale operatorilor max-produs Bernstein au fost

studiate (în aceast¼a ordine) în lucr¼arile [33], [30], [44]. O parte din aceste propriet¼aţi se vor menţiona
în seçtiunile urm¼atoare.
Folosind acelaşi raţionament ca şi în cazul operatorului Bernstein de tip max-produs, pentru I =

[0;1) şi f 2 CB+(I), operatorul Favard-Szász-Mirakjan de tip max-produs ([33]) ataşat lui f este
dat prin

F (M)
n (f)(x) =

1_
k=0

sn;k(x)f
�
k
n

�
1_
k=0

sn;k(x)

; x 2 [0; 1];

unde sn;k(x) =
(nx)k

k! , k 2 N, x 2 [0;1): Propriet¼aţile de aproximare şi de conservare a alurii ale
operatorilor max-produs Favard-Szász-Mirakjan au fost studiate mai întâi în [33] şi apoi în [31].
Exist¼a şi aļti operatori de tip max-produs menţionaţi în versiunea lung¼a a tezei .

5.3 Propriet¼a̧ti de aproximare şi conservare a alurii ale oper-
atorului Bernstein de tip max-produs

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucr¼arile [30] şi [44]. Vom folosi rezultatele teo-
retice din aceast¼a seçtiune la studiul propriet¼aţilor de aproximare şi conservare a alurii atunci când
aproxim¼am prin operatori Bernstein de tip max-produs.
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În lucrarea [33] s-a demonstrat c¼a operatorii Bernstein de tip max-produs aproximeaz¼a funçtiile din
spaţiul C+([0; 1]) cu ordinul de aproximare uniform¼a C!1(f ; 1=

p
n), unde C > 0 este o constant¼a ab-

solut¼a necunoscut¼a. Apoi, în lucrarea [30] acest rezultat a fost îmbun¼at¼aţit prin g¼asirea unei constante
explicite în faţa lui !1(f ; 1=

p
n), dup¼a cum urmeaz¼a.

Teorema 5.3.1 ([30], Teorema 4.1) Dac¼a f : [0; 1]! R+ este continu¼a atunci avem estimarea

jB(M)
n (f)(x)� f(x)j � 12!1

�
f;

1p
n+ 1

�
; n 2 N; x 2 [0; 1]:

În lucrarea [44] s-a demonstrat c¼a estimarea de mai sus este cea mai bun¼a în raport cu !1(f; �)[0;1],
demonstrându-se c¼a pentru funçtia f : [0; 1] ! [0;1), f(x) = 0 dac¼a x 2 [0; 1=2] şi f(x) = x � 1=2
dac¼a x 2 [1=2; 1], avem ([44], Exemplul 3.1)

B(M)
n (f)� f

 � e�5

6 !1(f; 1=
p
n):

Pentru funçtii concave avem o estimare de tip Jackson.

Teorema 5.3.2 ([30], Corolarul 4.6) Dac¼a f : [0; 1] ! R+ este concav¼a pe [0; 1], atunci avem esti-
marea jB(M)

n (f)(x)� f(x)j � 2!1
�
f ; 1n

�
; pentru �ecare n 2 N; x 2 [0; 1]:

Avem şi un alt tip de estimare.

Teorema 5.3.3 ([44], Teorema 4.6) Fie f : [0; 1] ! [0;1) o funcţie continu¼a şi strict pozitiv¼a.
Atunci ���B(M)

n (f)(x)� f(x)
��� � �n!1(f; 1n )

mf
+ 4

�
!1(f; 1=n); x 2 [0; 1]; n 2 N;

unde mf = minff(x);x 2 [0; 1]g.

Din teorema de mai sus rezult¼a urm¼atoarea estimare pentru funçtii de tip Lipschitz.

Corolarul 5.3.4 ([44], Corolarul 4.7) Dac¼a f : [0; 1] ! [0;1) este o funcţie strict pozitiv¼a care
satisface condiţia Lipschitz, atunci exist¼a o constant¼a C, independent¼a de n şi x, dar care depinde de

f , astfel încât
���B(M)

n (f)(x)� f(x)
��� � C

n ; x 2 [0; 1]; pentru �ecare n 2 N:

Se ştie c¼a exist¼a funçtii Lipschitz pe [0; 1] (de exemplu linii poligonale concave) pentru care se obţin
estim¼ari mai slabe decât estimarea de tip Jackson de mai sus când aproxim¼am prin operatori Bernstein
liniari. Asta înseamn¼a c¼a operatorii Bernstein de tip max-produs au propriet¼aţi de aproximare mai
bune decât corespondenţii lor liniari relativ la spaţiul funçtiilor Lipschitz strict pozitive de�nite pe
[0; 1]:
Discut¼am în continuare despre propriet¼aţi ale operatorilor max-produs Bernstein de conservare a

alurii .
În lucrarea [30] s-a demonstrat c¼a relativ la spaţiul C+([0; 1]), operatorul de aproximare Bernstein

de tip max-produs are propriet¼aţi de interpolare la capetele domeniului, conserv¼a monotonia şi mai
general cvasi-convexitatea. Apoi, în lucrarea [44] a fost demonstrat urm¼atorul rezultat.

Teorema 5.3.5 ([44], Teorema 5.1) S¼a consider¼am funcţia f : [0; 1] ! R+ şi �e n 2 N, n � 1. În
plus presupunem c¼a exist¼a c 2 [0; 1] astfel încât f este cresc¼atoare pe [0; c] şi descresc¼atoare pe [c; 1]:
Atunci exist¼a c0 2 [0; 1] astfel încât B(M)

n (f) este cresc¼atoare pe [0; c0] şi descresc¼atoare pe [c0; 1]: În

plus avem jc� c0j � 1
n+1 şi

���B(M)
n (f)(c)� f(c)

��� � !1 �f; 1
n+1

�
:
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Din teorema de mai sus rezult¼a c¼a B(M)
n conserv¼a cvasi-concavitatea relativ la spaţiul C+([0; 1]):

Mai mult, orice punct de maxim global al funçtiei f se poate aproxima cu un punct de maxim global
al funçtiei B(M)

n (f) cu o eroare de ordinul O(1=n) şi orice valoare maxim¼a global¼a a lui f se poate
aproxima cu o valoare maxim¼a global¼a a lui B(M)

n (f) cu o eroare de ordinul O(!1(f; 1n )):

5.4 Operatori Bernstein max-produs de�ni̧ti pe intervale com-
pacte

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucr¼arile [46] şi [47].
Pentru o funçtie f 2 C+([a; b]), de�nim operatorul Bernstein de tip max-produs prin ([46])

B(M)
n (f)(x) =

Wn
k=0 pn;k(x)f(a+ k � b�an )Wn

k=0 pn;k(x)
; x 2 [a; b]; (5.3)

unde pn;k(x) =
�
n
k

� �
x�a
b�a

�k
�
�
b�x
b�a

�n�k
: Deoarece

Pn
k=0 pn;k(x) = 1, pentru �ecare x 2 [a; b], rezult¼a

imediat c¼a
Wn
k=0 pn;k(x) > 0, pentru �ecare x 2 [a; b], ceea ce înseamn¼a c¼a B

(M)
n (f) este de�nit corect.

Apoi, obţinem cu uşurinţ¼a c¼a B(M)
n (f)(a) = f(a) şi B(M)

n (f)(b) = f(b): În plus, deoarece maximul
unui num¼ar �nit de funçtii continue este o funçtie continu¼a, rezult¼a c¼a pentru orice f 2 C+([a; b]);
B
(M)
n (f) 2 C+([a; b]). De fapt este su�cient ca f : [a; b] ! R+ s¼a �e doar m¼arginit¼a pentru a obţine

B
(M)
n (f) 2 C+([a; b]):
Se poate demonstra c¼a B(M)

n : C+([a; b]) ! C+([a; b]) are acelaşi ordin de convergenţ¼a uniform¼a
ca şi operatorul Bernstein liniar şi c¼a satisface proprietatea de conservare a cvasi-concavit¼aţii.

Teorema 5.4.1 (i) ([46], Teorema 5) Dac¼a a; b 2 R, a < b şi f : [a; b] ! R+ este continu¼a, atunci
avem estimarea jB(M)

n (f)(x)� f(x)j � 12([b� a] + 1)!1
�
f; 1p

n+1

�
; pentru �ecare n 2 N; x 2 [a; b]:

(ii) ([47], Teorema 6 (ii)) Dac¼a f : [a; b] ! R+ este concav¼a pe [a; b], atunci avem estimarea
jB(M)
n (f)(x)� f(x)j � 2([b� a] + 1)!1

�
f; 1n

�
; pentru �ecare n 2 N; x 2 [a; b]:

Teorema 5.4.2 ( [46], Teorema 6) Fie funcţia f : [a; b] ! R+ şi s¼a consider¼am n 2 N, n � 1. S¼a
presupunem în plus c¼a exist¼a c 2 [a; b] astfel încât f este cresc¼atoare pe [a; c] şi descresc¼atoare pe [c; b]:
Atunci exist¼a c0 2 [a; b] astfel încât B(M)

n (f) este cresc¼atoare pe [a; c0] şi descresc¼atoare pe [c0; b]: În

plus avem jc� c0j � b�a
n+1 şi

���B(M)
n (f)(c)� f(c)

��� � ([b� a] + 1)!1 �f; 1
n+1

�
:

Observa̧tia 5.4.3 Din teorema de mai sus şi din comentariul de dup¼a Teorema 5.3.5 rezult¼a c¼a dac¼a
f : [a; b]! R+ este continu¼a şi cvasi-concav¼a atunci B

(M)
n (f) este deasemenea cvasi-concav¼a.

Observa̧tia 5.4.4 Dup¼a cum am precizat în secţiunea 5.3, pentru funcţii din spaţiul C+([0; 1]), B
(M)
n

conserv¼a monotonia şi mai general cvasi-convexitatea. Folosind acelaşi raţionament ca şi în demon-
straţia Teoremei 5.4.2, se poate demonstra c¼a aceste propriet¼aţi sunt conservate şi în cazul mai general
al spaţiului C+([a; b]):

5.5 Aplica̧tii la aproximarea numerelor fuzzy

Aceast¼a seçtiune conţine contribuţii originale din lucr¼arile [46] şi [47].
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5.5.1 Aproxim¼ari în raport cu metrica DC

S¼a presupunem c¼a u este un num¼ar fuzzy astfel încât supp(u) = [a; b] şi core(u) = [c; d]: Pentru
n 2 N de�nim funçtia eB(M)

n (u) : R! [0; 1], eB(M)
n (u)(x) = 0, dac¼a x =2 [a; b] şi eB(M)

n (u)(x) =

B
(M)
n (u; [a; b])(x), pentru �ecare x 2 [a; b]: Din Teorema 5.4.1, rezult¼a c¼a ordinul de aproximare uni-

form¼a a lui u prin eB(M)
n (u) este O

�
!1(u; 1=

p
n)[a;b]

�
atunci când u este continuu. Apoi, din moment

ce restriçtia lui u la intervalul [a; b] este o funçtie precum cele din Teorema 5.4.2, rezult¼a c¼a eB(M)
n (u)

este cvasi-concav¼a pe [a; b]: Mai mult, avem urm¼atorul rezultat care îmbun¼at¼aţeşte rezultatul central
din lucrarea [46].

Teorema 5.5.1 ([47], Teorema 14) Fie u un num¼ar fuzzy cu supp(u) = [a; b] şi core(u) = [c; d] astfel
încât a � c < d � b: Atunci, pentru n su�cient de mare rezult¼a c¼a eB(M)

n (u) este un num¼ar fuzzy care
veri�c¼a :

(i) supp(u) = supp
� eB(M)

n (u)
�
;

(ii) Dac¼a core( eB(M)
n (u)) = [cn; dn], atunci jc� cnj � b�a

n şi jd� dnj � b�a
n : În plus, putem

determina cu exactitate core( eB(M)
n (u));

(iii) Dac¼a în plus u este continuu atunci��� eB(M)
n (u)(x)� u(x)

��� � 12([b� a] + 1)!1�u; 1p
n+ 1

�
[a;b]

;

pentru �ecare x 2 R:

Demonstraţia urm¼atorului corolar care îmbun¼at¼aţeşte Corolarul 15 din [47], se obţine cu uşurinţ¼a
din teorema precedent¼a şi din Corolarul 1.12.4, (i).

Corolarul 5.5.2 (vezi de asemenea [47], Corolarul 15) Fie u un num¼ar fuzzy cu supp(u) = [a; b]
şi core(u) = [c; d], astfel încât a � c < d � b: În plus, s¼a consider¼am funcţia de reducere continu¼a

s : [0; 1! [0; 1] şi primitiva sa S(x) =

1Z
0

s(x)dx, x 2 [0; 1]: Atunci avem:

(i) core( eB(M)
n (u))! core(u);

(ii) Dac¼a u este continuu atunci lim
n!1

DC( eB(M)
n (u); u) = 0 şi notând �n = 12([b � a] +

1)!1

�
u; 1p

n+1

�
[a;b]

; pentru n su�cient de mare obţinem
���Ambs( eB(M)

n (u))�Ambs(u)
��� � kn(u)�n şi���V als( eB(M)

n (u))� V als(u)
��� � kn(u)�n; unde kn(u)! c� a+ 2 jcj+ b� d+ 2 jdj. În particular avem

EI( eB(M)
n (u))! EI(u).

Din Teorema 5.5.1 şi Corolarul 5.5.2 rezult¼a c¼a şirul de operatori Bernstein de tip max-produs
ataşat unui num¼ar fuzzy continuu, satisface propriet¼aţile de aproximare şi conservare a alurii propuse
în seçtiunea 5.1 şi astfel reprezint¼a un bun exemplu de şir convergent (şi e�cient) de numere fuzzy.
Observa̧tii (aceste observaţii se g¼asesc şi în lucrarea [47] ) (i) Dac¼a num¼arul fuzzy u este uni-

modal, adic¼a c = d, atunci eB(M)
n (u) nu mai este neap¼arat un num¼ar fuzzy. Dar dac¼a normaliz¼am

B
(M)
n (u; [a; b]), atunci obţinem num¼arul fuzzy 1B(M)

n (u;[a;b])
 eB(M)

n (u) ( k � k reprezint¼a norma uni-

form¼a). Deoarece B(M)
n (u; [a; b]) ! u uniform pe [a; b], obţinem uşor c¼a 1B(M)

n (u;[a;b])
 eB(M)

n (u) ! u;
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uniform pe R şi asfel rezult¼a c¼a lim
n!1

DC

�
1B(M)

n (u;[a;b])
 eB(M)

n (u); u

�
= 0. Ca şi în cazul Teoremei

5.5.1 (ii), putem determina cu precizie nucleul lui 1B(M)
n (u;[a;b])

 eB(M)
n (u).

(ii) Comparând concluzia Teoremei 5.5.1 cu cele discutate la sfârşitul Exemplului 5.1.1, rezult¼a c¼a
operatorul Bernstein de tip max-produs B(M)

n , este mai convenabil pentru a aproxima numere fuzzy
decât operatorul Bernstein liniar, Bn. Dac¼a ordinul de aproximare uniform¼a este acelaşi, operatorul
Bernstein max-produs conserv¼a mai bine alura unui num¼ar fuzzy.
(iii) Se veri�c¼a uşor c¼a dac¼a u este un num¼ar fuzzy continuu şi unimodal atunci şirul din prima

observaţie de mai sus satisface în întregime concluzia Corolarului 5.5.2.

Exemplul 5.5.3 ([47], Exemplul 16) Aproxim¼am num¼arul fuzzy

u(x) =

8>><>>:
4x2 dac¼a 0 � x < 1=2;
1 1=2 � x � 3=4;

4� 4x 3=4 < x � 1;
0 în rest,

:

folosind atât operatorii Bernstein clasici liniari precum şi cu ajutorul operatorilor Bernstein de tip
max-produs. În Fig. 5.1.a şi Fig. 5.1.b ( mai întâi pentru n = 30 şi apoi pentru n = 80 ) putem
compara operatorii Bernstein clasici cu cei de tip max-produs în aproximarea num¼arului fuzzy de mai
sus. Observ¼am cu uşurinţ¼a c¼a operatorul Bernstein clasic marcat cu linie punctat¼a nu conserv¼a alura
atât de bine precum o face operatorul Bernstein de tip max-produs marcat cu linie întrerupt¼a, acesta
�ind aproape identic cu num¼arul fuzzy pe porţiunea nucleului. Concluziile teoretice ale acestei secţiuni
sunt foarte bine ilustrate în acest exemplu.
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Fig. 5.1.b

5.5.2 Aproxim¼ari în raport cu metricile dp
Începem prin a reaminti c¼a reprezentarea parametric¼a a unui num¼ar fuzzy u este u = (u�; u+), unde
u� este continu¼a la stânga şi cresc¼atoare, u+ este continu¼a la stânga şi descresc¼atoare şi în plus avem
u�(1) � u+(1): Toate aceste propriet¼aţi sunt esenţiale pentru a obţine rezultatele de baz¼a ale acestei
seçtiuni.
Mai întâi studiem cazul când num¼arul fuzzy este pozitiv ceea ce este echivalent cu faptul c¼a

u�(0) � 0. Asta înseamn¼a c¼a funçtiile u� şi u+ sunt pozitive şi astfel putem folosi toate rezultatele
de aproximare din seçtiunea 5.3. Considerând operatorii B(M)

n (u�) şi B(M)
n (u+) se veri�c¼a uşor
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c¼a perechea ordonat¼a B
(M)

n (u) =
�
B
(M)
n (u�); B

(M)
n (u+)

�
formeaz¼a un num¼ar fuzzy: Acum putem

prezenta rezultatul central al acestei subseçtiuni.

Teorema 5.5.4 (vezi şi [47], Teorema 19) Dac¼a u = (u�; u+) este un num¼ar fuzzy pozitiv astfel încât
u� şi u+ sunt continue, atunci avem
(i)

dp(u;B
(M)

n (u)) � 12
p
2max

�
!1

�
u�;

1p
n+ 1

�
; !1

�
u+;

1p
n+ 1

��
, (8)n 2 N;

(ii) (în [47] un caz mai particular este discutat) EI(un) ! EI(u), Ambs(un) ! Ambs(u) şi
V als(un)! V als(u) pentru orice funcţie de reducere s : [0; 1]! [0; 1]:

Observa̧tie (aceast¼a remarc¼a se g¼aseşte şi în [47] ) S¼a presupunem acum c¼a num¼arul fuzzy u
nu este pozitiv ceea ce este echivalent cu faptul c¼a u�(0) < 0. S¼a introducem acum funçtiile
u�1 ; u

+
1 : [0; 1] ! R, u�1 (�) = u�(�) � u�(0) şi u+1 (�) = u+(�) � u�(0). Din propriet¼aţile funçti-

ilor u� şi u+ rezult¼a c¼a u�1 este cresc¼atoare şi pozitiv¼a şi u
+
1 este descresc¼atoare şi pozitiv¼a. Pentru

n � 1, consider¼am funçtiile B(M)
n (u�1 ) şi B

(M)
n (u+1 ): Deoarece B

(M)
n conserv¼a monotonia, urmeaz¼a

c¼a B(M)
n (u�1 ) este cresc¼atoare şi B

(M)
n (u+1 ) este descresc¼atoare. În plus avem B

(M)
n (u�1 )(0) = u

�
1 (0);

B
(M)
n (u�1 )(1) = u�1 (1); B

(M)
n (u+1 )(0) = u+1 (0) şi B

(M)
n (u+1 )(1) = u+1 (1): În concluzie obţinem c¼a

P
(M)

n (u) =
�
B
(M)
n (u�1 ) + u

�(0); B
(M)
n (u+1 ) + u

�(0)
�
este un num¼ar fuzzy care în plus conserv¼a supor-

tul şi nucleul lui u. În plus, se poate demonstra c¼a obţinem acelaşi tip de estim¼ari ca şi în Teorema

5.5.4 dac¼a înlocuim acolo pe B
(M)

n (u) cu P
(M)

n (u).



Concluzii

Aceast¼a tez¼a conţine principalele mele contribuţii în topicul aproxim¼arii numerelor fuzzy. Mai întâi,
considerând metrici de tipul L2 pe spaţiul numerelor fuzzy, diferite tipuri de aproxim¼ari paramet-
rice sau trapezoidale sunt investigate. Deoarece în cazurile studiate aproximarea parametric¼a sau
trapezoidal¼a exist¼a şi este unic¼a, putem de�ni aşa-numi̧ti operatori de aproximare parametric¼a sau
trapezoidal¼a. În tez¼a sunt prezentaţi algoritmi de calcul ai aproxim¼arilor şi în plus, propriet¼aţi im-
portante cum ar � invarianţa faţ¼a de scalari sau translaţii, aditivitatea, continuitatea sau relaţia cu
agregarea sunt investigate. Pentru unii operatori s-a determinat cea mai bun¼a constant¼a Lipschitz.
Aceste rezultate sunt importante când dorim s¼a simpli�c¼am reprezentarea numerelor fuzzy. În unele
aplicaţii este su�cient s¼a folosim doar numere fuzzy trapezoidale sau alte clase de numere fuzzy cu
form¼a mai simpl¼a. Un astfel de exemplu se g¼aseşte în seçtiunea 2.8 unde numerele fuzzy sunt ordonate
prin intermediul numerelor fuzzy trapezoidale. Totuşi, uneori este important s¼a p¼astr¼am cât mai mult
din informaţia conţinut¼a într-un num¼ar fuzzy. Acest topic vine în completarea celui discutat anterior
în care sunt discutate aproxim¼ari cu form¼a mai simpl¼a. În aceast¼a tez¼a se demonstreaz¼a c¼a aşa-numi̧tii
operatori Bernstein de tip max-produs sunt instrumente utile când se doreşte conservarea informaţiei
conţinut¼a de un num¼ar fuzzy. Pe lâng¼a capacitatea lor de a aproxima numere fuzzy cu aceeaşi acu-
ratȩte ca şi corespondenţii lor liniari, aceşti operatori posed¼a propriet¼aţi importante de conservare a
alurii cum ar � conservarea suportului, convergenţa în raport cu nucleul sau convergenţa în raport cu
caracteristicile importante ale numerelor fuzzy. Pentru a obţine o parte din rezultatele centrale ale
tezei, am demonstrat câteva propriet¼aţi a c¼aror importanţ¼a este independent¼a de topicul acestei teze.
Astfel de rezultate sunt cele din seçtiunea 1.12 unde ambiguitatea şi valoarea sunt exprimate prin in-
termediul funçtiei de apartenenţ¼a iar apoi se studiaz¼a aproximarea acestor caracteristici. Aşa cum era
de aşteptat, cu cât forma num¼arului fuzzy este aproximat¼a mai bine cu atât mai bine sunt aproximate
caracteristicile. Apoi trebuie menţionat c¼a teza conţine contribuţii în problema delicat¼a a ordon¼arii
numerelor fuzzy. În cazul ordon¼arii numerelor fuzzy trapezoidale putem spune c¼a defuzi�catorii care
genereaz¼a ordon¼ari care s¼a satisfac¼a unele propriet¼aţi de baz¼a sunt complet determinaţi dac¼a facem
abstraçtie de ordon¼arile echivalente.

Pentru viitor am multe planuri legate atât de problema aproxim¼arii numerelor fuzzy cât şi de alte
subiecte. Recent, am extins problema aproxim¼arii numerelor fuzzy considerând aproxim¼ari în spaţiul
aşa-numitelor numere fuzzy liniare pe poŗtiuni considerând mai întâi cazul când funçtiile de nivel
sunt linii poligonale cu 2 segmente iar nodul (seçtiunea �) care separ¼a segmentele este acelaşi pentru
ambele funçtii de nivel (vezi [43]). Un astfel de num¼ar fuzzy depinde de 6 parametri şi astfel avem
mai multe posibilit¼aţi de aproximare în comparaţie cu numerele fuzzy trapezoidale de exemplu. Pe
viitor, împreun¼a cu autorii lucr¼arii [43] vom extinde acest studiu considerând numere fuzzy liniare pe
poŗtiuni care depind de un num¼ar arbitrar de noduri. Apoi, în lucrarea [20] consider¼am o problem¼a
general¼a de aproximare trapezoidal¼a, şi anume studiem aproximarea trapezoidal¼a cu condi̧tia supli-
mentar¼a a conserv¼arii unei caracteristici liniare dat¼a în form¼a general¼a. Aceast¼a problem¼a poate �
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generalizat¼a considerând mai multe caractersitici care ar trebui conservate. Ca un proiect personal,
în ultimul timp am devenit interesat de programarea cuadratic¼a. Am observat c¼a folosind teoria
spaţiilor Hilbert, studiul operatorilor de aproximare trapezoidal¼a se poate reduce la studiul soluţiilor
unor probleme de programare cuadratic¼a ce depind de anumi̧ti parametri. Ideea mea este s¼a studiez
în detaliu propriet¼aţile aşa-numitei funçtii a soluţiilor ataşat¼a unei astfel de probleme de programare
cuadratic¼a deoarece orice proprietate important¼a a acestei funçtii va implica rezultate asem¼an¼atoare
pentru operatorii de aproximare parametric¼a sau trapezoidal¼a. Pentru acest studiu am consultat
frecvent articolul [86] precum şi monogra�a [66]. În lucrarea [86] autorul demonstreaz¼a continuitatea
Lipschitz a funçtiei soluţie asociat¼a unei probleme de programare cuadratic¼a canonic¼a depinzând de 2
parametri c şi � (de tip vectorial ), unde c apare în funçtia cuadratic¼a iar � apare în membrul drept
al restriçtiilor. În lucrarea [42] am obţinut acelaşi rezultat considerând cazul program¼arii cuadratice
generale. Mai mult, în aceeaşi lucrare se demonstreaz¼a c¼a exist¼a o corespondenţ¼a liniar¼a şi pozitiv
omogen¼a pe poŗtiuni între parametri şi soluţie. De asemenea studiez şi aproximarea numerelor fuzzy
folosind transformata fuzzy (vezi [48]) introdus¼a recent de Per�lieva (vezi [70]). În �nal menţionez c¼a
sunt numeroase alte probleme care merit¼a s¼a �e investigate pentru operatorii de tip max-produs. Voi
menţiona aici rezultate de saturaţie precum şi rezultate inverse unde deja avem un articol acceptat
(vezi [45]).
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