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Introducere

Aceastd tezd contine o parte din rezultatele pe care le-am obtinut in studiul aproximérii numerelor
fuzzy. Acest domeniu s-a dezvoltat foarte mult in ultimul deceniu (vezi sectiunea 3.1 pentru mai
multe detalii). Vom studia doud tipuri de aproximiri. Mai intai vom studia aproximarea numerelor
fuzzy prin numere fuzzy cu form& mai simpld cum ar fi numerele fuzzy trapezoidale sau numerele fuzzy
parametrice. Acest tip de aproximare trebuie privit ca fiind o alternativa pentru a reprezenta numerele
fuzzy intr-o forma mai simpld mai ales in aplicatiile unde nu avem nevoie de toatd informatia cuprinsa
intr-un numar fuzzy. Din acest motiv probabil cd cea mai importanta parte a acestui tip de aproximare
o reprezintd aproximarea numerelor fuzzy cu conditii suplimentare cum ar fi conservarea intervalului
de expectantd sau conservarea ambiguitdtii si a a valorii. Aceste caracteristici sunt importante mai
ales in probleme de statisticd sau in probleme de ordonare a numerelor fuzzy. Astfel, este necesar s&
gasim reprezentari mai simple pentru numerele fuzzy si astfel incat una sau mai multe caracteristici
importante s fie conservate. Existd foarte multe tipuri de structuri metrice care se pot defini pe
spatiul numerelor fuzzy (vezi sectiunea 1.9 pentru mai multe detalii). Unele sunt importante in
rezolvarea de ecuatii fuzzy, altele sunt importante in probleme de tip statistic iar altele sunt importante
pentru probleme de ordonare a numerelor fuzzy. In prezenta lucrare vom studia problema aproximarii
numerelor fuzzy. Se pare cd cea mai potrivitd metrica pentru acest gen de probleme este o extindere
a metricii Euclidiene introdusd in lucrarea [58]. Generalizdri ale acestei metrici de tipul Ly se gésesc
in lucrarile [85], [88], ele fiind numite metrici ponderate de tip Lo. Din acest motiv cercetarea noastra
se orienteaza in jurul acestor metrici.

Al doilea tip de aproximare ce va fi studiat in aceasta tezi este aproximarea numerelor fuzzy folosind
operatori de aproximare. Acest tip de aproximare este important de asemenea din moment ce spatiul
numerelor fuzzy poate fi identificat ca fiind un spatiu de functii care verificd anumite proprietati. O altd
motivatie pentru acest studiu este ca aproximarea numerelor fuzzy prin operatori de aproximare vine
in completarea aproximarii numerelor fuzzy prin numere fuzzy cu formé mai simpld. Sunt situatii in
care avem nevoie sa pastram cat mai mult din informatia continutd intr-un numar fuzzy si operatorii
de aproximare pot fi solutia pentru astfel de probleme. Dupa cum se va vedea in ultimul capitol
al acestei teze, operatorii Bernstein de tip max-produs (introdusi in cartea [55]) sunt operatori de
aproximare care satisfac aceastd proprietate de conservare a informatiei asociatd unui numaér fuzzy.

In continuare prezentim structura acestei teze. Primul capitol prezintd pe scurt teoria multimilor
fuzzy si in detaliu notiuni de bazi despre numerele fuzzy. In capitolul 2 sunt prezentate multe rezul-
tate importante care se vor folosi mai tarziu pentru a demonstra rezultatele centrale din capitolele
3-4. In plus, ultimele 4 sectiuni ale capitolului sunt dedicate studiului ordonarii numerelor fuzzy. In
capitolul 3 discutam despre aproximarea numerelor fuzzy prin numere fuzzy cu forma mai simpla.
Mai intdi vom prezenta rezultate de existentd si unicitate in raport cu metrici prezentate intr-un
context general. Apoi discutdm cazuri particulare. Mai intdi demonstram existenta si unicitatea
aproximarii parametrice gi trapezoidale in raport cu metrici de tip L. Apoi vom demonstra existenta
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si unicitatea aproximarii parametrice care conserva intervalul de expectanta respectiv a aproximarii
parametrice care conserva ambiguitatea si valoarea. Ca aplicatie vom deduce algoritmii pentru a cal-
cula aproximdri trapezoidale (intotdeauna existd gi sunt unice) care conservd intervalul de expectanti
respectiv aproximari trapezoidale care conservd ambiguitatea si valoarea. Toate aceste aproximari se
vor calcula in raport cu metrica Euclidiand. Apoi discutdm despre aproximéri in raport cu metrici
ponderate de tip Lo care conserva intervalul de expectantd ponderat respectiv aproximari (ponderate)
care conservi nucleul. In final, operatorii de aproximare sunt testati pe cateva exemple numerice con-
crete. Deoarece calitatea unui operator de aproximare nu este mai putin importanta, capitolul 4 al
tezei este dedicat investigdrii unor proprietiti de baza ale operatorilor de aproximare fuzzy. Mai intéi
sunt prezentate rezultate generale in legitura cu invarianta fatd de translatii respectiv scalari. Apoi,
considerand continuitatea ca o proprietate de baza pe care un operator de aproximare trebuie sa o
satisfac#, prezentdm un studiu detaliat in aceastd privintd. In primul rand demonstrim ci operatorii
de aproximare fuzzy fara alte restrictii sunt neexpansivi in raport cu metricile de tip L. Apoi, in
cazul operatorului de aproximare trapezoidald care conserva intervalul de expectanta precum si a celui
care conserva ambiguitatea si valoarea respectiv a acelui care conservd ambiguitatea, pentru fiecare
in parte demonstrim continuitatea Lipschitz. In cazul primilor 2 operatori vom gisi chiar cea mai
buna constantd Lipschitz posibila. Ca un rezultat negativ vom demonstra cd orice operator fuzzy care
ia valori numere fuzzy trapezoidale ce conserva nucleul are puncte de discontinuitate. O altd propri-
etate importanta este aditivitatea. Deoarece majoritatea operatorilor de aproximare fuzzy nu sunt
aditivi, vom géasi pentru acesti operatori estimari pentru defectul lor de aditivitate in sensul definitiei
care se gisegte in [29)]. In cazul operatorului de aproximare trapezoidald care conserva intervalul de
expectant® vom gisi cea mai buni estimare posibild. In ultima sectiune a capitolului vom discuta
aproximarea trapezoidala in relatie cu agregarea datelor, un alt topic important al zilelor noastre cu
multe aplicatii in analiza fuzzy. In ultimul capitol al tezei studiem aproximarea numerelor fuzzy prin
intermediul operatorilor Bernstein de tip max-produs. Se pare cd acesti operatori sunt foarte utili
pentru a aproxima numere fuzzy. Pe langa convergenta in norma uniforma in cazul numerelor fuzzy
continue, acesti operatori posedd importante proprietdti de conservare a alurii cum ar fi conservarea
suportului respectiv convergenta nucleului. In final meritd mentionat ci in cazul caracteristicilor im-
portante ale numerelor fuzzy cum ar fi intervalul de expectanti, ambiguitatea sau valoarea, din nou
avem convergentd in aproximarea prin operatori Bernstein de tip max-produs. Teza se incheie cu o
concluzie in care se face o recapitulare a rezultatelor obtinute si se prezintd viitoare teme de cercetare.

In finalul acestei introduceri, doresc s mentionez ci aceasti tezi contine contributii originale
din articolele sau manuscrisele [17]-[19], [21]-[28], [30], [40]-[41], [44], [46]-[48]. Cu exceptia sectiu-
nilor 1.1-1.9 (aceste sectiuni contin generalitdti), 3.3, 3.5 si respectiv 3.9, restul sectiunilor se bazeazi
aproape in intregime pe contributii originale. In plus, sectiunea 3.3 se bazeazi pe o abordare origi-
nald. Contributiile originale sunt indicate la inceputul fiecarui capitol respectiv sectiuni i apoi se fac
referinte adecvate in interiorul sectiunilor. Deasemenea, trebuie notat ci lucrarea [47] este varianta
extinsd a lucrarii [46] gi va apare intr-un numdr special al revistei Fuzzy Sets and Systems, numér
dedicat teoriei numerelor fuzzy, unde o parte din articole (inclusiv contributia noastrd) sunt selecate
de la Conferinta EUSFLAT-LFA care s-a desfisurat in anul 2011 la Aix-Les-Bains. Totusi, trebuie
mentionat cd rezultatele centrale din [47] sunt mai bune (sau mai complete) in comparatie cu cele din
lucrarea [46] si in plus se obtin multe alte rezultate teoretice cum ar fi aproximéri cu metrici de tip
L, sau rezultate de convergenti in raport cu caracteristicile importante ale numerelor fuzzy. In plus,
teza contine rezultate originale nepublicate inca sau rezultate care imbunatatesc variantele publicate.

Cuvinte cheie: numar fuzzy, numéar fuzzy trapezoidal, numéar fuzzy parametric, metrici de tip
Lo, interval de expectantd, ambiguitate, valoare, functie de reducere, defuzificator, numar fuzzy ex-
tins, spatii normate, spatii Hilbert, aproximare trapezoidald, aproximare parametrica, aproximare



vi INTRODUCERE

trapezoidald, aproximare parametricd extinsd, continuitatea Lipschitz, defect de aditivitate, agregare,
operator Bernstein de tip max-produs.



Capitolul 1

Multimi fuzzy si numere fuzzy

Conceptele de baza relativ la numerele fuzzy care se discuta in acest capitol se gdsesc in numeroase
articole recente care studiazd aproximarea sau ordonarea numerelor fuzzy (vezi de exemplu [5], [13],
(58], [85]). In plus, sectiunile 1.10-1.12 contin o parte din contributiile mele originale luate din articolele
sau manuscrisele [19], [21], [25], [28], [48].

1.1 Definitia unei multimi fuzzy

De multe ori in practicd putem verifica cu precizie dacd un anume obiect apartine sau nu unei multimi
date. S& ludm ca exemplu multimea X a persoanelor cu varsta de cel mult 40 de ani. Dacd ux :
X — {0,1} este functia caracteristicd a lui X,

() = 1 dacdz € X,
HxtE) =19 0 dacd z ¢ X,

atunci putem spune fird dubii cd py(z) = 1 dacd x este o persoana cu varsta cel mult 40 de ani si
tx(z) = 0 dacd x este o persoand cu varsta peste 40 de ani.

Dar sunt situatii cand nu putem fi siguri dacd un obiect apartine sau nu unei multimi, mai ales cand
existd o doza de ambiguitate in descrierea acestui obiect. Urmatoarele doud exemple sunt relevente
pentru astfel de situatii.

1) Opusul cuvantului ”tanér” este cuvantul ”bitran”. In consecint, logica clasicd ne incurajeazi
sd fmpartim oamenii in doud categorii: persoane batrane si persoane tinere. Totusi este dificil sa
decidem in care categorie s-ar incadra o persoand care are 35 de ani sau o persoana care are 52 de ani.

2) (exemplul lui Zadeh) S& considerdm multimea numerelor mult mai mari decat 1. Cu sigurant,
putem spune ca numarul 100 apartine acestei multimi dar ne este greu sa ne decidem dacd numarul
10 apartine sau nu acestei multimi.

Zadeh a observat ca sunt situatii in care logica clasica nu se poate aplica in anumite situatii practice
gi pentru a depégi acest obstacol a introdus notiunea de multime fuzzy in lucrarea [87].

Definitia 1.1.1 Fie X un univers de obiecte. O multime fuzzy A in X este caracterizata de o functie
de apartenentd (numita uneori functie caracteristica), py : X — [0,1], care asociazd fiecarui obiect
x € X un numdr real din intervalul [0, 1], cu valoarea p 4(x) reprezentand gradul de apartenentd al lui
x in A.
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Pastrand notatiile de mai sus, multimea fuzzy A are forma explicitd
A={(z,pys(x)) :z € X, pa(z) €10,1]}.

Multimea tuturor submultimilor fuzzy ale unei mul{imi X se noteaza cu 75(X ). Dacd pentru
Ae ﬁ(X) avem p 4, = 0, atunci spunem cd A este o multime vid4 si scriem ca de obicei A = @. Dacg
multimea {2 € X : p4(z) > 0} este finitd atunci spunem ci A este o multime fuzzy discretd. In acest
caz putem caracteriza multimea fuzzy A prin omiterea elementelor z € X pentru care py(z) = 0.
De exemplu A € P(Z), A = {(-3,0.2), (0,0.5), (2,1), (5,0.7), (6,0.3)} reprezinti o multime fuzzy
discretd. Interpretarea valorii 4 (z) este foarte naturald. Dac8 p4(x) este foarte aproape de 1 atunci
avem un grad foarte mare de apartenentd al lui « la A, pe cand, daci p,(x) este foarte aproape
de 0 atunci avem un grad de apartenentd foarte scizut al lui z la A. Dacd py(x) = 1 atunci avem
apartenentd totald si putem spune cd x € A iar dacd p 4 (z) = 0 atunci avem excludere totald si putem
spune ci x ¢ A.

Dacé py(x) € {0,1} pentru fiecare z € X atunci multimea fuzzy A devine o multime in sensul
clasic.

1.2 Operatii cu multimi fuzzy

Operatiile de baza intre multimi cum ar fi: egalitatea, complementaritatea, incluziunea, reuniunea
sau intersectia, se pot extinde in mod natural pentru cazul cand avem de-a face cu multimi fuzzy. In
cele ce urmeazd prezentdm aceste operatii aga cum au fost propuse de Zadeh in [87].

Definitia 1.2.1 Fie A i B doud submultimi fuzzy ale aceleiasi multimi X. Dacd py(x) = pg(z),
pentru fiecare x € X atunci spunem ca A si B sunt egale gi scriem A = B.

Definitia 1.2.2 Fie A gi B doud submultimi fuzzy ale aceleiagi multimi X. Dacd p,(z) < pg(x),
pentru fiecare x € X atunci spunem ca A este inclusa in B gi scriem A C B.

Definitia 1.2.3 Fie A o submultime fuzzy a lui X. Complementara lui A notatd cu A, este caracter-
izata de functia de apartenentd p : X — [0,1], pg(xz) =1 — py(x), pentru fiecare x € X.

Definitia 1.2.4 Daca A gi B sunt doud submullimi fuzzy ale aceleiagi multimi X atunci reuniunea
dintre A gi B notatd AUB, este caracterizata de functia de apartenentd pa,g 2 X — [0,1], paup(z) =
max{p,(x), pg(x)}, pentru fiecare x € X.

Definitia 1.2.5 Daca A gi B sunt doud submultimi fuzzy ale aceleiagi multimi X atunci intersectia
dintre A gi B notatda ANB, este caracterizata de functia de apartenentd piang @ X — [0,1], pianp(z) =
min{p4(x), ug(x)}, pentru fiecare x € X.

1.3 Iniltimea, nucleul, suportul si sectiunea o a unei multimi
fuzzy

Inaltimea multimii fuzzy A € P(X), este valoarea hgt(A) = sup u,(x). Din definitia unei multimi
ex

T
fuzzy rezultd cd hgt(A) < 1. Dacd existd xp € X astfel incat hgt(A) = p4(xo) = 1, atunci spunem ci
multimea fuzzy A este normala.
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Nucleul multimii fuzzy A € P(X) se noteazi cu core(A) si este multimea core(A) = {z € X :
wa(z) = 1}. Rezultd imediat cd core(A) # @ dacd si numai dacd A este normali.

Suportul multimii fuzzy A € P(X) se noteazi supp(A), unde supp(A) = {z € X : pa(z) > 0}.
Observiam cu ugurintd c8 A # @ dacd si numai daca supp(A) # .

Pentru « € [0, 1], sectiunea « a multimii fuzzy A € ﬁ(X) se va nota in aceastd tezd cu A,, unde
Ay ={x € X : puy(x) > a}. Observam cd Ag = X gi A1 = core(A). Vom vedea in sectiunea 1.6 ci in
cazul numerelor fuzzy, sectiunea 0 are definitia putin modificata.

1.4 Multimi fuzzy convexe

In faimoasa sa lucrare, Zadeh a introdus notiunea de multime fuzzy convexa intr-un mod care permite
conservarea proprietatilor multimilor convexe clasice.

Definitia 1.4.1 Fie X o submullime convexd a unui spatiu vectorial real. Spunem ca multimea fuzzy
A € P(X) este convexd dacd pentru fiecare o € [0, 1] mullimea Ao = {x € X : py(x) > a} este o
submultime convexa a lui X.

Prezentdm in continuare un concept care generalizeaza conceptul de convexitate precum gi con-
ceptul de monotonie, concept care ne va ajuta si dam o definitie echivalenta pentru o multime fuzzy
convexa.

Definitia 1.4.2 Fie f: I — R, unde I C R este un interval. Spunem ca f este:
(i) cvasi-convexd pe I daca

fOz+ (1= XNy) <max{f(z), f(y)},z,y € [,A€[0,1];

(i) cvasi-concavd pe I dacd

fz+ (1= Ny) = min{f(z), f(y)}, 2,y € [, A €[0,1].

Se gtie ca functiile monotone sunt atat cvasi-convexe cat si cvasi-concave. Apoi, se gtie ca functiile
convexe sunt cvasi-convexe iar functiile concave sunt cvasi-concave.

Propozitia 1.4.3 Fie f : I — R, unde I C R este un interval. Atunci f este cvasi-convexd (cvasi-
concava) daca i numai dacd pentru orice A € R multimea {x € X : f(z) <A} {r € X : f(z) > A})
este o submultime convexd a lui R.

Precizdm c& intr-un context mai general o functie cvasi-convexd (cvasi-concavi) este o functie
precum cele din Definitia 1.4.2 dar cu domeniul o submultime arbitrara a unui spatiu vectorial real.

Din definitia de mai sus rezultd c& multimea fuzzy A este convexd dacd si numai dacd fiecare
sectiune « a lui A este o multime convex4 in sensul clasic.

Din definitia sectiunii « si din Propozitia 1.4.3, si tindnd cont de discutia de dupi aceasta propoz-
itie, obtinem urmatoarea definitie echivalentd a unei multimi fuzzy.

Definitia 1.4.4 Fie X o submultime convezd a unui spatiu vectorial real. Spunem ca multimea fuzzy
A € P(X) este convexd daca functia de apartenentd ji, este cvasi-concavd.

Din definitia de mai sus rezultd cd A € ﬁ(X ) este convexd dacd gi numai dacd pentru fiecare
z1,22 € X si A € [0,1] avem py(Azq + (1 — A)z2) > min{ f(x1), f(z2)}.
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Observatia 1.4.5 In cazul particular cind X = R i multimea fuzzy A € 75(R) are o functie de
apartenenta continud si supp(A) este marginita, rezultd (vezi discutia de dupd Definitia 1.4.2 ) cd A
este converd dacd gt numai daca existd a,b,c € R, a < ¢ < b astfel incat:

1) py =0 in afara intervalului [a, b];

2) 1, este crescatoare pe [a,cl;

3) 1, este descrescitoare pe |[c, b].

Astfel, avem o interpretare clard a notiunii de mullime fuzzy convexd si in plus putem gasi usor

exemple de multimi fuzzy care nu sunt convexe.

1.5 Principiul extinderii

Principiul extinderii propus de Zadeh in [87] permite extinderea conceptelor de bazi ale matematicii
pentru cazul cand lucrdm cu cantitati fuzzy. Avem urmétoarea definitie a principiului extinderii (vezi
de exemplu [64] pagina 41).

Definitia 1.5.1 Fie Xy, Xo, ..., X, Z, multimi nevide §i sa consideram functia F : X — Z,
unde X = X3 x Xy x ... x Xp,. Mai departe, consideram multimile fuzzy {Ai}ie(1,2,..ny astfel
incdt A; € ﬁ(XZ) pentru fiecare i € {1,2,...,n}. Folosind functia F putem defini multimea fuzzy
F(Ay, Ay, ...A,) € P(Z), caracterizati prin functia de apartenent LE(Ay, A, — [0,1],

sup min{p s, (z),..,p4, (2)}, daca z € F(X),

BF(A Ay, A (2) = (@Lo2@0)€F 71 (z) (1.1)
0, in rest.

Particularizand functia F' putem defini operatii algebrice intre multimi fuzzy dupd cum se poate
vedea in urmatorul exemplu.

Exemplul 1.5.2 Consideram functia F : Z X Z — Z, F(x,y) = x4y i multimile fuzzy A, B € 75(2),

A {(~1,0.2), (0,0.5), (2,1), (3,0.6), (6,0.2)},
B = {(~2,0.3), (=1,0.5), (0,0.8), (1,1), (3,0.7), (5,0.4)}.

Aplicand formula (1.1) obtinem F(A,B) = A+ B, unde

A+B = {(=3,02), (=2,0.3), (—=1,0.5), (0,0.5), (1,0.5), (2,0.8), (3,1),
(4,0.6), (5,0.7), (6,0.6), (7,0.4), (8,0.4), (9,0.2), (11,0.2)}.

Principiul extinderii st& la baza operatiilor intre numere fuzzy dupa cum se va vedea in sectiunea
1.7.

1.6 Definitia unui numar fuzzy. Reprezentarea L-R respectiv
reprezentarea L-U

Dubois si Prade au introdus notiunea de numar fuzzy deoarece au observat ca in multe aplicatii apar
parametri care nu pot fi exprimati ca variabile reale ("uncertain parameters" in terminologia curentd).
De aceea, in opinia lor un numaér fuzzy u este o submultime fuzzy a lui R a cérei functie de apartenenta
t, : R =10, 1], are proprietatile:
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i) existd ¢, d € R, ¢ < d pentru care y,(x) = 0 in afara intervalului [c, d].
i1) existd a,b € R, ¢ < a < b < d astfel incat:
ii1) p,, este strict crescitoare pe [c, al;
ii2) p, () = 1 pentru fiecare x € [a, b];
ii3) , este strict descrescitoare pe [b, d].
Din motive de ordin practic, intre timp aceastd definitie a suferit unele modificiri. In aceasti tezi
vom folosi urmatoarea definitie pentru un numar fuzzy, definitie acceptata de majoritatea covarsitoare
a cercetdtorilor.

Definitia 1.6.1 Un numdar fuzzy u este caracterizat de o functie de apartenentd u, : R —[0,1], de
forma:

0, daca z < aq,
lu(z), dacd a1 <z < ag,
() = 1 dacd az <z < ag, (1.2)
ro(x), dacd a3z <z < ay,
0, daca ag < x,

unde ay, as, as, aq, € R, L, : [a1,a2] — [0,1] este o funclie crescatoare §i superior semicontinud,
ly(a1) =0, l,(a2) = 1, numitd partea stdngd a numarului fuzzy §i Ty, : [as, ag] — [0,1] este o functie
descrescitoare §i superior semicontinud, (az) = 1, r,(ag) = 0, numitid partea dreaptd a numdrului
fuzzy.

Pentru simplitate, de acum inainte vom folosi aceeasi notatie pentru un numér fuzzy precum si
pentru functia sa de apartenenta. Dacd functia de apartenentd a numarului fuzzy este continui atunci
tot pentru simplitate vom spune cd numarul fuzzy este continuu. Urmaétoarele notiuni sunt similare
celor prezentate in contextul general al multimilor fuzzy.

Sectiunea «, « € (0,1], a unui numar fuzzy u este multimea (in sens clasic) u,, = {z € R : u(z) >
a}. Suportul sau sectiunea 0, ug, a unui numar fuzzy u, este definitd prin up = ¢l ({z € R : u(z) > 0}).
Deseori vom folosi notatia ug = supp(u).

Comparand definitia suportului unei multimi fuzzy cu definitia suportului unui numar fuzzy, ob-
servam ca in cazul multimilor fuzzy, pentru suport nu se ia inchiderea. Din moment ce un numaéar
fuzzy este de fapt o multime fuzzy rezulta cd suportul se poate defini in doua moduri. Totusi, in
aceastd tezd vom adopta formula din aceastd sectiune, formula folositd in prezent de citre majori-
tatea cercetatorilor.

Nucleul sau sectiunea 1, uy, a numirului fuzzy u, se va nota de acum inainte cu core(u). Dacd
core(u) are un singur element atunci w se numegte numéar fuzzy unimodal si in acest caz valoarea
core(u) se numegte valoare modala.

Din Definitia 1.6.1, rezulti ci fiecare sectiune «, a € [0, 1], a unui numér fuzzy w, este un interval
compact u, = [ur (@), uy(a)], unde ur () = inf{z € R: u(x) > a} siuy(a) =sup{z € R : u(z) > a},
pentru fiecare o € (0,1]. Dacd partile laterale ale numéarului fuzzy sunt strict monotone atunci se
demonstreaza usor ca uy, si uy sunt inversele functiilor [, si respectiv r,,. Mai mult, se poate demonstra
cd functiile uy, si uy sunt continue la stanga pe [0, 1].

Tinand cont de cele de mai sus obtinem urmétoarea definitie echivalentd a numé&rului fuzzy propusé
de Goetschel si Voxman in lucrarea [56].

Definitia 1.6.2 Un numdar fuzzy u este o pereche ordonatd de functii continue la stdnga pe [0,1],
[ur(a),uy(a)], 0 < a <1, care verifica:

i) ur, este crescatoare pe [0,1];

1) uy este descrescatoare pe [0, 1];
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Sectiuneaa a unui numar fuzzy
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Fig. 1.1

iti) ur(1) < ug(1).
Folosim notatia uw = (ur,uy).

Dacd u este definit folosind Definitia 1.6.1, spunem c& v este dat in forma L — R. Altfel, daca u
este definit folosind Definitia 1.6.2, spunem c& u este dat in forma L — U.

De acum inainte, in aceastd tezd folosim notatia F(R) pentru spatiul numerelor fuzzy. De aseme-
nea, folosim notatia UF(R) pentru spatiul numerelor fuzzy unimodale.

O clasd importantd de numere fuzzy (deoarece se folosesc deseori in aplicatii) este clasa numerelor
fuzzy simetrice.

Definitia 1.6.3 Un numdar fuzzy u se numegte simetric daca ur, (1) —ur (o) = uy(a) —uy (1), pentru
fiecare a € [0, 1].

Notim cu F¥(R) clasa numerelor fuzzy simetrice.
In finalul acestei sectiuni vom discuta despre egalitatea a doud numere fuzzy. Deoarece majoritatea
rezultatelor principale sunt in legdtura cum metricile de tipul L,, vom adopta urmatoarea definitie.

Definitia 1.6.4 Spunem ca numerele fuzzy A si B sunt egale gi scriem A = B, daca A, = By, si
AU = BU apt a < [O, 1}

Definitia de mai sus ar trebui sa conteze doar cand lucram in spatii de tipul Lj,.

1.7 Operatii de baza intre numere fuzzy

Din moment ce numerele fuzzy reprezintd o extindere a numerelor reale, in mod natural putem intro-
duce operatii algebrice intre numere fuzzy cum ar fi adunarea, scaderea, inmultirea sau impértirea.
Aceste operatii se obtin din principiul extinderii prezentat pe scurt intr-o sectiune anterioars.
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Daca u si v reprezintd dous numere fuzzy atunci notdm cu u + v suma lor, unde

(u+v)(z) = Zlelg{u(y) ANv(z—y)}x €R,

iar A inseamnd minimum. Rezultd imediat ci dacd u, = [up(@),uy(@)] st va = [vr(@),vu(a)],
a € [0, 1], atunci
(U4 V) = g + V4 = [ur(a) + vr(a),uy(a) + vy (a)],

pentru fiecare « € [0, 1].

Dacd A = 0 atunci prin definitie consideram A - w = 0, pentru fiecare u € F(R). Aici 0 reprezinti
elementul neutru din F(R) fatd de adunare, adica 0(0) =1 si 0(z) = 0 in rest.

Dacia A € R\ {0} si u € F(R) atunci A - u reprezintd inmultirea scalard dintre A gi w, unde

A -u)(x) =u(z/N), z €R.
Rezultd cd dacd u, = [urn(a), uy(a)], « € [0, 1], atunci

_ _ | DAL (o), My ()], dacd A >0,
(A A)g = ra = { My (@) My (@)], dacs A < 0,
pentru fiecare « € [0, 1].
Cele mai importante proprietiti ale adunarii si ale inmultirii cu scalari a numerelor fuzzy sunt
prezentate mai jos.

Propozitia 1.7.1 Avem:
)ut+v=v+u, (V) u,v € F(R);
i) (u+v)+w=u+ (v+w), V) u,v,w € F(R);
iii) pentru fiecare u,v,w € F(R) astfel incit u+w = v+ w avem u = v;
w) A (u+v)=Aut+r-v, (V)u UEF( ), (V) A e Ry,
v) A+ B) - u=A-utp-u, (V)uecFR), (V) A B eRy;
o) A (81 = 8- (r) =~ (AB) -1, (9) A5 € Ry (¥) w € PR
vii) 1-u=u, (V) u € F(R).

Este usor de verificat cd un numaér fuzzy w are opus fatd de adunare daca si numai daca functiile
de nivel up si uy sunt constante si egale. Vom vedea in sectiunea urmétoare cid un astfel de numar
fuzzy se identificd cu un numdr real. De fapt, in general, proprietatea u + (—u) = 0 nu are loc pentru
numere fuzzy. De aceea tripletul (F(R), +,-) nu formeazi un spatiu vectorial si ne vom referi la el ca
fiind un spatiu semiliniar din moment ce aceasta referire se face frecvent in literatura de specialitate.

1.8 Clase remarcabile de numere fuzzy

Spunem c& numdrul fuzzy u este un numér real daci existd ¢ € [0, 1] astfel incat u(c) =1 si u(z) =0
pentru fiecare x € R\ {c}. Rezultd imediat cd ur, = uy = c. Pentru simplitate, dacd u este un numar
real atunci valoarea constantd a functiei de apartenentd o vom nota tot cu wu.

Un numdr fuzzy u se numeste un interval daci exista a,b € R, a < b, astfel incat u(x) = 1 pentru
fiecare x € [a, b] si u(z) = 0 pentru fiecare z € R\ [a, b]. Rezultd imediat c8 uy, = a si uy = b. Folosim
notatia u = [a, b].
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Numere fuzzy de tipul (at,b|c,d)r R

Un numaér fuzzy A se numegte triunghiular dacé existd t; < to < t3 astfel incat
Aa = [tl + (tz — tl)a,tg — (tg — tQ)Ol], o€ [0, 1]

Folosim notatia A = (t,%2,t3). Notdm cu F2(R) clasa numerelor fuzzy triunghiulare si cu F54(R)
clasa numerelor fuzzy triunghiulare simetrice.

O generalizare a notiunii de numar fuzzy triunghiular este numarul fuzzy trapezoiadal. Un numar
fuzzy trapezoidal T este determinat complet de numerele reale t; < to < t3 < t4 astfel incat

T, = [tl + (tg - tl)a,t4 — (t4 - tg)a], o€ [0, 1] (].3)

Folosim notatia T' = (t1, ta,t3,t4). Dacl ta = t3, atunci T devine un numdr fuzzy triunghiular. Daci
ty—t; = t4—t3 atunci obtinem un numar fuzzy trapezoidal simetric. Notim cu FT (R) clasa numerelor
fuzzy trapezoidale si cu F¥T(R) clasa numerelor fuzzy trapezoidale simetrice. Se observa usor ci dac#
T este un numar fuzzy trapezoidal atunci functiile I7 si 7 sunt liniare.

In lucrarea [68] autorii au introdus numerele fuzzy parametrice cu scopul de a generaliza problema
aproximdrii trapezoidale. Un numér fuzzy parametric de tipul (sz,sg) sau simplu un numér fuzzy
(sr,sr) este un numdr fuzzy A, unde A, = [Ar(a), Ay(a)],a € [0,1], si

Ap(e) =a—o(1 —a)/*t i Ap(a) = b+ B(1 —a)/*7, a € [0,1],

unde a,b,0,0,s1,sr €ER, a<b,0>0,8>0, sy >0, sg>0. Conditia a < b este impusad deoarece
altfel nu obtinem un numér fuzzy. Folosim notatia A = (a,b,0,0)s, sp-

Daci s;, = sg = 1 atunci A devine un numir fuzzy trapezoidal. Notdm cu F*L*E(R) clasa
numereor fuzzy de tipul (sp, sg). In Fig. 1.2 considersm diferite cazuri de numere fuzzy parametrice.
Incheiem aceasté discutie despre numere fuzzy parametrice precizand ci recent (vezi [84]) numerele
fuzzy parametrice au fost denumite numere fuzzy semi-trapezoidale. Totusi, in aceastd tezd ne vom
referi la ele doar ca numere fuzzy parametrice.
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O altd clasd importantd de numere fuzzy se gisegte in lucrarea [36]. Fie aj,as,as3,a4 € R astfel
incat a1 < as < ag < aq. Un numaér fuzzyA de forma

Ay = [AL(@), Ay(@)] = [a1 + @/ (az — a1), a4 — &/ (ag — a3)],a € [0,1], (1.4)

unde 7 > 0, se noteazd cu A = (a1, as,as, aq),.

Existd si alte clase importante de numere fuzzy dintre care mentiondm numerele fuzzy Gaussiene
sau numerele fuzzy cuadratice folosite cu succes in stiinte ingineresti. Pentru mai multe detalii ne
referim din nou la cartea lui Hanss ([64]) unde acest gen de probleme sunt intens studiate.

1.9 Metrici definite pe spatiul numerelor fuzzy

Deoarece ne putem raporta la spatiul numerelor fuzzy ca la un spatiu de functii cu suport méarginit,
prima metrica la care ne putem gandi este metrica generatd de norma uniformé, adicd o metrica de
tip Chebyshev. Notdm aceastd metricd cu D¢. Atunci avem

De(4,B) = sup|A(z) — B(@)|, A, B € F(R). (1.5)

Chiar dacd nu putem considera perechea (F(R),D¢) un spatiu normat, pentru simplitate uneori
preferdm notatia ||A — B||, = sup,cg |A(z) — B(z)|. In particular avem

[Allc = sup [A(z)]. (1.6)
z€R
Grzegorzewski ([58]) a observat c& pentru un numar fuzzy A, functiile Ay, si Ay sunt Ly-integrabile.
Astfel, a introdus metricile J,, 4, definite prin
1/p

Spa(A.B) = (1= ) [ 1A1(@) - Belo)l"da-+q [ JAv(a) - Bu@) da| .
0 0

unde 1 < p < cosi 0 < ¢ < 1. Daci p = 2 si ¢ = 1/2 atunci folosind notatia d = (1/2)7/25,,,
obtinem asa-numita metricd Euclidiand definitd prin

L 1/2

d(A, B) = /(AL(a)—BL(oz))Qdoz+/(AU(oz)—BU(a))Qda . (1.7)
0 0

Ca o aplicatie, daci T = (t1,t2,t3,t4) si T’ = (¢}, th,¢5,t,), atunci dupd calcule simple obtinem

1 1 1
(T, T') = g(tl — )%+ g(t2 —t5)° + g(tl —t1)(ta — t3)
1 1 1
+3(ts = 13)° + (b = 1)) + S (ts — t3) (8 — 1)). (1.8)

Mai general, Yeh ([85]) propune metrica ponderatd de tip Lo, dy,

1/2

1 1
dx(A,B) = /(AL(a) —BL(a))QAL(a)da—&—/(AU(a) — By(a)’ Ap(a)da| ,  (1.9)
0 0
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unde, pentru a obtine intr-adevir o metrica, se presupune ci Ar, Ay : [0,1] — R sunt strict pozitive
a.p.t. in [0,1] si integrabile. Folosim notatia A = (Ar, Ay).

Mai general, considerand p > 1 si ponderea A = (Ar, Ay), obtinem metrica ponderatd de tip Ly,
Jp As

1/p

pa(4.8) = | [1(As(@) = Bul@)l An(@)da+ [ |(Au(a) - Bo(@)l Aola)da| . (110)
0 0
Dacd Ar(o) = Ap(o) =1, o € [0, 1], atunci folosim notatia
1 1 1/p
4,(4.B) = | [ 1(As(e) = Bu(@)da+ [ (Au() - Bu(@)lda| . (L.11)
0 0

Sunt numeroase alte metrici ce se pot defini pe spatiul numerelor fuzzy cum ar fi metricile de tip
Hausdorff dar deoarece nu le vom folosi in aceastd tezd nu intram in detalii.

1.10 Numere fuzzy extinse

Aceastd sectiune contine contributii originale din articolul [21]. In plus, Definitia 1.10.1 este nou din
ceea ce Cunosc eu.

Yeh a fost primul care a introdus conceptul de numir fuzzy extins. In articolul [82] el a intro-
dus aga-numitele numere fuzzy trapezoidale extinse deoarece cu ajutorul lor se simplifica algoritmii
pentru calculul aproximarilor trapezoidale in raport cu metrica Euclidiand. De asemenea, numerele
fuzzy trapezoidale extinse sunt utile pentru a demonstra continuitatea operatorilor de aproximare
trapezoidald. Pentru a include toate tipurile de numere fuzzy extinse care vor fi folosite in aceasta
tezd, ddm urmatoarea definitie.

Definitia 1.10.1 O pereche ordonatd de functii continue la stinga pe [0,1], A = (AL, Ay), se numeste
numdar fuzzy extins dacd sunt verificate urmatoarele proprietati:

i) Ap este crescatoare pe [0,1];

1) Ay este descrescitoare pe [0, 1].

Ca si in cazul numerelor fuzzy obignuite folosim notatia A, = [Ar(a), Ay(@)],« € [0,1]. Mention&m
cd A, poate si nu fie un interval pentru un anumit « € [0,1]. Notdm cu F.(R) spatiul numerelor
fuzzy extinse. Adunarea si inmultirea cu scalari se definesc pe Fi.(R) analog definitiei pe F(R).

Comparand definitia de mai sus cu reprezentarea parametricd a numerelor fuzzy (vezi Definitia
1.6.2) rezultd imediat c& F(R) CF.(R). Mai mult, se observd cu usurintd ci toate metricile de tip L,
din sectiunea anterioard se pot extinde pe spatiul F.(R). De exemplu, dacd ne raportdm la metrica
Fuclidiana, distanta dintre doud numere fuzzy extinse sau dintre un numaér fuzzy si un numar fuzzy
extins este datd de formula (1.7).

Daca

AL(Ot) =11+ (tg — tl)a si AU(a) =14 — (t4 — t3)04,04 S [0, 1],

cuty,ta,ts, t4 € R atunci A devine un numdr fuzzy trapezoidal extins gi se va nota cu A = (¢, to, t3,t4)

ca si in cazul numerelor fuzzy trapezoidale. Multimea numerelor fuzzy trapezoidale extinse o notdm
cu FT(R). Evident avem FT(R) CFI(R).
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Daci
Ap(e) =a—o(1 —a)/* g Ap(a) = b+ B(1 — a)/*7 a € [0,1],

unde a,b,0,8,s1,sp € R, 0 >0, >0, s >0, sg >0, atunci A devine un numar fuzzy parametric
extins de tipul (sy, sg). Numerele fuzzy parametrice extinse au fost introduse in lucrarea [21]. Notdm
cu F?L*R(R) multimea numerelor fuzzy parametrice extinse.

1.11 Alte notatii pentru numere fuzzy extinse

Aceastd sectiune contine contributii originale din articolul [21].

Notatiile pentru numere fuzzy trapezoidale sunt consacrate din moment ce numerosi cercetatori le
folosesc. Totusi, uneori alte notatii sunt mai potrivite, de exemplu cand lucrdm cu metrici de tipul L.
In aceastd sectiune folosim pentru numere fuzzy trapezoidale notatii noi introduse de Yeh in lucrarile
[82] i [85]. Apoi, pentru numere fuzzy parametrice de tipul (sp, sg) folosim notatii noi introduse de
Ban si Coroianu in lucrarea [21]. Incepem cu notatii noi pentru numere fuzzy trapezoidale, notatii
compatibile cu metrica Euclidiand d. Observam cd un numir fuzzy trapezoidal extins T' = (¢1, to, t3, t4)

se poate scrie sub forma
1 1
Ta_{l+x(a—2),u—y(a—2>},aE[O,l], (1.12)

unde din relatia (1.3) obtinem cu ugurintd ca

t1 + to ts + 14
U= —-—

| = 1.13
2 2 ( )
Tr = t2—t1, y:ﬁ4—t3, (114)
sau, echivalent
2l — x 204+ x
t, = ty = 1.1
1 2 ) 2 2 ’ ( 5)
2u — 2
ty = “2 Y oty = u;y (1.16)

Un numdr fuzzy trapezoidal extins T dat prin (1.12) se noteaz& cu T = [I, u, x, y]. Din cele de mai sus
rezultd cad T este numar fuzzy trapezoidal daca si numai dacd avem

x>0,y>0,2u—20>x+y.

Acum, dacd T = [l,u,z,y] si T = [I',v/,2',y'] atunci din (1.7) si din (1.12), dupé calcule simple
rezultad ca 1 1
AT, T)=(1-1)+ (u—u)?+ - z')? + - y')2 (1.17)

In mod clar, expresia de mai sus a distantei Euclidiene dintre dous numere fuzzy trapezoidale extinse
este mai convenabild decat formula (1.8). Alte beneficii se vor vedea in capitolul 3 unde vom investiga
aproximarea numerelor fuzzy prin numere fuzzy trapezoidale.

S considerdm acum in spatiul numerelor fuzzy metrica ponderatd dy datd prin (1.9). Introducem
notatiile:

a= [ A(w)da, b= [ Iy(a)da, (1.18)
[ v



12 CAPITOLUL 1. MULTIMI FUZZY SI NUMERE FUZZY

SHE
| =

jaAL(a)da, wy = /1a)\u(a)da, (1.19)
0 0

c= /(a —wr)Ar(@)da, d= /(a —wp)* v (a)da. (1.20)

Se verifica usor cd integralele de mai sus sunt strict pozitive. Apoi, fie T un numér fuzzy trapezoidal
extins definit prin

Ty =[l+2(a—wr),u—yla—wy)],ac0,1]. (1.21)

Pentru simplitate un astfel de numéar fuzzy trapezoidal extins se noteazd cu T' = [l u, z,y]x (A este

o notatie genericd pentru perechea (Ap,Ay)). Dacd T = [lu,z,y|x si T' = [I/,u/,2',y']\, distanta
ponderatd dintre T i 7" devine (vezi Propozitia 2.2 in [85])

BT, T =a(l =) +bu—u) +clx—2) +dy—y)~ (1.22)

In ceea ce urmeazi prezentim notatii noi pentru numere fuzzy parametrice de tipul (s, Sr), notatii
introduse in lucrarea [21]. Pentru acest scop fie A = (a,b,0,5)s, s, un numdar fuzzy (sr,sg) extins.
Rezulta ca

Ap(@) =a—o(1 — )Yt g Ap(a) =b+ B(1 —a)Y*7 a € [0,1].

Deoarece functiile Ay, si Ay se pot scrie sub forma

o SL 1/s SL
A — a- o) - S
o) = a-o g (@-ap - ),

Ap(a) = btpSR +ﬁ(<1—a>1/m—33),

sp+1 sp+1
obtinem
S
Ap(e) = l—x ((1 —a)l/sr — sL—L‘,—1> , (1.23)
A = 1—q)/sn _ _°R 1.24
v@) = wky (e M), (1.21)
0 noud reprezentare a numdarului fuzzy extins A, unde
SL SR
l — _ — b —_— = = . 1.2
a0 u=be a0 y= 0 (1.25)

Notdm cu [l,u,x,y]s, s, un numir fuzzy parametric extins reprezentat in (1.23)-(1.24). Cand s; =
sg = 1, obtinem reprezentarea pentru numere fuzzy trapezoidale extinse gi omitem s& mai folosim
indicii sz,,sg. Dacd A = [l,u,z,yls, sp s B = [I',¢,2",y]s, sp, distanta Euclidiand dintre A si B
devine (vezi [21], Propozitia 2)

d*(A, B)
= (1= +@w—-u)+ oL z—a')? + o1 —y)% (1.26
=D+ =P+ e =0 4 s (=1 (126)
In final, sd notdm c& A = [I,u,x,ys, s, este un numir fuzzy parametric de tipul (sz,sgr) daci si

numai daca

5L <u—l. (1.27)

R
x>0,y >0,2- .
=¥ =5 sL+1+y sp+1~
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1.12 Caracteristici importante ale numerelor fuzzy

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [28]. In plus, incepand cu Teorema 1.12.2
si pana la final, sectiunea contine rezultate originale nepublicate iar unele dintre ele ar putea fi incluse
in unele proiecte aflate in derulare cum ar fi aproximarea numerelor fuzzy folosind transformata fuzzy
(vezi [48]).

Intervalul de expectantd al unui numér fuzzy A a fost introdus independent de Dubois si Prade
([53]) si Heilpern ([65]). Este intervalul real

1

/ Ap(a)da, /1 Au(a)da| . (1.28)

0

Valoarea de expectantd a unui numér fuzzy A se calculeazi cu formula

/1AL(a)da+ /IAU(a)doz . (1.29)

O functie de reducere ([49]) este o functie crescdtoare s : [0,1] — [0, 1] care verificd s(0) = 0 si
s(1) = 1. Totusi, in aceastd tezi, prin functie de reducere vom intelege o functie care este crescitoare
si pozitivd. Ambiguitatea lui A in raport cu s este

1

Ambg( /S —Ap(a))da (1.30)

0

iar valoarea lui A in raport cu s este
1
Vals( /5 )+ Ap(a))da. (1.31)
0

Cand s = 1j9 4], pentru simplitate notdm Ambs(A) = Amb(A) si Val,(A) = Val(A). Astfel,

1
Amb(A) = / (Au(a) — Ap(a))da (1.32)

0

§1 )
Val(A a) + Az (a))da (1.33)

- [

Caracteristicile introduse in aceastd sectiune se definesc in mod identic dacd in loc de numere

fuzzy consideram numere fuzzy extinse cu exceptia intervalului de expectants unde o micd modificare
1 1

este necesard si anume daca A este un numdar fuzzy extins astfel incat /AU(a)da < /AL(a)da,
0 0
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1 1 1 1

atunci EI(A4) = /AU(a)da, /AL(a)da . Altfel, daci /AU(a)da > /AL(a)da, atunci ET(A)
0 0 0 0

1 1
are definitia clasicd ET(A) = /AL(a)da, /AU(a)da
0 0

In cele ce urmeazi prezentim o interpretare pentru intervalul de expectanti si apoi vom generaliza
acest concept. Grzegorzewski ([59]) a demonstrat c¢d pentru un numér fuzzy A, FI(A) este cel mai
apropiat numar fuzzy de tip interval de numarul fuzzy A in raport cu metrica Euclidiana si in plus
este unic cu aceastd proprietate. Astfel, d(A, EI(A)) = mingerper) d(A, B). Mai mult, se poate
demonstra ci valoarea de expectantd a lui A este elementul de cea mai bund aproximare a lui A din
multimea numerelor reale si este unic cu aceastd proprietate. Consideratiile anterioare sugereaza cad
in cazul unei metrici ponderate de tip Lo este necesar si adaptam definitia intervalului de expectanta
astfel incat interpretarea sd fie aceeasi.

Definitia 1.12.1 (/28], Definitia 9) Fie dx, A\ = (A\r, A\v) o metrica ponderata de tip Lo definita pe

F(R) prin formula (1.9). Pentru un numar fuzzy A definim intervalul de expectantd ponderat al lui
A, ca fiind intervalul

1 1
EIMA) = % / An(a)As(@)da, % / Av (@) (@)da] |

unde a i b sunt introduse in relatia (1.18).

Avem

IA
N
c
=
Il
I
—
S
c
=
>
S
£
U
Q
N
I
—
S
G
L
>
c
2
U
R

astfel E1*(A) este bine definit. Valoarea de expectants ponderatd a lui A este datd prin

a/AL(a)/\L(a)da +b | Ay(a) y(@)da
0 0

1
a+b

EVXNA) =

Se poate demonstra ca in cazul intervalului de expectanta ponderat si a valorii de expectanta pon-
derata, avem aceeagi interpretare in raport cu metrica ponderata dy ca si in cazul obignuit. Extinderea
intervalului de expectanta ponderat si a valorii de expectanta ponderata pentru numere fuzzy extinse
se face ca si in cazul obignuit.

Tot ce urmeaza in aceasta sectiune sunt rezultate originale nepublicate.

Pana acum, in aceasta sectiune am exprimat intervalul de expectanta, ambiguitatea si valoarea,
folosind reprezentarea parametricd a numerelor fuzzy. Dacd numérul fuzzy este continuu atunci putem
exprima aceste caracteristici folosind functia de apartenentd. Mai precis avem urmétorul rezultat.
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Teorema 1.12.2 Fie u un numar fuzzy continuu astfel incit supp(u) = [a,b] si core(u) = [c,d] . In
plus, si presupunem cd s : [0,1] — [0,1] este o functie de reducere continua. Atunci avem
c

1 1 b
/ s(a)up()da = / 2d(S(u(z)) si / s(a)up(@)da = — / 2d(S(u(x)) (1.34)
0 0 d

In plus obtinem

c

b b
Ambg(u) = —/zd(S(u(a:)) - /xd(S(u(z)) gt Valg(u) = /zd(S(u(x)) — /xd(S(u(z)), (1.35)
d d

unde S(z) = /s(t)dt, x € 1[0,1].
0

Merita sa mentionam ca formulele de mai sus sunt imediate dacd functiile uy, si uy sunt strict
monotone. E suficient s& folosim schimbarea de variabild in integrala Riemann-Stieltjes. Totusi, daca
u, $i uy nu sunt strict monotone atunci demonstratia este mult mai tehnica i necesita multe rezultate
auxiliare.

S& presupunem ca& numaérul fuzzy v aproximeaza numaérul fuzzy v in raport cu metrica Do datd in
(1.5), cu o anumité precizie. Cum influenteazi asta calitatea aproximirii caracteristicilor importante
ale lui u folosind caracteristicile lui v? Cand spunem caracteristici importante ne referim la inter-
valul de expectantd, ambiguitate respectiv valoare. Folosind concluzia teoremei precedente obtinem
urmatorul rezultat.

Teorema 1.12.3 Fie u gi v doud numere fuzzy continue astfel incat supp(u) = [a, b], core(u) = [c, d]
i supp(v) = [a, V'], core(v) = [c/,d']. Sa presupunem cd Dc(u,v) < M. Daca s : [0,1] — [0,1], este
o functie de reducere continua si S(x) = /s(t)dt, z € 10,1], atunci

0

c < b’

b
/zd(S(u(x)) — /xd(S(v(z)) < M (u,v)M; /xd(S(u(m)) - /xd(S(v(:c)) < My (u,v)M, (1.36)
d

a a’ d’

unde My(u,v) =c—a+3a| +3lc|+ |a'| +2]|¢| $i Ma(u,v) =b—d+3|b|+3|d|+ ||+ 2]|d|.
In plus obtinem

max{|Ambs(u) — Ambs(v)|, |Vals(u) — Vals(v)|} < (M1(u,v) + Ma(u,v)) M. (1.37)
Cand v conserva mai bine forma lui u, obtinem estiméri mai bune.

Corolarul 1.12.4 Sa presupunem ci ne aflam sub aceleagi ipoteze ca in Teorema 1.12.3.
(i) Daca supp(u) = supp(v) atunci

c < b b’

/ 2d(S(u(z)) — / 2d(S(w(@))| < My(u, v)M si / 2d(S(u(x)) / 2d(S(u(@))| < Ma(u, v)M,

a a’ d d’
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unde
M3(u,v) =c—a+|c| +min{2|c| +2|¢|,2]c — | + ||}

§t
My(u,v) =b—d+|d| +min{2|d| +2|d|,2|d —d'|+ |d|}.

In plus avem
max{|Ambs(u) — Ambs(v)|, |[Vals(u) — Vals(v)|} < (Ms(u,v) + My(u,v)) M.
(ii) Daca supp(u) = supp(v) gi core(u) C core(v) atunci
c c b b’
/ x (S(u(x)) — / 2d(S(v(@))| < (¢ —a+ |e) M; / wd(S(u(x)) / 2d(S(o(x))| < (b— d + |d)) M.
a a’ d d’
In plus avem

max{|Ambs(u) — Ambs(v)|,|Vals(u) — Vals(v)|} < (c—a+|c|+b—d+ |d|) M.

(i4i) Daca supp(u) = supp(v) gi core(v) C core(u) atunci

c 4

/m (S(u(x)) — /xd(S(v(z)) <(d—-a+|d)M

a a’

§t
bl

b
/xd(S(u(x)) - /zd(S(v(z)) <(b-d+|d]) M.
d

d’

In plus avem
max{|Ambs(u) — Ambs(v)|, [Vals(u) — Vals(v)|} < (¢ —a+|d|+b—d +|d|) M. (1.38)

Analizand rezultatele de mai sus concluziondm c& aproximarea caracteristicii este cu atat mai bun&
cu cat v conservd mai bine forma lui u.



Capitolul 2

Aproximari extinse, convergenta,
convexitate si ordonare in spatiul
numerelor fuzzy

Acest capitol contine contributii originale din articolele [19], [21], [25], [41].

2.1 Aproximarea numerelor fuzzy prin numere fuzzy extinse
cu forma mai simpla

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [21].

In aceastd sectiune vom determina algoritmii pentru a calcula aproximarea parametricsi extinsi
a unui numar fuzzy dat. Apoi, ca o consecintd a acestui fapt, vom determina algoritmii pentru a
calcula aproximarea trapezoidalf extinsi a unui numsr fuzzy dat. In ambele cazuri aproximirile se
vor calcula in raport cu metrica Euclidiana. Mai general, vom determina algoritmii pentru a calcula
aproximarea trapezoidald ponderatd a unui numar fuzzy dat. O numim aproximare trapezoidald
ponderata deoarece aproximarea se face in raport cu metrica ponderatd de tip Lo introdusa de Yeh.
In final, vom prezenta proprietiti metrice importante in raport cu aceste aproximari. Tehnica folositi
pentru a demonstra aceste proprietiti este similard celei din articolul [81]. Deseori vom folosi notatiile
din sectiunea 1.11 gi de aceea sperdm ca cititorul le va recunoaste cu usurinta.

S& considerdm un numér fuzzy oarecare A, A, = [AL(a), Au(a)], o € [0,1]. Pentru s, > 0 i

17
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sr > 0 fixate, introducem numaérul fuzzy parametric extins A¢ = [le, Ue, e, Yels, s, unde

SLSR
1 1
le. = /A a)da, ue = /AU (2.1)
0 0
1
(SL+2 SL+12/ 1/ ST,
. = R, : 2.2
. - L) Ar(a)da (22
0
1
(sr +2) sR+12/ 1/ SR
. = se_ PR ) g 2.
Y. T v(a)da (2.3)
0

Cand s, = sg = 1 atunci obtinem un numér fuzzy trapezoidal extins T.(A) = [lo, Ue, Ze, Ye], dat
prin relatiile

le = O/AL(oz)da, Ue = O/AU(a)da, (2.4)
ze = 12 [(a—1/2)Ar(a)da, ye =—12 [ (a — 1/2) Ay (a)do. (2.5)
/ /

Din Propozitia 2.1 din [81] sau pe baza unor calcule simple obtinem
T.(aA+ BB) = oT.(A) + pT.(B), (2.6)

pentru fiecare A, B € F(R) si o, 8 € R ceea ce inseamni ci operatorul T, : F(R) —FT(R), A — T.(A)
este liniar in raport cu adunarea si inmultirea cu scalari a numerelor fuzzy.
In continuare prezentadm cateva leme si propozitii utile.

Lema 2.1.1 ([21], Propozitia 3) Pentru orice numar fuzzy A avem:

(i) 1
0/ Alson) - / AU (A%, sn) (a)) da = 0;

(i)

((1 — )l S;il> (AL( ) — (A:L’SR)L(a)> daa = 0,

sp+1

O\H O\;—A

(-7 = 20 (Avte) = (45,.0) @) da =

Propozitia 2.1.2 (/21], Propozitia 4) Avem

d*(A,B) = d*(A,AS , )+ d*(AS . . B),(Y) A€ F(R),(V) B € F5-2(R). (2.7)

SLySR SLySR’
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Corolarul 2.1.3 ([81], Propozitia 4.2.) Avem
(A, B) = d*(A, T.(A)) + d(T.(A), B), (¥) A € F(R),(¥) B € Fs"""(R). (2.8)
De aici, obtinem ugor urméatoarea.

Teorema 2.1.4 (vezi de asemenea Teorema 3 in [21]) Daca A € F(R) este ales arbitrar, atunci
AS, s este cea mai buna aprozimare a lui A in multimea numerelor fuzzy parametrice extinse de tipul
(sL,sRr) tn raport cu metrica Euclidiana si in plus este unic cu aceastd proprietate.

Din teorema de mai sus rezultd ugor urméatorul corolar cunoscut gi din alte articole (vezi de exemplu
[82]).

Corolarul 2.1.5 Daca A € F(R) este ales arbitrar, atunci T.(A) este cea mai bund aprozimare a
lui A in multimea numerelor fuzzy trapezoidale extinse in raport cu metrica Fuclidiand si tn plus este
unic cu aceasta proprietate.

In cazul metricilor ponderate de tip Lo, tinand cont de notatiile din sectiunea 1.11, prezentim
rezultate similare dupa cum urmeaza.

Teorema 2.1.6 (/85], Propozitia 3.2) Fie dy o metricd ponderatd de tip Lo precum cea din formula
(1.9), cu A = (Ap, \v) st fie A un numar fuzzy oarecare. Folosind relatiile (1.18)-(1.20) introducem
urmatoarele cantitdti:

1 1

L= 5 [Au@n@da, w = [Av(@(a)da, (2.9)
o 0
1] 1

v = ¢ [A@)a-woil@)da, .= [Av@)a-wo(@da. (210)
0 0

Atunci, notind T, x(A) = [le, Ue, Te, Ye]r (vezi din nou reprezentarea (1.21)), avem
d3(A, B) = d3(A, T. A (A)) + dX(Te A (A), B), (V) A € F(R), (V) B € F,/(R). (2.11)
Rationénd ca si in cazul metricii Euclidiene obtinem urmaétorul corolar.

Corolarul 2.1.7 ([85], Propozitia 3.3) Daca A € F(R) este ales arbitrar, atunci T, x(A) este cea
mai buna aproximare a lui A in multimea numerelor fuzzy trapezoidale extinse in raport cu metrica
dy si in plus este unic cu aceastd proprietate.

Fie A un numar fuzzy oarecare. Apoi fie sy, sg numere reale strict pozitive si fie dy, A = (A1, Ag)
o metricd ponderata. In cele ce urmeaza, A5, ,  se va numi aproximarea parametrica extinsa de tipul
(sL,sr) alui A, T.(A) se va numi aproximarea trapezoidald extinsi a lui A iar T, 5(A) se va numi
aproximarea trapezoidald ponderatd extinsd a lui A.

Prezentdam in continuare proprietati de continuitate Lipschitz.

Lema 2.1.8 (vezi si Teorema 8 in [21]) Fie ¢ operatorul de aproximare trapezoidald extinsd, trape-
zoidala ponderatd extinsa sau parametrica extinsd. De asemenea sa notam cu D metrica Euclidiana
sau ponderatd corespunziatoare. Atunci avem D(p(A), o(B)) < D(A, B), pentru fiecare A, B € F(R).
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Mentiondm ci lema de mai sus generalizeazi Propozitia 4.4 din [81] iar demonstratia ei este similard
cu cea a propogzitiel mentionata anterior.

In final, prezentim o proprietate importanti de conservare a operatorului de aproximare paramet-
ricd extinsd iar in particular a operatorului de aproximare trapezoidala extinsa.

Propozitia 2.1.9 (/21], Propozitia 7) Aproximarea parametricd extinsd de tipul (sp,Sr) a unui
numdr fuzzy A are acelasi interval de expectanta ca $i A, adicd EI (AEL,sR) = EI(A). Consid-
erdnd functia de reducere S : [0,1] — [0,1], S(a) =1 — (1 — 04)1/S ,s > 0, aprozimarea parametricd
extinsd de tipul (s,8) a unui numar fuzzy A are aceeasi ambiguitate si valoare ca si A in raport cu S.

Astfel, Vals (AS ) = Vals (A) si Ambs (AS,) = Ambg (A).

2.2 Proprietati de convergenta in spatiul numerelor fuzzy ex-
tinse

Toate rezultatele din aceastd sectiune se pot gisi in lucrarea [19] pentru cazul particular al unei metrici
ponderate dy, A = (AL, Av), A, = Ay si unde proprietdtile de convergentd se dau doar pentru numere
fuzzy trapezoidale. Rezultatul central al acestei sectiuni, Lema 2.2.2, se va folosi mai tarziu la studiul
continuitatii operatorilor de aproximare trapezoidald care conserva nucleul.

Lema 2.2.1 ([19], Lema 2) Daca (Tp)nen , Tn = (t1(n),t2(n), t3(n),ts(n)), este un gir de numere
fuzzy trapezoidale extinse astfel incat lim t;(n) =t; < oo, i = 1,4, atunci lim T,, =T, &n raport cu
n—oo

n—o0

orice metrica dx, A = (Ar, \u), unde T este numarul fuzzy trapezoidal extins T = (t1,t2,13,14).

Lema 2.2.2 ([19], Lema 8) Daca (Tp)nen , Tn = (t1(n),ta(n), t3(n),ts(n)), este un gir convergent
de numere fuzzy in raport cu metrica ponderatd dy, atunci limita sa este un numar fuzzy trapezoidal
extins T = (t1,ta,t3,t4) 80 in plus avem lim t;(n) =t; ,i=1,4.

n—oo

Folosind relatiile (1.13)-(1.14) si cele doud leme de mai sus, obtinem cu usurintd corolarul de mai
jos.

Corolarul 2.2.3 Dacia (Ty)nen , T = [I(n),u(n), z(n),y(n)], este un sir convergent de numere fuzzy

trapezoidale extinse in raport cu metrica ponderatd dy, atunci limita sa este un numar fuzzy trapezoidal

extins T = [l,u,x,y] §i tn plus avem lim I(n) =1, lim w(n) = u, lim z(n) =z ¢ lim y(n) = y.
n—oo n—oo n—oo

Reciproc, daca T,, = [I(n),u(n),z(n),y(n)], este un gir de numere fuzzy trapezoidale extinse astfel
incat lim I(n) =1, lim u(n) =w, lim z(n) =z g lim y(n) =y, atunci lim T, = [l,u,z,y], in
n—oo n—oo n—oo n—oo n—oo

raport cu metrica dy.

Observatia 2.2.4 Rezultate similare se pot obtine pentru numere fuzzy parametrice extinse.

2.3 Convexitate in spatiul numerelor fuzzy

Aceastd sectiune contine rezultate originale din lucrarea [41].

De obicei conceptul de multime convexa este in stransa legdturd cu structura de spatiu vectorial.
Deja stim cd adunarea si inmultirea cu scalari a numerelor fuzzy nu formeaza un spatiu vectorial.
Totusi, din moment ce aceste operatii sunt inchise in F'(R) si mai ales pentru c8 ne va fi de mare folos
mai tarziu pentru obtinerea unor rezultate de baza ale tezei, avem nevoie de notiunea de multime
convexd in spatiul numerelor fuzzy.
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Definitia 2.3.1 ([41], Definitia 1) O multime nevidd Q C F(R) se numeste submultime convezrd a
alui F(R), dacd pentru oricare A, B € Q gi~y € [0,1], avem ((1 —v)A+~vB) € Q.

In lucrarea [41] sunt demonstrate cateva rezultate utile in cazul multilor convexe din F(R). De
exemplu, dacd A,B € F(R), 0 < v < vy < .. <7, <15 C; = (1—-7,A+ ~v,B pentru
fiecare i € {1,2,...,n}, atunci [A, B] = [4,C;] U [C1,C3] U ... U [Cr-1,C,] U [Cr, B]. Apoi, pentru
fiecare C' € [A, B] avem d(A, B) = d(A, C) + d(C, B) (aici, d este metrica Euclidian#). In final, daci
A,B € F(R), A # B atunci cl((4,B)) = c((A,B]) = d([A,B)) = [A4, B] (in raport cu metrica
Euclidiand). Trebuie mentionat cd intrucat F(R) nu este spatiu normat, demonstratiile sunt mai
tehnice decat cele folosite in cazul spatiilor normate.

2.4 O caracterizare a functiilor Lipschitz cu valori numere
fuzzy

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [41]. Lema urmé&toare se poate demonstra
folosind rezultatele din sectiunea precedenta.

Lema 2.4.1 ([41], Lema 8) Fie A,B € F(R), A # B. Mai departe, consideram familia de sub-
mullimi conveze din F(R), F ={; : i € {1,2,...,n}}, astfel incdt [A, B] C UQZ Atunci existd

=1
ke {1,2,...,71,}, {CJ 1j € {0, 1, ,k}} - [A, B], cuCy=A i Cy, = B, gi {Qlj NS {1,2, ,k}} C F,
k k
astfel incat: i) [A,B] = | J[Cj-1,C)]; i) d(A,B) = > _d(C;-1,C;); iii) [Cj—1,Cy] € Q,, pentru
j=1 j=1

fiecare j € {1,2,..., k}.

Folosind rezultatul de mai sus obtinem urmaéitoarea caracterizare a functiilor Lipschitz cu valori
numere fuzzy.

Teorema 2.4.2 ([41], Teorema 9) Fie F ={Q; : i € {1,2,...,n}}, o familie de submultimi conveze a
lui F(R) astfel tncdt exista constantele pozitive c¢;, i € {1,2,...,n}, cu proprietatea ca pentru fiecare
i€ {1,2,...,n} si A,B € ;, avem d(f(A), f(B)) < ¢;d(A,B). Atunci d(f(A), f(B)) < cd(4, B),
(V)A, B € F(R), unde ¢ = max{c; : i € {1,2,...,n}}.

2.5 Proprietati rezonabile pentru ordonarea numerelor fuzzy

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [25].

In ultimele decenii in nenumérate articole autorii studiazi ordonarea numerelor fuzzy. Ordonarea
numerelor fuzzy este o necesitate importanta in teoria numerelor fuzzy dar din péacate se pare ca inca
nu existd o metoda eficienta de ordonare a numerelor fuzzy. Varianta extinsa a tezei prezinta un studiu
detaliat al acestei probleme gi in plus contine o trecere in revista a principalelor rezultate gi abordari
in acest topic. In acest rezumat vom insista doar pe rezultatele principale pe care le-am obtinut.

S& presupunem cd S este o submulfime a lui F(R). S& considerdm apoi un defuzificator P :
S —R care induce pe S o ordine dupd cum urmeaza:

(i) P(A) > P(B) daci i numai dacd A = B,

(i1) P(A) < P(B) daci gi numai dacd A < B,
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(ii1) P(A) = P(B) daci si numai dacd A ~ B,

(iv) P(A) > P(B) dacd si numai dacd A = B sau A ~ B,

(v) P(A) < P(B) daci gi numai daci A < B sau A ~ B.

Dacid A = B sau A ~ B atunci deseori notdm A = B iar daci A < B sau A ~ B atunci putem
nota A < B.

Pentru gisirea unor procedee eficiente de ordonare a numerelor fuzzy, consideram urmétoarele
proprietati rezonabile ale unei ordini > pe multimea S.

A;) A = A pentru fiecare A € S.

Ajg) Pentru fiecare (4, B) € S?, din A = Bsi B = A rezuli A ~ B.

A3) Pentru fiecare (A, B,C) € 83, din A = Bsi B = C rezultd A = C.

Ay) Pentru fiecare (A4, B) € 82, din inf supp(A) >sup supp(B) rezultd A = B.

A}) Pentru fiecare (A, B) € 82, din inf supp(A) >sup supp(B) rezultd A = B.

As) Fie A, B, A+ C si B+ C elemente ale lui S. Dacid A »= B, atunci A+ C = B+ C.
AL) Fie A,B, A+ C si B+ C elemente ale lui S. Daca A > B, atunci A+ C = B+ C.

Ag) Pentru fiecare (A, B) € 8% si A € R astfel incat AMA,AB € S, din A = B rezulti \A = \B
dacd A > 0si MA < AB dacd A <0.

S& observam cd dacd As) are loc atunci din A ~ B gi B ~ C obtinem A ~ C.

Cerintele A;) — AL) se giisesc intr-un context mai general (si anume procedeul de ordonare nu este
generat neapirat de un defuzificator) in lucrarea lui Wang gi Kerre ([78]). Din acest motiv, in aceastd
lucrare cerintele de mai sus sunt prezentate intr-un mod mai abstract. Apoi se observi ci dacd ordinea
= este generatd de un defuzificator atunci proprietdtile A;) — A3) au loc. Proprietatea Ag) inlocuiegte
proprietatea A7) din aceeasi lucrarea a lui Wang gi Kerre. Ei au propus o cerin{d mai restrictivd
intr-un anume sens, inlocuind A in Ag) cu numere fuzzy pozitive (adicd numere fuzzy al ciror suport
este inclus in [0,00)). Totugi, din moment ce inmultirea numerelor fuzzy nu are o formuld acceptatd
fard echivoc, preferdim cerinta Ag) in forma consideratd in aceastd tezd. Un alt motiv pentru care
considerdm Ag) in aceastd forma este cd dacd S coincide cu multimea numerelor fuzzy trapezoidale
atunci dacd A, B sunt numere fuzzy trapezoidale, in general A- B nu este un numér fuzzy trapezoidal.
In particular, daci Ag) are loc atunci din A < B rezulti ci —A > — B, o proprietate considerata foarte
importantd in multe articole (vezi de exemplu [5], [11], [54]). De asemenea trebuie s mentiondm ci
la prima impresie cerinta A4) din [78] pare sa difere putin de A4) din aceastd tezd. In [78] in cerintd
se spune c¢d din inf supp(A) >sup supp(B) trebuie si rezulte cd A = B. Dar se demonstreaza foarte
ugor ci dacd R CS si = este generatd de un defuzificator P a cdrui restrictie la R, P |g: R — R, este
o functie continud, atunci A4) din [78] si A4) din aceastd tezd sunt echivalente. O demonstratie foarte
simpli a acestui fapt se giiseste in lucrarea [25]. In cateva lucrari de data recentd (vezi de exemplu [5],
[12]) urm&toarea cerinti este consideratd o proprietate rezonabild importants pentru un defuzificator
P:S —R.

A”4) Pentru fiecare A € S, P(A) € supp(A).

Intr-un fel putem spune c& este suficient s studiem doar defuzificatori care satisfac cerinta A” ).
Asta rezulta din urmatoarea teorema.

Teorema 2.5.1 ([25], Teorema 1) Sa presupunem ca P : S —R este un defuzificator care induce pe
S o ordine = ce satisface cerintele Ay) — A)) pe S. Dacd R C S gi restrictia lui P la R, P |g: R — R
este functie continua, atunci exista un defuzificator Py : S —R care satisface cerinta A”4) si care
genereazd pe S o ordine ='care este echivalentd cu >, ceea ce inseamni cé pentru fiecare A, B € S,
din A = B rezultid cd A ="' B gi din A = B rezultd ci A = B.

In teorema de mai sus am presupus continuitatea functiei P [g: R — R dar aceastd cerintd nu este
deloc restrictivd din moment ce majoritatea defuzificatorilor folositi pentru a ordona numere fuzzy
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sunt functii continue.
In cele ce urmeazi vom vedea c& in functie de proprietitile rezonabile satisfacute de o ordine
generatd de un defuzificator, putem determina anumite proprietiti importante ale acestui defuzificator.

Teorema 2.5.2 ([25], Teorema 2) Sa presupunem cd S este o submultime o lui F(R) astfel incat
RCS $iS+S CS. Apoi sa presupunem cd R : S — R este un defuzificator care verifica cerinta
A”4) si astfel incat ordinea = generatd de R pe S satisface cerinta As) pe S. Atunci R este aditiv pe
S si in plus > satisface cerinta AL) pe S.

Din teorema de mai sus obtinem ugor urmaéatoarele corolare.

Corolarul 2.5.3 ([25], Corolarul 3) Sa presupunem cd S este o submultime a lui F(R) astfel incat
RCS siS+S CS. Apoi sa presupunem ca R : S — R este un defuzificator care verifica cerinta
A”y4). Atunci ordinea = generatd de R pe S satisface cerinta As) pe S daca i numai dacd satisface
cerinta Ag) pe S.

Corolarul 2.5.4 ([25], Corolarul 4) Sa presupunem cd S este o submultime a lui F(R) astfel incat
RCS iS+SCS. Daca R: S — R este un defuzificator care genereazd o ordine = ce satisface
cerintele Ay), A}) si As) pe S, atunci AL) este de asemenea satisfacutd de = pe S. In plus, existd un
defuzificator Ry : S — R ce satisface A”4) pe S §i care genereazd pe S o ordine echivalentd cu .

Teorema 2.5.5 ([25], Teorema 5) Si presupunem ca S este o submultime a lui F(R) astfel incdt
RCS si M-S C S, pentru fiecare X € R. Apoi si presupunem cd R : S — R este un defuzificator care
verifica cerinta A”4) i astfel incat ordinea = generatd de R pe S satisface cerinta Ag) pe S. Atunci
R este invariant fata de scalari.

Corolarul 2.5.6 ([25], Corolarul 6) Sa presupunem cd S este o submultime a lui F(R) astfel incat
RCS 5iA-S C S, pentru fiecare X € R. Daca R: S — R este un defuzificator care genereaza o ordine
= ce satisface cerintele Ay), A)) si Ag) pe S, atunci existd un defuzificator invariant fatd de scalari
Ry : S — R ce satisface A”4) pe S i care genereazda pe S o ordine echivalentd cu =.

Sd notdm cu M (S) multimea defuzificatorilor continui definiti pe S si care genereazd pe S o ordine
care verificd cerintele A1) — Ag). Apoi, inspirati de Teorema 2.5.1, considerim multimea M;(S)
a defuzificatorilor continui unde P € M;(S) dacd si numai dacd A”4) are loc pentru P iar ordinea
generatd de P pe S satisface cerintele A1) — A3) si As) — Ag). Din cele de mai sus obtinem urmé&toarea
teorema utila in gasirea metodelor de ordonare eficienta a numerelor fuzzy.

Teorema 2.5.7 ([25], Teorema 7) S& presupunem ca S este o submultime a lui F(R) astfel incdt
RCS, S§4+S5CS i A-SCS pentru fiecare A € R. Pentru un defuzificator R : S — R, avem:

(i) R € M1(S) daca gi numai dacd R satisface A”4) pe S si R este liniar pe S;

(ii) R € M(S) dacd si numai dacd exista Ry € Mq(S) astfel incit R si Ry genereaza ordini
echivalente pe S.

2.6 Determinarea clasei M;(FT(R))

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [25].
Dupé cum spune si titlul, in aceastd sectiune vom determina (Teorema 2.6.2) toti defuzificatorii
continui ai clasei M7 (FT(R)) si deci, ficand abstractie de ordini echivalente pe F'T (R), vom determina
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toti defuzificatorii ce genereazi metode de ordonare a numerelor fuzzy ce verifici proprietdtile A;) —
Ag).

Atat in aceastd sectiune cat gi in urmétoarele doud, vom folosi notatii noi pentru numerele fuzzy
trapezoidale ce sunt convenabile pentru obtinerea rezultatelor centrale legate de ordonarea numerelor
fuzzy.

Sectiunea « a unui numdr fuzzy trapezoidal T' se poate scrie sub forma (vezi [5])

Ty = (vg — 0 + o, yo + B — Ba), (2.12)

unde xg,yo,0,8 €ER, 0 > 0,8 >0 si z¢g < yo. Folosim notatia T' = (g, yo, 0, 8)-
Pentru un numdr fuzzy trapezoidal T' = (xo, yo, 0, ), considerdm cantitatea

R(T) = axo + byo + co + dp, (2.13)

unde a,b,c,d € R sunt fixate. Se observid imediat ci functia R : F7(R) — R este aditivi si pozitiv
omogens. S& considerim multimea Q = {R: R: FT(R) — R si R este de forma (2.13)}. In versiunea
extinsi a tezei se demonstreazi ci M;(FT(R)) C Q. De aceea, in tez#, mai intai se studiazi defuzifi-
catorii din multimea . Cel mai important rezultat este urmatorul corolar care sintetizeazd mai multe
rezultate de caracterizare a unor defuzificatori din multimea 2.

Corolarul 2.6.1 (/25], Corolarul 12) Sa consideram un defuzificator R € Q, R(T) = axo + byo +
co +dB, pentru T = (z0,yo, 0, 3). Atunci R € M;(FT(R)) daca si numai daci a = b = %, c€e[-1,0],
c+d=0.

Spuneam mai sus ci M;(FT(R)) C Q. Mai exact avem urméitoarea.
Teorema 2.6.2 (/25], Teorema 13) Sa consideram un defuzificator R : FT(R)

-
M;(FT(R)) dacd si numai daci existd ¢ € [—1,0] astfel incit daca T € FT(R), T
atunci

R. Atunci R €
= (x07y0a07/8)7

1 1
R(T) = %0 + J¥0+co— cB. (2.14)

In plus este usor de verificat (vezi gi Teorema 2.5.7) ci R este liniar pe FT(R).

In cele ce urmeaza vom caracteriza clase de defuzificatori peste F7(R) ce genereazi ordini care
verifici in intregime sau doar o parte a cerintelor A;) — Ag) pe FT(R). Mai mult, tinand cont si
de Teorema 2.5.1 putem simplifica cautarea unor astfel de ordini prin gasirea ordinilor echivalente ce
satisfac cerinta A)) pe FT(R).

Corolarul 2.6.3 (/25], Corolarul 14) (i) Dacd R € M(FT(R)) atunci exista Ry € My (FT(R)) astfel
incdt procedeele de ordonare = si =' pe FT(R) generate de R si respectiv Ry, sunt echivalente. In
plus (din Teorema 2.6.2) existd ¢ € [—1,0] astfel incdt daca T € FT(R), T = (wo,%0,0,03), avem
Ri(T) = 1m0 + $yo + cx — cy.

(ii) Dacd R : FT(R) — R, este un defuzificator pentru care ordinea = generatd de R pe FT(R)
satisface cerintele Ay), A}) si As), atunci = satisface gi AL) si mai mult, exista un defuzificator aditiv
Ry : FT(R) — R, care satisface Ay) pe FT(R) si care genereazi pe FT(R) o ordine echivalentd cu .

(iii) Dacd R : FT(R) — R, este un defuzificator pentru care ordinea = generatd de R pe FT(R)
satisface cerintele Ay), A)) si Ag), atunci existd un defuzificator invariant fatd de scalari, Ry :
FT(R) — R, care satisface A) pe FT(R) si care genereazi pe FT(R) o ordine echivalentd cu =.
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2.7 Exemple de metode de ordonare
Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [25].

Exemplul 2.7.1 (/25], Evemplul 16) Fie functia EV : FT(R) — R, care fiecarui numar fuzzy trape-
zoidal T = (z9, Yo, 0, ), 1 asociazd valoarea sa de expectanta, EV(T) = %:ro + %y — ia—i— iﬁ. Rezulta
imediat ca EV € My(FT(R)). Se pare ca Yagger ([79]) a fost primul care a ordonat numerele fuzzy
prin intermediul valorii lor de expectantd. Aceastd metodd se foloseste gi in articolul [12].

Exemplul 2.7.2 (/25], Exemplul 17) In lucrarea [5], a fost introdusi magnitudinea unui numar fuzzy
trapezoidal si anume functia Mag : FT(R) — R,
1
1
Mag(t) = 5 | [ (Tu@)+ Tu(e) + 0+ ) fe)da |
0
unde T = (xo,Y0,0,0), este un numar fuzzy trapezoidal oarecare iar f este o functie pozitiva si

crescatoare pe [0,1] cu f(0) =0, f(1) =1 g ff da = 1/2. Deoarece dupd calcule simple obtinem

1
Mag(T) = 3z0+ 3yo+ 5 [ f()(a — 1)da + gf f(@)(1 — a)da, rezultd usor ca Mag € My (FT(R)).
0 0
In articolul [5], autorii au considerat cazul particular f(a) = a, cand se obtine Mag(T) = Szo+ $yo—
1 1

Exemplul 2.7.3 (/25], Exemplul 20) In lucrarea [3] autorii propun ordonarea numerelor fuzzy prin
intermediul metricilor de tipul L,. Apoi, in lucrarea [7] se foloseste aceeasi abordare cu o mica
modificare. In cele ce urmeaza vom descrie aceasté metoda. Sé consideram un numar real p > 1

fizat gi fie un numar fuzzy arbitrar A. Daca / a)da + / a)da > 0, considerdm canti-
0 0
1/p 1 1
tatea §,(A) = /|AL(a)|p da+/|AU(a)|p da . Daca /AL Yda + /AU(a)da < 0 atunci
0 0
1/p 1 1
fie 6,( /|AL )P da+/|AU )P do . In final, daca /AL(a)da + /AU(a)da =0

0

atunci conszdemm 0p,(A) = 0. Trebme notat ca in lucrarea [3] acest ultim caz este inclus in primul.
Acum, putem defini defuzificatorul 5, : FT(R) — R, pentru care = reprezinta ordinea generatd de 5,
pe FT(R). Sa vedem acum care sunt proprietatile rezonabile satisfacute de = pe FT(R). Evident, cer-
intele A1) — As) sunt satisfacute. Din pacate niciuna din cerintele Ay) sau A)) nu este indeplinitd dupa

cum va rezulta din urmatorul contraezemplu. Pentru e > 0 fizat consideram numarul fuzzy trapezoidal
1 1

(folosim notatii standard) T, = (—11,1,5+¢,5+¢). Se observd ca / (To),, (a)da—l—/ (T%)y (a)da > 0

0 0
1/p

gi deci §,( /| a)|? da + /| a)|? da . Din inegalitatea lui Holder obtinem
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1
/| a)l? do > /| |da §i cum/\ a)lda = 5.083 §z/\ ()|’ da =
0

(54 ¢)", obtinem d,( E) > ((5.083)" + (5 +¢)") Y7 Pe de altd parte, conszdemnd numdrul real 5+ ¢
obtinem usor ci 6,(5+¢) = 2Y/P(5+¢). Evident ca pentru e suficient de mic avem 6,(T.) > 6,(5+¢),
de unde rezultd ca T, = 5+ €. Deoarece sup (supp(T.)) = b + €, rezultd usor cd Ay) nu are loc
pe FT(R) in general. Considerand acum numarul real 5 + 2¢, din nou, pentru e suficient de mic
obtinem 8§,(T.) > 8,(5 + 2¢) si astfel rezultd ca nici A}) nu are loc in general. In primul rand vom
face modzﬁcam n formula defuzificatorului astfel tncdt sa rezulte ca atdt Ay) cdt gi Aly) sunt satisfa-
cute. Astfel, vom face trecerea de la defuzificatorul §, la defuzificatorul &, dupd cum urmeazd. Dacd
T este fie un numar fuzzy trapezoidal pozitiv (adicd Tr,(0) > 0) fie unul negativ (adica Ty (0) < 0)
atunci luam 6,(T) = 6,(T). Daci T nu este nici pozitiv nici negativ (adica Tr(0) < 0 < Ty (0))
1

atunci distingem trei cazuri. Dacd / a)da + /TU Yda = 0 atunci luam 6,(T) = 6,(T) = 0.

0
1

Daca / a)da + /TU Ydao > 0 atunci luam 6,(T) = min(s,(T),2Y?Ty(0)). In final, daca

0
1

/ a)da + /TU Yoo < 0 atunci consideram §,(T) = max(6,(T),2Y/PTL(0)). Se verificd usor

0

cd ordinea =1 generatd de 6, pe FT(R) verifici ambele cerinte Ay) si A}). Ramane de studiat
care din propmeta;‘zle As), AL) respectiv Ag) sunt verificate de ='. Sa consideram defuzificatorul
6 : FT(R) — R, 5 =271/ 0, i fie =2 ordinea genemta de 5p pe FT(R). Evident, =2 si =' sunt
echivalente. Apoi, dupa calcule simple rezultd ca 5p satisface A)) pe FT(R). Pe de altd parte ob-
servam ca gp nu este mici aditiv gi nici invariant fata de scalari pe FT(R) si astfel, din Teoremele
2.5.2 respectiv 2.5.5, rezulti cd niciuna din proprietatile As) sau Ag) nu sunt in general satisfacute
de =% pe FT(R). Apoi, din Corolarul 2.5.3 rezultd ca mici proprietatea A%L) nu este satisfacutd in
general de =2 pe FT(R). Datorita faptului ci =" si =2sunt echivalente rezultd ci in general, niciuna
din proprietatile As), AL) sau Ag), nu sunt satisfacute de =1 pe FT(R).

2.8 Ordonarea numerelor fuzzy folosind numere fuzzy trape-
zoidale

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [25].

Pan# acum, am determinat clasa M;(FT(R)) continand toti defuzificatorii ce genereaza ordini
care verificd cerintele A;) — As3), A}) si As) — Ag). In cele ce urmeazi vom demonstra ci pentru
orice R € M;(FT(R)) existd R € M;(F(R)) astfel incat R(T) = R(T) pentru fiecare numar fuzzy
trapezoidal T . Asta inseamni c& R este o extindere a lui R pe F(R) astfel incat toate proprietatile
rezonabile sunt conservate.

Teorema 2.8.1 (/25], Teorema 21) Sa consideram operatorul T : F(R) —FT(R) si si consideram
defuzificatorii R : F(R) — R i R € My (FT(R)). Sa presupunem ci sunt verificate urmitoarele cerinte:
(i) T este liniar;
(#) supp(T(A)) Csupp(A), pentru fiecare A € F(R);
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_ (iii) R(A) = R(T(A)), pentru fiecare A € F(R).
Atunci R este liniar pe F(R) si in plus avem R € M;(F(R)).
Acum, obtinem ugor urmétorul corolar.

Corolarul 2.8.2 (/25], Corolarul 22) Sa consideram operatorul EV : F(R) — R, care asociaza fiecirui
numdr fuzzy valoarea sa de expectanta. Atunci EV € M (F(R)).

Metoda de ordonare de mai sus are anumite limite deoarece uneori se ajunge la integrale care se
calculeaza cu dificultate. Propunem acum un rezultat care este mai convenabil din punct de vedere
al calculelor.

Corolarul 2.8.3 (/25], Corolarul 23) Sa consideram defuzificatorul R : F(R) — R,
R(A) = (AL(0) + AL(1) + Au(0) + Ay (1)) /4.
Atunci R € M;(F(R)).

Aseméandtor corolarului de mai sus, putem extinde orice ordine generatd de un defuzificator R €
M;(FT(R)) la o ordine peste F(R), care este usor de manuit din punct de vedere al calculelor si care
in plus satisface proprietitile rezonabile considerate in aceastd tezi.

Teorema 2.8.4 (/25], Teorema 24) Daci R € My(FT(R)) atunci exista R : F(R) — R astfel incit
R € My (F(R)) si in plus R(T) = R(T), pentru fiecare T € FT(R).



Capitolul 3

Aproximarea numerelor fuzzy prin
numere fuzzy cu forma mai simpla

In acest capitol propunem metodele de bazi pentru a determina algoritmii cu ajutorul cirora putem
calcula diferite tipuri de aproximéiri parametrice sau trapezoidale.

Acest capitol contine contributii originale din articolele [17], [21]-[22], [27]-[28], [40]. In plus, acest
capitol contine rezultate originale nepublicate si care vor fi mentionate la momentul potrivit.

3.1 Aproximarea numerelor fuzzy; o trecere in revista

Aceastd sectiune prezintd principalele realizdri in topicul aproxim#rii numerelor fuzzy. In plus,
mentiondm ci aceastd discutie se giseste si in lucrarea [40].

In ultimii ani multe articole studiazi aproximarea numerelor fuzzy in raport cu metrici de tipul
Ls. De obicei, dou& tipuri de aproximare sunt investigate: aproximaéri fara alte restrictii si aproximaéri
cu restrictii. Mai intai discutfm problema aproximarii fars alte restrictii. In mod independent,
Chanas ([38]) si Grzegorzewski ([59]) au propus aproximarea numerelor fuzzy prin numere fuzzy de
tip interval. Grzegorzewski a demonstrat cd in cazul metricii Euclidiene aceastd aproximare coincide
chiar cu intervalul de expectantd. Abbasbandy si Asady ([4]) au propus aproximarea trapezoidald
a numerelor fuzzy in raport cu aceeagi metricd Euclidiand. Yeh ([82]) propune noi algoritmi pentru
calculul aproximérilor trapezoidale gi triunghiulare in raport cu metrica Euclidiand. Zeng gi Li ([88])
propun aproximarea triunghiulard in raport cu o metricad ponderata de tip L. Totusi, algoritmul
propus de ei nu produce intotdeauna numere fuzzy triunghiulare fapt mentionat in lucrarile [16] si
[82]. Algoritmul corect este dat de Ban in lucrarea [16]. Cel mai general rezultat de aproximare
trapezoidald sau triunghiulard este dat de Yeh in lucrarea [85] unde se propun algoritmi de calcul
al aproximarilor trapezoidale sau triunghiulare in raport cu metrici generale ponderate de tip Lo.
Nasibov gi Peker propun o abordare mai generald in articolul [68] si anume aproximiri parametrice
a numerelor fuzzy in raport cu metrica Euclidiand. Rezultatele lor sunt imbunatatite de Ban in
lucrarea [14]. Apoi, Yeh ([84]) generalizeazd aceste rezultate considerand metrici generale ponderate
de tip Lo. Recent, in lucrarea [43] autorii propun aproximarea numerelor fuzzy (in raport cu metrica
Euclidiang) prin numere fuzzy liniare pe portiuni si care depind de 6 parametri. Acesta este un prim
pas spre aproximarea numerelor fuzzy prin numere fuzzy care depind de n parametri. In sectiunea
de concluzii se gésesc mai multe detalii despre aproximarea prin numere fuzzy liniare pe portiuni.

28
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S& discutdm acum despre aproximarea cu restrictii. Grzegorzewski si Mréwka ([62], [63]) propun
aproximarea numerelor fuzzy (in raport cu metrica Euclidiand) prin numere fuzzy trapezoidale care
conservi intervalul de expectantd. Rezultatele lor sunt imbunétatite in mod independent de Ban ([13])
si Yeh ([83]). Algoritmi pentru calculul acestor aproximéri se gésesc in lucrarile [60] si [61]. Apoi,
Abbasbandy si Hajjari ([6]) propun aproximarea trapezoidald care conserva nucleul in raport cu metrici
ponderate de tipul Ls. Recent, in lucrarea [17] autorii propun aproximarea trapezoidald (in raport
cu metrica Euclidiand) care conservd ambiguitatea si valoarea. Mai recent, Ban gi Coroianu ([21])
gdsesc metode mai simple pentru a calcula aproximari parametrice in raport cu metrica Euclidiana
care conserva caracteristici importante cum ar fi intervalul de expectantd, ambiguitatea sau valoarea.
Alte tipuri de aproximéri neliniare se gésesc in lucrarea lui Grzegorzewski si Stefanini ([77]) unde se
propun clase de numere fuzzy care depind de 4 — 5 parametri gi care permit aproximari care conserva
mai multe caracteristici cum ar fi suportul gi nucleul sau ambiguitatea si valoarea.

3.2 Rezultate de existenta si aplicatii pentru clase importante
de numere fuzzy

Aceastd sectiune contine in intregime contributii originale. O parte din rezultate se gisesc in lucrarea
[27] dar in majoritatea cazurilor fard demonstratie. In plus, Teoremele 3.2.5 si 3.2.7 sunt complet noi.

Pentru a obtine rezultatele de baza ale acestei sectiuni avem nevoie de un rezultat vechi al lui
Radstrom si de cateva rezultate ce tin de problema celei mai bune aproximari i care vor fi omise in
acest rezumat.

Teorema 3.2.1 ( [72], Teorema 1) Si consideram un triplet (M,+,) care formeazi o structurd
semiliniarda. Atunci existd un spatiu vectorial (1\7, ®,©®) i o aplicatie injectiva (incluziune) i : M — M
st, privind pe M ca pe o submultime a lu M (convenim ca i(x) = x pentru fiecare x € M), avem
a®b=a+b A®a=X\-a, pentru fiecare a,b € M gi A € [0,00). Daca in plus existid o metrica d
definita pe M care satisface:

(i) d(a + ¢,b+ ¢) = d(a,b), pentru fiecare a,b,c € M;

(i) d(Aa, A\b) = Ad(a,b), pentru fiecare A € [0,00) gi a,b € M;

(i) + : M x M — M gi-:]0,00) x M — M, sunt continue in topologia generatd de metrica
d pe M, . _ .

atunci existd o norma ||| : M — [0,00) astfel incdt metrica d pe M generatd de ||-|| satisface

d(a,b) = d(a,b), pentru fiecare a,b € M.

Inainte de a da rezultate de existentd pentru problema aproximarii parametrice sau trapezoidale,
prezentam cateva rezultate teoretice care ne vor ajuta sa obtinem rezultatele de existentd mentionate
anterior.

Teorema 3.2.2 (vezi si [27], Teorema 9) Fie d o metrica definita pe F(R) care satisface cerintele (i)-
(iii) ale Teoremei 3.2.1 i fie (F(R), c?, @, @) spatiul normat in care se scufundd (F(R),d,+,-) conform
Teoremei 3.2.1 (putem folosi aceastd teorema deoarece din sectiunea 1.7 se stie ca spatiul numerelor

fuzzy are o structura semiliniara). Apoi, sa consideram submultimea A CF(R), cu proprietatea ca
existd {va, vs, ..., v} C A, astfel tncdt:

(i) sistemul {1,va,...,vm } este liniar independent in spatiul vectorial (F/’(IR\S), @, @) ;

(’LZ).A—{/\ll-FZ)\Z’Uz)\l eR gi \; € [0,00),iG {2,,771}}

k=2
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Atunci A este o submultime tnchisa a lui FI(R) in topologia generatd de metrica d.
Un alt rezultat util este dat in urmatoarea teorema.

Teorema 3.2.3 (vezi gi [27], Teorema 12) Fie Q0 una din urmatoarele submultimi ale lui F(R):
Fstsr(R) (pentru sy si sg fizate), FT(R), FA(R), Int(R), R®. Daci d este o metrici pe F(R)
care satisface cerintele (i)-(iii) ale Teoremei 3.2.1 atunci Q este o submullime inchisa a lui F(R) in

topologia generata de d si, dacd (F(R), c?, @, ®> este un spatiu normat astfel incat (F(R),d,+, ) poate

fi scufundat in (F(R),J, @, @), atunci  este o submultime inchisa a lui 13_@@) in topologia generata
de d.

Folosind cele doud teoreme de mai sus precum si mai multe rezultate ajutatoare, obtinem urméatorul
rezultat central al acestei sectiuni.

Teorema 3.2.4 (vezi gi [27], Teorema 13) Fie Q una din urmatoarele submultimi ale lui F(R):
Fstsr(R) (pentru sy si sg fizate), FT(R), FA(R), Int(R), R°. Daci d este o metrica pe F(R)
care satisface cerintele (i)-(iii) ale Teoremei 3.2.1, atunci pentru fiecare A € F(R) ezista A* € Q
astfel incat d(A, A*) = B;léfg d(A, B).

Rezultatul de existentd de mai sus este foarte general din moment ce aproape toate metricile
definite pe spatiul numerelor fuzzy verificd ipotezele teoremei anterioare. Folosind ipoteze mai tari
obtinem in plus si unicitatea.

Teorema 3.2.5 Fie ) una din urmatoarele submultimi ale lui F(R): F*152(R) (pentru si §i sp
fizate), FT(R), FA(R), Int(R), R°. Dacd d este o metricd pe F(R) si dacd existd un spatiu Hilbert

(F/'_(\@), cz P, ®) (élv este metrica generatd de produsul scalar care induce pe F(R) o structurd de spatiu

—

Hilbert) astfel incat (F(R),d,+,-) se poate scufunda in (F(R),(ZEB,@), atunci pentru fiecare A €
F(R) exista un unic A* € Q astfel incdt d(A, A*) = éng d(A, B).
€

Urmatorul corolar este foarte important deoarece in aceastd tezd vom studia operatori de aproxi-
mare in raport cu metrici de tipul L.

Corolarul 3.2.6 (vezi si [84] Propozitia 4.1. pentru cazul cdnd Q = F*2*R(R)) Fie Q una din
urmdatoarele submultimi ale lui F(R): F5:*r(R) (pentru sp si s fizate), FT(R), FA(R), Int(R),
R¢. Daca dy este o metrici ponderatd de tip Lo definitid pe F(R) (vezi (1.9)), atunci pentru fiecare
A € F(R) ewistd un unic A* € Q astfel incdt dy(A, A*) = éléf;z dx(A, B).

In final, prezentim un rezultat de existentd si unicitate in aproximarea cu metricile 0p,» date prin
formula (1.10). Demonstratia foloseste remarcabilele inegalititi ale lui Clarkson ([39]).

Teorema 3.2.7 Fie ) una din urmatoarele submultimi ale lui F(R): F*152(R) (pentru si §i sp
fizate), FT(R), FA(R), Int(R), R°. Dacd 6,5, A = (Ar,A\v), este o metrica ponderatd de tip L,
definita pe F(R) (vezi (1.10)) astfel incat p > 1, atunci pentru fiecare A € F(R) ewxistd un unic
A* € Q astfel incat 0, (A, A*) = ];Iég dpa(A, B).
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3.3 Aproximari parametrice si trapezoidale fara alte restrictii

In aceastil sectiune vom demonstra (folosind o abordare generald) existenta si unicitatea aproximdarii
parametrice sau trapezoidale fara alte restrictii. Elementul cheie in obtinerea acestor rezultate este
Corolarul 3.2.6 din sectiunea precedenta.

Sa consideram in spatiul numerelor fuzzy metrica dy, data prin

dA(A,B)
1 1 1/2
= | [ (@) - o) av@da+ [ (Av(a) - Bu(@) Av(@)da| A8 € F(R),
0 0

unde A = (A1, Av), An, Av : [0,1] — R, sunt ponderi strict pozitive a.p.t. in [0, 1] si integrabile. Apoi,
sa fixdm sy, > 0si sg > 0.
Fie acum A un numar fuzzy oarecare. Din Corolarul 3.2.6 stim ci existd un unic numar fuzzy

parametric de tipul (s, sg) notat de acum inainte cu A%, . astfel incat

A A AT o) = i0E A (A B).

Astfel, putem defini operatorul g, s, sp : F(R) =F*27(R), g, s, . (A) = A}, .. Acest operator
se va numi operatorul de aproximare ponderatd parametricd de tipul (si,sg) sau doar operator de
aproximare ponderat parametricd atunci cand nu existii pericol de confuzie. In particular, daci
AL = Ay = 1 si astfel dy devine metrica Euclidiand d, vom nota Wg, s, sp = ¥s, si- In cazul
particular cand s;, = sg = 1, folosim notatia Vg4, 1,1 = Ty, iar operatorul Ty, se va numi operatorul
de aproximare ponderatd trapezoidala. Cel mai particular caz de aproximare trapezoidala este cand
AL = Ay = 1si sp = sg = 1, cand obtinem agsa-numitul operator de aproximare trapezoidala notat
cuTy.

Se pune problema dacd putem gsi algoritmi s& calculdm W, ;, s, pentru fiecare A € F(R). O
solutie foarte tehnic a acestei probleme este datd de Yeh in lucrarea [84] unde el obtine algoritmi de
calcul al aproximarilor ponderate parametrice folosind algebra liniard si multe caracterizari ale celei
mai bune aproximadri in spatii Hilbert.

3.4 Aproximari parametrice cu conditii suplimentare

Continutul acestei sectiuni se bazeazd pe contributiile originale din lucrarea [21]. Totusi, Teoremele
3.4.1-3.4.2 precum si rationamentele folosite in demonstrarea lor sunt rezultate originale nepublicate.

Pe parcursul acestei sectiuni si pand la finalul acestui capitol, folosim formulele (1.28), (1.30)-
(1.33) pentru a calcula intervalul de expectantd, valoarea sau ambiguitatea. In particular, daci
B = [l,u,x,y]s,s este un numér fuzzy parametric extins de tipul (s,s) (pentru un s > 0 fixat) astfel
incat [ < wu, si dacd S (o) =1—(1— a)l/s ,a € [0, 1], este o functie de reducere, atunci prin calcule
simple (vezi i demonstratiile Lemei 2.1.1 (i), (iii) respectiv a Propozitiei 2.1.9) obtinem

EIB) = [l u],
1 s
Vals(B) = 1+S(u+l)+(1+8)2(2+8)(x7y),
1 s
Ambs(B) = i ()= s (e ),
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Astfel, dacd A este un numar fuzzy si AS, = [lc, Uc, Tc, Yels,s Teprezintd aproximarea parametrica
extinsd de tipul (s, s) a lui A, atunci

EI(AL ) = [lesuel,
1 S
Vals(AZ,) = Ue + o) + ———F— (Te — ¥e) ,
(50 = g e )+ o (@)
1 S
Ambs(AS ) = U —lg) — ——————— (Te + Ye) -
(45, = g (e =) =y @)

Dupé cum stim din sectiunea precedentd, cand s = 1 atunci A ; coincide cu aproximarea trapezoidala
extinsd a lui A notatd T.(A) si astfel obtinem

EI(T.(A)) = [le, ue,
ValS(Te(A)) = % (ue + le) + T]é (xe - ye) )
Ambs(AZ) = 3 (e 1) — 1o (e ).

In multe articole aflarea aproximirilor parametrice sau trapezoidale care conservi anumite carac-
teristici se bazeazd pe teorema Karush-Kuhn-Tucker (vezi [13], [14], [62]), metodd propusd de Grze-
gorzewski i Mréwka ([62]). Metoda este sofisticatd, cu calcule complicate, deoarece trebuie rezolvat
un sistem de ecuatii si inecuatii cu numar mare de necunoscute. Proprietatile din Propozitiile 2.1.2 si
2.1.9 ne dau posibilitatea si simplificim calculele dupd cum urmeaza.

S& considerdm problema afldrii celui mai apropiat numéir fuzzy parametric (in raport cu metrica
Euclidiang d) de tipul (s, sgr) de numéarul fuzzy A astfel incat parametrii Py, k € {1,...,n} s fie
conservati, adicd sa cautam solutia problemei

min  d (A4, B), (3.1)
BEF°L.*R(R)
Py (A) = Py (B), () k € {1,...,n}.

Alici, parametrul Pk este o functie (defuzificator) Pk : F.(R) — R. Dac8 aproximarea parametrici
extinsd de tipul (sp,sgr), A vezi sectiunea 2.1) a lui A conservd parametrii Py, k € {1,...,n},
adica

gL,SR (
Py (AiL,SR) =P (A) R (V) ke {1, ,n} R
atunci datoritd relatiei (2.7), problema (3.1) este echivalentd cu
BEFISIF,ISIR(]R)d (A%0n: B) (3.2)
Py (Ae ) =P (B),(V)ke {1,...,11}.

SL:SR

A) Aproximare parametrici ce conservi intervalul de expectanta
Pentru sy, > 0, sg > 0 fixate, consideram problema

in  d(A,B), 3.3
BGFISQ{I;R(R)( ) (3.3)

EI(A) = EI(B),

unde A € F (R) este fixat, Ay, = [AL (o), Ay ()], @ € [0,1]. Am putea incerca si rezolvdm aceastd
problemé folosind teorema Karush-Kuhn-Tucker dar metoda pare si fie foarte complicatd pentru
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aceastd problemd. De aceea, propunem o alta abordare care va implica existenta si unicitatea solutiei.
Tinand cont de discutia precedentd si Propozitia 2.1.9, (3.3) este echivalentd cu

in d(A° , .B), 3.4
et o 4 (AL o B) (3-4)

EI(AS,,,)=EI(B),

SLYSR

unde A5, (= [le, Ue, Tey Yels,, s, €Ste aproximarea parametricd extinsd de tipul (s, sg) a lui A. Dupa

calcule simple (vezi din nou relatiile (1.27) care caracterizeazi multimea numerelor fuzzy parametrice
de tipul (sz, sg)) (3.4) este echivalentd cu (folosim (1.26) pentru a exprima d (AS, ., B))

. 2 2 s 2 s 2
R epr i ((le =07+ (ue —u)” + GG (ze —2)" + Grio)ent® (Ye —v) ) ) (3.5)
l=le,u=te,x 20,y 20,1+ 7z <u-— 2y (3.6)

Astfel, dacd (lg, ug, Zo, yo) este o solutie a problemei de mai sus atunci in mod necesar lg = le, ug = U,
si (zo,yo) este o solutie a problemei

. S 2 SR _ 2
min (gt (e = 2)° + ot (e~ 0)°)

x> 079 > Oa sf—L&-lx_F S;ily < Ue _lea

care este o problemi de minim in R2. In cele ce urmeazi demonstrim ci aceastd problem# are
(intotdeauna) solutie unica. Intr-adevar, problema se poate scrie in forma echivalentd

. . 2 S 2
omin, (Gt (2= + ity e —0)’)

unde My = {(z,y) € R?> : 2 > 0,y > 0, Sjj_lx + S;}j_ly < e — le}. Dar din moment ce ue — . > 0

se observa usor cd M4 este nevidd. Mai mult, se verificd usor cd M4 este o submultime convexa si
inchisd in R2. Apoi, s& definim pe R? produsul scalar (-,-) : R? x R? — R,

SR

((z1,91), (22, 92)) = (5L+2)S(I;L+1)2 1T + GGrt2)(snt1)? J1Y2:

Acest produs scalar genereazd metrica D : R x R? — R, dat4 prin
2 2
D*((z1,91), (22,92)) = GG @ = 22)" + gt (U — 1)

Deoarece aceastd metricd este de tip Euclidian (se demonstreazd cu ugurintd c& D este echivalentd cu
metrica Euclidiand pe R?), rezultd ci (Rz, D) este un spatiu Hilbert. Pe scurt, problema de minim
este echivalenta cu

min  D((2,y), (ze, Ye)),
(w,y)eMa
si reamintind c& M4 este o submultime nevids convexs si inchisa in R?, din analiza convexd elementars
rezultd cd aceastd problem4 are o solutie unica (zo, yo) reprezentand proiectia ortogonald a lui (., y.)
pe multimea M4 in raport cu metrica D. In concluzie obtinem urmitoarea teoremi de existentd si
unicitate a aproximadrii parametrice care conserva intervalul de expectanta.

Teorema 3.4.1 Fiesy > 0 gisg > 0 arbitrar fixate. Atunci pentru orice numar fuzzy A existda un unic
numar fuzzy parametric de tipul (sr, sg) notat cu Wiiy°" (A), astfel incat EI(A) = EI(¥H7°"(A)) si
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care satisface proprietatea ci dacd B este un numar fuzzy parametric de tipul (sr, sgr) cu proprietatea
ca EI(A) = EI(B), atunci d(A, V3" (A)) < d(A, B). Astfel, Uil (A) este cel mai apropiat numar
fuzzy parametric de tipul (sr,sgr) de A in raport cu metrica d care conserva intervalul de expectanta
al lui A.

Operatorul W37°" : F(R) —F*252(R) se va numi operator de aproximare parametricd (de tipul
(sL,sgr)) ce conserva intervalul de expectanta.

B) Aproximare parametrici ce conservi valoarea si ambiguitatea

Consideram problema

min _d (4, B),
BEF**(R)

Vals (A) = Vals (B) 5 Ambs (A) = Ambs (B) 5 (37)
unde A € F (R) este fixat, A, = [AL (), Ay ()], € [0,1] iar functia de reducere S este datd prin

S(a)=1—-(1- a)l/s ,§ > 0. Tinand cont de discutia de la inceputul acestei sectiuni precum si de
Propozitia 2.1.9, problema de minim este echivalenta cu

min d (AS o B)
BEF*:*(R)

VCLZS (A;S) = Vals (B) ,Ambs (A;S) = Ambs (B) s (3.8)

unde AS ;= [le, Ue, Te, ye]&s este aproximarea parametricd extinsd de tipul (s, s) a lui A. Dup4 calcule
simple, (3.8) devine o problems de minim in R*,

amin (= 0%+ (e =0 + i (2 =0+ = 9)°) ). 6.9
u+l+m(x—y):ue—i-le-i-m(%—ye), (3.10)
u—l—m(x'i_y):ue_le_m($e+ye)v (311)

€ <u— —y. (3.12)

s+1
Conditiile (3.10) si (3.11) implicd v — ue = (= eEm) (y—ye) sil—1I. = (EDICED) (ze — ), astfel,

dacd (lo, w0, To, Yo) este o solutie a problemei (3.9)-(3.12) atunci in mod necesar (g, yo) este o solutie
a problemei

. 2 2
min ((z. —x — ,
min (e —2)° + (e —9)°)
2+s
= (ue - le)
ce reprezintd o problems# de minim in R? in raport cu metrica Euclidians din R2. Se demonstreazs

usor ci aceastd problemi are solutie unici. In primul rand, dupd unele calcule elementare (vezi gi
ecuatiile (2.1)-(2.3)) obtinem

1+ (xe+ye)7

T2 (e — 1) — T (e + 0e)
1
_ (2+ s)( 1+s/ Ar(@) (1= (1 —a)*)da > 0 (3.13)

0
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si de aici rezultd ci de fapt avem o problem& de minimizare a distantei Euclidiene in raport cu o
multime nevidd convexa gi inchisd ceea ce inseamn& cd solutia este proiectia ortogonald a lui (x., ye.)
pe aceastd multime.

Cand s = 1 solutia problemei de mai sus reprezintd aproximarea trapezoidala care conserva val-
oarea si ambiguitatea. Concluzionand, obtinem urmatorul rezultat de existenta si unicitate.

Teorema 3.4.2 Sa consideram functia de reducere S, S(a) =1—(1— a)l/s,s > 0. Atunci pentru
oricare A € F(R) exista un unic numar fuzzy parametric de tipul (s, s) notat cu U5, (A), care verifica
Ambg(A) = Ambg(¥%,(4)), Vals(A) = Vals(¥%,(A)) si dacd B este un numdar fuzzy parametric
de tipul (s,s) ce verifica Ambs(A) = Ambg(B), Vals(A) = Vals(B), atunci avem d(A, ¥%, (A)) <
d(A, B). Deci, W%, (A) este aproximarea parametrica de tipul (s,s) a lui A in raport cu metrica d ce
conservid valoarea gi ambiguitatea lui A in raport cu functia de reducere S.

Operatorul ¥%, : F(R) —F*2°%(R) se va numi operator parametric (de tipul (s, s)) de aproximare
care conserva valoarea si ambiguitatea in raport cu functia de reducere S.

3.5 Aproximari trapezoidale cu conservarea intervalului de
expectanta

Folosind cazul general al aproximarii parametrice vom deduce problema de minim a cérei solutia ne va
da solutia problemei aproximdrii trapezoidale cu conservarea intervalului de expectantd (vezi si [83]).
In aceastil sectiune, pentru un numsr fuzzy A fixat, suntem interesati in gisirea unui numar fuzzy
trapezoidal notat cu Tgy(A) cu proprietatea ci dacid T este un numdr fuzzy trapezoidal astfel incét
EI(A) = EI(T) atunci d(A, Tr(A) < d(A,T) unde ca de obicei d reprezintd distanta Euclidiand intre
numere fuzzy. Din Teorema 3.4.1 considerand acolo sy, = sz = 1, stim cad aproximarea trapezoidala
care conservd intervalul de expectantd intotdeauna exista si este unica. Astfel, putem defini operatorul
Tgr : F(R) —FT(R), care se va numi operatorul de aproximare trapezoidali care conserv intervalul
de expectantd. Mai intai sd observdm c& [l, v, z,yl11 = [I,u, z,y] ori de cate ori cvadruplul (I, u,z,y)
reprezintd un numdr fuzzy trapezoidal din moment ce formulele (1.23)-(1.24) devin formulele (1.12)
atunci cand sy, = sg = 1. Similar, observim ca in acest caz particular coordonatele lui Af; coincid
cu coordonatele lui T, (A) pentru fiecare numar fuzzy A. Reamintim cd T, (A) reprezintd aproximarea
trapezoidald extinsd a lui A , aproximare ce se poate calcula folosind formulele (2.4)-(2.5). Astfel, din
problema de minim care da solutia aproximérii parametrice care conserva intervalul de expectanta
obtinem cu usurintad problema de minim care da solutia aproximarii trapezoidale ce conserva intervalul
de expectantd. Asta inseamnd cd urménd pasii ficuti in cazul aproximérii parametrice vom obtine
solutia in cazul aproximarii trapezoidale. In aceste conditii fie A un numér fuzzy oarecare si si notdm
cu Tgr(A) = [lo, uo, To, Yo| aproximarea sa trapezoidald care conservi intervalul de expectantd. Din
relatiile (3.5)-(3.6) (pentru sy, = sg = 1) rezultd cd (lg, uo, o, yo) este solutia problemei de minim

luH:}iZI}GR ((le D+ (ue —u)* + L (ze — z)? + 5 (ye — y)2) )

l:le,u:ue,xZO,yZO,l—l—%xgu—%y_

Obtinem imediat doud componente ale lui Trr(A), lo = l. $1 ug = ue. Celelalte dousi componente
reprezinta solutia problemei de minim

. 2 2
z,ﬁf&n«(% )"+ (Ye —y)" s

>0,y >0,24+y < 2ue — 2.
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Rezultd ugor c& perechea (zg,yo) este proiectia ortogonald a lui (z., ye) pe multimea nevidd, convexd
si inchisd M4, in raport cu metrica Euclidiand din R? notatd cu dp (vezi Fig. 3.1), unde

My =A{(z,y) eR*: 0 >0,y >0,z +y < 2u, —2l.}. (3.14)
In consecintd putem scrie
(fﬂo,yo) :PMA(xeaye)~ (315)
4
(i
(0.2u-21)
(iv)
U]
M, (i
d (2u.21,0) > x
Fig. 3.1

Obtinem un algoritm (in concordantd cu (i), (i), (i%4) si (4v) din Fig. 3.1) in 4 pasi dupd cum
urmeaza.

Teorema 3.5.1 (/83], Teorema 4.2.) Fie numarul fuzzy A, Ay = [AL (), Ay ()], @ € [0,1], T.(A) =
[le, Ue, Te, Ye|, aprozimarea trapezoidald extinsd a lui A gi fie Tpr(A) = [lo,uo, %0, Yo], aprozimarea
trapezoidald (in raport cu metrica d) a lui A care conserva intervalul de expectantd.

(1) Dact xe + ye — 2ue + 2l <0, atunci

lo=1lec,u0 = Ue,To = Tey, Yo = Ye-
(#4) Dact e — Ye — 2ue + 21, > 0, atunci
lo = le,up = Ue, T = 2ue — 2le, yo = 0.

(#i1) Dacd xe — Ye + 2ue — 2l < 0, atunci

lO = lmuo = Ue, Ty = anO = 2u, — 2le.
(iv) Daca
Te + Ye — 2ue + 2le Z 07 (316)
Te — Ye — 2ue + 2le S 07 (317)
Te — Ye + 2ue - 2l6 Z 07 (318)
atunci
ZO = leyuo = Ue, (319)
1 1
o = —le+ U+ 3Te = 5Yes (3.20)
1 1
Yo = 7le + Ue — =Te + ZVYe- (321)

2 2
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In teorema de mai sus cazurile nu sunt distincte cum apar ele in articolul lui Yeh deoarece folosind
inegalitatile nestricte de mai sus vom putea demonstra continuitatea Lipschitz a operatorului Tg;.

Acum, folosind ecuatiile (1.15)-(1.16) si (2.4)-(2.5), putem scrie teorema de mai sus folosind no-
tatiile clasice pentru numere fuzzy trapezoidale, rezultat ce se gaseste in Teorema 7 din articolul
[13].

3.6 Aproximari trapezoidale care conserva ambiguitatea si val-
oarea

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [17].

In aceastd sectiune, pentru un numir fuzzy A suntem interesati in gisirea unui numir fuzzy
trapezoidal notat cu T4y (A) cu proprietatea c& dacd T este un numir fuzzy trapezoidal ce satisface
Val(A) = Val(T) si Amb(A) = Amb(T'), atunci d(A,Tayv(A) < d(A,T). Din Teorema 3.4.2, luand
acolo s = 1, stim cd aproximarea trapezoidala care conserva valoarea gi ambiguitatea intotdeauna
existd gi este unic. Astfel putem defini operatorul Tay : F(R) —FT(R) care se va numi operatorul
de aproximare trapezoidala ce conserva ambiguitatea si valoarea. S alegem acum un numar fuzzy
A oarecare gi si notdm cu Tay (A) = [lo, uo, To, Yo] aproximarea sa trapezoidald care conserva am-
biguitatea si valoarea. Din relatiile (3.9)-(3.12) (pentru s = 1) rezultd c& (lo,uo, Zo,yo) este solutia
problemei de minim

min_ (=0 + (ue = ) + 5 ((@e - 2)° + (e = 9)°))

lLau,z,yeR
1 1
u+l+6(x_y):ue"‘le"_g(xe_ye)v
u—l—l(az—i— )=u, —l—l(x—i— )
6 y - € e 6 € ye7
>0,y > 0,04 22 <u— -
=20y =20, 2x7u 2y.

Ca si in cazul aproximdrii cu conservarea intervalului de expectanti, putem substitui doud com-

ponente ale solutiei,
1
lo = 5 (o —xe) +1e (3.22)

si

1
ug = 8 (Yo — Ye) + Ue. (3.23)

De aceea, este suficient si gdsim problema de minim care d& solutia (zg,yo). Substituind [ si u in
problema precedentd, dupd calcule simple obtinem c& (z,yo) este solutia problemei de minim

min ((z = 2.) + (y — 5)°) (3.24)

cu restrictiile
1 1
20,y 20,z+y < 3u. — 3l — 5%_ iye.
Deja stim din relatia (3.13) luand acolo s = 1, c& multimea M4 = {(z,y) ER? : 2 >0,y > 0,2 +y <
3ue — 3l — %xe — %ye}, este o submultime nevids, convexd si inchisa a lui R? ceea ce implics faptul
cd (zo,yo) este proiectia ortogonald a lui (z.,y.) pe Ma.
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Deoarece x. > 0 gi y. > 0, urmétoarele cazuri (in concordantd cu (4), (it), (4i%) si (iv) din Fig. 3.1
cu modificarea cd baza triunghiului intersecteazd axele de coordonate in (3u. — 3l. — %:Ee — %ye, 0) si
respectiv (0, 3u, — 31, — %xe - %ye) ) sunt posibile pentru a determina (zg, yo), reprezentand proiectia
ortogonald a lui (e, ye) pe Ma.

(1) (e, ye) € Ma, ceea ce este echivalent cu z. + ye < 3ue — 3l — %xe — %ye

Inegalitatea este echivalentd cu x. + y. < 2 (ue — l.) si obtinem Par, (Te, Ye) = (Ze, ye), adicd

Lo = Te, Yo = Ye-

(14) %xe - %ye — 3ue + 3l > 0.
Atunci Py, (e, ye) = (Bue — 3le — 3z — 4., 0), adici

1 1
o = 3Ue - 31@ - §$€ - §yeay0 = O
(iii) $2e — 3ye + Bue — 3l < 0.

Atunci Py, (Te, Ye) = (O, 3u, — 3l — %zg, — %ye), adici

1 1
T = anO = 3ue — 3le - ixe - iye

(1) (e, ye) nu este in cazurile (i) — (4i7), ceea ce este echivalent cu
xe+ye > 2(ue _le);

3 1
2k — =y — <
er zye 3ue + 3l <0,

1 3
— — — > 0.
er 2ye +3u. —3l. >0

Atunci (zg,yo) este proiectia ortogonald a lui (z.,y.) pe dreapta = + y = 3u, — 3l — %we — %ye,

si obtinem

§ _§l _|_1 _§

Zo 2“@ e 4$e 41157
f§ _§l _§ _|_1

Yo = 2ue gte 4me 4ye-

Este ugor de verificat c& in cazurile de mai sus putem lua inegalitdti nestricte (se observa usor folosind
interpretarea geometricd din Fig. 3.1). Apoi, folosind relatiile (3.22)-(3.23) si ecuatiile (1.15)-(1.16) si
(2.4)-(2.5), obtinem usor (vezi [17], Corolarul 8) algoritmii de calcul ai aproximarii folosind notatiile
standard pentru numere fuzzy trapezoidale.

3.7 Aproximari trapezoidale care conserva ambiguitatea

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [22].

In aceastdl sectiune vom demonstra ci pentru orice numir fuzzy A existd un unic numir fuzzy
trapezoidal Ta;,p(A) astfel incat Amb(A) = Amb(Tamp(A)) si care este cel mai apropiat de A in ra-
port cu metrica d dintre toate numerele fuzzy trapezoidale care au aceeasi ambiguitate ca si A. Asta
inseamna ci putem defini operatorul Ta,; : F(R) —FT(R) care se va numi de acum inainte opera-
torul de aproximare trapezoidala care conserva ambiguitatea. Din Corolarul 2.1.3 si din Propozitia
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2.1.9 (cazul s = 1) rezulta cd problema determindrii aproximarii trapezoidale a lui A care conservi
ambiguitatea este echivalentd cu problema determindrii unui numéar fuzzy trapezoidal Ta,,,(A) astfel
incat Amb(Tamp(A)) = Amb(T.(A)) si d(Tamp(A), Te(A)) < d(T,T.(A)) pentru fiecare T € FT(R)
ce satisface Amb(T) = Amb(T.(A)). De aceea, Tamp(A) = [lo, uo, To, Yo], este o solutie a problemei in
discutie daca si numai daca cvadruplul (Ig, uo, 2o, o) € R* este o solutie a problemei de minim

1 1
min (l - le)2 + (u - ue)2 + 7(:5 - $€)2 + *(y - ye)2 ) (3'25)
12 12
cu restrictiile
x>0,y>0,x4+y<2u-1), (3.26)
6u —6l —x —y =06u. —6lc — o — Ye. (3.27)

Conditia (3.27) implica
1 1
u—Il=te—le+=(x+y)— = (Tc + ye)

6 6
si
1 1
l_le:u_ue_é(x_:EE)_E(y_ye)7 (328)

astfel ci problema (3.25)-(3.27) devine

min F' (I, u, z,y),

unde
Fllouay) = 2u—u)®+ gl —w® + 5y ) - 5 (u—u) (o~ 2.)
g (=) (7= 90) + 35 (= 20) (4 — o)

cu restrictiile
>0,y > 0,2z + 2y < 6ue — 6l — T — Ye. (3.29)

Dupa calcule elementare obtinem

50— ney =) 5 [0+ ) g (@ - ) - 0),

F =2(u—u —
(4, u, ,y) (u Ue = 15 36

Deoarece conditiile (3.29) sunt independente de u i tindnd cont de (3.28), rezultd cid Tamp(A) =
[0, uo, To, yo| este aproximarea trapezoidald a lui A ce conservd ambiguitatea dacd si numai dacd

1

Uy = Ue+ E (330 — Ze + Yo — ye) ) (330)
1

lO = l.— E (1'0 — Ze + Yo — ye) (331)

si (o, yo) este o solutie a problemei de minim

min ((7(33 - xe)Q + 7(3/ - ye)2 + 2(]; - er)(y - ye)) ) (332)
>0,y > 0,2z + 2y < 6u, — 6l — To — Ye. (3.33)
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Fie
My ={(z,y) ER*:2 >0,y > 0,2z + 2y < 6u, — 6l, — 2, — Yo}

si fie dg metrica Euclidiand din R2.

Elementul cheie in demonstrarea urmatoarei teoreme ce rezolva problema de mai sus este multimea
M, ce reprezintd suprafata triunghiului cu varfurile (0,0), (3u, — 3l — 1/2z. — 1/2y,,0) si (0, 3u, —
3le —1/2z, — 1/2y.) (vezi din nou Fig. 3.1 cu modificarea ci baza triunghiului intersecteaza axele de
coordonate in (3u. — 3l. — %xe — %ye, 0) si respectiv (0, 3u, — 3l. — %xe — %ye) ). Rezultatul de bazd
in obtinerea algoritmilor de calcul ai aproximarii trapezoidale care conserva ambiguitatea consta in
urmatoarea teorema.

Teorema 3.7.1 (/22], Teorema 9) Problema (3.32)-(3.33) are solutia unicd (zo,yo), unde (zg,yo) =
Par, (%e,ye) iar Py (a,b) reprezintd proiectia ortogonald a lui (a,b) € R? pe multimea nevida M C R?,
in raport cu metrica Euclidiand dg pe R?.

Teorema 3.7.1, impreund cu (3.30) si (3.31), ne dau urmétoarea metoda pentru a calcula T4y, (A4) =
[0, 4o, To, Yo|, aproximarea trapezoidald a lui A care conservd ambiguitatea (vezi Fig. 3.1 tinand cont
de modificarea mentionatd mai sus).

(1) (e, ye) € Ma, ceea ce este echivalent cu —2[. + 2u, — o — ye > 0. Atunci

To = Te, Yo = y67ZO = l67u0 = Ue.

Dac8 (z.,y.) ¢ M4 atunci urméitoarele situatii sunt posibile.
(i) Dacg 6l. — 6u, + 3z, — y. > 0, atunci

1 1
r9g = —3lo+ 3u. — 3Te = ¥e Yo = 0, (3.34)
1 5 1 1
Ug = —Zle + zue — gﬂfe — g:(/e, (335)
5 1 1 1
lo = —le— —Ue+ <Te + =Ye- (3.36)

4 4 8 8

(#i1) Daca —6l. + 6u. + z. — 3y. < 0, atunci

1 1
zo = 0,y0= —3lc+ 3ue — 51‘6 - §yea
I PR T S
() - 4 e 4ue Sxe Syea
5 1 1 1
lO = 716 — —Ue + —Te + ZYe-

4 4 8 8

(iv) Daca

=2 + 2Ue — Te — Ye
6l — 6ue + 3z — Ye
—6le + 6ue + T — 3Ye

IV IA A
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atunci
SR .
o= TRle Tl T Te ™ e
= —él + csu §a: Jr1
Yo - 2 9 e 4 e 4ye,
_ 1l +5 1 1
o = Tyte T ytle T gte T gle
5 1 1 1
lO = .- —Ue + STe + SYe-

4° 4 8 8

Tinand cont de (1.15)-(1.16) si
putem calcula cu ugurintd Tamp(A)
trapezoidale.

(2.4)-(2.5), ca gi in cazul operatorilor din sectiunile precedente,
= (t1,t2, s, t4) folosind notatiiile standard pentru numerele fuzzy

3.8 Aproximari trapezoidale care conserva intervalul de ex-
pectanta ponderat

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [28].

In sectiunile precedente am discutat diferite tipuri de aproximéri trapezoidale in raport cu metrica
Euclidiand d. In aceastd sectiune vom demonstra ci pentru un numéir fuzzy A oarecare existd un unic
numdr fuzzy trapezoidal notat cu Trr A(A) care este cel mai apropiat de A in raport cu o metricad
ponderatd dy, A = (AL, Ay), dintre acelea care conservd intervalul de expectantd ponderat al lui A.
Reamintim, intervalul de expectantd ponderat al lui A este (vezi Definitia 1.12.1)

EINA) = / Ap (o)A (a / Ap (@) p(a :

1 1
unde a = /)\L(a)doz,b = //\U(a)da
0 0

Daci Te A(A) = [le, Ue, e, Ye|r (folosim reprezentarea datd in (1.21)) este aproximarea extinsg
ponderatd a lui A, unde l¢, te, Ze, ye sunt date in (2.9)-(2.10) (vezi gi formulele (1.18)-(1.20) ) atunci
dupd calcule simple obtinem EIY(A) = EIY(Te A(A)) = [le, Ue).

Acum tinand cont de Teorema 2.1.6 precum gi de inegalitatea de mai sus, problema determinarii
celui mai apropiat (in raport cu metrica dy) numéir fuzzy trapezoidal fatd de numérul fuzzy A dintre
cele cu acelasi interval de expectantd ponderat ca si A, este echivalentd cu problema

mindy (Tex (A), [, u, z,9]) ,
cu restrictiile

Elw(Te(A)) = EI’LU ([lvu’amay])a
x>0,y>0,c4+y<2(u-1I).
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Dupa calcule simple problema de mai sus devine

2 2
1 1
a(”””(“’“a)) ”(“”“*y(“ff‘z)) T e(@e - ) + dlye — y)? — min,

cu restrictiile
le=1+ ! = L
e — r|\wr 2 yUe = U Y\ wu 2 3

x2>0,y>0,c4+y<2(u-—1I).
Aceastd problemé este echivalentd cu

¢(@e —2)* +d(ye —y)* — min,
x>0,y>0,z(1—wr)+y(1l—wy) <ue—1 (3.37)

si

1 1
l_lem<wL2>,u—ue+y<wU2>. (3.38)

Problema (3.37) are solutie unici. Intr-adevir, si considerim produsul scalar (este important aici
cic>0sid>0)(,-) din R? definit prin ((x1,y1), (z2,y2)) = cx122+dy192. Daci (z1,31), (72,92) €
R? atunci

D?((w1,51) , (22,92)) = (21 — B2, y1 — y2) , (21 — T2, 1 — 2)) = ¢ (w1 — 22)° +d (y1 — 12)°,

determing o distantsd pe R2, astfel (RQ, (- )) este un spatiu Hilbert. Fie acum multimea
Q={(z,y) eR?:2>0,y>0,z(1—wr)+y(l —wy) <uc—L}.

Deoarece € este o submultime convexa si inchis# a lui R?, rezultd ci problema (3.37) are solutie unica,
si anume proiectia lui (z.,y.) € R? pe © in raport cu D. Obtinem imediat urméatorul rezultat central
al acestei sectiuni care se giseste si in [28], dar nu sub forma unei teoreme.

Teorema 3.8.1 Pentru fiecare numar fuzzy A existd un unic numar fuzzy trapezoidal Tgr x(A), care
este cel mai apropiat de A in raport cu metrica dy, dintre toate numerele fuzzy trapezoidale cu acelasi
interval de expectantd ponderat ca i A.

3.9 Aproximari trapezoidale ponderate care conserva nucleul
unui numar fuzzy

Nucleul unui numaér fuzzy reprezintd una dintre cele mai importante caracteristici ale sale. Toate

operatiile algebrice intre numere fuzzy devin operatii algebrice obignuite in raport cu nucleul numarului

fuzzy. De aceea este o idee buna sa gasim reprezentari mai simple a numerelor fuzzy astfel incat

nucleul sa fie conservat. Urmadtorul algoritm pentru a calcula aproximarile trapezoidale ponderate

care conserva nucleul, a fost propus in lucrarea [6]. In lucrarea mentionati, autorii folosesc o pondere
1

f :]0,1] — R unde f este pozitivi, crescdtoare si in plus /f(a)da = 1/2. Totusi, demonstratiile
0

din lucrarea [6] nu folosesc aceste presupuneri suplimentare si de aceea in aceasta sectiune considerdm
ponderi arbitrare ce trebuie doar si fie strict pozitive pe (0,1) si integrabile pe [0, 1].
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Teorema 3.9.1 (6], formulele (5.15)) Fie numarul fuzzy A, Ao = [AL (o), Ay ()], € [0,1], i fie

TC,df,f (A) = (tl (A) , 2 (A) yt3 (A) y g (A)) = (t1;t27t37t4) s

aprozimarea sa trapezoidald ponderatd (in raport cu metrica dy 5 unde dy 5 inseamnd metrica ponderata
de tip Lo, dx, cu A = (f, f)) care conservi nucleul. Atunci avem

—/(a ~ 1) Ap(a) f()da + AL(l)/a(a “ 1) f(a)da
0 0

tl = 1 )
J@-12s@yia
0
to = Ap(l),t3 = Ay (1), (3.39)
7/(01 —1DAy(a)f(a)da + AU(l)/a(a —1)f(a)da
t = 0 0

=

/ (o — 1)2f(a)da
0

Cand f(a) = 1 pentru fiecare « € [0, 1], obtinem aproximarea trapezoidald care conservd nucleul
in raport cu metrica Euclidiana d.

Corolarul 3.9.2 ([6], formulele (3.17)) Fie A, A, = [AL (), Ay (a)],« € [0,1], un numdr fuzzy si
fie
Tc,d (A) = (tl (A) s 2 (A) , U3 (A) yta (A)) = (tlv ta, 13, t4) )

aproximarea sa trapezoidald care conserva nucleul in raport cu metrica Fuclidiana d. Atunci

1

t, = 73/0 (o — )AL (a)da — %AL(l),

ts = Ap(l),ts = Ay(1), (3.40)
! 1

ty = —3/0 (0= 1) Au(a)da — £ Au (1)

In comparatie cu operatorii din sectiunile precedente observiim c& in cazul de fati avem o formuld
precisd. Apoi, prin calcule simple se verifica faptul ca T, 4, , este liniar in raport cu adunarea si
inmultirea cu scalari a numerelor fuzzy. Astfel, pentru orice pondere f avem T 4, , (M A+ A2 B) =
MTea; ; (A) + XoTe q, , (B), pentru fiecare A\, A € R si A, B € F(R). Pe de altd parte orice numar
fuzzy care nu este unimodal (vezi sectiunea 4.7 din capitolul urméator) este punct de discontinuitate
pentru acesti operatori. Acest comportament nu este natural deoarece un operator de aproximare ar
trebui sa fie continuu. Daca numaérul fuzzy A este aproape de numarul fuzzy B atunci si aproximaérile
lor ar trebui s fie aproape una de alta.
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3.10 Calculul aproximarilor trapezoidale

Folosind algoritmii din sectiunile precedente putem calcula diferite tipuri de aproximéri trapezoidale.
In continuare prezentam cateva exemple simple. Incepem cu operatorul Tr; mentionand cd exemplele
sunt luate din lucrarea [13].

Exemplul 3.10.1 Sa consideram numarul fuzzy A unde Ap(a) = 20 — 2, Ay(a) = 1 - Ja,a €
[0,1]. Cazul (iv) din Teorema 3.5.1 se poate aplica pentru A. Aplicand algoritmul si trecand apoi la
notatiile standard obtinem Tg(A) = ( %, 310, 310, 10) Sa consideram acum numerele fuzzy de tip
Bodjanova B = (1,2,3,30)2 i C = (1,28,29,30)2 (vezi (1.4) pentru reprezentarea numerelor fuzzy
de tip Bodjanova). Dupd calcule simple rezulta ca pentru B este valabil cazul (iii) al Teoremei 8.5.1

iar pentru C este valabil cazul (ii) al Teoremei 3.5.1. Astfel, aplicind algoritmul obtinem Tgr(B) =

(3339 6 Tu©) - (2.5.3.9).

Continudm cu exemple pentru operatorul T4y care se gdsesc in lucrarea [17].

Exemplul 3.10.2 Sa consideram numerele fuzzy A si B, unde Ap(a) =2a—2, Ay(a) =1—y/a,a €
[0,1], ¢ Br(a) = 2a—20, By(a) = 1—v/a,a € [0,1]. Cazul (W) din algoritmul de calcul al lui Tay (A)
este aplicabil pentru A si cazul ( z) al algoritmului este aplicabil pentm B. Astfel, aplicand algoritmul
obtinem Tay (A) = (=2, -, — 55, 2) si Tav(B) = (—20,-18, -, 11).

Continudm cu exemple pentru operatorul T4, care se gisesc in lucrarea [22].

Exemplul 3.10.3 Sd considerdam numerele fuzzy A gi B, unde A = (1,2,3,4)2, B = (1,2,4,35)s.
Cazul (i) din algoritmul de calcul al lui Tamp(A) este aplicabil pentru A i obtinem Tamp(A) =
(}—g, %, %, %) Apoi, cazul (iv) din algoritmul de calcul al lui Tamp(B) este aplicabil pentru B si

obtinem Tams(B) = (£,2,2,123).



Capitolul 4

Proprietati ale operatorilor de
aproximare fuzzy

Calitatea unui operator de aproximare trapezoidala, triunghiulara sau parametricd este importanta
fird indoiald. Din acest motiv Grzegorzewski si Mréwka ([62]) au propus o listd de criterii pe care
un operator de aproximare trapezoidald ar trebui sa le indeplineascid. Majoritatea acestor operatori
satisfac proprietati importante cum ar fi: invarianta fata de translatii sau scalari, sau evident criteriul
identitatii. O altd proprietate importanta care ar trebui sa fie satisfacutd de un operator de aproxi-
mare este continuitatea. Dacd numarul fuzzy A este apropiat de B atunci agteptdm acelasi lucru si
de la aproximdrile lor. Yeh ([82], [84], [85]) a demonstrat ci operatorii de aproximare parametrica
fira restrictii sunt neexpansivi. Ban gi Coroianu ([18]) au demonstrat ci operatorul de aproximare
trapezoidald care conservd intervalul de expectantd este Lipschitz-continuu. Apoi, Coroianu ([40]) a
giisit cea mai bund constanta Lipschitz a acestui operator. Recent, in lucrarea ([17]) s-a demonstrat ci
operatorul de aproximare trapezoidalad care conserva valoarea gi ambiguitatea este Lipschitz-continuu
dar cea mai buna constantd Lipschitz nu a fost gésita deoarece nu s-a putut adapta metoda folosita
in cazul operatorului de aproximare trapezoidald care conserva intervalul de expectantd. De aceea
Coroianu a propus in lucrarea [41] o caracterizare a functiilor Lipschitz cu valori numere fuzzy, carac-
terizare care permite demonstrarea continuitatii Lipschitz pentru astfel de functii si ca aplicatie, cea
mai buna constantd Lipschitz a operatorului de aproximare trapezoidala care conserva ambiguitatea
si valoarea a fost gésita in cele din urm4.

In primele sectiuni ale acestui capitol vom propune rezultate cantitative relativ la invarianta fati
de translatii respectiv scalari a operatorilor de aproximare fuzzy. In consecinti vom obtine ci majori-
tatea operatorilor de aproximare din capitolul precedent sunt invarianti atat fata de translatii cat si
fatd de scalari. Apoi vom studia continuitatea acestor operatori. Aga cum am mentionat deja vom
determina cea mai bunad constantd Lipschitz in cazul operatorului de aproximare trapezoidala care
conserva intervalul de expectanta respectiv a operatorului de aproximare trapezoidald care conserva
valoarea gi ambiguitatea. Ca un rezultat negativ, vom demonstra ca orice operator fuzzy cu valori
numere fuzzy trapezoidale ce conserva nucleul este discontinuu in raport cu orice metricd ponderata
de tip Lo in orice numir fuzzy care nu este unimodal. In consecintd orice operator de aproximare
trapezoidala care conserva nucleul este discontinuu in orice numar fuzzy care nu este unimodal. To-
tusi, dacd restrangem studiul continuitdtii la multimea numerelor fuzzy unimodale atunci operatorii
de aproximare trapezoidald care conserva nucleul sunt continui pe aceastd multime. Astfel obtinem o
caracterizare completi a continuittii pentru acesti operatori. In penultima sectiune, din moment ce
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majoritatea operatorilor de aproximare studiati (cu exceptia operatorilor de aproximare trapezoidald
vom gasi estiméri pentru defectul lor de aditivitate (in concordantd cu definitia datd in [29]) pentru
diferiti operatori de aproximare fuzzy iar in cazul operatorului de aproximare trapezoidala care con-
servd intervalul de expectanti vom giisi cea mai bung estimare posibild. In ultima sectiune a acestui
capitol, discutam despre aproximarea trapezoidald in raport cu agregarea, un alt topic important al
zilelor noastre.

Acest capitol contine contributii originale din lucrérile [17]-[19], [21]-[24], [26], [28], [40]-[41].

4.1 Rezultate generale de invarianta fata de translatii si scalari

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [26]. Totusi, Teorema 4.1.1 este mai generald
fatd de varianta din [26].
Un operator P : F(R) —F(R) se numegte:
(i) invariant la translatii dacd P(A + z) = P(A) 4 z pentru fiecare A € F(R) si z € R;
(ii) invariant fatd de scalari dacd P(AA) = AP(A) pentru fiecare A € F(R) si A € R.

O metricd D pe F' (R) se numegte invariantd la translatii dacd D (A + z, B+ z) = D (A, B) , pentru
fiecare A, B € F (R),z € R si invariantd fatd de scalari daci D (A- A, A - B) = |\| D (4, B), pentru
fiecare A,B € F(R),A € R~ {0}.

Se poate verifica ugor c& orice metricd ponderatd de tipul Lo, dy = (AL, Av), definitd pe F' (R) este
invariantd la translatii iar dacd A\, = Ay, atunci d) este invariantd si fatd de scalari.

Urmatoarele 2 teoreme ne vor permite sa gasim clase largi de operatori de aproximare care sunt
invarianti fatd de translatii sau scalari. Prima teorem& generalizeazi Teorema 1 din [26].

Teorema 4.1.1 (vezi gi Teorema 1 din [26]) Fie D o metrica invariantd la translatii definita pe F (R)
§i fie Py, k = 1,n, parametri asociati numerelor fuzzy astfel incat Py (A + z) = Py (A) + fr(2), pentru
fieccare A € F(R), k = 1,n gi z € R, unde, fi, k = 1,n, sunt functii reale de variabila reald. Dacd
Q C F(R) verifica z+Q = Q,Vz € R gi w(A) € Q este cel mai apropiat (din multimea Q) numar
fuzzy de A € F (R) (in raport cu D) care conserva Py, k € {1,...,n}, adicd Py (w(A)) = P, (A),Vk €
{1,...,n}, atunci w (A) + z € Q este cel mai apropiat (din multimea Q) numar fuzzy de A+ z (in
raport cu metrica D) care conservd Py, k =1,n, adicd Py (w(A)+z) = P, (A4 2),VE € {1,...,n}.

S& mentiondm c& in Teorema 1 din [26] se considerd doar cazul particular in care fiecare functie
fx este fie functia nuld fie functia identitate.

Teorema 4.1.2 ([26], Teorema 4 ) Fie D o metricd invarianta fata de scalari definita pe F (R) i
fie Py, k = 1,n, parametri asociati numerelor fuzzy astfel tncit P, (M- A) = APy (A), pentru fiecare
A e F(R) si A€ R sau Py (M- A) = |\ Py (A), pentru fiecare A € F (R) si A € R. Daca Q C F (R)
verifica A - Q C QYA € R gi w(A) € Q este cel mai apropiat (din multimea Q) numar fuzzy de
A € F(R) (in raport cu D) care conserva Py, k € {1,...,n}, adicd P, (w(A)) = P, (A),Vk € {1,...,n},
atunci A-w (A) € Q este cel mai apropiat (din multimea ) numar fuzzy de A- A (in raport cu metrica

D) care conservi Py, k =1,n, adica Py (w(X-A)) = P, (A A),Vk € {1,...,n}.

Observatia 4.1.3 Ipoteza A - Q C Q, VX € R in Teorema 4.1.2 precum i ipoteza z +Q = Q,Vz € R
in Teorema 4.1.1 sunt importante. Intr-adevir, dacd sp,sp > 0,51, # sp §i Q = F5L5r (R), atunci
A-Q G Q cind A < 0. Operatorul w : F(R) — Q, unde w (A) este cea mai bund aproximare a lui
A relativ la multimea  in raport cu metrica Euclidiana d, nu este invariant la scalari (vezi [14],
Teorema 12, (iii)) chiar dacd toate celelalte ipoteze ale Teoremei 4.1.2 sunt satisfacute.
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4.2 Clase de operatori invarianti fata de translatii/scalari

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [26].

Cele doud teoreme din sectiunea precedentd sunt generale deoarece ne permit si gdsim multe
exemple de operatori invarianti fatd de translatii sau scalari. Aceste exemple includ aproape toti
operatorii din capitolul 3 si in plus putem gasi si alte exemple pe care nu s-a insistat in aceasta teza.

Urmatorul corolar este o consecinta a Teoremelor 4.1.1-4.1.2.

Corolarul 4.2.1 (/26], Corolarul 8) (i) Operatorul Oge : F (R) — R, unde Oge (A) este cel mai
apropiat numar real de A in raport cu metrica Euclidiand d este invariant fata de translatii si scalari.

(#3) Operatorul Op : F'(R) — Int(R), unde Op (A) este cel mai apropiat interval de A in raport cu
d, este invariant fata de translatii si scalari.

(iii) Operatorul Oa : F (R) — F2(R), unde Op (A) este cel mai apropiat numdar fuzzy triunghiular
de A in raport cu d, este invariant fata de translatii si scalari.

(iv) Operatorul Ty : F (R) — FT(R), unde Ty (A) este cel mai apropiat numar fuzzy trapezoidal
de A in raport cu d, este invariant fata de translatii gi scalari.

(v) Operatorul ¥y 5 : F'(R) — F**(R), unde Vs s (A) este numdrul fuzzy parametric de tipul (s, s)
cel mai apropiat de A (pentru un s > 0) in raport cu d, este invariant fatd de translatii si scalari.

(vi) Operatorul Ops : F (R) — F2%(R), unde Ops (A) este numirul fuzzy triunghiular simetric
cel mai apropiat de A in raport cu d, este invariant fatd de translatii si scalari.

In mod similar putem gisi multe alte exemple de operatori de aproximare fuzzy invarianti fats de
translatii si scalari (vezi si Corolarul 9 in [26]). In plus se poate demonstra usor c& operatorii T,
Tay si Tamp din capitolul 3 verifica ipotezele Teoremelor 4.1.1-4.1.2 si astfel sunt operatori invarianti
fata de translatii si scalari.

4.3 Continuitatea Lipschitz a operatorilor de aproximare para-
metrica fara conditii suplimentare

Aceasta sectiune se bazeazi pe o abordare originald prin care se demonstreazd mai simplu continuitatea
unor operatori de aproximare parametrici sau trapezoidali din articolele [21], [82], [84]. Inainte de a
aborda subiectul, avem nevoie de o lema ajutdtoare din teoria spatiilor Hilbert. Reamintim ca daca
A este o submultime nevidd convexd si inchisi a unui spatiu Hilbert (X, (-,)), atunci pentru € X
notdm cu P4 (z) unicul element din A care satisface D(z, Pa(x)) = ylrelg D(z,y), unde D este metrica

generatd de (-,-) pe X.

Teorema 4.3.1 (vezi de exemplu [82] Proprietatea 6.4) Daci (X, (-,-)) este un spatiu Hilbert si A
este o submultime nevidd convexd §i inchisa a lui X, atunci d(Pa(z), Pa(y)) < d(z,y), (V) z,y € X.
Aici d reprezintd metrica generata de (-,-) pe X.

S4& considerdm metrica ponderatd dx, A = (Ar, A\y) si pentru sy, > 0, s > 0 fixate si considerdm
operatorul ponderat de aproximare parametricd (vezi sectiunea 3.3) Uy, s, s @ F(R) =F*2°R(R),
unde Vg, s, s,(A) = A}, . este numarul fuzzy parametric de tipul (s, sg) cel mai apropiat de A in
raport cu metrica dy. Din demonstratia Corolarului 3.2.6, gtim ci (F'(R), dy, +, ) se poate scufunda in

spatiul Hilbert (F/’@\lg), Zl:, P, (D), unde F/’z@) = LQ\L [0,1] x LQ\U [0,1]. Apoi, din Teorema 3.2.3 rezultd

cd F3L°R(R) este o submultime nevidd convexd gi inchisd a lui F(R) in topologia generatd de dy.
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A/c\u/m, dacd A i B reprezintd doud numere fuzzy, deoarece le putem privi ca fiind elemente ale lui
F(R), atunci din Teorema 4.3.1 rezultd ci dy (Ppersn(m)(A), Preror@(B)) < da(A, B). Deoarece
restrictia metricii El: la spatiul F(R) coincide cu dy si deoarece din definitia operatorului ¥y, s, sp
avem de fapt Wy, o, s (A) = Pporsr®)(A) si Vi, sp,65(B) = Prepene)(B), din relatia de mai
sus rezultd c& dx(Va, s, sp(A), Vi, 5,50 (B)) < da(A, B). In consecintd obtinem urméatorul rezultat
central al acestel sectiuni care se giiseste si in lucrarea [84].

Teorema 4.3.2 Operatorul ponderat de aprozimare parametrici Vg, s, sp : F(R) —F*L5R(R) este
neexpansw, adicid dx(Va, s, sn(A); Uay 5,55 (B)) < dx(A, B), pentru fiecare A, B € F(R).

Teorema de mai sus ne spune ca operatorul g, , s, este Lipschitz-continuu cu constanta Lipschitz
1. Aceastd constantd Lipschitz este cea mai bund posibild deoarece pentru fiecare A € F5L-5%(R) avem
\PdA,SL,SR (A) = A.

Din Teorema 4.3.2 obtinem cu usurinta rezultate similare pentru alti operatori de aproximare
fara alte restrictii. Prin rationamente aseméanitoare putem obtine chiar rezultate mai tari dupa cum
urmeaza.

Teorema 4.3.3 Operatorul de aproximare parametrici Vs, s, : F(R) - F5.38(R), verificd

A0y, n(A), Ty, o (B)) < d(AS, . BE, ) < d(A,B),

SLySR ? SLySR SL,SR’ SL,SR

(&

SL,sn TEPTEZINtG aproximarea paramelrica extinsd a lui A de

pentru orice numere fuzzy A, B. Aici A
tipul (sr, sr) (vezi sectiunea 2.1).

In cazul particular in care s = sg = 1, obtinem urmatorul corolar care poate fi rezumat si din
lucrarea [82].

Corolarul 4.3.4 Fie T;: F(R) —FT(R), operatorul de aprozimare trapezoidald. Atunci avem
A(T4(A), Tu(B)) < d(T.(A), T.(B)) < d(A, B),

pentru orice numere fuzzy A gi B. Aici (vezi din nou sectiunea 2.1) T.(A) reprezintd aproximarea
trapezoidala extinsd a lui A.

Este ugor de demonstrat cd in Teorema 4.3.3 gi in Corolarul 4.3.4, avem cele mai bune constante
Lipschitz posibile, deoarece pentru orice s;, > 0 si sg > 0 si pentru fiecare A € F*L*E(R), avem
v (A) = A.

SL>SR

4.4 Cea mai buna constanta Lipschitz a operatorului de aprox-
imare trapezoidala care conserva intervalul de expectanta

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [40].

Vom demonstra in aceastd sectiune cd operatorul de aproximare trapezoidald (in raport cu metrica
Euclidiand d ) care conserva intervalul de expectantd, Tr; : F(R) —FT(R), este Lipschitz-continuu
dar spre deosebire de operatorii de aproximare fara alte restrictii din sectiunea precedenta, Tr; nu este
neexpansiv si asta este valabil pentru majoritatea operatorilor de aproximare cu restrictii suplimentare
cum este gi cazul operatorului T4y din sectiunea urmatoare. Totusi vom gasi cea mai buna constanta
Lipschitz pentru Ty (si pentru T4y in sectiunea urmétoare). Faptul c& Trr nu este neexpansiv are
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o explicatie destul de simpld. S& discutdm putin cazul operatorului de aproximare parametricd (in
cazul cel mai general) g, s, s,. In sectiunea precedentd s-a vdzut ci de fapt acest operator este un
proiector pe o submultime convexa gi inchisd a spatiului Hilbert (F (R),dy, P, @) i se stie cd astfel
de proiectori sunt de fapt functii neexpansive. Dar in cazul operatorului Tgy, din definitia lui Tg;(A)
rezultd ci de fapt Trr(A) este proiectia lui A pe o submultime Q(A4) € FT(R) (care depinde de A),
unde Q(A) = {T € FT(R) : EI(A) = EI(T)}. Este usor si gisim numere fuzzy A si B pentru care
Q(A) # Q(B). Acesta este motivul principal pentru care Ty nu este neexpansiv. Urmétoarea teorema
ne furnizeazi cea mai bund constantd Lipschitz a operatorului Tg;.

Teorema 4.4.1 ([40], Teorema 7) Operatorul de aproximare tmpezoidala care conservé intervalul

de expectantd Trr : F(R) —FT(R), satisface inegalitatea d(Tri(A), Trr(B \/>d A, B), pentru
fiecare A, B € F( R).

Pentru a demonstra ca rezultatul din Teorema 4.4.1 este cel mai bun posibil, trebuie sd gasim
A,B € F(R) astfel incat d(A, B) > 0 si d(Tp1(A), Tpr(B)) = \/3d(A, B). Din exemplul urmiitor
rezultd ca putem gasi astfel de numere fuzzy.

Exemplul 4.4.2 ([40], Exemplul 1) Fie numerele fuzzy A si B date prin Ar(a) = 90y/a+1, Ay(a) =
93 g Br(a) = 90v/a, By(a) = 94, « € [0,1]. Deoarece cazul (i) al Teoremei 3.5.1 este aplicabil
atdt pentru A cdt gi pentru B, oblinem (cu notatiile obignuite) Trr(A) = (29,93,93,93), Te;(B) =
(26,94,94,94). Apoi avem dz(TEI(A),TEI(B)) =10 Cumd*(A, B) = 2, obtinem d(T1(A), Tp1(B)) =

\fdAB

Exemplul 4.4.3 ([40], Exemplul 3) Fie numarul fuzzy A, Ar(a) = e, Ay(a) =4 —a, a € ]0,1].
Vom calcula Tgr(A) cu o eroare de cel mult 1072 in raport cu metrz'ca Euclz’dz’ana d Pentru acest scop
consideram sirul de numere fuzzy (Ap)n>1, An, (@) =1+ a2 + % o fpe 3, +ot+ S Ay () =4 —a.

Din formula lui Taylor obtinem e® = 1+a+ 5 - ST I i +/¥etdt, pentru fiecare o € [0, 1].

0
Apoi,

2
o2

1 1
4 6 2n 2 2 n
—t
An,A:/ e 1+a? +a—+a + .. +a— da:/ /uetdt dou.
2! 3! n! n!
0 0 \o

Din teorema de medie rezultd existenta lui ¢, € (0,1) astfel incat

2
1 [ a2 1
2 _ t)n €2cn
2 An A _ 207,,/ /L :7/ An+4
d“ (A, A) e " dt | da CESE @ da
0 0 0
62(’" 62
((n+1)NH2(4n +5 ((n+1))(4n+5)'
5¢2

)~
Din Teorema 4.4.1 rezultd ca d*(Tgr(Ay), Ter(A)) < D ZanTs)y ceea ce pentru n > 4 implica
d(Tg1(Ay), Ter(A)) <1072, Pentru n = 4 cazul (i) al Teoremei 3.5.1 este aplicabil pentru a calcula
Trr(Ayg) si astfel obtinem TE[(A4) = (%L 2914054,3 4) Astfel am obtinut o aprozimare a lui Trr(A)
cu o eroare de cel mult 1072,
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4.5 Cea mai buna constanta Lipschitz a operatorului de aprox-
imare trapezoidala care conserva ambiguitatea si valoarea

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [41].

In aceastd sectiune vom gasi cea mai buna constanta Lipschitz a operatorului T4y introdus in
sectiunea 3.6.

Teorema 4.5.1 ([{1], Teorema 11) Daca Tay : F(R) —FT(R) este operatorul de aprovimare trape-

zoidala care conserva valoarea si ambiguitatea atunci d(Tay (A), Tayv(B)) <4/ W}Jd(fl, B), pentru

; V10 . . . o -
fiecare A, B € F(R), iar valoarea 1/ % este constanta Lipschitz cea mai buna posibilda a opera-
torului Ty .

Demonstratia teoremei de mai sus se bazeazd pe faptul ca spatiul numerelor fuzzy se poate acoperi
cu o familie finitd de multimi convexe gi inchise (ne referim la convexitate in sensul Definitiei 2.3.1).
Apoi se demonstreazi cd T4y este Lipschitz-continuu pe fiecare multime a acoperirii, ceea ce pe baza
Teoremei 2.4.2 implicd faptul c& Tay este Lipschitz-continuu pe intreg domeniul. Apoi, folosind un
exemplu concret se demonstreaza ca avem cea mai buna constanta Lipschitz posibila.

In finalul acestei sectiuni vom folosi estimarea din Teorema 4.5.1 pentru a calcula cu o eroare re-
zonabild aproximarea trapezoidald a unui numér fuzzy care conservd ambiguitatea i valoarea in cazul
in care nu putem aplica direct algoritmul. Vom considera acelasi exemplu ca si in cazul operatorului
de aproximare trapezoidald care conserva intervalul de expectantd (vezi Exemplul 4.4.3 ).

Exemplul 4.5.2 ([41], Exemplul 14) Fie numarul fuzzy A, Ap(a) = eo‘g, Ay(a) =4 —a, a €]0,1].
Vom calcula Tay(A) cu o eroare de cel mult 1072 in raport cu metrica Euclidiand d. Consideram
acelasi sir de numere fuzzy ca §i in Evemplul 4.4.3, (An)n>1, (An)p(@) =1+ a? +a/2! +a®/3! +
o+ a®/n!, Ap(a) = 4 — a, a € [0,1]. Mergand pe aceeasi cale ca si in cazul operatorului de
aprozimare trapezoidald care conserva intervalul de expectantd (vezi Exemplul 4.4.3), obtinem ci

d*(A,, A) < m, n > 1. Aplicand Teorema 4.5.1 obtinem d*(Tav (A,), Tav (A)) < %/ﬁ~
m. Evident, pentru n > 5 obtinem d(Tay (Ay), Tav(A)) < 1072, Pentrun =5 cazul (i)
al algoritmului de calcul ol lui Tay(As) este aplicabil si obtinem Ty (As) = (0.69595,2.2291,3,4).
Astfel am obtinut o aprozimare a lui Tay(A) cu o eroare de cel mult 1072

4.6 Continuitatea Lipschitz a operatorului de aproximare trape-
zoidala care conserva ambiguitatea
Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [22]. Mentiondm c4 in teorema 4.6.1 obtinem

o constantd mai bund in comparatie cu cea din lucrarea [22]. Abordarea este aceeasi ca si in cazul op-
eratorului T4y . Totusi, determinarea celei mai bune constante Lipschitz raméane o problema deschisa.

Teorema 4.6.1 Daci Tamp : F(R) —FT(R) este operatorul de aprozvimare trapezoidald care conservi
ambiguitatea, atunci d(Tamp(A), Tams(B)) < V6d(A, B), pentru fiecare A, B € F( R).
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4.7 Despre continuitatea operatorilor cu valori numere fuzzy
trapezoidale care conserva nucleul

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarile [19] si [24].

Una dintre cele mai importante caracteristici ale unui numar fuzzy este nucleul siu (sectiunea de
nivel 1). De aceea, cand dorim simplificarea reprezentarii numerelor fuzzy folosind de exemplu numere
fuzzy trapezoidale, aproximarea trapezoidald care conserva nucleul ar trebui si fie una importanta.
Totusgi, vom vedea in aceastd sectiune cd acest procedeu de aproximare are multe puncte de discon-
tinuitate si de aceea este discutabil dacd acest gen de aproximare este util in aplicatii. Rezultatele
de baza ale acestei sectiuni se demonstreaza folosind Lemele 2.2.1-2.2.2. Urmaétoarele rezultate se
glsesc in lucrarea [19] cu mentiunea ci in aceastd sectiune ponderile A, si Ay care determing metrica
dy = (AL, Ay) sunt considerate doar ca fiind mirginite si nu neapdrat crescitoare ca si in articolul
mentionat anterior.

Teorema 4.7.1 ([19], Teorema 4) Fie T : F(R) —FT(R) un operator cu valori numere fuzzy trape-
zoidale care conservi nucleul, adica core(A) = core (T (A)), pentru fiecare A € F(R). Daca
A€ F(R), A, = [AL(a), Au(a)],a € [0,1], verifica Ar(1) < Ay(1) (adica A nu este unimodal),
atunci T este discontinuu in A in raport cu orice metrica ponderatd dy, A = (Ar, Ay ).

Deoarece operatorul ponderat de aproximare trapezoidald care conserva nucleul T 4, , (pentru o
metricd ponderatd marginitd f), dat in Teorema 3.9.1 face parte din clasa operatorilor considerati in
teorema de mai sus, obtinem ugor urméatorul corolar.

Teorema 4.7.2 ([19], Teorema 6) Teq,, : F(R) =FT(R) are ca punct de discontinuitate orice
numdr fuzzy A care verifici Ar(1) < Ay (1) in raport cu orice metricd ponderatd dy.

In mod interesant, dacd avem un gir de numere fuzzy cu partile laterale uniform convergente atunci
obtinem urmatorul rezultat de convergenta.

Teorema 4.7.3 ([19], Teorema 8) Daca A, A, = [AL (o), Ay ()], € [0,1], este un numdar fuzzy §i
(An)nen, este un gir de numere fuzzy astfel incit ((An)r),en 0 ((An)U),en Sunt siruri care converg
uniform spre Ar si respectiv Ay, atunci lim Te g, (An) = Tea, ;(A), in raport cu orice metrica

n—oo

ponderatd dy, A = (Ar, \v).

Folosind teorema de mai sus putem calcula cu o eroare rezonabila aproximari trapezoidale care
conservi nucleul in cazul in care nu putem aplica algoritmul direct (vezi [19], Exemplul 9).

Tot ce urmeazi in aceastd sectiune se giseste in [24] unde o problem& mai generald este discutat,
mai exact se studiaza operatorii fuzzy care iau valori numere fuzzy trapezoidale ce conserva o sectiune
a datd, a € [0, 1]. Totusi, in aceastd sectiune discutdm doar cazul o = 1 deoarece acest caz corespunde
interesului nostru in studiul operatorilor de aproximare fuzzy care conserva nucleul.

Péana acum stim ca pentru un operator ponderat de aproximare trapezoidald care conserva nucleul
Te,; ;, multimea punctelor sale de discontinuitate contine multimea numerelor fuzzy care nu sunt
unimodale (numite i intervale fuzzy). In mod interesant, cand ponderea f este crescitoare, vom
demonstra cd toate punctele rdmase si anume numerele fuzzy unimodale (vezi sectiunea 1.6), sunt
puncte de continuitate pentru T, 4, ,. Astfel, multimea punctelor de continuitate ale operatorului
T¢,d; ; este determinata complet. Pentru a demonstra ca T, este continuu pe spatiul numerelor
fuzzy unimodale, urmétoarea lema este esentiala.

dy. g
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Lema 4.7.4 (/24]) Fie (gn)n>0, gn : [0,1] — R, un gir de functii si sa mai consideram functia
g :[0,1] — R. De asemenea, consideram o pondere f :[0,1] — R. Sa presupunem ca sunt satisfacute
cerintele:
(i) gn, n € N gi g, sunt toate functii crescatoare gi continue la sténga;
(ii) gn(1) < g(1), pentru fiecare n € N;
1

(ii) i [ £(0) (@) = gl@)” dac= .
Atunci nlLII;O 9"(01) =g(1).

Prin rationamente asemanatoare obtinem un rezultat analog daca g,, n € N si g sunct functii
descrescatoare gi continue la stanga.
Folosind cele de mai sus se poate demonstra urmétorul rezultat important de continuitate.

Teorema 4.7.5 (/24]) Fie T.q, , : F(R) =FT(R) operatorul ponderat de aproximare trapezoidala
( in raport cu metrica dyy ) care conservi nucleul, dat prin formulele (8.89). Atunci T este
continuu pe spatiul numerelor fuzzy unimodale UF (R).

dyf

Din Teoremele 4.7.2 gi 4.7.5 rezulta ca se poate determina cu exactitate multimea punctelor de

continuitate respectiv de discontinuitate ale operatorului T, 4, -

4.8 Despre defectul de aditivitate al operatorilor de aproxi-
mare fuzzy

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrdrile [17]-[18], [23] si [41] .

Cu exceptia operatorului ponderat de aproximare trapezoidala care conserva nucleul, restul opera-
torilor prezentati in aceasta teza sunt dati pe cazuri. Sa ludm ca exemplu operatorul Ty de aproximare
trapezoidald care conservi intervalul de expectantd. S& notdm ;, ¢ € {1,2, 3,4}, subfamiliile de nu-
mere fuzzy corespunzitoare cazurilor (z), (i7), (i) gi (4v) din Teorema 3.5.1. Este ugor de verificat ci
pentru fiecare i € {1,2,3,4} si pentru fiecare A, B € Q;, avem Tg;(A + B) = Trr(A) + Tri(B). Dar
in general nu are loc Tgy(A + B) = Tgi(A) + Trr(B) (vezi Exemplul 2 in [18]).

De fapt putem demonstra un rezultat care implicd faptul cd majoritatea operatorilor propusi in
aceastd teza nu sunt aditivi in general.

Lema 4.8.1 (23], Lema 8) Fie operatorul T : F(R) —FT(R) care satisface proprietatea ci dacd
A € F(R) verifica T,(A) € FT(R), rezultd ca T(A) = T.(A). Atunci T nu este aditiv in general.

Rezulta imediat ca operatorii Ty, Trr, Tay si Tamp, satisfac ipotezele de mai sus si de aceea rezulta
cit nu sunt aditivi in general. In plus, ca si in cazul operatorului Tx;, se poate demonstra c& operatorii
Ty, Tay si Tamp sunt aditivi pe portiuni.

In mod similar, pentru sy, > 0 si sz > 0 fixati si pentru orice metrici ponderatd dy, operatorul
W, .s1,sr este aditiv pe portiuni dar nu este aditiv pe tot domeniul.

Pe baza ideilor din cartea [29], notiunea de defect de aditivitate a unui operator a fost introdusi
in lucrarea [17].

Definitia 4.8.2 ([17], Definitia 25) Fie A € F (R) si fiet : F(R) — FT (R) un operator de aprox-
imare trapezoidala in raport cu o metrica D. Defectul de aditivitate al operatorului t fata de A gi

metrica D este definit prin §; p (A) = sup D(t(A) +t(B),t(A+ B)).
BEF(R)
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Urmatorul rezultat ne ajuta sa gasim estimari pentru defectul de aditivitate al unor operatori de
aproximare fuzzy.

Lema 4.8.3 ([41], Lema 16) Fiet : F (R) — FT (R) un operator de aprozimare trapezoidald in raport
cu o metrica D. Sa presupunem ca sunt verificate urmdatoarele cerinte:
(1) t(O) = O unde O este numdarul fuzzy trapezoidal (0,0,0,0);
(ii) exwista constanta pozitiva reald ¢ astfel incat D(t(A),t(B)) <¢D(A,B), A,B € F (R);
(#t) avem D(A+ C,B + C) = D(A, B), pentru fiecare A,B,C € F (R).
Atunci §;.p (A) < 2¢D(0, A), pentru fiecare A € F (R).

Urmatorul corolar este imediat.

Corolarul 4.8.4 ([17], Corolarul 17) Fie A un numar fuzzy si fie Tay operatorul de aproximare
trapezoidala care conserva valoarea si ambiguitatea. Atunci

1/2

10 + 210

Sty a(4) 9[04 (@) + A (@) da

Prin rationamente asemanatoare, tinind cont de constantele Lipschitz obtinute pentru operatorii
Tamp 51 Ya, s;.,sn, Putem obtine estimari ale defectului de aditivitate si pentru acesti operatori.

In cazul operatorului Tg;, folosind rationamente geometrice obtinem cea mai bung estimare posi-
bila pentru defectul de aditivitate.

Teorema 4.8.5 ( [23], Teorema 16) Avem

23

d(Tgr(A+ B),Tg1(A) + Tgr(B)) < min{length(EI(A)),length(EI(B))}, (4.1)

3
pentru fiecare A, B € F(R). (Aici, daci I = [a,b], atunci length(I) reprezintd lungimea intervalului
1, adica length(I) =b—a.)

In cele ce urmeazd, folosind rationamente care se pot gési si in lucrarea [23], vom demonstra ci

valoarea % din concluzia Teoremei 4.8.5 este cea mai micd in general. Pentru fiecare € € (0,1)
consideram numdrul fuzzy A. = (A:)a = [(Ac)L (), (A)v ()], o € [0, 1], unde

st (Ad)u(a) = (AL (1) = %, pentru fiecare a € [0, 1]. Fie Tp(A:) = [le(As), ue(Ac), ze(Ac), ye (AL,
aproximarea trapezoidald extinsd a lui A.. Deoarece (A.)r este derivabild, folosind integrarea prin
parti obtinem (vezi formulele (2.4)-(2.5))

ze(Ae) + (6 — )l (Ar)

= /(AE)L () (1200 —€)dar = (6 — ) (Ae)r (1) — /(AE)’L (@) (6a* — ea)da
0 0

= (6 —g)uc(Ac) — /(AE)'L (@) (6a® — ea)da.
0
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Deoarece
0

€
760
€
5717

1
rezultd imediat cad [(A.)} (@) (6a? — ea)da < 0. Asta implica
0

, _ %—oz; a €
(@ ={ T, 0e

Te(Ae) > (6 — )ue(A:) — (6 — €)le(Ar). (4.2)
In plus, deoarece din formula (2.5) rezultd y.(A.) = 0, obtinem
Ze(As) — ye(Ac) > 2ue(A:) — 2l (AL).

Din inegalitatea de mai sus rezulta cd pentru fiecare € € (0, 1) cazul (ii) din Teorema 3.5.1 este aplicabil
pentru a calcula Trr(A:) si in consecintd obtinem

Trr(A:) = [le(As), ue(Ae), 2uc(As) — 21.(AL), 0], (4.3)
pentru fiecare ¢ € (0, 1).
S& considerdm acum numdrul fuzzy trapezoidal B = [0, 1,0, 0]. Deoarece T satisface criteriul
identitétii obtinem Tgr(B) = B, ceea ce impreund cu relatia (4.3) implici
Ter(A) + Ter(B) = [le(As), ue(A) + 1, 2u.(Ae) — 2l(AL), 0] (4.4)

Pe de altd parte, dupd calcule simple (sau din liniaritatea operatorului de aproximare trapezoidald
extinsd T,) obtinem T, (Ac 4+ B) = [le(Ac), ue(A:) + 1, 2 (Ae), ye(Ae)]. Deoarece 0 < I.(A:) < ue(AL),
gi cum din calcule simple obtinem z.(A.) < 6u.(A:) — 6l.(Ae) < 6uc(A:) (reamintim cd y.(A:) = 0),
rezultad ca
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2(ue(Ac) +1 = 1e(Ae)) = Te(Ae) = Ye(Ae) > 2 = e(Ae) > 2 = buc(Ac) =2 = 15 >0,

pentru fiecare € € (0,1). De aici rezultd ci T,(A. + B) este un numdr fuzzy trapezoidal si intrucat
cazul (i) al Teoremei 3.5.1 este aplicabil, obtinem Tg;(A: + B) = T.(A. + B), adici

Ter(Ae + B) = [le(Ae), ue(A:) + 1, z.(A:), 0]. (4.5)
Relatiile (1.17), (4.4) si (4.5), implic&

d(Ts1(A) + Ter(B), Ter(A. + B)) = \/% (2e(A2) — 2u(A2) + 2L (AL))

si din relatia (4.2) obtinem
d(Te1(Ae) + Ter(B), Ter(A: + B))

1 23 ¢
> \/ﬁ(4 —&)(ue(Ae) — le(Ae)) = <3 Vv

Din inegalitatea de mai sus si din faptul ci length(EI(B)) > length(EI(A.)) > 0, pentru fiecare
e € (0,1), rezultd cid in general valoarea % din concluzia Teoremei 4.8.5 este cea mai micd posibila.

) length(EI(AL)).

Chiar daca % este cea mai buna constanta posibila in Teorema 4.8.5, se poate demonstra ca nu
existd numere fuzzy A gi B astfel incat length(EI(A)) > 0, length(EI(B)) > 0 si astfel incat relatia
(4.1) sd devind egalitate.
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4.9 Aproximare trapezoidala si agregare

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarea [28].

Teoria operatorilor de agregare s-a dezvoltat foarte mult in ultimii ani iar in prezent este un topic
foarte popular. Asta se datoreazd faptului cid operatorii de agregare se folosesc in multe aplicatii
practice. Aproape in orice domeniu de cercetare este necesar la un moment dat si agregam date. Un
studiu detaliat al operatorilor de agregare se giseste in cartea [57], unde cititorul poate afla cele mai
importante rezultate in domeniu.

S& presupunem ca I este un interval real marginit sau nemarginit. Cea mai generald definitie a
unui operator de agregare este urmatoarea.

Definitia 4.9.1 (vezi de exemplu [57], Definitia 1.1 pag. 3) Un operator de agregare in I™ este o
functie A . I™ — I, care satisface urmdatoarele cerinte:
(i) A este crescatoare in fiecare variabild;
(ii) are loc inf A(z) =infI gi sup A(xz) =supl.
zeln zeln

Printre cei mai populari operatori de agregare sunt media aritmetica AM : I"™ — I, sau media

n
geometricdi GM : I" — I (aici in mod necesar avem inf I > 0), unde AM (z1,...,z,) = L 3 a; si
i=1

n 1/n
GM (21, ...,zpn) = (l_[lxi> .
i

Alti operatori de agregare sunt operatorul de minim, operatorul de maxim sau operatorul de
proiectie. Definitiile lor sunt ugor de dedus. Alte exemple importante se pot gési in [57], pag. 6-9.

Se pare ca Definitia 4.9.1 nu se poate extinde cu usurintd atunci cand in loc de valori reale folosim
numere fuzzy. Ambele cerinte ale Definitiei 4.9.1 sunt greu de adaptat deoarece nu avem o metoda de
ordonare a numerelor fuzzy care sa functioneze pentru aceastd definitie.

Dar exista operatori de agregare care se pot extinde pe spatiul numerelor fuzzy. De exemplu media
aritmeticd sau functia de proiectie. In cele ce urmeazi ne vom ocupa de media aritmeticd. Astfel, dacs
Ay, As, ..., A, reprezintd un egantion de numere fuzzy atunci media aritmetica a esantionului o notdm

n

cu AM(Aq,..., A,) = % > A;. Cand nu este pericol de confuzie folosim notatia A = AM(Ay, ..., A,).
i=1

S& presupunem acum ci dorim si agregdm intr-un mod eficient in raport cu media aritmetica
esantionul de numere fuzzy A;, Ao, ..., A,. Mai intai, avand in vedere problema aproximarii trape-
zoidale si beneficiile sale, se pune problema s gasim un numar fuzzy trapezoidal T4, 4,... 4, , care
este cel mai apropiat de toate elementele esantionului Ay, As, ..., A,, in raport cu o metricd ponderaté
dx, A = (AL, Av). Cu alte cuvinte, cdutdm un numdr fuzzy trapezoidal T4, a,,...4, , care minimizeaza
distanta Dy ((A1,...,An), T4, A,....4,), unde

n
D3 (A1, .y An) s Tay s, a,) = ; A3 (Ai, Ty Ay, A) - (4.6)

Spunem ca T'a, A,,..., A, este cel mai apropiat numar fuzzy trapezoidal de numerele fuzzy A;, As, ..., A,.
Evident, metrica D) este consideratd in spatiul produs (F(R))" iar 7' = T4, A,,...., , este identificat
in mod unic cu n-uplul (7, ...,T).

Folosind teoria spatiilor Hilbert se obtine urméatorul rezultat de baza al acestei sectiuni.

Teorema 4.9.2 (/28], Teorema 6) Numdrul fuzzy trapezoidal cel mai apropiat de numerele fuzzy
A1, ..., Ay (in raport cu metrica D)), este numdarul fuzzy trapezoidal cel mai apropiat de numdrul
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J— n p—

Juzzy A = L3 A; (in raport cu metrica dy), ceea ce inseamni ci Ta, a,,.. .4, = Ta,(A), unde Ty,
i=1

este operatorul ponderat de aproximare trapezoidald in raport cu metrica dy .

Din Teorema 4.9.2 rezulta ca nu exista nicio diferentd dacd aproximarea se face inainte sau dupa
agregare atunci cand alegem ca operator de agregare media aritmetica.

Un rezultat analog are loc dacd impunem in plus si conditia de conservare a intervalului de ex-
pectantd ponderat. Notdm cu EI*(A) (vezi Definitia 1.12.1) intervalul de expectanti ponderat al
numdrului fuzzy A, unde A = (Ap, \y) iar Ap si Ay sunt ponderi. Apoi, definim intervalul de ex-
pectantd ponderat al esantionului de numere fuzzy A, ..., A,, ca fiind

1

n

EI(Ay, Ay, .., Ay) (BEI* (A1) + ... + EI* (A,)) .

Teorema 4.9.3 (/28], Teorema 10) Numdarul fuzzy trapezoidal cel mai apropiat de numerele fuzzy

Ay, ..., Ay (In raport cu metrica Dy ), care conserva intervalul de expectantd ponderat al esantionului
o n

Aq, ..., Ap, este numarul fuzzy trapezoidal cel mai apropiat de numarul fuzzy A = % > A; (in raport cu
i=1

metrica dy ), care conservd intervalul de expectantd ponderat al lui A, adicd Ta, a,,.. .4, = TerA(A).
Concluzia este aceeagi ca gi in cazul aproximarii fara restrictii.

Exemplul 4.9.4 (/28], Ezemplul 11) Fie ponderile Ar, (o) = A\, (@) = 1, pentru fiecare o € [0,1]
st numerele fuzzy A, B,C, unde A, = [—14—042,4—20[2], B, = [1 +a2,3—a2] ,a € [0,1], s
Co = [45y/a,46 — \/a],a € [0,1]. Din Teorema 8.5.1, (i) obtinem ci numdirul fuzzy trapezoidal

cel mai apropiat de L - (A+ B) si care conserva intervalul de expectantd al lui % - (A+ B) este
Ter (% (A+ B)) = (2—%, %, %, 14—5) . Din Teorema 4.9.3 rezulta ca (f%, %, %, %5) este numarul fuzzy

trapezoidal cel mai apropiat de A gi B care conserva intervalul de expectanta al perechii formate din A

gi B. Obtinem (Teorema 3.5.1, (iv) ) ca numdrul fuzzy trapezoidal cel mai apropiat de %(A +B+C)

st care conserva intervalul de expectanta al lui % (A4 B+ C) este

1 707 991 991 3187
Ter (3'<A+B+C)>_<1&)’6()’6()’180)'

Din Teorema 4.9.3 rezulta ca (%, %, %, %) este numarul fuzzy trapezoidal cel mai apropiat de

A, B gi C, care conservi intervalul de expectanta al numerelor fuzzy A, B, C.



Capitolul 5

Aproximarea numerelor fuzzy prin
operatori Bernstein de tip
max-produs

Exista o bogata literatura despre aproximarea prin operatori liniari. Dar exista situatii concrete
cand operatorii liniari nu sunt eficienti. De exemplu daca aproximam un numér fuzzy u cu nucleul
nedegenerat prin operatorii Bernstein B,, (de fapt aproxim#m restrictia functiei de apartenentd relativ
la suport), atunci calitatea aproximaérii este discutabili. In primul rand se verificd usor ci in general
B, (u) nu este un numdr fuzzy. Desigur, dacd normalizim B,,(u) si tinem cont de faptul ci operatorii
Bernstein conserva cvasi-concavitatea, atunci obtinem un numér fuzzy dar trebuie si tinem cont de
faptul ca procesul de normalizare nu este usgor de realizat deoarece sunt nenumarate exemple de functii
pentru care valoarea maxima nu se poate determina cu exactitate. Apoi, din moment ce B, (u) este
un numér fuzzy unimodal rezultd cg sirul core(By,(u)),>1 nu converge spre core(u). Din acest motiv
propunem o altd abordare pentru problema aproximérii numerelor fuzzy folosind siruri de operatori
de aproximare. Vom folosi aga-numitii operatori de aproximare de tip max-produs introdusi recent in
literatura. Vom vedea cd pe langa convergenta in raport cu norma Euclidiana sau distantele de tip
Ly, acesti operatori conservi suportul si converg spre nucleu. In plus avem convergents in raport cu
caracteristicile importante cum ar fi intervalul de expectanta, ambiguitatea sau valoarea.

In continuare discutdm despre notatiile pe care le vom folosi in acest capitol. Dacd I C R este un
interval si (T,),,51, Tn : C(I) — X, este un sir de operatori atunci imaginea lui f € C(I) se va nota
cu T,,(f) pentru fiecare n > 1. Dacd J C R este un interval astfel incat I C J si f: J — R este o
functie continud atunci putem aplica T, restrictiei lui f la I si in acest caz vom folosi notatia T,,(f; I)
pentru fiecare n > 1. Uneori pentru a evita eventuale confuzii putem folosi aceastd notatie chiar daca
J=1.

Apoi, dacd T C R este un interval si f € C(I) (aici C(I) reprezintd spatiul functiilor reale si
continue definite pe I), notdm cu || f|| norma uniforma a lui f pe spatiul C(I), deci || f]| = sup | f(x)|.

xzel

Totusi, dacd u reprezintd un numar fuzzy atunci preferam notatia [|u||, pentru norma sa uniforma si
deci (vezi (1.6)) [Jul| = sup |u(z)|. Vom nota cu D.(u,v) distanta generata de norma uniforma intre
Tz€R

numerele fuzzy u si v (vezi (1.5)).
In acest capitol suntem interesati de aproximarea numerelor fuzzy prin operatori de aproximare.
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Estimaérile vor fi misurate folosind modulul de continuitate. Pentru un interval I si o functie continu&
f i1 — R, functia wi(f,-) : [0,00) — [0, 00),

wi(f,0) = sup{|f(z) - fW)|: 2y €|z —y| < b}
sup{|f(z+h) — f(x)| :z,z +h € I,0<h <},

se numeste modulul de continuitate al functiei f. Dacd J este un interval inclus in I atunci deseori
notam

wi(f,0)s = sup{|f(z) = f(y)|: 2,y € J |z —yl <}
= sup{|f(x+h)— f(z)|:z,2+he€ J0<h<d}.

Daci I este un interval compact atunci functia wi(f,-) este uniform continud iar dacd 6, \, 0 atunci
rezultd ca w1 (f,d,) \, 0. Mai multe detalii referitoare la modulul de continuitate se gisesc in cartile
[8] si [10]. )

Acest capitol contine contributii originale din lucrarile [30], [44], [46] si [47]. In plus, contine
rezultate originale nepublicate precum si unele rezultate care imbunétitesc variantele publicate.

5.1 O discutie despre siruri de numere fuzzy

Continutul acestei sectiuni se bazeaza pe rezultate originale nepublicate. Ele pot fi conectate cu
rezultatele nepublicate din sectiunea 1.12. Aceste rezultate pot fi incluse in una sau mai multe
lucréri legate de aproximarea caracteristicilor importante ale numerelor fuzzy. Aceasta problema este
abordatd deja in [47] iar Exemplul 5.1.1 este luat chiar din aceastd lucrare. Dupd cum am precizat
deja in sectiunea 1.12, existd un proiect in desfigurare pe acest topic (vezi [48]), si de aceea unele
rezultate din aceastd sectiune precum si o parte din rezultatele din sectiunea 1.12 pot fi incluse in
acest proiect.

Mentiondm ci peste tot in acest capitol, pentru un numar fuzzy u vom folosi reprezentarea para-
metricd (u~,u") in loc de (ur,uy) deoarece aceastd notatie se muleazi mai bine pe notatiile folosite
in teoria aproximarii.

Pentru un numér fuzzy w fixat, suntem interesati de siruri de numere fuzzy (u,)n>1, care si
indeplineascd urmaétoarele cerinte:

(1) (0) lim w, = u;
n—oo
(73) core(uy,) — core(u);
(#i1) supp(un) — supp(u);
(iv) EI(u,) — EI(u);
(v) Ambs(uy) — Ambs(u) si Vals(u,) — Vals(u), pentru o functie de reducere s.

Uneori avem nevoie doar de o parte din cerinte pentru a le obtine pe celelate. Vom vedea ca
pentru metrica D¢ prezentatd in sectiunea 1.9 este sufiecient si aiba loc (i) gi o conditie mai slabd
decat (i) — (i4i) pentru ca (i) — (v) de mai sus si fie indeplinite.

Este usor de demonstrat cd in functie de metrica, exista giruri convergente de numere fuzzy pentru
care o parte din cerintele de mai sus nu au loc. In acest sens prezentim un exemplu pentru metrica
D¢ cu mentiunea ca in varianta extinsa a tezei se gaseste un exemplu si pentru metrica d,, definita in
formula (1.11).

Exemplul 5.1.1 (acest exemplu este discutat si tn lucrarea [47] ) Probabil cd unul dintre cei mai
populari operatori de aproxzimare este operatorul Bernstein. Pentru functia continua f : [a,b] — R,
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notam cu B, (f) operatorul Bernstein de ordinul n atasat functiei f. Fie u un numar fuzzy continuu
cu supp(u) = [a,b], a < b gi core(u) = [c¢,d], ¢ < d. Definim operatorul Bernstein de ordinul n atasat
lui u gt notat cu By (u), definit prin

By (u)(x) =0 daca x ¢ [a, ]

§t

By (u)(z) = Bu(u,[a,b]) = Y pui(z) -ula+ (b—a)k/n), z € [a,0],
k=0

b—a

Este binecunoscut faptul ca operatorii Bernstein interpoleaza functia la capetele domeniului precum si
faptul c@ acesti operatori conservi cvasi-concavitatea (vezi [69]) . Totugi, se observa cu usurintd ca
daca numarul fuzzy u este continuu atunci, intrucdt ||ul|, = 1 rezulta ca || By, (u, [a,b])| < 1 pentru
n € N suficient de mare. Din acest motiv, pentru a genera numere fuzzy avem nevoie sa normalizim

k n—k
unde pyp(z) = (}) (gg:g) . (b_x) , k€{0,1,...,n}, sunt polinoamele Bernstein fundamentale.

By (u). In acest mod obtinem sirul de numere fuzzy (m . En(u)) oy Apoi, se stie ci B (u)

converge uniform spre u deoarece existd o constantd absolutd C' pentru care
|Bn(u7 [av bD - u($)| < Cwl(“: 1/\/77)[a,b]7 (V) T e [a’a b]7

iar asta implica ugor ca m . En(u) converge spre u in raport cu metrica Do. Pe de altd parte
1
u,[a,b

se demonstreaza usor ca nucleul lui B DT gn(u) se reduce la un singur element (asta rezultd

imediat deoarece restrictia lui m - By (u) la intervalul [a,b] este o functie polinomiald de grad
cel putin 1 gi nu poate fi constantd pe niciun interval gi deci nici pe intervalul dat de nucleu). Asta
inseamnd ca nu avem convergentd in raport cu nucleul din moment ce nucleul lui u nu este degenerat.
Asta nu este surprinzator din moment ce operatorii Bernstein fiind polinoame nu pot conserva cu
acuratete alura unei functii care are puncte in care nu este diferentiabila cum este cazul marginilor
nucleului numarului fuzzy w. Aceastda problema se va discuta din nou in subsectiunea 5.5.1 a acestui
capitol unde operatorii Bernstein se vor compara cu operatorii Bernstein de tip max-produs. Aceasti
problema a divergentei nucleului este valabila si pentru alti operatori de tip Bernstein din moment ce
et aproximeazd prin functii polinomiale.

In cele ce urmeaza propunem conditii minimale pentru ca cerintele (iv) —(v) prezentate la inceputul
sectiunii s3 fie satisfiacute.

Lema 5.1.2 Fie funtia de reducere continudg s : [0,1] — [0,1] si sd considerdm primitiva sa S :
xT

[0,1] = R, S(z) = /s(w)dm. Fie u un numar fuzzy continuu si sa consideram sirul de numere fuzzy
0
(Un)n>1, care indeplineste cerintele:
(i) (D¢) lim u, = u;
(i) Exista o constantd B, > 0 ce poate sa depinda de w astfel incit supp(un) C [—By, Bol,
pentru fiecare n > 1.
Atunci avem EI(uy) — EI(u), Ambs(uy,) — Ambs(u), si Vals(u,) — Vals(u).
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Observatia 5.1.3 Dacd in teorema precedentd sup {max{|a,|,|dn|} : n € N} = oo, atunci chiar daci
(D¢) lim w,, = u, putem avea

n—oo

max § lim sup /Czd(S(u(x))7xd(S(u( )| limsup /b ))73;(1(5(%(33)) = .
a an dny

Din Teorema 5.1.2 obtinem urmaéatorul corolar.

Corolarul 5.1.4 Fie u un numar fuzzy continuu si fie girul de numre fuzzy continue (uy)n>1, astfel
incat:

(i) (D.) nler;o Up = U ;

(i1) core(u,) — core(u);

(iid) supp(un) — supp(u);

Atunci avem EI(up) — EI(u), Ambs(u,) — Ambs(u), $i Vals(un,) — Vals(u), pentru orice
functie de reducere s : [0,1] — [0, 1].

In cazul metricii d, avem urmétoarea lema.

Lema 5.1.5 Fieu un numar fuzzy continuu i fie sirul de numere fuzzy (un)n>1, astfel tncdt (d,) lim w, =
- n—oo

u, unde p > 1 este fizat. Daca s : [0,1] — [0,1], este o functie de reducere atunci EI(u,) — EI(u),
Ambs(up) — Ambs(u), si Vals(u,) — Valg(u).

Tinand cont de cele doua rezultate teoretice de mai sus, suntem interesati in gasirea de siruri de
numere fuzzy astfel incat ipotezele de mai sus sa fie satisficute deoarece atunci obtinem convergenta in
raport cu caracteristicile importante. Mai tarziu vom vedea ca operatorii Bernstein de tip max-produs
verificd aceste ipoteze.

5.2 Exemple de operatori de tip max-produs

In aceasti sectiune vom discuta despre asa-numitii operatori de tip max-produs propusi pentru prima
oard in lucrarea [34]. Pentru un interval I C R, notdm cu C' B, (I) spatiul functiilor pozitive, continue
$i marginite definite pe I. Forma generald a unui operator de tipul max-produs (numit aici operator
max-produs discret de aproximare) este L,, : CB,(I) — CBy(I),

n

Ln(f)(x) = \/Kn(myxi) ' f(xl)ax S I> (51)
=0
(z) = \/ K, (x, ;) f(x;),z €1, (5.2)

unde n € N, f € CB.(I), K,(-,z;) € CBy(I) si z; € I, pentru fiecare i. Acesti operatori sunt
neliniari, pozitivi si in plus satisfac o conditie de pseudo-liniaritate de forma

Ln(af\/ﬂg> :aL’ﬂ(f) \/B'Ln(g)7vaa5 € R+7f7g € CB+(I)
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Fie intervalul I = [0, 1] si o functie f € C(I) (aici C4 (I) este spatiul functiilor pozitive i continue
definite pe I i evident in acest caz C (I) coincide cu CB4 (I)). Daci in relatia (5.1) ludm I = [0, 1]

S1
Pni (LC)

\/ Poi(z)
k=0

atunci obtinem aga-numitul operator Bernstein de tip max-produs (propus prima oard de Gal in cartea
[55]) care atasat functiei f, este dat prin

Kn(z,x;) = 2z €[0,1],: €{0,1,...,n},

BM(f)(z) = =—— 2 €[0,1],

\/ Prk(T)

k=0

unde pni(z) = (P)2"(1 —z)" %, k € {0,1,...,n}, z € [0,1]. O altd metods de a obtine operatorii
Bernstein de tip max-produs este s& scriem operatorul Bernstein liniar atasat functiei f sub forma

k=0

> pokl@)
k=0

si apoi inlocuind atat la numéardtor cat gi la numitor operatorul "> " cu operatorul "\/" obtinem din
nou operatorul Bernstein de tip max-produs.

Proprietatile de aproximare si de conservare a alurii ale operatorilor max-produs Bernstein au fost
studiate (in aceastd ordine) in lucrdrile [33], [30], [44]. O parte din aceste proprietéiti se vor mentiona
in sectiunile urmatoare.

Folosind acelagi rationament ca si in cazul operatorului Bernstein de tip max-produs, pentru I =
[0,00) si f € CB4(I), operatorul Favard-Szdsz-Mirakjan de tip max-produs ([33]) atagat lui f este
dat prin

Bn(f)(z) - S [07 1]

\/ Sn,k(x)f (%)
k=0

\/ S, k()
k=0
_ (no)*

unde s, x(x) = 57—, k € N, 2 € [0,00). Proprietatile de aproximare gi de conservare a alurii ale
operatorilor max-produs Favard-Szédsz-Mirakjan au fost studiate mai intai in [33] si apoi in [31].
Exista si alti operatori de tip max-produs mentionati in versiunea lunga a tezei .

FM (f)(z) = ,x € [0,1],

5.3 Proprietati de aproximare si conservare a alurii ale oper-
atorului Bernstein de tip max-produs
Aceastdl sectiune contine contributii originale din lucririle [30] si [44]. Vom folosi rezultatele teo-

retice din aceasta sectiune la studiul proprietatilor de aproximare si conservare a alurii atunci cand
aproximam prin operatori Bernstein de tip max-produs.
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In lucrarea [33] s-a demonstrat c& operatorii Bernstein de tip max-produs aproximeaza functiile din
spatiul C;([0,1]) cu ordinul de aproximare uniformd Cw1(f;1/4/n), unde C' > 0 este o constantd ab-
solutd necunoscutd. Apoi, in lucrarea [30] acest rezultat a fost imbun&tatit prin gisirea unei constante
explicite in fata lui w1 (f;1/4/n), dupd cum urmeazi.

Teorema 5.3.1 (/30], Teorema 4.1) Dacd f :[0,1] — Ry este continud atunci avem estimarea

1

B - )] < 12 (£, ) ime Noa e 0.1

In lucrarea [44] s-a demonstrat c& estimarea de mai sus este cea mai buni in raport cu wy (f, J[0,1]5
demonstrandu-se c& pentru functia f : [0,1] — [0,00), f(x) = 0 dacd z € [0,1/2] si f(z) =2 —1/2
dacd z € [1/2,1], avem ([44], Exemplul 3.1) HB&M)(f) - fH > egswl(f, 1/y/n).

Pentru functii concave avem o estimare de tip Jackson.

Teorema 5.3.2 (/30], Corolarul 4.6) Daca f : [0,1] — Ry este concava pe [0,1], atunci avem esti-
marea |BT(LM)(f)(:E) — f(z)] < 2wy (f, %) , pentru fiecare n € N,z € [0, 1].

Avem si un alt tip de estimare.
Teorema 5.3.3 ([44], Teorema 4.6) Fie f : [0,1] — [0,00) o functie continud i strict pozitiva.

Atunci
nwi (f, +)

’ITLf

B - )] <

unde my = min{f(z);x € [0,1]}.

+4> wi(f,1/n),xz €[0,1],n € N,

Din teorema de mai sus rezultd urmatoarea estimare pentru functii de tip Lipschitz.

Corolarul 5.3.4 ([44], Corolarul 4.7) Daca f : [0,1] — [0,00) este o funclie strict pozitivi care
satisface conditia Lipschitz, atunci existd o constanta C, independenta de n gi x, dar care depinde de

f, astfel incat ‘BflM)(f)(x) - f(x)‘ < €, 2€(0,1], pentru fiecare n € N.

Se stie c& existd functii Lipschitz pe [0, 1] (de exemplu linii poligonale concave) pentru care se obtin
estimari mai slabe decét estimarea de tip Jackson de mai sus cand aproximam prin operatori Bernstein
liniari. Asta inseamnd cd operatorii Bernstein de tip max-produs au proprietati de aproximare mai
bune decat corespondentii lor liniari relativ la spatiul functiilor Lipschitz strict pozitive definite pe
[0, 1].

Discutam in continuare despre proprietdti ale operatorilor max-produs Bernstein de conservare a
alurii .

In lucrarea [30] s-a demonstrat c& relativ la spatiul C' ([0, 1]), operatorul de aproximare Bernstein
de tip max-produs are proprietati de interpolare la capetele domeniului, conservad monotonia gi mai
general cvasi-convexitatea. Apoi, in lucrarea [44] a fost demonstrat urméatorul rezultat.

Teorema 5.3.5 ([44], Teorema 5.1) Si considerdm functia f : [0,1] — Ry i fien € N, n > 1. In
plus presupunem ca exista ¢ € [0,1] astfel incdt f este crescatoare pe [0,c] gi descrescatoare pe [c,1].
Atunci ezistd ¢ € [0,1] astfel incdt B,(LM)(f) este crescitoare pe [0,c] si descrescitoare pe [¢',1]. In

plus avem |c — | < =5 si BM(£)(e) - f(C)’ Swi (f’%-‘rl> :
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Din teorema de mai sus rezulta ca B,,(LM) conservi cvasi-concavitatea relativ la spatiul C ([0, 1]).
Mai mult, orice punct de maxim global al functiei f se poate aproxima cu un punct de maxim global
al functiei B,(lM)( f) cu o eroare de ordinul O(1/n) si orice valoare maximi globald a lui f se poate

aproxima cu o valoare maxima globals a lui B (f) cu o eroare de ordinul O(wy(f, 2)).

5.4 Operatori Bernstein max-produs definiti pe intervale com-
pacte

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrarile [46] si [47].
Pentru o functie f € C4([a, b]), definim operatorul Bernstein de tip max-produs prin ([46])

Vigpun(@)fath o)
\/Z:o Pnk (z) ,

B (f)(z) = € [a, ], (5.3)

k n—k
unde py k(z) = (}) (i:g) (lg z> . Deoarece Y j_ pn.k(z) = 1, pentru fiecare = € [a, b], rezultd

imediat c& \/},_y Pn,k(x) > 0, pentru fiecare x € [a, b], ceea ce inseamnd c& B,gM)(f) este definit corect.
Apoi, obtinem cu ugurintd c& B,(LM)(f)( ) = f(a) si B M)(f)(b) = f(b). In plus, deoarece maximul
unui numdr finit de functii continue este o functie continui, rezultd c& pentru orice f € Cy([a,b]),
B;M)(f) € Cy([a,b]). De fapt este suficient ca f : [a,b] — R si fie doar marginitd pentru a obtine
B (f) € Ci(la ).

Se poate demonstra ca BSM) C+(la,b]) — C4([a,b]) are acelasi ordin de convergentd uniforma
ca si operatorul Bernstein liniar si cd satisface proprietatea de conservare a cvasi-concavitatii.

Teorema 5.4.1 (i) ([46], Teorema 5) Dacd a,b € R, a < b §i f :[a,b] — Ry este continud, atunci
avem estimarea |By(ZM)(f)(x) f(z)] <12([b—a] + 1)w; (f, wCEsT ) , pentru fiecare n € N,z € [a, b].

(ii) ([47], Teorema 6 (ii)) Dacd f : [a,b] — Ry este concavd pe [a,b], atunci avem estimarea
1B (f)(@) — f(2)] < 2(1b—a] + Dwy (f, 1), pentru fiecare n € N,z € [a,b].
Teorema 5.4.2 ( [46], Teorema 6) Fie funclia f : [a,b] — Ry gi sd consideram n € N, n > 1. Sa
presupunem in plus cd existd ¢ € [a,b] astfel incdt f este crescitoare pe [a,c] §i descrescatoare pe [c,b].
Atunci existd ¢ € [a,b] astfel incdt Bq(LM)(f) este crescitoare pe [a,c'] §i descrescitoare pe [¢',b]. In
M
plus avem |c — /| < b+1 si ‘B,(L )(f)(c) — f(c)’ <(b—al+1)wy (ﬁﬁ) .

Observatia 5.4.3 Din teorema de mai sus gi din comentariul de dupd Teorema 5.5.5 rezulta ca daca
f i a,b] = Ry este continud gi cvasi-concavd atunci By(LM)(f) este deasemenea cvasi-concavd.

Observatia 5.4.4 Dupd cum am precizat tn sectiunea 5.3, pentru functii din spatiul C ([0, 1]), BM
conservd monotonia st mai general cvasi-convexitatea. Folosind acelasi rationament ca gi in demon-
stratia Teoremei 5.4.2, se poate demonstra ca aceste proprietati sunt conservate gi in cazul mai general
al spativlui Cy([a,b]).

5.5 Aplicatii la aproximarea numerelor fuzzy

Aceastd sectiune contine contributii originale din lucrdrile [46] si [47].
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5.5.1 Aproximari in raport cu metrica D¢

S& presupunem cd u este un numdr fuzzy astfel incat supp(u) = [a,b] si core(u) = [c,d]. Pentru
n € N definim functia Er(LM)(u) : R —10,1], EflM)(u)(x) = 0, dacd z= ¢ [a,}] s R(lM)(u)(x) =
B;M)(u; [a,b])(x), pentru fiecare = € [a,b]. Din Teorema 5.4.1, rezultd c& ordinul de aproximare uni-
form4 a lui u prin E»ELM)(U) este O (w1 (u,1//n)[)) atunci cand u este continuu. Apoi, din moment
ce restrictia lui u la intervalul [a, b] este o functie precum cele din Teorema 5.4.2, rezulta cd Er(LM)(u)
este cvasi-concava pe [a,b]. Mai mult, avem urmétorul rezultat care imbunétitegte rezultatul central
din lucrarea [46].

Teorema 5.5.1 ([47], Teorema 14) Fie w un numdar fuzzy cu supp(u) = [a,b] gi core(u) = [c, d] astfel
tncdt a < ¢ < d <b. Atunci, pentru n suficient de mare rezultd ca BéM)(u) este un numar fuzzy care
verific :

(i) supp(u) = supp (Br(zM)(U)> ;

(i) Daca core(f?T(LM) (W) = [en,dy], atunci [c—c,| < =2 i |d—d,| < =2 In plus, putem
determina cu exactitate core(éf«LM)(u));

(#4i) Daca in plus u este continuu atunci

B ) - ufe)] < 1200 - )+ e (1, =) it

pentru fiecare x € R.

Demonstratia urmatorului corolar care imbunitateste Corolarul 15 din [47], se obtine cu ugurintd
din teorema precedentd si din Corolarul 1.12.4, (i).

Corolarul 5.5.2 (vezi de asemenea [47], Corolarul 15) Fie u un numdar fuzzy cu supp(u) = |a,b]
i core(u) = [c,d], astfel incit a < ¢ < d < b. In plus, sa consideram functia de reducere continud
1
s:10,1 —10,1] gi primitiva sa S(x) = /s(m)dm, x € [0,1]. Atunci avem:
0
(i) core(E,(lM)(u)) — core(u);
(i) Daca u este continuu atunci lim DC(ESLM) (w),u) = 0 gi notdnd 6, = 12([b — a] +

n—oo

! : : S(00) ) - :
1wy (u, m)[a,b], pentru n suficient de mare obtinem |Ambs(By ' (u)) — Ambs(u)| < ky(u)d, i

’Vals(g,gM) (u)) — Vals(u)‘ < kn(u)dp, unde kn(u) — ¢ —a+2|c| +b—d+2]|d|. In particular avem
EI(B™M (v)) — BI(u).

Din Teorema 5.5.1 si Corolarul 5.5.2 rezulta ca sirul de operatori Bernstein de tip max-produs
atagat unui numar fuzzy continuu, satisface proprietatile de aproximare si conservare a alurii propuse
in sectiunea 5.1 gi astfel reprezintd un bun exemplu de sir convergent (si eficient) de numere fuzzy.

Observatii (aceste observatii se gisesc si in lucrarea [47] ) (i) Dacd numdirul fuzzy u este uni-

.. . S(M . < < < g
modal, adica ¢ = d, atunci B,(L )(u) nu mai este neaparat un numar fuzzy. Dar daca normalizam

B (M)

n  (u;[a,b]), atunci obtinem num&rul fuzzy mBn (u) (| - || reprezintd norma uni-
w (usla,

form&). Deoarece BM (u; [a, b]) — u uniform pe [a,b], obtinem usor c& ” N,SM)(U) — u,

Bfﬁ“&[a,b})H b
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uniform pe R gi asfel rezultd cd lim D¢ HE,(LM) (u), u) = 0. Ca si in cazul Teoremei

n— 00 BM) i a,b
B (usfa.b)
1 B (M)
) )

5.5.1 (ii), putem determina cu precizie nucleul lui HB

(ii) Comparand concluzia Teoremei 5.5.1 cu cele discutate la sfargitul Exemplului 5.1.1, rezultd ci
operatorul Bernstein de tip max-produs B,(LM), este mai convenabil pentru a aproxima numere fuzzy
decat operatorul Bernstein liniar, B,. Daci ordinul de aproximare uniforma este acelagi, operatorul
Bernstein max-produs conserva mai bine alura unui numaér fuzzy.

(iii) Se verificd usor cd dacd u este un numdr fuzzy continuu gi unimodal atunci girul din prima
observatie de mai sus satisface in intregime concluzia Corolarului 5.5.2.

Exemplul 5.5.3 ([47], Exemplul 16) Aproximam numdarul fuzzy

422 daca 0 <z <1/2,

u(z) = 1 1/2 <z < 3/4,
) 4—4x 3/4<x <1,
0 in rest,

folosind atdt operatorii Bernstein clasici liniari precum §i cu ajutorul operatorilor Bernstein de tip
maz-produs. In Fig. 5.1.a i Fig. 5.1.b ( mai intdi pentru n = 30 gi apoi pentru n = 80 ) putem
compara operatorii Bernstein clasici cu cei de tip max-produs in aproximarea numarului fuzzy de mai
sus. Observam cu ugurintd cd operatorul Bernstein clasic marcat cu linie punctatd nu conservd alura
atdt de bine precum o face operatorul Bernstein de tip mazx-produs marcat cu linie intrerupta, acesta
fiind aproape identic cu numdarul fuzzy pe portiunea nucleului. Concluziile teoretice ale acestei sectiuni
sunt foarte bine ilustrate in acest exemplu.
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5.5.2 Aproximari in raport cu metricile d,

Incepem prin a reaminti cii reprezentarea parametrici a unui numéar fuzzy u este u = (u™,u"), unde
u~ este continud la stidnga si crescitoare, uT este continud la stanga si descrescitoare si in plus avem
u~ (1) <ut(1). Toate aceste proprietiti sunt esentiale pentru a obtine rezultatele de bazi ale acestei
sectiuni.

Mai intai studiem cazul cidnd numérul fuzzy este pozitiv ceea ce este echivalent cu faptul c&
u~(0) > 0. Asta inseamnd cd functiile u~ si u™ sunt pozitive si astfel putem folosi toate rezultatele

(M)

de aproximare din sectiunea 5.3. Considerdnd operatorii BM (u™) si By ’(u") se verificd usor
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cd perechea ordonatd F;M)(u) = (BT(LM) (u_),BT(LM) (u“‘)) formeazd un numér fuzzy. Acum putem

prezenta rezultatul central al acestei subsectiuni.

Teorema 5.5.4 (vezi gi [{7], Teorema 19) Daci v = (u™,u™) este un numdr fuzzy pozitiv astfel incdt
u” giut sunt continue, atunci avem

(i)

dy(u, BY" (u)) < 12V2 max {wl <u_; \/nli1> Jwr (u+; V%) } , (MneN;

(i) (in [47] un caz mai particular este discutat) EI(u,) — EI(u), Ambs(u,) — Ambs(u) si
Vals(u,) — Vals(u) pentru orice functie de reducere s : [0,1] — [0, 1].

Observatie (aceastd remarcd se giseste si in [47] ) S& presupunem acum c8 numdrul fuzzy u
nu este pozitiv ceea ce este echivalent cu faptul cd v~ (0) < 0. S& introducem acum functiile
ul,uf 0,1 = R, up (@) = u () —u=(0) si uf (@) = ut(a) — w(0). Din proprietatile functi-
ilor u~ si ut rezultd ci u; este crescitoare si pozitivi si u] este descrescitoare si pozitiva. Pentru
n > 1, considerdm functiile B7(1M)(u1_) si BM) (ui). Deoarece B™M) conservd monotonia, urmeazi
ci B (uy ) este crescdtoare si By(LM)(uf) este descresciitoare. In plus avem BT(LM)(uf)(O) = uj (0),
BM ) (1) = uy (1), B () (0) = ui(0) si BN (uf)(1) = uf(1). In concluzie obtinem ci
ﬁnM (u) = (B,(LM) (uy) +u=(0), BgM)(uf) +u” (0)) este un numér fuzzy care in plus conserva supor-

tul si nucleul lui w. In plus, se poate demonstra ci obtinem acelasi tip de estimari ca si in Teorema
(M) —(M)
(u) cu P, " (u).

5.5.4 daca inlocuim acolo pe B,,



Concluzii

Aceastd tezd contine principalele mele contributii in topicul aproximérii numerelor fuzzy. Mai intai,
considerand metrici de tipul Ls pe spatiul numerelor fuzzy, diferite tipuri de aproximari paramet-
rice sau trapezoidale sunt investigate. Deoarece in cazurile studiate aproximarea parametricd sau
trapezoidald existd si este unicé, putem defini agsa-numiti operatori de aproximare parametricd sau
trapezoidald. In tez# sunt prezentati algoritmi de calcul ai aproximarilor si in plus, proprietiti im-
portante cum ar fi invarianta fatd de scalari sau translatii, aditivitatea, continuitatea sau relatia cu
agregarea sunt investigate. Pentru unii operatori s-a determinat cea mai bund constantd Lipschitz.
Aceste rezultate sunt importante cand dorim si simplificim reprezentarea numerelor fuzzy. In unele
aplicatii este suficient s& folosim doar numere fuzzy trapezoidale sau alte clase de numere fuzzy cu
form& mai simpld. Un astfel de exemplu se géseste in sectiunea 2.8 unde numerele fuzzy sunt ordonate
prin intermediul numerelor fuzzy trapezoidale. Totusi, uneori este important sa pastram cat mai mult
din informatia continuta intr-un numér fuzzy. Acest topic vine in completarea celui discutat anterior
in care sunt discutate aproximiri cu forma mai simpld. In aceastd tezd se demonstreazs ci aga-numitii
operatori Bernstein de tip max-produs sunt instrumente utile cand se doregte conservarea informatiei
continutd de un numar fuzzy. Pe langa capacitatea lor de a aproxima numere fuzzy cu aceeasi acu-
ratete ca si corespondentii lor liniari, acesti operatori poseda proprietati importante de conservare a
alurii cum ar fi conservarea suportului, convergenta in raport cu nucleul sau convergenta in raport cu
caracteristicile importante ale numerelor fuzzy. Pentru a obtine o parte din rezultatele centrale ale
tezei, am demonstrat cAteva proprietati a caror importanta este independenta de topicul acestei teze.
Astfel de rezultate sunt cele din sectiunea 1.12 unde ambiguitatea gi valoarea sunt exprimate prin in-
termediul functiei de apartenentd iar apoi se studiazd aproximarea acestor caracteristici. Asa cum era
de asteptat, cu cat forma numarului fuzzy este aproximata mai bine cu atdt mai bine sunt aproximate
caracteristicile. Apoi trebuie mentionat cé teza contine contributii in problema delicatd a ordondrii
numerelor fuzzy. In cazul ordonarii numerelor fuzzy trapezoidale putem spune ci defuzificatorii care
genereazd ordondri care si satisfacd unele proprietdti de bazd sunt complet determinati dacid facem
abstractie de ordonarile echivalente.

Pentru viitor am multe planuri legate atat de problema aproximarii numerelor fuzzy cat si de alte
subiecte. Recent, am extins problema aproximarii numerelor fuzzy considerand aproximéri in spatiul
agsa-numitelor numere fuzzy liniare pe portiuni considerdnd mai intai cazul cand functiile de nivel
sunt linii poligonale cu 2 segmente iar nodul (sectiunea «) care separd segmentele este acelagi pentru
ambele functii de nivel (vezi [43]). Un astfel de numér fuzzy depinde de 6 parametri si astfel avem
mai multe posibilitdti de aproximare in comparatie cu numerele fuzzy trapezoidale de exemplu. Pe
viitor, impreund cu autorii lucrarii [43] vom extinde acest studiu considerand numere fuzzy liniare pe
portiuni care depind de un numéir arbitrar de noduri. Apoi, in lucrarea [20] considerdm o problem&
generala de aproximare trapezoidald, si anume studiem aproximarea trapezoidala cu conditia supli-
mentard a conservarii unei caracteristici liniare datd in form& generald. Aceastd problem& poate fi

67
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generalizatd considerand mai multe caractersitici care ar trebui conservate. Ca un proiect personal,
in ultimul timp am devenit interesat de programarea cuadraticd. Am observat ca folosind teoria
spatiilor Hilbert, studiul operatorilor de aproximare trapezoidald se poate reduce la studiul solutiilor
unor probleme de programare cuadratica ce depind de anumiti parametri. Ideea mea este sa studiez
in detaliu proprietatile agsa-numitei functii a solutiilor atagata unei astfel de probleme de programare
cuadraticd deoarece orice proprietate importantd a acestei functii va implica rezultate aseman&toare
pentru operatorii de aproximare parametrica sau trapezoidald. Pentru acest studiu am consultat
frecvent articolul [86] precum si monografia [66]. In lucrarea [86] autorul demonstreazi continuitatea
Lipschitz a functiei solutie asociata unei probleme de programare cuadraticd canonica depinzand de 2
parametri ¢ gsi A (de tip vectorial ), unde ¢ apare in functia cuadraticd iar A apare in membrul drept
al restrictiilor. In lucrarea [42] am obtinut acelagi rezultat considerand cazul programaérii cuadratice
generale. Mai mult, in aceeasi lucrare se demonstreaza ca existd o corespondenta liniara gi pozitiv
omogend pe portiuni intre parametri gi solutie. De asemenea studiez si aproximarea numerelor fuzzy
folosind transformata fuzzy (vezi [48]) introdusi recent de Perfilieva (vezi [70]). In final mentionez ci
sunt numeroase alte probleme care merita sa fie investigate pentru operatorii de tip max-produs. Voi
mentiona aici rezultate de saturatie precum si rezultate inverse unde deja avem un articol acceptat
(vezi [45]).
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