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Introducere

Consideraţii asupra teoriei punctului fix

Unul dintre cele mai dinamice domenii ale matematicii din ultimii ani,
care are numeroase aplicat, ii în diverse domenii, cum ar fi fizica, informa-
tica, biologia sau economia, este teoria punctului fix. Existent,a s, i unici-
tatea solut, iilor, stabilitatea s, i proprietăt, ile mult, imilor de solut, ii a proble-
melor asociate ecuat, iilor diferent, iale sau incluziunile diferenţiale sunt pro-
bleme fundamentale care pot fi studiate folosind teoria punctului fix. Prima
demonstrat, ie a existent,ei solut, iilor pentru o problemă cu condit, ii init, iale a
fost dată de Augustin-Louis Cauchy în 1884. În aceeas, i perioadă, Émile Pi-
card a propus metoda aproximărilor succesive ca metodă de aproximare a
solut, iilor. Aceste concepte vor fi utilizate în continuare pentru a construi o
metodă abstractă, demonstrată s, i publicată de Stefan Banach în anul 1922,
vezi [9]. El a demonstrat că orice contract, ie f pe un spat, iu normat liniar
complet E admite un punct fix unic, iar acest punct fix este limita s, irului
de aproximaţii succesive generate de f . Acest lucru înseamnă că există un
unic punct x∗ ∈ E, astfel încât f(x∗) = x∗ s, i, pentru fiecare x0 ∈ E, s, irul
(fn(x0))n∈N converge la x∗. Acest rezultat a fost extins de Renato Caccio-
ppoli în anul 1930. Principala sa contribut, ie a fost generalizarea teoremei lui
Banach ment, ionate mai sus de la spat, ii normate liniare complete la spat, ii
metrice complete. Acest rezultat este denumit astăzi Principiul contract,iei
lui Banach-Caccioppoli. După extinderea lui Caccioppoli, teorema punctului
fix poate fi aplicată s, i spat, iilor fără o structură liniară. Această teoremă are
aplicat, ii atât în analiza numerică, cât s, i în metodele iterative pentru diverse
ecuat, ii, generarea fractalilor s, i as,a mai departe. În plus, este utilizată pentru
rezolvarea diverselor probleme asociate cu ecuat, ii integrale s, i diferent, iale.

În anii următori, contribut, iile la studiul teoriei punctului fix au devenit
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CUPRINS 2

mai numeroase, au apărut noi tipuri de condit, ii de contract, ie pentru opera-
tori, iar spat, iile de lucru existente au fost extinse. De exemplu, conceptul de
operator Meir-Keeler pe un spat, iu metric complet a fost introdus de Amram
Meir s, i Emmett Keeler în anul 1969, în lucrarea [39]. Rezultatul de punct
fix dat de A. Meir s, i E. Keeler este o extindere a rezultatelor unor autori
precum M. Edelstein [22] sau E. Rakotch [60].

Este de ment, ionat faptul că, în 1972, teorema punctului fix Ćirić-Reich-
Rus a fost descoperită independent de trei matematicieni important, i, şi
anume Ljubomir B. Ćirić, Simeon Reich s, i Ioan A. Rus. Rezultatele au extins
principiul contract, iei lui Banach, introducând not, iunea de contract, ii genera-
lizate, vezi [16]. Mai târziu, în 1974, în lucrarea [17], Ćirić prezintă rezultate
care arată cum condit, ia cvasi-contract, iilor implică toate concluziile principi-
ului contract, iei lui Banach. Aceasta înseamnă că teorema sa pentru existent,a
s, i unicitatea punctului fix este considerată unul dintre cele mai generale re-
zultate din teoria metrică a punctului fix.

Discutând generalizările principiului contract, iei lui Banach-Caccioppoli,
trebuie să ment, ionăm s, i că în lucrarea din 1996 [13], Theodore A. Burton
a introdus not, iunea de contract, ie largă s, i a demonstrat câteva teoreme de
punct fix pentru astfel de funct, ii. Mai mult, se obt, ine s, i un rezultat de punct
fix de tip Krasnoselkii (pentru suma a doi operatori) care utilizează conceptul
de contract, ie largă.

În 1968, M.G. Maia [36] a demonstrat o teoremă a punctului fix pentru
un operator univoc f : X → X pe o mult, ime X înzestrată cu două metrici
care îndeplinesc condit, iile principiului contract, iei lui Banach-Caccioppoli. În
cazul operatorilor multivoci, studiul unei incluziuni de punct fix pe o mult, ime
înzestrată cu două metrici a fost introdus ulterior, vezi [47] s, i [56]. O abor-
dare similară a fost urmată în această teză, dar în contextul φ-contract, iilor
multivoce pe grafic.

În paralel, rezultatele ment, ionate mai sus, referitoare la ecuat, ia punctu-
lui fix x = f(x) (unde f : X → X s, i X este un spat, iu metric complet),
au fost extinse prin trecerea la incluziunea punctului fix x ∈ F (x), unde
F este un operator multivoc care asociază unui element x ∈ X mult, imea
F (x) ⊂ X. Într-o lucrare publicată în 1969, Sam B. Nadler Jr. a demonstrat
o teoremă a punctului fix pentru as,a-numitele aplicat, ii de contract, ie mul-
tivoci, vezi [46]. Teorema pentru contract, ii a lui Nadler utilizează distant,a
Hausdorff-Pompeiu pentru a măsura distant,a dintre două mult, imi. Această
teoremă are aplicat, ii în incluziuni diferent, iale, optimizare sau teoria jocurilor.
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O extindere a teoremei de punct fix a lui Nadler a fost dată de Covitz s, i
Nadler în 1970 în lucrarea [19]. Mai târziu, în 2001, s-a demonstrat că orice
contract, ie Nadler (vezi, de exemplu, [5]) este un operator Meir-Keeler multi-
voc. O altă generalizare a principiului contract, iei lui Nadler pentru operatori
multivoci a fost dată de A. Petruşel, G. Petruşel s, i Jen-Chih Yao în lucra-
rea [55], pentru cazul unei contract, ii multivoce pe grafic în spat, ii metrice
complete.

Există numeroase aplicat, ii ale teoremelor de punct fix. De exemplu,
ecuat, iile integrale de tip Volterra pot fi studiate prin metode de punct fix.
Studiul acestor probleme este semnificativ, deoarece ecuat, iile integrale Vol-
terra sunt utilizate în fizică, biologie s, i economie.

Argumentarea alegerii temei tezei
Scopul principal al acestei teze de doctorat este acela de a considera problema
punctului fix (atât în cazul univoc, cât s, i în cazul multivoc), de a oferi ver-
siuni extinse ale unor teoreme de punct fix pentru diverse clase de operatori.
Versiunea extinsă înseamnă aici nu doar existent,a, unicitatea s, i aproximarea
punctului fix, ci s, i localizarea s, i diferite proprietăt, i de stabilitate (cum ar
fi stabilitatea Ulam-Hyers, bine-punerea în sensul lui Reich s, i Zaslavski s, i
stabilitatea lui Ostrovski) pentru ecuat, ia punctului fix sau incluziunea punc-
tului fix. Clasele de operatori pe care le-am considerat sunt: cvasi-contract, ii
univoce s, i multivoce în sensul lui Ćirić, operatori Meir-Keeler, φ-contract, iilor
multivoce pe grafic s, i contract, ii largi în sensul lui Burton. Mai multe exemple
ilustrează dezvoltările obt, inute în lucrare s, i sunt prezentate câteva aplicat, ii
la ecuat, iile integrale ale lui Volterra, precum s, i o aplicat, ie pentru teoremele
de surjectivitate.

Structura tezei s, i principalele contribut, ii origi-
nale
Teza de doctorat este împărt, ită în trei capitole, urmate de lista de referint,e.
Fiecare capitol are sect, iuni s, i subsect, iuni prezentate mai jos.

Capitolul 1: Not,iuni s, i rezultate preliminare
Scopul principal al acestui capitol este de a reaminti cititorului câteva not, iuni
s, i rezultate de bază care sunt utilizate în următoarele capitole ale tezei. Ne
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referim la not, iuni specifice Analizei Neliniare.În acest capitol, avem urmă-
toarele sect, iuni:

1. Operatori univoci
În această sect, iune, vom prezenta câteva concepte importante referi-
toare la punctele fixe ale operatorilor univoci. Sunt prezentate definit, ii
pentru bila deschisă s, i bila închisă, operatorul Lipschitz, operatorul
neexpansiv, s, irul iterat, iilor Picard, α-contract, ia, φ-contract, ia, bine-
punerea în sensul lui Reich s, i Zaslavski, stabilitatea lui Ostrowski s, i sta-
bilitatea lui Ulam-Hyers. De asemenea, sunt ment, ionate lema Cauchy-
Toeplitz, principiul contract, iei lui Banach (1922) s, i Caccioppoli (1930).
Această subsect, iune oferă, de asemenea, definit, ia operatorului Meir-
Keeler s, i extinderea principiului contract, iei lui Banach în sensul unui
operator Meir-Keeler. Următoarele referint,e au fost utilizate în această
sect, iune: V. Berinde, M. Păcurar [10], [11], Lj. B. Ćirić [17], Granas-
Dugundji [25], T. A. Lazăr, A. Petruşel s, i N. Shazhad [33], A. Ma-
gdaş [37] s, i I. A. Rus [69], [70], [76].

2. Operatori multivoci
În această sect, iune, sunt trecute în revistă not, iunile de bază din te-
oria operatorilor multivoci. Reamintim următoarele not, iuni: distant,a
Pompeiu-Hausdorff dintre două mult, imi, grafic α-contract, ia, operatori
multivoci slab Picard , operatori cvasi-mărginit, i, concepte de continui-
tate s, i câteva proprietăt, i de stabilitate. Sunt prezentate un exemplu de
contract, ie multivocă s, i un altul de contract, ie grafică multivocă. Urmă-
toarele referint,e stau la baza not, iunilor prezentate: R. Iannacci [26], T.
C. Lim [34], G. Petruşel [59], I.A. Rus, A. Petruşel, G. Petruşel [72] s, i
I.A. Rus, A. Petruşel, A. Sîntămărian, [74], [75].

Capitolul 2: Proprietăt,i calitative ale solut,iei pentru ecuat,ia de punct fix

Acest capitol este alcătuit din trei sect, iuni. Scopul acestui capitol este de
a prezenta câteva proprietăt, i calitative ale ecuat, iei punctului fix (existent,a,
unicitatea, dependent,a de date) pentru operatori de tip Ćirić, operatori de tip
Meir-Keeler s, i φ-contract, ii neliniare multivoce de tip grafic în spat, ii metrice
complete. Mai mult, în cazul unei (ϕ, ψ)-contract, ii neliniare multivoce de tip
Feng-Liu, este furnizată o aplicat, ie la o incluziune integrală de tip Volterra.
De asemenea, sunt prezentate câteva rezultate pentru teoreme de punct fix
de tip Maia. Structura acestui capitol include următoarele sect, iuni:
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1. Ecuat,ia de punct fix cu operatori de tip Ćirić
Această sect, iune se bazează pe articolul autorului, M. Moga, On some
qualitative properties of Ćirić’s fixed point theorem, publicat în Stu-
dia Universitatis Babeş-Bolyai Mathematica, vezi [42]. În plus, această
sect, iune face referire la o lucrare colaborativă din articolul lui M. Moga
s, i R. Truşcă, On some fixed point theorems for Ćirić operators, publicat
în Miskolc Mathematical Notes, vezi [44]. În acest capitol, proprietăt, ile
de stabilitate pentru ecuat, ia punctului fix s, i incluziunea punctului fix
sunt studiate dintr-un alt punct de vedere.

Cea mai generală extindere a principiului contract, iei Banach Caccio-
ppoli a fost dată de Ćirić’s în 1974. În această sect, iune, ecuat, ia x = f(x)
s, i incluziunea x ∈ F (x) cu operatori care satisfac condit, ia de tip
Ćirić sunt studiate din următoarea perspectivă: existent,ă, unicitate,
dependent,ă de date s, i diferite tipuri de stabilităt, i (bine-punerea în sen-
sul lui Reich s, i Zaslavski, stabilitatea Ulam-Hyers s, i Ostrowski).

Această sect, iune include următoarele trei subsect, iuni:

Prima subsect, iune este denumită Not,iunea de operator de tip Ćirić.
Sunt definite not, iunile de contract, ie generalizată s, i operator de tip
Ćirić din [17]. Este prezentat un exemplu relevant, pentru un operator
de tip Ćirić, care nu este o contract, ie generalizată.

A doua subsect, iune este intitulată Rezultate principale pentru opera-
tori univoci de tip Ćirić. Aici, lucrarea se concentrează pe teorema
existent,ei s, i unicităt, ii în cazul univoc. Rezultatul de localizare, care
generalizează teorema lui Ćirić s, i rezultatul homotopiei, a fost demon-
strat de Radu Truşcă. Definit, ia condit, iei de retract, ie-deplasare este uti-
lizată pentru a stabili proprietatea de bine-punere. Teorema 2.1.2 din
această sect, iune este rezultatul cercetării mele. Aceasta demonstrează
că operatorul de tip Ćirić f are următoarele proprietăt, i: dependent,ă
de date, bine-punerea în sensul lui Reich s, i Zaslavski, stabilitate Ulam-
Hyers, stabilitate Ostrowski, grafic q

1−q -contract, ie s, i că f este o cvasi-
contract, ie.

Titlul celei de-a treia subsect, iuni este Rezultate principale pentru ope-
ratori multivoci de tip Ćirić.

În această parte, cercetarea este centrată pe cazul multivoc. Începe cu
un exemplu de operator multivoc de tip Ćirić care nu este o contract, ie
generalizată multivocă. În pasul următor, utilizând Teorema lui A.



CUPRINS 6

Amini-Harandi [4], realizarea mea a fost să ofer o demonstrat, ie con-
structivă cu rezultate de dependent,ă de date s, i stabilitate a problemei
de punct fix x ∈ F (x). În plus, este prezentată o teoremă în care
mult, imea punctului fix coincide cu mult, imea strictă a punctului fix a
unui operator multivoc de tip Ćirić. Pentru teorema punctului fix lo-
cal ulterioară, contribut, ia principală este atribuită lui Radu Truşcă. În
lucrarea lui Radu Truşcă [80], sunt prezentate teoreme s, i aplicat, ii la
principiile de aplicaţie deschisă s, i rezultate de continuare.

Rezultatele generalizează s, i completează teoremele date în V.
Berinde, Şt. Măruşter, I.A. Rus [12], Lj. B. Ćirić [17], A. Petruşel [51],
I.A. Rus [68], [70], s, i I.A. Rus, A. Petruşel, G. Petruşel [76].

2. Ecuat,ia de punct fix pentru operatorul de tip Meir-Keeler
Referint,a acestei sect, iuni este articolul autorului, M. Moga, Some pro-
perties of the fixed point equation with Meir-Keeler operator publicat în
Annales Universitatis Scientiarum Budapestinensis, vezi [40]. Pe lângă
rezultatele existent,ei s, i unicităt, ii, sunt prezentate diferite proprietăt, i
de stabilitate ale ecuat, iei punctului fix.

A doua sect, iune a acestui capitol are următoarele două subsect, iuni:

Prima subsect, iune este intitulată Not,iunea de operator Meir-Keeler în
spat,ii metrice. O observat, ie importantă, împreună cu un exemplu, este
că orice contract, ie este un operator Meir-Keeler, dar implicat, ia inversă
nu este în general valabilă. Sunt prezentate s, i definit, iile unei funct, ii L
s, i ale unei φ-contract, ii. O teoremă notabilă în această subsect, iune este
teorema lui Lim, care face legătura dintre condit, ia lui Meir-Keller s, i
condiţia de contracţie neliniară.

A doua subsect, iune se referă la Rezultate principale pentru operatori
univoci de tip Meir-Keeler. Folosind caracterizarea lui Lim, sunt de-
monstrate proprietăt, ile calitative ale punctului fix. Teorema principală
2.2.4 a sect, iunii, se referă la un operator Meir-Keeler f s, i la funct, ia ϕ.
Sunt demonstrate existent,a, bine-punerea în sensul lui Reich s, i Zasla-
vski s, i stabilitatea Ulam-Hyers a punctului fix.

Cele mai utilizate referint,e în această sect, iune sunt următoarele: T. C.
Lim [35], A. Meir s, i E. Keeler [39], s, i A. Petruşel [49].

3. Rezultate de punct fix pentru φ-contract,ii multivoce pe grafic în spat,ii
metrice complete
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Ultima sect, iune a acestui capitol are ca referint,ă lucrarea comună din
articolul M. Moga, Radu Truşcă, Fixed point and stability results for
multi-valued nonlinear graph contractions in complete metric spaces pu-
blicat în The Journal of Analysis, vezi [45]. O generalizare notabilă a
contract, iei multivoce este φ-contract, ia multivocă pe grafic. În această
sect, iune, sunt prezentate generalizarea pentru φ-contract, ii multivoce
pe grafic, precum s, i proprietăt, ile de existent,ă s, i stabilitate.

Sect, iunea cont, ine trei subsect, iuni, prezentate mai jos.

Titlul primei subsect, iuni este Not,iunea de φ-contract,ie multivocă pe
grafic. Această subsect, iune oferă o introducere a not, iunilor de φ-contract, ii
multivoce pe grafic, operator slab Picard multivoc s, i operator φ-slab
Picard multivoc, care sunt utilizate ulterior.

A doua subsect, iune discută despre Rezultatul de punct fix pentru φ-
contract,ii multivoce pe grafic. Un caz particular al unui spat, iu metric
clasic este demonstrat. În plus, este prezentat un exemplu de funct, ie
multivocă F care îndeplines,te condit, ia pentru φ-contract, ii multivoce
pe grafic, dar nu îndeplines,te condit, ia de contract, ie. Alte contribut, ii
originale se referă la teorema pentru dependent,a de date a mult, imii
punctelor fixe, stabilitatea Ulam-Hyers a incluziunii punctului fix s, i
proprietatea strictă a punctului fix pentru φ-contract, ii multivoce pe
grafic. Sect, iunea continuă cu rezultatul demonstrat de Radu Truşcă,
legat de teorema punctului fix local pentru φ-contract, ii multivoce pe
grafic.

A treia subsect, iune, creată în colaborare cu Radu Truşcă, este inti-
tulată Teoria punctului fix de tip Maia pentru φ-contract,ii multivoce
pe grafic. Această subsect, iune prezintă teorema de tip Maia pentru
φ-contract, ii multivoce pe grafic, în cazul unei mult, imi nevide, înzes-
trate cu două metrici. Not, iunea de (φ, ψ)-contract, ie multivocă de tip
Feng-Liu, introdusă în [54], este extinsă. O altă contribut, ie originală
se referă la o aplicat, ie prezentată în această sect, iune. Se ia în conside-
rare incluziunea integrală de tip Volterra. Pentru ipotezele prezentate
în subsect, iune, Teorema 2.3.14 demonstrează un rezultat de existent,ă.
Ultima parte a subsect, iunii se referă la principalele rezultate ale lui
Radu Truşcă despre extinderea unor proprietăt, i de stabilitate pentru
incluziunea punctului fix, în contextul (φ, ψ)-contract, iei neliniare mul-
tivoce de tip Feng-Liu într-un spat, iu înzestrat cu două metrici.
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Scopul acestei sect, iuni este de a prezenta o generalizare a principi-
ului neliniar multivoc al lui Wȩgrzyk [82], precum s, i a principiului
contract, iilor multivoce pe grafic dat de A. Petruşel, G. Petruşel s, i J.C.
Yao [55].

Capitolul 3: Teoreme de surjectivitate pentru clase de operatori contrac-
tivi
Acest capitol cont, ine două sect, iuni. Acest capitol îs, i propune să prezinte câ-
teva teoreme de surjectivitate pentru operatorii Meir-Keeler s, i pentru contract, ii
largi. Ambele cazuri constau în rezultate demonstrate pentru operatori uni-
voci s, i multivoci. Obiectivul principal este de a demonstra că operatorii sunt
contract, ii-normă s, i, în condit, ii adecvate, are loc surjectivitatea. Capitolul
este structurat după cum urmează:

1. Teoreme de surjectivitate pentru operatori de tip Meir-Keeler
Cont, inutul acestei sect, iuni se bazează pe articolul M. Moga, Meir-
Keeler operators and applications to surjectivity theorems publicat în
[41]. În această sect, iune, scopul este de a demonstra că un operator
Meir-Keeler este o contract, ie-normă, atât pentru cazul univoc, cât s, i
pentru cazul multivoc.

Cele trei subsect, iuni sunt prezentate după cum urmează:

Prima subsect, iune este denumită Teoreme de surjectivitate pentru ope-
ratori univoci de tip Meir-Keeler. Rezultatul obt, inut în această sect, iune
a fost o nouă teoremă de surjectivitate pentru un operator Meir-Keeler
univoc. Aceasta se referă la domeniul generat de operatorul Meir-Keeler,
care este un operator surjectiv. Pentru demonstrarea teoremei, metoda
se bazează pe teoria operatorială a contract, iei-normă s, i pe o teoremă
a lui A.Granas [24]. Sunt luate în considerare cazurile în care x face
parte din bila închisă s, i când se află în afara bilei închise.

A doua subsect, iune a acestei sect, iuni este intitulată Teoreme de sur-
jectivitate pentru operatori multivoci de tip Meir-Keeler. Este prezen-
tată definit, ia operatorului Meir-Keeler multivoc dată de H.K. Xu [83].
Teorema 3.1.3 este o contribut, ie originală care demonstrează varianta
multivocă a teoremei dată de T. Suzuki în 2007, [78]. Acest rezultat s, i
teorema lui R. Iannacci din 1978, [26], conduc la teorema principală a
acestei subsect, iuni. Acest rezultat se referă la surjectivitatea funct, iei
multivoce, 1Y − F , generat de operatorul Meir-Keeler.
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Ultima subsect, iune a acestei sect, iuni este despre o Aplicat,ie la o ecuat,ie
integrală neliniară. Mai precis, sunt prezentate câteva rezultate de existent,ă
pentru ecuat, ii integrale neliniare. Pas, ii demonstrat, iei indică faptul că
operatorul F este cvasi-mărginit, ceea ce implică faptul că F este, de
asemenea, o contract, ie-normă. Prin urmare, aplicând teorema lui A.
Granas [24] pentru contract, ii-normă, rezultă că ecuat, ia integrală are
cel put, in o solut, ie. Abordarea este continuată prin demonstrarea fap-
tului că operatorul F este un operator Meir-Keeler. Demonstrând tot, i
pas, ii de mai sus, rezultatele conduc la Teorema 3.1.12, care subliniază
faptul că ecuat, ia integrală are cel put, in o solut, ie.

Unele dintre cele mai relevante referint,e sunt F. Aldea [1], A. Granas, J.
Dugundji [25], Meir s, i E. Keeler [39], A. Petruşel [49], G. Petruşel [59]
s, i I. A. Rus [69].

2. Teoreme de surjectivitate pentru contract,ii largi
Ultima sect, iune a acestui capitol pune în evident,ă lucrarea comună cu
Adrian Petruşel Large Contractions and Surjectivity in Banach Spaces
în Springer Proceedings in Mathematics and Statistics, Optimization
and Soft Computing, vezi [43]. Scopul acestei sect, iuni este de a demon-
stra că orice contract, ie largă este o contract, ie-normă în sensul lui A.
Granas. Apoi, se demonstrează că rezultatele surjectivităt, ii extind s, i
completează mai multe rezultate de surjectivitate.

Prima subsect, iune a acestei sect, iuni este intitulată Not,iunea de contract,ie
largă. Este prezentată not, iunea de contract, ie largă introdusă de T.A.
Burton în 1996, [13]. De asemenea, se reamintes,te observat, ia lui J.
Jachymski din [28] despre condit, ia contractivă din definit, ia contract, iei
largi. În acest sens, este specificată definit, ia unei contract, ii generalizate,
introdusă de M.A. Krasnoselskii.

Titlul celei de-a doua subsect, iuni este Teoreme de surjectivitate pentru
contract,ii largi in cazul univoc. Teorema 3.2.1 a lui T.A. Burton s, i
lucrarea [14] a lui T.A. Burton s, i I.K. Purnaras reprezintă punctul de
plecare al acestei părt, i. Folosind această teoremă de caracterizare, este
dat un exemplu de contract, ie largă care nu este o contract, ie în sensul
lui Banach. Un alt exemplu se referă la considerat, ia că orice operator
Meir-Keeler pe o submult, ime nevidă s, i convexă este o contract, ie largă.
Teorema principală a subsect, iunii se referă la funct, ia 1X − f generată
de f care este un operator surjectiv.
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Ultima subsect, iune este numită Teoreme de surjectivitate pentru contract,ii
largi in cazul multivoc. Abordarea este similară cu subsect, iunea a doua.
Contribut, ia proprie se referă la definit, ia contract, iei largi multivoce s, i
la demonstrat, ia unei teoreme de surjectivitate pentru funct, ia 1X − F
generată de operatorul multivoc de contract, ie largă F .

Este prezentat un rezultat de punct fix pentru o contract, ie largă mul-
tivocă într-un spat, iu metric complet.

Literatura utilizată este urmatoarea: A. T. Burton [13], A. T. Burton,
I. K. Purnaras [14], A. Granas [24], R. Iannacci [26], I. A. Rus [69], I.
A. Rus, A. Petruşel, G. Petruşel [72].

Rezultate originale ale tezei s, i lista publicat, iilor
Contribut, iile autorului la teza de doctorat implică studierea diferitelor surse
bibliografice despre acest subiect. Sunt aduse contribut, ii semnificative pentru
extinderea variantelor principiului contract, iei lui Banach la clase mai generale
de operatori.

Aceste contribut, ii sunt ment, ionate în bibliografie s, i au fost publicate în
următoarele reviste s,tiint, ifice:

1. Moga, M.: Some properties of the fixed point equation with Meir–Keeler
operator, Annales Univ. Sci. Budapest., Sec. Math. vol. 64 (2021), 109-
115. (Indexat în MathSciNet, ZbMath).

2. Moga, M.: Meir-Keeler operators and applications to surjectivity theo-
rems, J. Nonlinear and Convex Anal., vol. 23, no. 3 (2022), 625-634.
(Indexat în MathSciNet, Web Of Science cu factorul de impact: 0.7,
ZbMath).

3. Moga, M.: On some qualitative properties of Ćirić’s fixed point theorem,
Stud. Univ. Babeş-Bolyai Math., vol. 67, no. 1 (2022), 47–54. (Indexat
în MathSciNet, Scopus, Web Of Science cu factorul de impact: 0.3,
ZbMath).

4. Moga, M., Petruşel, A.: Large Contractions and Surjectivity in Banach
Spaces. In: Som, T., Ghosh, D., Castillo, O., Petrusel, A., Sahu, D. (eds)
Applied Analysis, Optimization and Soft Computing. ICNAAO 2021.
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Springer Proceedings in Mathematics & Statistics, vol. 419, Sprin-
ger, Singapore (2023), 3-12. (Indexat în MathSciNet, Scopus, ZbMath),
10.1007/978-981-99-0597-3_1.

5. Moga, M., Truşcă, R.: On some fixed point theorems for Ćirić operators.
Miskolc Mathematical Notes, vol. 25, no. 2 (2024), 871-885. (Indexat
în MathSciNet, Scopus, Web Of Science cu factorul de impact: 0.9,
ZbMath).

6. Moga, M., Truşcă, R.: Fixed point and stability results for multi-valued
nonlinear graph contractions in complete metric spaces. J. Anal., vol.
33, (2025), 717-742. (Indexat în MathSciNet, Scopus, Web Of Science
cu factorul de impact: 0.7, ZbMath), 10.1007/s41478-024-00858-6.

Comunicări s, i diseminarea rezultatelor
Merită ment, ionate aici conferint,ele la care au fost prezentate rezultatele ori-
ginale ale tezei de doctorat s, i care au adus numeroase informaţii valoroase.

1. În contextul conferint,ei 22nd International Symposium on Symbolic and
Numeric Algorithms for Scientific Computing (SYNASC), găzduită la
Timisoara, România, între 1 s, i 4 septembrie 2020, am prezentat lucrarea
cu titlul: An extended version of Meir-Keeler theorem.

2. În cadrul conferint,ei 13th Joint Conference on Mathematics and Com-
puter Science (MACS), organizată la Budapesta, Ungaria, între 1 s, i 3
octombrie 2020, am prezentat lucrarea cu titlul: Some properties of the
fixed point equation with Meir-Keeler operator. Articolul care serves,te
drept bază a acestei prezentări a fost publicat în lucrarea conferint,ei.

3. Cu ocazia conferint,ei 19th International Conference on Functional Equ-
ations and Inequalities (ICFEI), găzduită la Bedlewo, Polonia, între 12
s, i 18 septembrie, 2021, am prezentat lucrarea cu titlul: On some pro-
perties of Meir-Keeler operators.

4. În cadrul conferint,ei 23rd International Symposium on Symbolic and
Numeric Algorithms for Scientific Computing (SYNASC), organizată
la Timis,oara, România, între 7 s, i 10 decembrie, 2021, am prezentat
lucrarea cu titlul: On some qualitative properties of Ćirić’s fixed point
theorem.

http://dx.doi.org/10.1007/978-981-99-0597-3_1
http://dx.doi.org/10.1007/s41478-024-00858-6
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5. În contextul conferint,ei 4th Romanian Itinerant Seminar on Mathema-
tical Analysis and its Applications (RISMAA), desfăs,urată la Bras,ov,
România, în perioada 19-21 mai, 2022, am prezentat lucrarea cu titlul:
Fixed point and surjectivity results for large contractions in Banach
spaces.

6. Cu ocazia conferint,ei 4th International Conference on Mathematics and
Computer Science (MACOS), organizată la Braşov, România, între 15
s, i 17 septembrie, 2022, am prezentat lucrarea cu titlul: Fixed point
theory for multi-valued nonlinear graph contractions in complete metric
spaces (studiu în comun cu Radu Truşcă s, i Adrian Petruşel).

7. În cadrul conferint,ei 24th International Symposium on Symbolic and
Numeric Algorithms for Scientific Computing (SYNASC), organizată
la Linz, Austria, între 12 s, i 15 septembrie, 2022, am t, inut prezentarea
cu titlul: On some fixed point theorems for Ćirić’s operators (lucrare în
comun cu Radu Truşcă).

8. Cu ocazia conferint,ei 14th International Conference on Fixed Point
Theory and its Applications (ICFPTA), găzduită la Bras,ov, România,
între 11 s, i 14 iulie, 2023, am prezentat lucrarea cu titlul: Fixed point
and surjectivity results for large contractions in Banach spaces.

9. În contextul conferint,ei 6th Romanian Itinerant Seminar on Mathe-
matical Analysis and its Applications (RISMAA), desfăs,urată la Cluj-
Napoca, România, între 30 s, i 31 mai, 2024, am prezentat lucrarea cu
titlul: Fixed point and stability results for multi-valued nonlinear graph
contractions in complete metric spaces.

10. În cadrul conferint,ei 26th International Symposium on Symbolic and
Numeric Algorithms for Scientific Computing (SYNASC) organizată
la Timişoara, România, între 16 s, i 18 septembrie, 2024, am sust, inut
prezentarea cu titlul: Fixed points for Feng-Liu multi-valued operators
with an application (lucrare în comun cu Radu Truşcă).

Mult,umiri
În primul rând, doresc să-mi exprim sincera recunos,tint,ă îndrumătorului meu
s,tiint, ific, Prof. Dr. Adrian Petrus,el, pentru îndrumarea valoroasă, feedback-
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ul perspicace s, i încurajarea constantă pe parcursul studiilor mele doctorale.
Apreciez profund sprijinul s, i recomandările lui atente.

De asemenea, doresc să-mi exprim aprecierea fat,ă de tot, i membrii s, i cola-
boratorii seminarului de cercetare Operatori Neliniari s, i Ecuat, ii Diferent, iale
de la Universitatea Babes, -Bolyai pentru recomandările s, i prezentările lor va-
loroase. Sunt recunoscătoare pentru tot sprijinul pe care l-am primit din
partea Universităt, ii Babes, -Bolyai, care mi-a facilitat participarea la diverse
conferint,e.

Mai presus de toate, sunt profund recunoscătoare familiei mele pentru
răbdarea s, i încurajarea lor pe parcursul pregătirii tezei. As, dori, de asemenea,
să profit de această ocazie pentru a le mult,umi familiei mele, prietenilor mei
şi colegilor mei pentru înt,elegerea s, i sprijinul acordat pe întreaga durată a
parcursului meu doctoral.



Capitolul 1

Not, iuni s, i rezultate preliminare

Scopul principal al acestui capitol este de a prezenta câteva not, iuni s, i re-
zultate de bază care sunt utilizate în următoarele capitole ale acestei teze
de doctorat. Acest capitol are două sect, iuni: operatori univoci s, i operatori
multivoci. Sunt reiterate not, iuni importante pentru teoria punctului fix, cum
ar fi metrica, spat, iul metric, s, irul Cauchy, bila deschisă s, i închisă. De aseme-
nea, trecem în revistă not, iuni specifice din analiza neliniară, cum ar fi spat, iul
metric generalizat, spat, iul Banach, α-contract, ia etc. Pentru a scrie capitolul
de Not,iuni s, i rezultatele preliminare, au fost studiate următoarele lucrări:
Granas-Dugundji [25], I.A. Rus [70], [76], V. Berinde, M. Păcurar [11], T. A.
Lazăr, A. Petruşel s, i N. Shazhad [33], G. Petruşel [59], I.A. Rus, A. Petruşel,
G. Petruşel [72] s, i [73].

1.1 Operatori univoci

În prima parte, reamintim câteva not, iuni utile, cum ar fi s, irul iterat, iilor
Picard, α-contract, ia, φ-contract, ia, operatorul cvasi-mărginit, bine-punerea
în sensul lui Reich s, i Zaslavski, stabilitatea lui Ostrowski, stabilitatea lui
Ulam-Hyers etc., care vor fi utilizate în demonstrat, iile principalelor teoreme.

Următoarele not, iuni sunt utilizate pe parcursul tezei, vezi, de exemplu,
cartea lui I.A. Rus, A. Petruşel, G. Petruşel, Fixed Point Theory, [73].

Fie X o mult, ime nevidă s, i d : X × X → R o metrică cu valori infinite
se numes,te metrică generalizată d : X × X → R+ ∪ {+∞} dacă axiomele
metricii sunt îndeplinite.

14
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Fie x0 un punct dat în X s, i r > 0. Mult, imea B(x0; r) este bila deschisă
de centru x0 s, i rază r, unde

B(x0; r) := {x ∈ X : d(x0, x) < r} ,

în timp ce B̃(x0; r) este bila închisă de centru x0 s, i rază r, unde

B̃(x0; r) := {x ∈ X : d(x0, x) ≤ r} .

O submult, ime Y a lui X este mărginită dacă există x ∈ X s, i r > 0 astfel
încât Y ⊂ B(x0; r).

Definit, ie 1.1.1 (R. Wȩgrzyk [82]). Spat,iul metric (X, d) este metric convex
dacă pentru fiecare x1, x2 ∈ X distinct există x ∈ X astfel încât

d(x1, x2) = d(x1, x) + d(x, x2) s, i x1 ̸= x ̸= x2.

Fie (X, ∥ · ∥) un spat, iu Banach. Atunci, prin P (X), vom nota familia
tuturor submult, imilor nevide ale lui X.

P(X) := {Y |Y ⊂ X} , P (X) := {Y ⊂ P(X)|Y ̸= ∅} ,

1X − operatorul identitate.

Vom folosi s, i următoarele familii de mult, imi:

Pb(X) := {Y ∈ P (X)|Y este mărginit} ,
Pcp(X) := {Y ∈ P (X)|Y este compact} ,

Pcl(X) := {Y ∈ P (X)|Y este închis} , Pcv(X) := {Y ∈ P (X)|Y este convex} .

Lemă 1.1.1 (Lema Cauchy-Toeplitz). Fie (an)n∈N, (bn)n∈N două s, iruri de
numere pozitive astfel încât

∑
n≥0

an <∞ s, i lim
n→∞

bn = 0. Atunci

lim
n→∞

(
n∑
k=0

an−kbk

)
= 0.

Definit, ie 1.1.2 (Granas-Dugundji [25]). Fie X, Y două spat,ii normate. Atunci:
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(i) o funct,ie f : X → Y se numes,te compactă dacă f(X) este cont,inută
într-o submult,ime compactă a lui Y (sau echivalent, f(X) este relativ
compactă);

(ii) o funct,ie f : X → Y se numes,te complet continuă dacă este continuă
s, i pentru fiecare S ∈ Pb(X), avem că f(S) este relativ compactă.

Din cartea Fixed Point Theory, [73], sunt ment, ionate următoarele not, iuni.

Definit, ie 1.1.3. Fie (X, d) s, i (Y, d̃) două spat,ii metrice s, i f : X → Y un
operator.

Proprietăt,i de continuitate s, i compactitate.
Prin definit,ie, operatorul f este:

(i) continuu dacă (xn)n∈N ⊂ X, cu xn → x când n → ∞ implică f(xn) →
f(x) când n→ ∞;

(ii) cu graficul închis dacă (xn)n∈N ⊂ X, cu xn → x s, i f(xn) → y când
n → ∞ implică y = f(x), adică G(f) ⊂ X × Y este o submult,ime
închisă;

(iii) mărginit dacă S ∈ Pb(X) implică f(S) ∈ Pb(Y );

(iv) compact dacă S ∈ Pb(X) implică f(S) ∈ Pb(Y );

(v) complet continuu dacă este s, i compact s, i continuu;

Proprietăt,i de tip Lipschitz.
Prin definit,ie, operatorul f este:

(vi) Lipschitz dacă există l ∈ R+ astfel încât

d(f(x), f(y)) ≤ ld(x, y), pentru tot,i x, y ∈ X;

(vii) contract,ie dacă există l ∈ [0, 1[ astfel încât f este l-Lipschitz (adică
Lipschitz cu constanta l);
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(viii) contractiv dacă

d(f(x), f(y)) < d(x, y), pentru tot,i x, y ∈ X, x ̸= y;

(ix) neexpansivă dacă este 1-Lipschitz;

(x) expansiv dacă

d(f(x), f(y)) > d(x, y), pentru tot,i x, y ∈ X, x ̸= y.

Fie X o mult, ime nevidă s, i f : X → X un operator. Reamintim că,

Fix(f) = {x ∈ X|x = f(x)}

este mult, imea punctului fix a lui f .

Notăm cu (fn(x))n∈N şirul iterat, ilor Picard (sau şirul aproximaţiilor suc-
cesive) ale lui f începând de la x0 ∈ X, unde fn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f de n
ori. Remarcăm că şirul iterat, ilor Picard pentru f începând de la x0 ∈ X
poate fi definit recursiv prin formula xn+1 = f(xn), pentru n ∈ N, unde
xn := fn(x0), n ∈ N.

Spunem că operatorul f este un operator slab Picard (pe scurt WPO)
dacă şirul (fn(x))n ∈ N converge, pentru orice x ∈ X, iar limita, notată cu
f∞(x), este un punct fix f . Dacă f este un WPO, atunci definim operatorul
f∞ prin

f∞ : X → X, f∞(x) := lim
n→∞

fn(x).

Fie f un WPO s, i c > 0. Atunci f se numes,te c-WPO dacă

d(x, f∞(x)) ≤ cd(x, f(x)), pentru orice x ∈ X.

Fie (X, d) un spat, iu metric s, i f : X → X un operator. Pentru A ⊂ X,
fie δ(A) := sup {d(a, b) : a, b ∈ A} diametrul mult, imii A.

Pentru fiecare x ∈ X, notăm:

O(x, n) = {x, f(x), ..., fn(x)} , n = 1, 2, ...,

O(x,∞) = {x, f(x), ..., fn(x), ...} .
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Definit, ie 1.1.4 (Lj. B. Ćirić [17]). Fie (X, d) un spat,iu metric s, i f : X → X
un operator. Atunci X se numes,te f -orbital complet dacă oricare şir Cauchy
cont,inut în O(x,∞), pentru un anumit x ∈ X, converge în X.

Următoarele clase de operatori într-un spat, iu metric (X, d) sunt impor-
tante pentru abordarea noastră.

Definit, ie 1.1.5. Fie (X, d) un spat,iu metric s, i f : X → X un operator.
Atunci f se numes,te o α-contract,ie dacă există α ∈ [0, 1) astfel încât

d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y), pentru orice x, y ∈ X. (1.1.1)

Definit, ie 1.1.6 (I.A. Rus [70]). Fie (X, d) un spat,iu metric s, i f : X → X un
operator. Atunci f se numes,te o α-contract,ie pe grafic dacă există α ∈ [0, 1)
astfel încât

d(f 2(x), f(x)) ≤ αd(x, f(x)), pentru orice x ∈ X. (1.1.2)

În această lucrare notăm N := {0, 1, 2, · · · } mult, imea tuturor numerelor
naturale s, i prin N∗ = N \ {0}.

Definit, ie 1.1.7 (I.A. Rus [76]). O funct,ie φ : R+ → R+ se numes,te funct,ie
de comparat,ie dacă satisface:

(i) φ este strict crescătoare;

(ii) (φn(t))n∈N converge la 0 când n→ ∞, pentru orice t ∈ R+.

Dacă condit,ia (ii) este înlocuită de condit,ia:

(iii)
∞∑
k=0

φk(t) <∞, pentru orice t > 0, (1.1.3)

atunci φ se numes,te o funct,ie de comparat,ie tare.

Lemă 1.1.2. Dacă φ : R+ → R+ este o funct,ie de comparat,ie, atunci φ(t) <
t, pentru orice t > 0, φ(0) = 0 s, i φ este continuă în 0.

Lemă 1.1.3. Dacă φ : R+ → R+ este o funct,ie de comparat,ie tare, atunci
se aplică următoarea ecuat,ie:
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(i) φ este o funct,ie de comparat,ie;

(ii) funct,ia ζ : R+ → R+, definită prin

ζ(t) =
∞∑
k=0

φk(t),

este crescătoare s, i continuă în 0.

Lemă 1.1.4 (V. Berinde, M. Păcurar [11]). Fie φ : R+ → R+ o funct,ie de
comparat,ie tare s, i an ∈ R+, n ∈ N astfel încât an → 0 când n→ ∞. Atunci

n∑
k=0

φn−k(ak) → 0 când n→ ∞.

Definit, ie 1.1.8 (T. A. Lazăr, A. Petruşel s, i N. Shazhad [33]). Fie (X, d)
un spat,iu metric complet s, i f : X → X un operator. Spunem că f este o
φ-contract,ie dacă

d(f(x), f(y)) ≤ φ(d(x, y)), pentru fiecare x, y ∈ X,

unde φ : R+ → R+ este o funct,ie de comparat,ie, adică φ este crescătoare s, i
satisface lim

n→∞
φn(f) = 0, pentru orice f ≥ 0.

În particular, dacă φ(f) = kf , x ∈ R+ (pentru un k ∈ (0, 1)), atunci f
se numes,te o k-contract, ie.

Definit, ie 1.1.9 (Meir-Keeler [39]). Fie (X, d) un spat,iu metric. Un operator
f : X → X se numes,te operator Meir-Keeler dacă pentru fiecare ε > 0 există
δ > 0 astfel încât următoarea implicat,ie este valabilă:

x, y ∈ X, ε ≤ d(x, y) < ε+ δ ⇒ d(f(x), f(y)) < ε.

Următorul rezultat a fost demonstrat de Meir s, i Keeler în 1969. De fapt,
în [39], conceptul operatorului Meir-Keeler este introdus în contextul unui
spat, iu metric complet s, i este demonstrată următoarea teoremă importantă
a punctului fix.

Teoremă 1.1.5 (Meir-Keeler [39]). Fie (X, d) un spat,iu metric complet s, i
f : X → X un operator Meir-Keeler. Atunci f este un operator Picard,
adică,
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(i) Fix(f) = {x∗};

(ii) s, irul (fn(x))n∈N converge la x∗, pentru orice x ∈ X.

Definit, ie 1.1.10 (A. Granas, vezi, de exemplu, I. A. Rus [69]). Fie (X, ∥ ·∥)
un spat,iu normat. Un operator f : X → X se numes,te cvasi-mărginit dacă
există două numere a, b ∈]0,∞[ astfel încât

∥f(x)∥ ≤ a∥x∥+ b, pentru orice x ∈ X. (1.1.4)

În literatura de specialitate, not, iunea de cvasi-mărginit este denumită s, i
cres,tere liniară.

În contextul de mai sus, dacă f este un operator cvasi-mărginit, atunci
cvasi-norma lui f este definită prin

|f | = inf {a > 0| există b > 0 astfel încât relat, ia (1.1.4) este valabilă} .

Definit, ie 1.1.11 (A. Granas, vezi, de exemplu, I. A. Rus [69]). Fie (X, ∥ ·∥)
un spat,iu normat s, i f : X → X un operator cvasi-mărginit. Dacă cvasi-
norma lui f este strict mai mică decât unu, atunci f se numes,te o contract,ie-
normă.

Câteva definit, ii pentru proprietăt, ile de stabilitate sunt prezentate mai
jos.

Definit, ie 1.1.12 (S. Reich s, i A. J. Zaslavski [64]). Fie (X, d) un spat,iu
metric s, i f : X → X un operator. Atunci, ecuat,ia de punct fix are prorietatea
de bine-punere în sensul lui Reich s, i Zaslavski dacă Fix(f) = {x∗} s, i dacă
(yn)n∈N ∈ X este un şir astfel încât

d(yn, f(yn)) → 0 as n→ ∞,

atunci avem că
yn → x∗ as n→ ∞.

Definit, ie 1.1.13 (V. Berinde, M. Păcurar [10]). Fie (X, d) un spat,iu metric
s, i f : X → X un operator astfel încât Fix(f) = {x∗}. Spunem că f are
proprietatea de stabilitate Ostrowski dacă următoarea implicat,ie este valabilă:
pentru orice şir (yn)n∈N ⊂ X având proprietatea

d(yn+1, f(yn)) → 0 as n→ ∞,
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avem că
lim
n→∞

yn = x∗.

Definit, ie 1.1.14 (P. T. Petru, A. Petruşel, J.-C. Yao [48]). Fie (X, d) un
spat,iu metric s, i f : X → X. Spunem că ecuat,ia punctului fix f(x) = x este
stabilă Ulam-Hyers în mod generalizat dacă pentru orice ε > 0 s, i pentru orice
ε-solut,ie y∗ a ecuat,iei punctului fix (adică d(y∗, f(y∗)) ≤ ε) există o solut,ie
unică x∗ a ecuat,iei punctului fix astfel încât

d(x∗, y∗) ≤ ψ(ε),

unde ψ : R+ → R+ este o funct,ie crescătoare, continuă în 0, s, i ψ(0) = 0.

Observat, ie 1.1.6. În particular, ecuat, ia punctului fix se numes,te Ulam-
Hyers stabilă dacă există c > 0 astfel încât ψ(f) = cf, f ∈ R+.

Principalul principiu al punctului fix într-un spat, iu metric este cel dat de
Banach (1922) s, i Caccioppoli (1930).

Teoremă 1.1.7 (Principiul contract, iei - Banach (1922) s, i Caccio-
ppoli (1930)). Fie (X, d) un spat,iu metric complet s, i f : X → X o α-
contract,ie. Atunci avem:

(i) Ff = Ffn = {x∗}, pentru fiecare n ∈ N∗;

(ii) pentru orice x ∈ X şir de aproximări succesive fn(x) ale lui f pornind
de la x acesta converge la x∗;

(iii) d(xn, x
∗) ≤ αn

1− α
d(x0, f(x0)), pentru fiecare n ∈ N.

1.2 Operatori multivoci

Scopul principal al acestui capitol este de a oferi câteva not, iuni de bază des-
pre teoria operatorilor multivoci în spat, ii metrice. Sunt prezentate not, iuni
precum distant,a Pompeiu-Hausdorff, operatorul cvasi-mărginit s, i continuita-
tea.

Pe parcursul lucrării, vom lua în considerare următoarele notat, ii (vezi, de
exemplu, [59], [72]):

Fie (X, d) un spatiu metric. Avem urmatoarele noţiuni:
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(i) Distant,a dintre două mult, imi S1 s, i S2

D(S1, S2) : P(X)× P(X) → R+ ∪ {+∞} ,

D(S1, S2) = inf {∥x1 − x2∥|x1 ∈ S1, x2 ∈ S2} .

(ii) Excesul unei mult, imi S1 peste o mult, ime S2

ρ(S1, S2) : P(X)× P(X) → R+ ∪ {+∞} ,

ρ(S1, S2) = sup {D(x1, S2)|x1 ∈ S1} .

(iii) Distant,a Pompeiu-Hausdorff dintre două mult, imi S1 s, i S2

H(S1, S2) : P(X)× P(X) → R+ ∪ {+∞} ,

H(S1, S2) = max {ρ(S1, S2), ρ(S2, S1)} .

(iv) Diametrul dintre două mult, imi S1 s, i S2

∆(S1, S2) : P(X)× P(X) → R+ ∪ {+∞} ,

∆(S1, S2) = sup {∥x1 − x2∥|x1 ∈ S1, x2 ∈ S2} .

Dacă F : X → P (X) este un operator multivoc, atunci mult, imea punc-
telor fixe este notată cu

Fix(F ) := {x ∈ X|x ∈ F (x)} ,

în timp ce graficul lui F este mult, imea

Graph(F ) := {(x, y) ∈ X ×X : y ∈ F (x)}.

Definit, ie 1.2.1 (vezi, de exemplu, A. Petruşel, G. Petruşel, J.-C. Yao [55]).
Fie (X, d) un spat,iu metric generalizat s, i F : X → P (X). Atunci, operatorul
multivoc F se numes,te:

(a) α-Lipschitz dacă α > 0 s, i H(F (x1), F (x2)) ≤ αd(x1, x2), pentru orice
(x1, x2) ∈ X ×X;

(b) α-contract, ie dacă este α-Lipschitz cu α < 1;
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(c) α-Lipschitz pe grafic dacă α > 0 s, i H(F (x1), F (x2)) ≤ αd(x1, x2),
pentru orice (x1, x2) ∈ Graph(F );

(d) α-contract, ie pe grafic dacă este α-Lipschitz pe grafic cu α < 1.

Este evident că (a) implică (c) s, i (b) implică (d), dar nu invers.

Definit, ie 1.2.2 (I. A. Rus, [74], [75]). Fie (X, d) un spat,iu metric. Atunci
F : X → P (X) se numes,te operator multivoc slab Picard (MWP) dacă pentru
oricare x ∈ X s, i oricare y ∈ F (x) există un şir {xn}n∈N în X astfel încât

(i) x0 = x, x1 = y;

(ii) xn+1 ∈ F (xn), pentru orice n ∈ N;

(iii) s, irul {xn}n∈N este convergent s, i limita sa este un punct fix al lui F .

Remarcăm că un s, ir care satisface (i) s, i (ii) se numes,te s, irul iteraţiilor de
tip Picard al lui F începând de la (x, y) ∈ Graph(F ).

Dacă F : X → P (X) este un operator MWP, atunci definim operatorul
multivoc

F∞ : Graph(F ) → P (Fix(F )) prin

F∞(x, y) := {z ∈ Fix(F )|există un s, ir al aproximaţiilor succesive
ale lui F începând de la (x, y) care converge la z} ,

pentru orice (x, y) ∈ Graph(T ).

Observat, ie 1.2.1. Remarcăm că dacă F : X → Pcl(X) este o α-contract,ie,

atunci F este un operator φ-MWP cu φ(t) =
1

1− α
t.

Definit, ie 1.2.3 (R. Iannacci [26]). Fie (X, ∥ · ∥) un spat,iu Banach s, i F :
X → Pb(X). Atunci F se numes,te cvasi-mărginit dacă există m,M ∈]0,∞[
astfel încât

∥y∥ ≤ m∥x∥+M , pentru oricare (x, y) ∈ Graph(F ). (1.2.1)
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Cvasi-norma lui F este definită prin

|F | = inf {m > 0| există M > 0 astfel încât relat, ia (1.2.1) este valabilă} .

Dacă cvasi-norma lui F este mai mică decât unu (adică |F | < 1), atunci F se
numes,te o contract, ie-normă multivocă. În configurat, ia de mai sus, vom nota

∥F (x)∥ := H(F (x), {0}), pentru orice x ∈ X.

Definit, ie 1.2.4 (vezi, de exemplu, M. Kisielewicz [31]). Un operator multivoc
F : X → P (X) se numes,te compact dacă F (X) este relativ compact. Un
operator multivoc F : X → P (X) se numes,te complet continuu dacă este
semicontinuu superior s, i pentru fiecare A ∈ Pb(X) avem că F (A) este relativ
compact.

Următoarele not, iuni s, i rezultate sunt bine cunoscute.

Definit, ie 1.2.5 (vezi, de exemplu, T. C. Lim [34]). Fie (X, ∥ · ∥) un spat,iu
normat. Atunci F : X → P (X) se numes,te neexpansivă dacă

H(T (x), T (y)) ≤ ∥x− y∥, pentru fiecare x, y ∈ X.

Reamintim acum not, iunea de stabilitate Ulam-Hyers, de bine-punere în
sensul lui Reich s, i Zaslavski s, i de stabilitate Ostrowski pentru o incluziunea
de punct fix în cazul multivoc.

Definit, ie 1.2.6 (P. T. Petru, A. Petruşel, J.-C. Yao [48]). Fie (X, d) un
spat,iu metric s, i F : X → P (X) un operator multivoc. Atunci, problema
punctului fix

x ∈ F (x), x ∈ X, (1.2.2)

se spune că este stabilă Ulam-Hyers în mod generalizat dacă există on ope-
rator crescător γ : [0,∞[→ [0,∞[ cu γ(0) = 0 s, i pentru care γ este continuu
în 0, astfel încât pentru orice ε > 0 s, i orice ε-solut,ie z a incluziunii de punct
fix (1.2.2) (adică, D(z, F (z)) ≤ ε) există x∗ ∈ Fix(F ) astfel încât

d(z, x∗) ≤ γ(ε).

Prin definit, ie, din [72], fie X o mult, ime nevidă s, i Y ⊂ X. O retract, ie a
mult, imii lui X pe Y este un operator r : X → Y , astfel încât restrict, ia lui r
la Y este operatorul identitate.
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Următoarea not, iune de bine-punere în sensul lui Reich s, i Zaslavski pentru
cazul unui operator multivoc a fost introdusă în [64] după cum urmează:

Definit, ie 1.2.7 (S. Reich s, i A. J. Zaslavski [64]). Fie (X, d) un spat,iu metric
s, i fie F : X → P (X) un operator multivoc. Presupunem că Fix(F ) ̸= ∅ s, i
există r : X → Fix(F ) o retract,ie a mult,imii. Atunci, incluziunea punctului
fix x ∈ F (x) este bine-pusă în sensul lui Reich s, i Zaslavski dacă pentru fiecare
x∗ ∈ Fix(F ) s, i pentru orice şir {un}n∈N ⊂ r−1(x∗) astfel încât

D(un, F (un)) → 0 când n→ ∞,

avem că
un → x∗ când n→ ∞.

Definit, ie 1.2.8 (S. Reich s, i A. J. Zaslavski [64]). Fie (X, d) un spat,iu metric
s, i fie F : X → P (X) un operator multivoc. Presupunem că Fix(F ) ̸= ∅ s, i
există r : X → Fix(F ) o retract,ie a mult,imii. Atunci, incluziunea punctului
fix x ∈ F (x) are proprietatea de stabilitate Ostrowski dacă pentru orice şir
{vn}n∈N ⊂ r−1(x∗) astfel încât

D(vn+1, F (vn)) → 0 când n→ ∞,

avem că
vn → x∗ când n→ ∞.

Pentru mai multe detalii despre operatorii Picard multivoci, operatorii
slab Picard, contract, iile generalizate, teoreme de punct fix s, i proprietăt, ile de
stabilitate, vezi, de exemplu, [30], [48], [50], [53], [57], s, i [58].



Capitolul 2

Proprietăt, i calitative ale solut, iei
pentru ecuat, ia de punct fix

Acest capitol se concentrează pe proprietăt, ile de stabilitate ale punctului
fix pentru diferite clase de operatori. Abordarea adoptată în prima sect, iune
constă în extinderea proprietăt, ilor pentru operatorul de tip Ćirić. Rezultatele
privind stabilitatea s, i punctul fix sunt demonstrate atât în cazuri univoce,
cât s, i multivoce. În a doua sect, iune, este considerat operatorul Meir-Keeler.
Rezultatul principal din această sect, iune abordează operatorii univoci. Ul-
tima sect, iune este despre φ-contract, ia neliniară multivocă pe grafic în spat, ii
metrice complete. În această sect, iune, sunt luate în considerare rezultatele
punctului fix s, i teoremele de tip Maia.

2.1 Ecuat, ia de punct fix cu operatori
de tip Ćirić

Este bine cunoscut faptul că, dintre toate extinderile principiului contract, iei
Banach-Caccioppoli, cel mai general rezultat a fost stabilit de Ćirić în 1974.
În acest capitol, vom prezenta câteva rezultate legate de operatorul de tip
Ćirić în spat, ii metrice complete. Sunt reiterate existent,a s, i unicitatea s, i sunt
demonstrate mai multe proprietăt, i de stabilitate (dependent,a de date s, i pro-
prietatea de stabilitate Ostrowski). Folosind condit, ia de retract, ie-deplasare,
vom stabili bine-punerea în sensul lui Reich s, i Zaslavski s, i proprietatea de

26
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stabilitate Ulam-Hyers a ecuat, iei punctului fix x = f(x).

2.1.1 Not, iunea de operator de tip Ćirić

Vom reaminti acum câteva definit, ii s, i rezultate bine cunoscute, care vor fi
utile pe parcursul tezei.

Definit, ie 2.1.1 (Lj. B. Ćirić [17]). Un operator f : X → X se numes,te
o contract,ie generalizată dacă s, i numai dacă pentru fiecare x, y ∈ X există
numerele pozitive q, r, s s, i t, care pot depinde atât de x, cât s, i de y, astfel
încât sup {q + r + s+ 2t : x, y ∈ X} < 1 s, i

d(f(x), f(y)) ≤ q · d(x, y) + r · d(x, f(x))+
+ s · d(y, f(y)) + t · [d(x, f(y)) + d(y, f(x))] .

Definit, ie 2.1.2 (Lj. B. Ćirić [17]). Fie (X, d) un spat,iu metric s, i f : X → X
un operator. Atunci f se numes,te un operator de tip Ćirić (numit cvasi-
contract,ie în lucrarea originală [17]) dacă există un număr q ∈ (0, 1), astfel
încât

d(f(x), f(y)) ≤ q ·max {d(x, y), d(x, f(x)), d(y, f(y)), d(x, f(y)), d(y, f(x))} ,
(2.1.1)

pentru oricare x, y ∈ X.

Este bine cunoscut din lucrarea lui B. E. Rhoades, vezi [67], că dintre
toate extinderile principiului contract, iei Banach-Caccioppoli, cel mai general
rezultat a fost stabilit de Ćirić în 1974 pentru clasa de operatori de mai sus.

În exemplul următor, prezentăm un operator de tip Ćirić, care nu este o
contract, ie generalizată.

Exemplu 2.1.1. Fie

X1 =
{m
n

: m = 0, 1, 2, 4, 6, ...;n = 1, 3, 7, ..., 2k + 1, ...
}
,

X2 =
{m
n

: m = 1, 2, 4, 6, 8, ...;n = 2, 5, 8, ..., 3k + 2, ...
}
,
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unde k ∈ N s, i fie X = X1 ∪X2. Definim f : X → X prin

f(x) =


2

3
x, x ∈ X1,

1

5
x, x ∈ X2.

Funct,ia f este un operator de tip Ćirić cu q =
2

3
. Dacă atât x, cât s, i y

se află în X1 sau în X2, atunci d(f(x), f(y)) ≤ 2

3
d(x, y).

Prin urmare, avem că f îndeplines,te următoarea condit,ie:

d(f(x), f(y)) ≤ 2

3
max {d(x, y), d(x, f(y)), d(y, f(x))}

s, i, prin urmare, este un operator de tip Ćirić.

Făcând următoarea comparat,ie, obt,inem că d(f(x), f(y)) =
17

30
>

32

60
.

Prin urmare, f nu este o contract,ie generalizată.

Rezultatele noastre generalizează s, i completează unele teoreme date în
[2] [12], [17], [51], [68], [71], [73], [70].

2.1.2 Rezultate principale pentru operatori univoci de
tip Ćirić

În această sect, iune, vom considera un spat, iu metric (X, d) s, i f : X → X
un operator de tip Ćirić. Pe lângă proprietăt, ile obis,nuite, care sunt demon-
strate de Ćirić în [17], vom demonstra s, i alte proprietăt, i de stabilitate. Mai
precis, vom stabili proprietatea de dependent,ă continuă de date a punctului
fix s, i proprietatea de stabilitate Ostrowski pentru operatorul f . Mai mult,
folosind condit, ia de retract, ie-deplasare, demonstrăm s, i că ecuat, ia punctului
fix x = f(x) are proprietatea de bine-punere în sensul lui Reich s, i Zaslavski
s, i stabilitătatea Ulam-Hyers.

Următoarea not, iune este esent, ială în abordarea noastră.
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Definit, ie 2.1.3 (I. A. Rus [73]). Fie (X, d) un spat,iu metric s, i f : X → X un
operator astfel încât Fix(f) ̸= ∅. Spunem că f satisface condit,ia de retract,ie-
deplasare dacă există c > 0 s, i o mult,ime de retract,ie ρ : X → Fix(f) astfel
încât

d(x, ρ(x)) ≤ cd(x, f(x)), pentru oricare x ∈ X. (2.1.2)

Dacă Fix(f) = {x∗} atunci avem

d(x, x∗) ≤ cd(x, f(x)), pentru orice x ∈ X.

De exemplu, dacă f : X → X este o α-contract, ie s, i (X, d) este un spat, iu
metric complet, atunci f satisface următoarea condit, ie de retract, ie-deplasare

d(x, x∗) ≤ 1

1− α
d(x, f(x)), pentru orice x ∈ X.

În aceaşi ordine de idei, dacă f : X → X este o α-contract, ie grafică,
atunci aceasta satisface condit, ia de retract, ie-deplasare

d(x, ρ(x)) ≤ 1

1− α
d(x, f(x)), pentru oricare x ∈ X,

unde ρ : X → Fix(f) este definit de

ρ(x) = lim
n→∞

fn(x).

Teoremă 2.1.1 (Lj. B. Ćirić [17]). Fie (X, d) un spat,iu metric s, i f : X → X
un operator de tip Ćirić. Presupunem că X este f -orbital complet. Atunci:

1. f are un punct fix unic x∗ în X s, i lim
n→∞

fn(x) = x∗, adică f este un
operator Picard;

2. d(fn(x), x∗) ≤ qn

1− q
d(x, f(x)), pentru fiecare x ∈ X s, i fiecare n ∈ N∗.

Ideea demonstrat, iei se bazează pe următoarele două relat, ii:

(i) dacă n ∈ N∗, atunci pentru fiecare x ∈ X avem că

d(f i(x), f j(x)) ≤ qδ(O(x, n)), pentru fiecare i, j ∈ N∗;
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(ii) pentru orice x ∈ X avem că δ(O(x,∞)) ≤ 1

1− q
d(x, f(x)).

Un al doilea rezultat din [17] arată că, dacă există p ∈ N cu p ≥ 2 astfel
încât f p este un operator de tip Ćirić, atunci f este un operator Picard.

Următoarea teoremă, care demonstrează proprietăt, ile de stabilitate ale
punctului fix, este rezultatul principal al acestei sect, iuni.

Teoremă 2.1.2. Fie (X, d) un spat,iu metric, f : X → X un operator de tip
Ćirić s, i presupunem că X este f -orbital complet.Notăm cu x∗ ∈ X punctul
fix unic al lui f . Atunci se aplică următoarele concluzii:

1. ecuat,ia punctului fix x = f(x) are proprietatea de dependent,ă de date,
adică, pentru orice operator g : X → X astfel încât Fix(g) ̸= ∅ s, i

d(f(x), g(x)) ≤ η,

pentru orice x ∈ X s, i unele η > 0, avem

d(x∗, u∗) ≤ 1 + q

1− q
η,

pentru orice u∗ ∈ Fix(g).

2. ecuat,ia punctului fix are proprietatea de bine-punere, adică pentru fie-
care s, ir (un)n∈N ⊂ X astfel încât

d(un, f(un)) → 0,

când n→ ∞, avem că un → x∗, când n→ ∞;

3. ecuat,ia punctului fix este stabilă Ulam-Hyers, adică există c > 0 astfel
încât pentru orice ε > 0 s, i orice u∗ ∈ X o ε-solut,ie a ecuat,iei punctului
fix (în sensul că d(u∗, f(u∗)) ≤ ε), avem

d(u∗, x∗) ≤ c · ε.

4. dacă q <
1

2
, atunci ecuat,ia punctului fix are proprietatea de stabilitate

Ostrowski, adică, pentru orice s, ir (un)n∈N ⊂ X cu

d(un+1, f(un)) → 0

când n→ ∞, avem că un → x∗;
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5. dacă q <
1

2
, atunci f este o

q

1− q
-contract,ie pe grafic;

6. dacă q <
1

3
, atunci operatorul f este o cvasi-contract,ie, în sensul că

există β :=
q

1− 2q
< 1 astfel încât

d(f(x), x∗) ≤ βd(x, x∗), pentru fiecare x ∈ X.

2.1.3 Rezultate principale pentru operatori multivoci
de tip Ćirić

Mai întâi vom considera câteva not, iuni legate de rezultatele noastre princi-
pale. După aceea, vom sublinia teorema principală a acestei sect, iuni, care
extinde, cu unele rezultate de stabilitate, binecunoscuta teoremă a lui Ćirić.
Abordarea va fi pentru operatori Ćirić multivoci, care au fost considerat, i de
A. Amini-Harandi în lucrarea [4], din 2011.

Definit, ie 2.1.4. Un operator F : X → Pcl(X) se numes,te o contract,ie ge-
neralizată multivocă dacă pentru fiecare x, y ∈ X există numerele pozitive
p, q, r, care pot depinde atât de x, cât s, i de y, astfel încât
sup {p+ 2q + 2r | x, y ∈ X} < 1 s, i

H(F (x), F (y)) ≤ p · d(x, y) + q · [D(x, F (x)) +D(y, F (y))] +

+ r · [D(x, F (y)) +D(y, F (x))] .

Definit, ie 2.1.5 (A. Amini-Harandi [4]). Fie (X, d) un spat,iu metric. Ope-
ratorul multivoc F : Y ⊆ X → Pb,cl(X) se numes,te un operator multivoc de
tip Ćirić cu constanta k (numită cvasi-contract,ie multivocă k în [4]) dacă

H(F (x), F (y)) ≤ kmax {d(x, y), D(x, F (x)), D(y, F (y)),

D(x, F (y)), D(y, F (x))} ,

pentru orice x, y ∈ X, unde 0 ≤ k < 1.

Dacă (X, d) este un spat, iu metric s, i F : X → P (X) este un operator
multivoc, atunci s, irul (xn)n∈N dinX se numes,te s, ir de tip Picard care pornes,te
de la (x, y) ∈ Graph(F ) dacă x0 = x, x1 = y s, i xn ∈ F (xn−1), n ∈ N∗.
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Teoremă 2.1.3. (A. Amini-Harandi Teorema 2.2 [4]) Fie (X, d) un spat,iu
metric complet. Fie F : X → Pb,cl(X) un operator multivoc de tip Ćirić cu
constanta k < 1

2
. Atunci, F are un punct fix.

În cele ce urmează, vom prezenta câteva rezultate privind dependent,a de
date s, i stabilitatea pentru problema de punct fix x ∈ F (x).

Teoremă 2.1.4. Fie (X, d) un spat,iu metric complet. Fie F : X → Pcl(X)
un operator multivoc de tip Ćirić cu constanta k < 1

2
. Atunci:

(i) Fix(F ) ̸= ∅ s, i pentru fiecare (x, y) ∈ Graph(F ) există un s, ir (xn)n∈N
de tip Picard începând de la x0 := x, x1 := y care converg către un
punct fix x∗ al lui F ;

(ii) ecuat,ia de punct fix x ∈ F (x) are proprietatea de dependent,ă de date,
adică, pentru orice x∗ ∈ Fix(F ) s, i oricare G : X → P (X) astfel încât
Fix(G) ̸= ∅ s, i inegalitatea H(F (x), G(x)) ≤ η este valabilă pentru orice
x ∈ X s, i un anumit η > 0, există u∗ ∈ Fix(G) astfel încât

d(x∗, u∗) ≤ (1 + k)q

1− k
η,

unde 1 < q <
1

2k
;

(iii) ecuat,ia de punct fix este bine pusă în sensul lui Reich s, i Zaslavski,
adică, pentru fiecare s, ir (un)n∈N ⊂ X astfel încât

D(un, F (un)) −→ 0,

când n −→ ∞, avem că un −→ x∗, când n −→ ∞.

(iv) dacă q <
1

2
, atunci ecuat,ia de punct fix are proprietatea de stabilitate

Ostrowski, adică, pentru orice s, ir (un)n∈N ⊂ X cu D(un+1, F (un)) −→
0 când n −→ ∞, avem că un −→ x∗.

Vom prezenta acum o teoremă care arată că, sub o condit, ie suplimen-
tară, mult, imea punctului fix s, i mult, imea punctului fix strict a unui operator
multivoc de tip Ćirić coincid.

Teoremă 2.1.5. Fie (X, d) un spat,iu metric complet. Fie F : X → Pcl(X)
un operator multivoc de tip Ćirić cu constanta k < 1. Să presupunem că
SFix(F ) ̸= ∅. Atunci Fix(F ) = SFix(F ) = {x∗}.
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2.2 Ecuat, ia de punct fix pentru operatorul de
tip Meir-Keeler

Scopul principal al acestui studiu este de a prezenta câteva rezultate legate
de Teorema Meir-Keeler. Pe lângă rezultatele de existent,ă s, i unicitate (care
sunt bine cunoscute), oferim câteva proprietăt, i de stabilitate (dependent,a de
date, bine-punerea în sensul lui Reich s, i Zaslavski, stabilitatea Ulam-Hyers
s, i proprietatea de stabilitate Ostrowski) ale ecuat, iei punctului fix. Punctele
de plecare ale acestui studiu sunt lucrările lui Meir s, i Keeler [39] s, i Lim [35],
precum s, i lucrarea fundamentală a lui Rus [70]. Pentru rezultate conexe,
vezi [49] s, i [73].

2.2.1 Not, iunea de operator de tip Meir-Keeler în spat, ii
metrice

Definit, ia operatorului Meir-Keeler 1.1.9 s, i a teoremei Meir-Keeler 1.1.5 pot
fi găsite în primul capitol, sect, iunea univocă, deoarece sunt utilizate s, i în
Capitolul 3.

Teorema 1.1.5 este o extindere a cunoscutului Principiu al Contract, iei lui
Banach, deoarece orice contract, ie este un operator Meir-Keeler. Mai mult,
orice operator Meir-Keeler este contractiv în sensul că

d(f(x), f(y)) < d(x, y),

pentru fiecare x, y ∈ X cu x ̸= y.

Observat, ie 2.2.1. Remarcăm că orice contract,ie este un operator Meir-
Keeler, dar, în general, implicat,ia inversă nu este valabilă.

În această sect, iune, vom prezenta primul rezultat dat de T. C. Lim [35],
care este esent, ial pentru acest capitol. Acum reamintim definit, ia funct, iei L.

Definit, ie 2.2.1 (T. C. Lim [35]). O funct,ie ϕ : [0,∞) → [0,∞) este o L-
funct,ie dacă ϕ(0) = 0, ϕ(s) > 0, pentru fiecare s > 0 s, i pentru orice u > 0,
există u > s astfel încât ϕ(t) ≤ s, pentru fiecare t ∈ [s, u].
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Remarcăm că fiecare L-funct, ie satisface ϕ(s) ≤ s, pentru fiecare s ≥ 0.

Amintim acum teorema lui Lim din [35].

Teoremă 2.2.2. (T. C. Lim [35]) Fie (X, d) un spat,iu metric s, i fie f : X →
X. Următoarele afirmat,ii sunt echivalente:
(i) f satisface condit,ia lui Meir-Keeler;
(ii) există o L-funct,ie ϕ : [0,∞) → [0,∞) astfel încât

d(f(x), f(y)) < ϕ(d(x, y)),

pentru orice x, y ∈ X cu x ̸= y.

În (ii), se poate alege ca ϕ să fie, de asemenea, crescătoare s, i continuă la
dreapta.

Abordarea noastră se bazează pe echivalent,a dintre (i) s, i (ii).

2.2.2 Rezultate principale pentru operatori
univoci de tip Meir-Keeler

În această sect, iune, vom considera ecuat, ia punctului fix x = f(x), x ∈ X,
unde (X, d) este un spat, iu metric complet s, i f este un operator Meir-Keeler.
Pe lângă existent,a, unicitatea s, i aproximarea punctului fix al lui f , vom stu-
dia (folosind caracterizarea lui Lim) unele proprietăt, i calitative ale ecuat, iei
de punct fix, cum ar fi proprietatea de dependent,ă de date, bine-punerea
în sensul lui Reich s, i Zaslavski, stabilitatea Ulam-Hyers s, i proprietatea de
stabilitate Ostrowski.

Lemă 2.2.3 (I. A. Rus [68]). Fie ϕ : R+ → R+ o funct,ie crescătoare astfel
încât

lim
t→∞

(t− ϕ(t)) = ∞.

Atunci, funct,ia β : R+ → R+,

β(η) := sup {t ∈ R+|t− ϕ(t) ≤ η}

este bine definită s, i are următoarele proprietăt,i:
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(i) β este crescătoare;

(ii) β(0) = 0;

(iii) β este continuă în 0.

Teorema principală a acestei sect, iuni este următoarea, în care demon-
străm câteva proprietăt, i calitative ale ecuat, iei de punct fix.

Teoremă 2.2.4. Fie (X, d) un spat,iu metric complet s, i f : X → X un
operator Meir-Keeler. Presupunem că funct,ia L, notată cu ϕ : R+ → R+

şi dată de Teorema 2.2.2 satisface condit,ia lim
t→∞

(t − ϕ(t)) = ∞. Atunci se
respectă următoarele concluzii:

(i) dacă g : X → X este un operator dat s, i există η > 0 astfel încât
d(f(x), g(x)) ≤ η, pentru orice x ∈ X, atunci

d(x∗, u∗) ≤ β(η), pentru oricare u∗ ∈ Fix(g),

unde β(η) := sup {t ∈ R+|t− ϕ(t) ≤ η};

(ii) ecuat,ia de punct fix este bine-pusă în sensul lui Reich s, i Zaslavski,
adică, pentru fiecare s, ir (un)n∈N ⊂ X astfel încât d(un, f(un)) → 0
când n→ ∞ avem că un → x∗, când n→ ∞;

(iii) ecuat,ia de punct fix este stabilă Ulam-Hyers în mod generalizat, adică
există o funct,ie crescătoare β : R+ → R+ cu β(0) = 0 s, i β este continuă
în 0, astfel încât pentru orice ε > 0 s, i orice u∗ ∈ X o ε-solut,ie a ecuat,iei
de punct fix (în sensul că d(u∗, f(u∗)) ≤ ε), există un punct fix x∗ ∈ X
astfel încât

d(u∗, x∗) ≤ ε.

Pentru a demonstra un alt rezultat de stabilitate pentru operatorii Meir-
Keeler, avem nevoie de definit, ia unei funct, ii de comparat, ie tare 1.1.7 s, i de
lema 1.1.4 referitoare la această not, iune.

Teoremă 2.2.5. Fie (X, d) un spat,iu metric complet s, i f : X → X un
operator Meir-Keeler. Presupunem că funct,ia L notată cu ϕ : R+ → R+ dată
de Teorema 2.2.2 este o funct,ie de comparat,ie subaditivă, tare s, i satisface
condit,ia

lim
t→∞

(t− ϕ(t)) = ∞.

Atunci ecuat,ia de punct fix are proprietatea de stabilitate Ostrowski.
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2.3 Rezultate de punct fix pentru φ - contract, ii
multivoce pe grafic în spat, ii metrice com-
plete

Cea mai importantă teoremă a metricii a punctului fix pentru operatorii
multivoci a fost demonstrată de Nadler în 1969. Un an mai târziu, o us,oară
extindere a principiului punctului fix al lui Nadler pentru contract, ii multivoce
a fost publicată de Covitz s, i Nadler. Mai multe alte extinderi ale acestui prin-
cipiu au fost luate în considerare de unii autori la diferite tipuri de spat, ii me-
trice generalizate s, i diverse contract, ii generalizate multivoce, vezi, de exem-
plu, [3], [23], [27], [55], [61], [62], [63], [81], [82]. În plus, au fost obt, inute unele
proprietăt, i ale mult, imii de puncte fixe (închiderea, compactitatea, proprie-
tatea de retract, ie absolută etc.), vezi, de exemplu, [20], [65], [66], [76], [77].

2.3.1 Not, iunea de φ -contract, ie multivocă pe grafic

Următoarele not, iuni sunt esent, iale pentru abordarea noastră pentru a stabili
rezultatul principal. Se dau definit, iile pentru φ-contract, ie multivocă pe grafic,
s, irul de iterat, ii Picard ale lui F s, i operatorul φ-slab Picard multivoc.

Definit, ie 2.3.1. Fie (X, d) un spat,iu metric generalizat. Atunci, un operator
F : X → P (X) se numes,te φ-contract,ie multivocă pe grafic dacă există o
funct,ie de comparat,ie tare φ : [0,∞) → [0,∞) astfel încât

H(F (x), F (y)) ≤ φ(d(x, y)), pentru fiecare(x, y) ∈ Graph(F ). (2.3.1)

Definit, ie 2.3.2 (A. Petruşel [50]). Fie (X, d) un spat,iu metric s, i F : X →
P (X) un operator slab Picard multivoc. Apoi, definim operatorul multivoc
F∞ : Graph(F ) → P (Fix(F )) prin formula F∞(x, y) = {z ∈ Fix(F )
există un s, ir de iterat,ii Picard ale lui F începând de la (x, y) care converge
la z}.

Definit, ie 2.3.3 (A. Petruşel [50]). Fie (X, d) un spat,iu metric s, i F : X →
P (X) un operator slab Picard multivoc. Atunci, F este un operator φ-slab
Picard multivoc dacă φ : [0,∞) → [0,∞) este crescător, continuu în 0 cu
φ(0) = 0 s, i există o select,ie f∞ a lui F∞ astfel încât

d(x, f∞(x, y)) ≤ φ(d(x, y)), pentru fiecare (x, y) ∈ Graph(F ).
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Observat, ie 2.3.1. Remarcăm că dacă F : X → Pcl(X) este o α-contract,ie,

atunci F este un operator φ-MWP cu φ(f) =
1

1− α
f .

2.3.2 Rezultatul de punct fix pentru φ-contract, ii multi-
voce pe grafic

Prima teoremă principală a acestei sect, iuni este un rezultat de punct fix
pentru o φ-contract, ie multivocă pe grafic. Reamintim mai întâi un rezultat
auxiliar.

Lemă 2.3.2 (S. B. Nadler Jr. [46]). Fie (X, d) un spat,iu metric generalizat,
F : X → P (X) un operator multivoc s, i q > 1. Atunci, pentru fiecare x0, x1 ∈
X s, i z1 ∈ F (x0) există z2 ∈ F (x1) astfel încât

d(z1, z2) ≤ qH(F (x0), F (x1)).

Următoarele rezultate sunt extinderi ale unei teoreme binecunoscute a lui
R. Wȩgrzyk, vezi Teorema 2.1 s, i Teorema 2.2 în [82].

În cazul particular al unui spat, iu metric clasic, se poate obt, ine următorul
rezultat.

Teoremă 2.3.3. Fie (X, d) un spat,iu metric complet s, i F : X → P (X) o φ-
contract,ie multivocă pe grafic. Presupunem că Graph(F ) este închis. Atunci,
se aplică următoarele concluzii:

(a) există x∗ ∈ X astfel încât x∗ ∈ Fix(F n), pentru fiecare n ∈ N∗;

(b) pentru fiecare (x, y) ∈ Graph(F ) există un s, ir (xn)n∈N de iteraţii ale lui
Picard pentru F începând de la (x, y) s, i care converge către un punct
fix al lui F ;

(c) F este un operator ψ-slab Picard multivoc, adică există o
select,ie f∞ : Graph(F ) → Fix(F ) a F∞ astfel încât

d(x, f∞(x, y)) ≤ ψ(d(x, y)), pentru fiecare (x, y) ∈ Graph(F ),

unde

ψ(t) := t+
∞∑
k=0

φk(st), cu s > 1 ales arbitrar. (2.3.2)
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Observat, ie 2.3.4. Din concluziile (a) s, i (b), rezultă că F este un operator
Picard slab multivoc. Concluzia (c) se numes,te condit,ie de retract,ie-
deplasare. Prin (a)-(c), t,inând cont de definit,ia 2.3.3, rezultă că F este un
operator ψ-slab Picard multivoc.

Teoremă 2.3.5 (C. K. Jung [29]). Fie (X, d) un spat,iu metric generalizat.
Atunci relat,ia d̃ definită ca

xd̃y ⇔ d(x, y) <∞ pentru x, y ∈ X, (2.3.3)

este o relat,ie de echivalent,ă s, i dacă Xs : s ∈ S sunt clasele de echivalent,ă sub
ρ atunci d(x, y) = ∞ ori de câte ori x ∈ Xs, y ∈ Xt, s ̸= t. De asemenea,
dacă ds := d|xs×xs, atunci (Xs, ds) este un spat,iu metric (pentru fiecare s ∈
S).

Teoremă 2.3.6 (R. Wȩgrzyk [38]). Fie (Y, d) un spat,iu metric complet s, i
convex s, i fie (X, d̃) un spat,iu metric arbitrar. Mai mult, fie f : Y → X
o funct,ie arbitrară. Atunci există o funct,ie φ : [0,∞) → [0,∞), φ(t) <
t, pentru t > 0 s, i

d̃(f(x), f(y)) ≤ φ(d(x, y)), cu x, y ∈ Y (2.3.4)

care este strict crescătoare, concavă s, i continuu diferent,iabilă (adică derivata
există şi este o funcţie continuă) în [0,∞).

Prin Cn[I], notăm clasa funct, iilor f , care au derivate continue până la
ordinul n în I.

Prin Snξ notăm clasa de funct, ii f care apart, ine intervalului arbitrar Cn[I]
(I) s, i îndeplines,te condit, iile:

(f(x)− x)(ξ − x) > 0 pentru x ∈ I, x ̸= ξ,

(f(x)− ξ)(ξ − x) < 0 pentru x ∈ I, x ̸= ξ.

Teoremă 2.3.7 (M. Kuczma [32]). Dacă f ∈ Sn0 , atunci pentru fiecare x0 ∈
I, s, irul (fn(x0)n∈N) este crescător (s, i strict crescător ori de câte ori x0 ̸= 0)
s, i

lim
n→∞

fn(x0) = 0.
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Corolar 2.3.8. Dacă (X, d) este un spat,iu metric complet s, i convex s, i F :
X → P (X) este un operator multivoc cu grafic închis care satisface condit,ia
(2.3.1) cu o funct,ie φ astfel încât φ(t) < t pentru t > 0, atunci:

(a) pentru fiecare x0 ∈ X s, i pentru fiecare punct fix x ∈ X al lui F
există un s, ir de iterat,ii ale lui F începând de la x0 care converge la x,

(b) în plus, dacă există un s0 > 0 astfel încât funct,ia φ este strict

crescătoare în intervalul [0, s0] s, i pentru care seria
∞∑
k=0

φk(s0) converge, atunci

mult,imea punctelor fixe ale lui F este nevidă.

Ca o consecint,ă a Teoremei 2.3.3, avem următoarele rezultate calitative
privind mult, imea punctului fix.

Teoremă 2.3.9. (Dependent,a de date a mult, imii punctului fix) Fie
(X, d) un spat,iu metric complet s, i F : X → P (X) o φ-contract,ie grafică
neliniară multivocă astfel încât Graph(F ) este închis.

Atunci, avem următoarele concluzii:

(a) Fix(F ) ̸= ∅;

(b) dacă G : X → Pcl(X) este o β-contract,ie neliniară multivocă pe
grafic cu grafic închis s, i η > 0 este astfel încât

H(F (x), G(x)) < η, pentru fiecare x ∈ X,

atunci
H(Fix(F ), F ix(G)) ≤ max

{
ψ(η), ψ̃(η)

}
,

unde, pentru s > 1 arbitrar, notăm

ψ(t) = t+
∞∑
k=1

φk(s · t)

s, i

ψ̃(t) = t+
∞∑
k=1

βk(s · t).

În ceea ce prives,te stabilitatea Ulam-Hyers a incluziunii punctului fix,
avem următorul rezultat.
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Teoremă 2.3.10. Fie (X, d) un spat,iu metric complet s, i F : X → P (X) o
φ-contract,ie multivocă pe grafic. Atunci, problema punctului fix (1.2.2) este
Ulam-Hyers stabilă.

Observat, ie 2.3.11. Este o întrebare deschisă stabilirea bine-punerii în sen-
sul lui Reich s, i Zaslavski s, i stabilităt,ii Ostrowski pentru incluziunea punctului
fix x ∈ F (x) cu o φ-contract,ie multivocă pe grafic.

Un caz special în teoria punctului fix pentru operatorii multivoci este
proprietatea strictă a punctului fix. În acest context, avem următorul rezultat
strict al punctului fix pentru φ-contract, ii multivoce pe grafic.

Teoremă 2.3.12. Fie (X, d) un spat,iu metric complet s, i F : X → P (X) o
φ-contract,ie multivocă pe grafic cu grafic închis. Să presupunem:

(i) F (F (x)) ⊂ F (x), pentru fiecare x ∈ X;

(ii) dacă A ∈ Pcl(X) cu F (A) = A, atunci A este un singleton.

Atunci, Fix(F ) = SFix(F ) ̸= ∅.

2.3.3 Teoria punctului fix de tip Maia pentru
φ-contract, ii multivoce pe grafic

În cazul unei mult, imi nevide înzestrate cu două metrici, are loc următoarea
teoremă de tip Maia pentru φ-contract, ii multivoce pe grafic. Rezultatul de
tip Maia a fost demonstrat de R. Truşcă, în lucrarea [45]. O aplicat, ie pentru
rezultatul ment, ionat este dată de autor în cazul incluziunii integrale de tip
Volterra.

Vom extinde acum not, iunea de (φ, ψ) neliniară multivocă - contract, ie a
tipului Feng-Liu, introdusă în lucrarea de A. Petruşel, G. Petruşel s, i J.-C.
Yao [54].

Definit, ie 2.3.4 (A. Petruşel, G. Petruşel, J.-C. Yao [54]). Fie (X, d) un
spat,iu metric, F : X → P (X) un operator multivoc s, i ψ : [0,∞) → [0,∞)
o funct,ie crescătoare astfel încât ψ(t) > t pentru orice t > 0 s, i ψ(0) = 0.
Pentru fiecare x ∈ X, considerăm mult,imea

Ixψ(d) := {y ∈ F (x) : d(x, y) ≤ ψ(Dd(x, F (x)))} . (2.3.5)
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Operatorul F se numes,te o (φ, ψ)-contract,ie neliniară multivocă de tip Feng-
Liu în raport cu metrica d dacă există o funcţie crescătoare φ : [0,∞) →
[0,∞) cu φ(t) < t pentru fiecare t ∈ (0,∞) s, i φ(0) = 0, astfel încât:

(a) ψ ◦ φ este o funct,ie de comparat,ie tare;

(b) pentru fiecare x ∈ X există y ∈ Ixψ(d) astfel încât

Dd(y, F (y)) ≤ φ(d(x, y)). (2.3.6)

Avem următoarea extindere a Teoremei 2.5 în [54] pentru cazul unui
spat, iu înzestrat cu două metrici. Următoarele două teoreme sunt rezultatele
lui Radu Truşcă, iar demonstrat, ia poate fi găsită în articolul [45].

Teoremă 2.3.13. Fie X o mult,ime nevidă înzestrată cu două metrici, d s, i
ρ. Fie F : X → Pcl(X) s, i ψ : [0,∞) → [0,∞) o funct,ie crescătoare astfel
încât ψ(t) > t pentru orice t > 0 s, i ψ(0) = 0. Presupunem că:

(i) (X, d) este un spat,iu metric complet;

(ii) există R > 0 astfel încât d(x, y) ≤ Rρ(x, y) pentru orice x, y ∈ X;

(iii) Graph(F ) este închis în raport cu metrica ρ;

(iv) există o funct,ie crescătoare φ : [0,∞) → [0,∞) cu φ(t) < t pentru
fiecare t ∈ (0,∞) s, i φ(0) = 0, astfel încât ψ ◦ φ este o funct,ie de
comparat,ie tare s, i următoarea relat,ie este valabilă

Dρ(y, F (y)) ≤ φ(ρ(x, y)), pentru fiecare(x, y) ∈ Graph(F ).

Atunci, avem că Fix(F ) ̸= ∅ s, i pentru fiecare x0 ∈ X există (xn)n∈N un
s, ir iterativ de tip Picard convergent către un punct x∗ ∈ Fix(F ). Mai mult,
următoarea condit,ie de retract,ie-deplasare este valabilă

d(x0, x
∗(x0)) ≤

∞∑
k=0

(ψ ◦ φ)k(t0), (2.3.7)

unde t0 := d(x0, x1), x1 ∈ Ix0ψ (ρ).
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Întrucât contribut, ia autorului în această subsect, iune este o aplicat, ie a
rezultatului de mai sus. Putem considera următoarea incluziune integrală de
tip Volterra.

Introducem notat, ia pentru intervalul I := [a, b].

x(t) ∈
∫ t

a

L(s, x(s))ds+ l(t), t ∈ I, (2.3.8)

unde L : I × Rn → Pcl,cv(Rn) s, i l : I → Rn satisfac următoarele ipoteze:

(A1) pentru fiecare u ∈ C(I,Rn) operatorul multivoc Lu : I → Pcl,cv(Rn),
definit prin Lu(s) := L(s, u(s)), este măsurabil s, i integrabil mărginit,
adică există o aplicat, ie integrabilă m : I → R+ astfel încât L(s, u(s)) ⊂
B(0,m(s)) a.e. s ∈ I;

(A2) există două funct, ii crescătoare ψ, φ : [0,∞) → [0,∞) cu ψ(t) > t pentru
orice t > 0, ψ(0) = 0, φ(t) < t pentru fiecare t ∈ (0,∞) s, i φ(0) = 0,
astfel încât ψ ◦ φ este o funct, ie de comparat, ie tare;

(A3) l este continuă;

(A4) există κ : I → R+ măsurabilă în s s, i o funct, ie crescătoare φ : [0,∞[→
[0,∞), astfel încât φ este o funct, ie de comparat, ie tare s, i

D(v, L(s, v)) ≤ κ(s)φ(|u− v|),

pentru toate (s, u) ∈ I × Rn s, i v ∈ S(s, u).

Printr-o solut, ie a lui (2.3.8) înt,elegem o aplicat, ie continuă u ∈ C(I,Rn)
care satisface incluziunea de mai sus pentru fiecare t ∈ I. Vom nota cu ∥ · ∥B
următoarea normă de tip Bielecki în C(I,Rn), adică,

∥x∥B := sup
t∈I

[
|x(t)|e−τK(t)

]
,

unde K(t) :=
∫ t
a
k(s)ds s, i τ > 1.

Atunci, avem următorul rezultat al existent,ei pentru incluziunea integrală
(2.3.8).
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Teoremă 2.3.14. Considerăm incluziunea integrală (2.3.8) s, i presupunem
că ipotezele (A1) − (A4) sunt valabile. Atunci există cel put,in o solut,ie a
(2.3.8).

Observat, ie 2.3.15. Teorema 2.3.13 extinde un rezultat dat de A. Petruşel,
în [52] (vezi Teorema 2.8.11), unde se impune o condit,ie de tip contract,ie
mai puternică asupra nucleului L.



Capitolul 3

Teoreme de surjectivitate pentru
clase de operatori contractivi

Acest capitol este împărt, it în două sect, iuni, una este despre teoremele de
surjectivitate pentru operatorii Meir-Keeler, iar cealaltă despre teoremele
de surjectivitate pentru contract, ii largi. Primul pas în demonstrarea teore-
melor de surjectivitate din următoarele subsect, iuni este de a demonstra că
operatorul este o contract, ie-normă. Folosind acest rezultat, vom demonstra
proprietatea de surjectivitate.

Teoreme importante utilizate ulterior în următoarele subsect, iuni sunt cea
dată de A. Granas în 1957, vezi [24], s, i cea prezentată de T. Suzuki în 2007,
vezi [78].

Teoremă 3.0.1 (A. Granas [24]). Fie (X, ∥ · ∥) un spat,iu Banach s, i fie
f : X → X un operator complet continuu. Dacă, în plus, f este o contract,ie-
normă, atunci Fix(f) ̸= ∅.

Teoremă 3.0.2 (T. Suzuki [78]). Fie (X, ∥ · ∥) un spat,iu Banach s, i C o
submult,ime nevidă s, i convexă a lui X. Fie f : C → C un operator Meir-
Keeler. Atunci, pentru fiecare ε > 0 există rε ∈ (0, 1) astfel încât

∥x− y∥ ≥ ε implică ∥f(x)− f(y)∥ ≤ rε∥x− y∥.

44
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3.1 Teoreme de surjectivitate pentru
operatori de tip Meir-Keeler

Primul scop al acestei sect, iuni este de a demonstra că, într-un spat, iu Banach
X, un operator Meir-Keeler f (univoc sau multivoc) este o contract, ie-normă.
Apoi, folosind acest rezultat, vom da condit, ii suficiente care să asigure că
acest câmp 1X − f , generat de f , este surjectiv. Următoarele două sect, iuni
cont, in teoreme de surjectivitate pentru operatori Meir-Keeler univoci s, i, res-
pectiv, multivoci. În ultima subsect, iune, prezentăm o aplicat, ie a rezultatelor
anterioare pentru cazul univoc. Rezultatele noastre generalizează unele te-
oreme bine-cunoscute de acest tip pentru contract, ii de tip Banach/Nadler,
vezi [5] s, i [25], precum s, i alte rezultate de acest tip pentru contract, ii genera-
lizate, vezi [1], [6], [59], [69], [79].

3.1.1 Teoreme de surjectivitate pentru operatori
univoci de tip Meir-Keeler

Definit, ia operatorului Meir-Keeler 1.1.9 s, i a teoremei Meir-Keeler 1.1.5 sunt
furnizate în capitolul Not,iuni s, i rezultate preliminare, sect, iunea Operatori
univoci, deoarece sunt utilizate s, i în Capitolul 2.

În această sect, iune, vom prezenta o nouă teoremă de surjectivitate pentru
un operator Meir-Keeler univoc. Abordarea se bazează pe teoria operatorilor
de contract, ie-normă s, i pe o teoremă binecunoscută a lui A. Granas [24],
Teorema 3.0.1. De asemenea, rezultatul demonstrat de T. Suzuki în 2007
este utilizat în abordarea noastră, Teorema 3.0.2, ment, ionată mai sus în
introducerea capitolului.

Primul nostru rezultat principal este următoarea teoremă de surjectivitate
pentru operatorii Meir-Keeler într-un spat, iu Banach. Pentru demonstrarea
acestei teoreme vom folosi Definit, ia 1.1.11 s, i vom considera două cazuri:
primul, când x se află în interiorul bilei închise B̃(x0;R) s, i al doilea, când x
se află în afara bilei închise B̃(x0;R).

Teoremă 3.1.1. Fie (X, ∥ · ∥) un spat,iu Banach s, i Y o submult,ime nevidă,
închisă s, i convexă a lui X. Să considerăm operatorul f : Y → Y care satisface
următoarele ipoteze:
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(i) restrict,ia lui f la orice mult,ime mărginită din Y este compactă;

(ii) f este un operator de tip Meir-Keeler.

Atunci 1Y − f este un operator surjectiv.

3.1.2 Teoreme de surjectivitate pentru operatori
multivoci de tip Meir-Keeler

În această sect, iune, vom reaminti mai întâi câteva not, iuni s, i rezultate preli-
minare care ne vor permite să demonstrăm o nouă teoremă a surjectivităt, ii
pentru câmpul multivoc generat de un operator Meir-Keeler multivoc. În
2000, H. K. Xu, [83] a furnizat definit, ia unui operator Meir-Keeler multi-
voc. Nu a fost dată nicio teoremă multivocă corespunzătoare, similară cu cea
dată de Suzuki pentru cazul univoc. Această lacună a motivat propunerea
unei versiuni multivoce, care este prezentată ca Teorema 3.1.3.

Definit, ie 3.1.1 (vezi, de exemplu, H. K. Xu [83]). Fie (X, ∥ · ∥) un spat,iu
Banach. Atunci, F : X → P (X) se numes,te operator Meir-Keeler multivoc
dacă pentru orice ε > 0 există δ > 0 astfel încât

ε ≤ ∥x− y∥ < ε+ δ implică H(F (x), F (y)) < ε.

Lemă 3.1.2. Fie (X, ∥ · ∥) un spat,iu normat. Dacă Y, Z ∈ Pcp(X), atunci
pentru fiecare y ∈ Y există z ∈ Z astfel încât

∥y − z∥ ≤ H(Y, Z).

Pentru a demonstra rezultatul principal, vom stabili mai întâi un nou
rezultat referitor la următoarea versiune multivocă a teoremei univoce a lui
Suzuki 3.0.2.

Teoremă 3.1.3. Fie Y ⊆ X o submult,ime convexă a spat,iului Banach
(X, ∥ · ∥) s, i fie F : Y → Pcp(Y ) un operator Meir-Keeler multivoc. Atunci,
pentru fiecare ε > 0 există rε ∈ (0, 1) astfel încât

x, y ∈ X, ∥x− y∥ ≥ ε implică H(F (x), F (y)) ≤ rε∥x− y∥.
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Pentru a demonstra teorema noastră principală a surjectivităt, ii în ca-
zul unui operator Meir-Keeler multivoc, avem nevoie de următorul rezultat
cunoscut, demonstrat de R. Iannacci [26] în 1978.

Teoremă 3.1.4 (R. Iannacci [26]). Fie (X, ∥ · ∥) un spat,iu Banach s, i F :
X → Pcv(X). Presupunem că F este o contract,ie-normă multivocă complet
continuă. Atunci, câmpul 1X − F generat de F este surjectiv.

Principalul rezultat privind surjectivitatea câmpului multivoc generat de
un operator Meir-Keeler este următoarea teoremă. Demonstrat, ia teoremei
este similară cu cea pentru cazul univoc.

Teoremă 3.1.5. Fie (X, ∥ · ∥) un spat,iu Banach s, i Y o submult,ime nevidă,
închisă s, i convexă a lui X. Să considerăm operatorul multivoc F : Y →
Pcp,cv(Y ) care satisface următoarele ipoteze:

(i) pentru fiecare A ∈ Pb(X) mult,imea F (A) este relativ compactă;

(ii) F este un operator Meir-Keeler.

Atunci, câmpul 1Y − F generat de F este surjectiv.

Observat, ie 3.1.6. Este us,or de observat că orice contract,ie Nadler (vezi, de
exemplu, [5]) este un operator Meir-Keeler multivoc s, i orice operator Meir-
Keeler multivoc este contractiv (adică H(F (x), F (y)) < ∥x−y∥, pentru fiecare
x, y ∈ X distinct). Rămâne o întrebare deschisă dacă o teoremă similară a
surjectivităt,ii este valabilă pentru operatori contractivi multivoci.

3.1.3 Aplicat, ie la o ecuat, ie integrală neliniară

Ca o aplicat, ie a rezultatelor noastre anterioare, vom prezenta câteva rezultate
de existent,ă pentru următoarea ecuat, ie integrală neliniară.

Vom nota intervalul [0, T ] cu I.

x(t) = g(x(t)) +

∫ T

0

K(t, s, x(s))ds, t ∈ I, (3.1.1)
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unde K ∈ C(I × I × Rn,Rn) şi g ∈ C(Rn,Rn).

Dacă definim operatorul F : C(I,Rn) → C(I,Rn),

Fx(t) := g(x(t)) +

∫ T

0

K(t, s, x(s))ds, t ∈ I, (3.1.2)

atunci ecuat, ia noastră (3.1.1) poate fi scrisă ca o ecuat, ie de punct fix

x = Fx, x ∈ C(I,Rn). (3.1.3)

Mai întâi, arătăm că, în anumite condit, ii adecvate, operatorul F este o
contract, ie-normă.

Lemă 3.1.7. Să presupunem că:

1. K ∈ C(I × I × Rn,Rn) şi g ∈ C(Rn,Rn);

2. există a > 0 astfel încât ∥g(u)∥Rn ≤ a∥u∥Rn, pentru orice u ∈ Rn;

3. există p, q, α, β, η ∈]0,∞[ astfel încât

∥K(t, s, u)∥Rn ≤ αtp + βsq + η∥u∥Rn , pentru fiecare t, s ∈ I, u ∈ Rn;

4. a+ ηT < 1.

Atunci operatorul F definit în (3.1.2) este o contract,ie-normă pe C(I,Rn).

Observat, ie 3.1.8. Lema 3.1.7 este valabilă s, i dacă 3. este înlocuit de ur-
mătoarea condit,ie

3’. există η,G ∈]0,∞] astfel încât

∥K(t, s, u)∥Rn ≤ G+ η∥u∥Rn , pentru orice u ∈ Rn;

Conform Lemei 3.1.7 s, i Teoremei 3.0.1, obt, inem următorul rezultat.

Teoremă 3.1.9. Considerăm ecuat,ia integrală (3.1.1). Presupunem că:

1. K ∈ C(I × I × Rn,Rn) s, i g ∈ C(Rn,Rn);
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2. există a > 0 astfel încât ∥g(u)∥Rn ≤ a∥u∥Rn, pentru orice u ∈ Rn;

3. există p, q, α, β, η ∈ (0,∞) astfel încât

∥K(t, s, u)∥Rn ≤ αtp + βsq + η∥u∥Rn , pentru fiecare t, s ∈ I, u ∈ Rn;

4. a+ ηT < 1.

Atunci ecuat,ia integrală (3.1.1) are cel put,in o solut,ie.

Corolar 3.1.10. Concluzia Teoremei 3.1.9 este valabilă s, i pentru ipotezele
1, 2, 3′ s, i 4, ment,ionate în Observat,ia 3.1.8.

În a doua noastră abordare, vom demonstra că operatorul F este o
contract, ie-normă prin impunerea unor condit, ii adecvate astfel încât F să
fie un operator de tip Meir-Keeler.

Lemă 3.1.11. Presupunem că:

1. K ∈ C(I×I×Rn,Rn) este Lipschitz în a treia variabilă s, i că g : Rn →
Rn este o funct,ie continuă;

2. există a > 0 astfel încât

∥g(u)− g(v)∥Rn ≤ a∥u− v∥Rn ,

pentru orice u, v ∈ Rn;

3. există LK > 0 astfel încât, pentru fiecare ε > 0 există un număr pozitiv
δ cu

δ <
1− a− LKT

a+ LKT
ε,

pentru care este valabilă următoarea implicat,ie:

∥u− v∥Rn < ε+ δ ⇒ ∥K(t, s, u)−K(t, s, v)∥Rn < ε,

pentru orice u, v ∈ Rn;

4. LK <
1− a

T
.
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Atunci, F definit prin (3.1.2) este un operator de tip Meir-Keeler pe C(I,Rn).

Teoremă 3.1.12. Considerăm ecuat,ia integrală (3.1.1). Presupunem că:

1. K ∈ C(I × I × Rn,Rn) s, i g : Rn → Rn este mărginită;

2. există a > 0 astfel încât

∥g(u)− g(v)∥Rn ≤ a∥u− v∥Rn ,

pentru orice u, v ∈ Rn

3. există LK > 0 astfel încât, pentru fiecare ε > 0 există un număr pozitiv
δ cu

δ <
1− a− LKT

a+ LKT
ε,

pentru care este valabilă următoarea implicat,ie:

∥u− v∥Rn < ε+ δ ⇒ ∥K(t, s, u)−K(t, s, v)∥Rn < ε,

pentru orice u, v ∈ Rn;

4. LK <
1− a

T
.

Atunci ecuat,ia integrală (3.1.1) are cel put,in o solut,ie.

3.2 Teoreme de surjectivitate pentru
contract, ii largi

Conceptul de contract, ie largă a fost introdus pentru cazul univoc de T.A.
Burton în 1996. În această sect, iune, arătăm că într-un spat, iu Banach X orice
contract, ie largă univocă f : X → X este o contract, ie-normă. Folosind acest
rezultat, putem demonstra câteva teoreme de surjectivitate pentru câmpul
1X − f generat de f . În a doua subsect, iune, vom introduce not, iunea de
contract, ie largă multivocă s, i, folosind o abordare similară, vom demonstra
surjectivitatea câmpului 1X − F generat de un operator multivoc F de la X
la X. Rezultatele acestei sect, iuni extind s, i completează unele teoreme din
literatura de specialitate; Vezi Lema în [13] s, i teoremele de surjectivitate
în [41], [59] s, i [72].
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3.2.1 Not, iunea de contract, ie largă

Următoarea not, iune a fost introdusă de T.A. Burton în contextul unui spat, iu
metric.

Definit, ie 3.2.1 (T. A. Burton [13]). Fie (X, ∥ · ∥) un spat,iu normat. Un
operator f : X → X se numes,te o contract,ie largă dacă

1. f este contractiv, adică,

∥f(x)− f(y)∥ < ∥x− y∥,∀x, y ∈ X, cu x ̸= y,

2. pentru fiecare ε > 0, există δ < 1 astfel încât

x, y ∈ X, ∥x− y∥ ≥ ε⇒ ∥f(x)− f(y)∥ ≤ δ∥x− y∥.

J. Jachymski în [28] a observat că, condit, ia contractivă din definit, ia de
mai sus poate fi evitată s, i, în consecint,ă, un operator f : X → X este o
contract, ie largă dacă, pentru fiecare ε > 0, există δ(ε) ∈]0, 1[ astfel încât

x, y ∈ X, ∥x− y∥ ≥ ε⇒ ∥f(x)− f(y)∥ ≤ δ(ε)∥x− y∥.

Pentru echivalent,e conexe care implică clase de contract, ii generalizate, vezi
[28].

Următorul concept, introdus de M.A. Krasnoselskii, este legat de definit, ia
de mai sus.

Definit, ie 3.2.2 (M.A. Krasnoselskii, vezi, de exemplu, Y.-Z. Chen [18]). Fie
(X, ∥ · ∥) un spat,iu Banach. Un operator f : X → X se numes,te contract,ie
generalizată dacă pentru orice 0 < a < b < ∞, există δ(a, b) ∈ (0, 1) astfel
încât

∥f(x)− f(y)∥ ≤ δ(a, b)∥x− y∥,
pentru orice x, y ∈ X care satisface a < ∥x− y∥ < b.

3.2.2 Teoreme de surjectivitate pentru contract, ii
largi in cazul univoc

În această subsect, iune, vom demonstra proprietatea conform căreia câmpul
1X−f este surjectiv, unde f este o contract, ie largă cu univocă. Demonstrat, ia
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se bazează pe principiul contract, iei largi a lui T.A. Burton [13] s, i pe teorema
lui A. Granas [24], Teorema 3.0.1.

Pe de o parte, o contract, ie largă este o contract, ie generalizată, vezi [18].
Pe de altă parte, există contract, ii largi care nu sunt contract, ii (Banach).

T. A. Burton a prezentat teorema principală a punctului fix pentru contract, ii
largi.

Teoremă 3.2.1 (T. A. Burton [13]). Fie (X, d) un spat,iu metric complet s, i
f : X → X o contract,ie largă. Presupunem că există x ∈ X s, i L > 0, astfel
încât

d(x, fn(x)) ≤ L,

pentru orice n ≥ 1. Atunci, f are un punct fix unic în X.

Ca o consecint,ă a teoremei de mai sus, obt, inem următorul rezultat.

Corolar 3.2.2. Fie (X, d) un spat,iu metric complet s, i f : X → X un
operator pentru care există n0 ∈ N, n0 ≥ 2 astfel încât fn0 este o contract,ie
largă. Presupunem că există un x ∈ X s, i L > 0 astfel încât d(x, fn(x)) ≤ L
pentru orice n ≥ 1. Atunci, f are un punct fix unic.

Următoarea teoremă este primul rezultat principal al acestei sect, iuni.

Teoremă 3.2.3. Fie (X, ∥ · ∥) un spat,iu Banach s, i operatorul f : X → X
care satisface următoarele ipoteze:

(i) f este o contract,ie largă;

(ii) f(A) este relativ compact, pentru fiecare A ∈ Pb(X).

Atunci, câmpul 1X − f : X → X generat de f este un operator surjectiv.

3.2.3 Teoreme de surjectivitate pentru contract, ii largi
in cazul multivoc

Reamintim mai întâi câteva not, iuni s, i teoreme necesare, care ne vor ajuta
să demonstrăm rezultatul principal al sect, iunii. Următorul rezultat a fost
demonstrat în 1978 de R. Iannacci.
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Din capitolul Not,iuni s, i rezultate preliminare, sect, iunea multivocă, este
cunoscută definit, ia contract, iei-normă multivoce.

Teoremă 3.2.4 (R. Iannacci [26]). Fie (X, ∥ · ∥) un spat,iu Banach s, i fie
F : X → Pcv(X) un operator complet continuu multivoc. Să presupunem că
F este o contract,ie-normă multivocă.

Atunci, câmpul 1X − F generat de F este surjectiv.

Definit, ie 3.2.3. Fie (X, ∥ · ∥) un spat,iu Banach. Atunci F : X → P (X) se
numes,te o contract,ie largă multivocă dacă pentru orice ε > 0, există δ(ε) ∈
]0, 1[ astfel încât

x, y ∈ X, ∥x− y∥ ≥ ε⇒ H(F (x), F (y)) ≤ δ(ε)∥x− y∥.

Este us,or de observat că o contract, ie largă multivocă este contractivă.
Prin urmare, următoarea teoremă reprezintă rezultatul principal al surjectivităt, ii
pentru operatorul de contract, ie largă multivocă din această sect, iune.

Teoremă 3.2.5. Fie (X, ∥ · ∥) un spat,iu Banach s, i fie F : X → Pcp,cv(X)
un operator multivoc care satisface următoarele ipoteze:

1. F este o contract,ie largă multivocă;

2. F (U) este relativ compact, pentru fiecare U ∈ Pb(X).

Atunci, câmpul 1X − F generat de F este surjectiv.



Concluzii

Obiectivul principal al tezei este de a oferi variante extinse pentru teoremele
punctului fix legate de operatorii de tip Ćirić, operatorii de tip Meir-Keeler s, i
φ-contract, iilor multivoce pe grafic. În plus, am prezentat teoreme de surjec-
tivitate pentru operatorii Meir-Keeler s, i contract, ii largi în sensul lui Burton.
Este prezentată o aplicat, ie la o ecuat, ie integrală neliniară legată de operatorii
de tip Meir-Keeler. Mai precis, au fost obt, inute câteva proprietăt, i calitative
ale problemei punctului fix pentru operatorii de tip Ćirić univoci s, i multi-
voci. De asemenea, pentru cazul multivoc, sunt demonstrate câteva teoreme
stricte de punct fix. Proprietăt, ile de stabilitate au fost demonstrate pentru
operatorii Meir-Keeler cât s, i pentru φ-contract, iile multivoce pe grafic. Mai
mult, studiul se concentrează s, i pe cazul unei mult, imi înzestrate cu două me-
trici, urmând ideea introdusă în teoremele de tip Maia. Rezultatul principal
are o aplicat, ie pentru o incluziune integrală de tip Volterra.

Posibile direct, ii de dezvoltare viitoare ar fi extinderea cadrului proble-
melor la diferite spat, ii metrice generalizate, demonstrarea unor proprietăt, i
calitative ale solut, iilor pentru problemele de punct fix. De asemenea, studiile
pot fi îmbunătăt, ite pentru cazul unei mult, imi înzestrate cu două metrici, ca
în cazul teoremelor de tip Maia.

Lucrările viitoare ar putea implica aplicarea rezultatului abstract al punc-
tului fix la unele probleme generate de modelele din domeniul s,tiint,elor na-
turii s, i al economiei.

Studiile noi se pot referi la problema valorilor init, iale:{
x′(t) ∈ K(t, x(t))

x(0) = x0

care modelează evolut, ia dinamică a unor sisteme complexe de puncte materi-
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ale/ date/ populat, ii s, i as,a mai departe. Următoarele referint,e oferă informat, ii
valoroase pentru acest studiu, vezi, de exemplu, [8], [7], [15], [21] s, i [31].

Un alt studiu se poate concentra pe rezultatele privind existent,a s, i sta-
bilitatea pentru următoarea incluziune integrală cu întârziere:

x(t) ∈
∫ t

t−T
K(s, x(s))ds, t ∈ [0, T ]

x(t) = φ(t), t ∈ [−τ, 0]

care modelează evolut, ia (cres,terea) sistemelor largi (nedeterminate) într-
un mediu periodic, vezi A. Petruşel [52].

În concluzie, studiul oferă numeroase aplicat, ii potent, iale s, i deschide direct, ii
largi pentru cercetări viitoare prin introducerea de noi concepte s, i teoreme.
Lucrarea prezentată contribuie la o înt,elegere teoretică mai profundă a con-
ceptelor de punct fix neliniar, sust, inând în acelas, i timp perspectiva aplicat, iilor.
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