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Introducere

Consideratii asupra teoriei punctului fix

Unul dintre cele mai dinamice domenii ale matematicii din ultimii ani,
care are numeroase aplicatii in diverse domenii, cum ar fi fizica, informa-
tica, biologia sau economia, este teoria punctului fix. Existenta si unici-
tatea solutiilor, stabilitatea si proprietatile multimilor de solutii a proble-
melor asociate ecuatiilor diferentiale sau incluziunile diferentiale sunt pro-
bleme fundamentale care pot fi studiate folosind teoria punctului fix. Prima
fost data de Augustin-Louis Cauchy in 1884. In aceeasi perioadi, Emile Pi-
card a propus metoda aproximarilor succesive ca metoda de aproximare a
solutiilor. Aceste concepte vor fi utilizate in continuare pentru a construi o
metoda abstracta, demonstrata si publicata de Stefan Banach in anul 1922,
vezi [9]. El a demonstrat cd orice contractie f pe un spatiu normat liniar
complet £ admite un punct fix unic, iar acest punct fix este limita sirului
de aproximatii succesive generate de f. Acest lucru inseamna ca exista un
unic punct z* € E, astfel incat f(x*) = z* si, pentru fiecare xy € E, sirul
(f™(x0))nen converge la z*. Acest rezultat a fost extins de Renato Caccio-
ppoli in anul 1930. Principala sa contributie a fost generalizarea teoremei lui
Banach mentionate mai sus de la spatii normate liniare complete la spatii
metrice complete. Acest rezultat este denumit astazi Principiul contractiei
lui Banach-Caccioppoli. Dupa extinderea lui Caccioppoli, teorema punctului
fix poate fi aplicata si spatiilor fara o structura liniara. Aceasta teoremé are
aplicatii atat in analiza numerica, cat si in metodele iterative pentru diverse
ecuatii, generarea fractalilor si asa mai departe. In plus, este utilizatd pentru
rezolvarea diverselor probleme asociate cu ecuatii integrale si diferentiale.

In anii urmatori, contributiile la studiul teoriei punctului fix au devenit
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mai numeroase, au aparut noi tipuri de conditii de contractie pentru opera-
tori, iar spatiile de lucru existente au fost extinse. De exemplu, conceptul de
operator Meir-Keeler pe un spatiu metric complet a fost introdus de Amram
Meir si Emmett Keeler in anul 1969, in lucrarea [39]. Rezultatul de punct
fix dat de A. Meir si E. Keeler este o extindere a rezultatelor unor autori
precum M. Edelstein [22| sau E. Rakotch [60].

Este de mentionat faptul ca, in 1972, teorema punctului fix Ciri¢-Reich-
Rus a fost descoperita independent de trei matematicieni importanti, si
anume Ljubomir B. Ciri¢, Simeon Reich si Ioan A. Rus. Rezultatele au extins
principiul contractiei lui Banach, introducand notiunea de contractii genera-
lizate, vezi [16]. Mai tarziu, in 1974, in lucrarea [17], Ciri¢ prezinta rezultate
care arata cum conditia cvasi-contractiilor implica toate concluziile principi-
ului contractiei lui Banach. Aceasta inseamna ca teorema sa pentru existenta
si unicitatea punctului fix este considerata unul dintre cele mai generale re-
zultate din teoria metrica a punctului fix.

Discutand generalizarile principiului contractiei lui Banach-Caccioppoli,
trebuie sd mentiondm si ca in lucrarea din 1996 [13], Theodore A. Burton
a introdus notiunea de contractie larga si a demonstrat cateva teoreme de
punct fix pentru astfel de functii. Mai mult, se obtine si un rezultat de punct
fix de tip Krasnoselkii (pentru suma a doi operatori) care utilizeaza conceptul
de contractie larga.

In 1968, M.G. Maia [36] a demonstrat o teoreméa a punctului fix pentru
un operator univoc f : X — X pe o multime X inzestratda cu doua metrici
care indeplinesc conditiile principiului contractiei lui Banach-Caccioppoli. In
cazul operatorilor multivoci, studiul unei incluziuni de punct fix pe o multime
inzestratd cu doud metrici a fost introdus ulterior, vezi [47] si [56]. O abor-
dare similara a fost urmata in aceasta teza, dar in contextul yp-contractiilor
multivoce pe grafic.

In paralel, rezultatele mentionate mai sus, referitoare la ecuatia punctu-
lui fix z = f(x) (unde f : X — X si X este un spatiu metric complet),
au fost extinse prin trecerea la incluziunea punctului fix € F(x), unde
F' este un operator multivoc care asociaza unui element z € X multimea
F(z) C X. Intr-o lucrare publicatd in 1969, Sam B. Nadler Jr. a demonstrat
o teorema a punctului fix pentru asa-numitele aplicatii de contractie mul-
tivoci, vezi [46]. Teorema pentru contractii a lui Nadler utilizeaza distanta
Hausdorff-Pompeiu pentru a masura distanta dintre doua multimi. Aceasta
teorema are aplicatii in incluziuni diferentiale, optimizare sau teoria jocurilor.
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O extindere a teoremei de punct fix a lui Nadler a fost data de Covitz si
Nadler in 1970 in lucrarea [19]. Mai tarziu, in 2001, s-a demonstrat ci orice
contractie Nadler (vezi, de exemplu, [5]) este un operator Meir-Keeler multi-
voc. O alta generalizare a principiului contractiei lui Nadler pentru operatori
multivoci a fost datd de A. Petrusel, G. Petrusgel si Jen-Chih Yao in lucra-
rea |55], pentru cazul unei contractii multivoce pe grafic in spatii metrice
complete.

Exista numeroase aplicatii ale teoremelor de punct fix. De exemplu,
ecuatiile integrale de tip Volterra pot fi studiate prin metode de punct fix.
Studiul acestor probleme este semnificativ, deoarece ecuatiile integrale Vol-
terra sunt utilizate in fizica, biologie si economie.

Argumentarea alegerii temei tezei

Scopul principal al acestei teze de doctorat este acela de a considera problema
punctului fix (atat in cazul univoc, cat si in cazul multivoc), de a oferi ver-
siuni extinse ale unor teoreme de punct fix pentru diverse clase de operatori.
Versiunea extinsa inseamna aici nu doar existenta, unicitatea si aproximarea
punctului fix, ci si localizarea si diferite proprietati de stabilitate (cum ar
fi stabilitatea Ulam-Hyers, bine-punerea in sensul lui Reich si Zaslavski si
stabilitatea lui Ostrovski) pentru ecuatia punctului fix sau incluziunea punc-
tului fix. Clasele de operatori pe care le-am considerat sunt: cvasi-contractii
univoce si multivoce in sensul lui Ciri¢, operatori Meir-Keeler, @-contractiilor
multivoce pe grafic si contractii largi in sensul lui Burton. Mai multe exemple
ilustreaza dezvoltarile obtinute in lucrare si sunt prezentate cateva aplicatii
la ecuatiile integrale ale lui Volterra, precum si o aplicatie pentru teoremele
de surjectivitate.

Structura tezei si principalele contributii origi-
nale

Teza de doctorat este impartita in trei capitole, urmate de lista de referinte.
Fiecare capitol are sectiuni si subsectiuni prezentate mai jos.

Capitolul 1: Notiuni st rezultate preliminare
Scopul principal al acestui capitol este de a reaminti cititorului cateva notiuni
si rezultate de baza care sunt utilizate in urmatoarele capitole ale tezei. Ne
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referim la notiuni specifice Analizei Neliniare.In acest capitol, avem urma-
toarele sectiuni:

1. Operatori univoci

In aceasta sectiune, vom prezenta cateva concepte importante referi-
toare la punctele fixe ale operatorilor univoci. Sunt prezentate definitii
pentru bila deschisa si bila inchisa, operatorul Lipschitz, operatorul
neexpansiv, sirul iteratiilor Picard, a-contractia, y-contractia, bine-
punerea in sensul lui Reich si Zaslavski, stabilitatea lui Ostrowski si sta-
bilitatea lui Ulam-Hyers. De asemenea, sunt mentionate lema Cauchy-
Toeplitz, principiul contractiei lui Banach (1922) si Caccioppoli (1930).
Aceasta subsectiune ofera, de asemenea, definitia operatorului Meir-
Keeler si extinderea principiului contractiei lui Banach in sensul unui
operator Meir-Keeler. Urmatoarele referinte au fost utilizate in aceasta
sectiune: V. Berinde, M. Pacurar [10], [11], Lj. B. Ciri¢ [17], Granas-
Dugundji [25], T. A. Lazar, A. Petrugel si N. Shazhad [33], A. Ma-
gdasg [37] si I. A. Rus [69], [70], [76].

2. Operatori multivocs

In aceastd sectiune, sunt trecute in revista notiunile de bazi din te-
oria operatorilor multivoci. Reamintim urmatoarele notiuni: distanta
Pompeiu-Hausdorff dintre doua multimi, grafic a-contractia, operatori
multivoci slab Picard , operatori cvasi-marginiti, concepte de continui-
tate si cateva proprietati de stabilitate. Sunt prezentate un exemplu de
contractie multivoca si un altul de contractie grafica multivoca. Urma-
toarele referinte stau la baza notiunilor prezentate: R. Iannacci [26], T.
C. Lim [34], G. Petrugel [59], .A. Rus, A. Petrusel, G. Petrusgel [72] si
[LA. Rus, A. Petrugel, A. Sintamarian, [74], [75].

Capitolul 2: Proprietati calitative ale solutiei pentru ecuatia de punct fix

Acest capitol este alcdtuit din trei sectiuni. Scopul acestui capitol este de
a prezenta cateva proprietati calitative ale ecuatiei punctului fix (existenta,
unicitatea, dependenta de date) pentru operatori de tip Ciri¢, operatori de tip
Meir-Keeler si ¢-contractii neliniare multivoce de tip grafic in spatii metrice
complete. Mai mult, in cazul unei (¢, ¢)-contractii neliniare multivoce de tip
Feng-Liu, este furnizata o aplicatie la o incluziune integrala de tip Volterra.
De asemenea, sunt prezentate cateva rezultate pentru teoreme de punct fix
de tip Maia. Structura acestui capitol include urmatoarele sectiuni:
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1. Ecuatia de punct fix cu operatori de tip Ciri¢

Aceasta sectiune se bazeaza pe articolul autorului, M. Moga, On some
qualitative properties of Ciric¢’s fized point theorem, publicat in Stu-
dia Universitatis Babes-Bolyai Mathematica, vezi [42]. In plus, aceasta
sectiune face referire la o lucrare colaborativa din articolul lui M. Moga
si R. Truscd, On some fized point theorems for Cirié operators, publicat
in Miskolc Mathematical Notes, vezi [44]. In acest capitol, proprietitile
de stabilitate pentru ecuatia punctului fix si incluziunea punctului fix
sunt studiate dintr-un alt punct de vedere.

Cea mai generald extindere a principiului contractiei Banach Caccio-
ppoli a fost dati de Ciri¢’s in 1974. In aceasti sectiune, ecuatia z = f (x)
si incluziunea = € F(x) cu operatori care satisfac conditia de tip
Ciri¢ sunt studiate din urmitoarea perspectivi: existenti, unicitate,
dependenta de date si diferite tipuri de stabilitati (bine-punerea in sen-
sul lui Reich si Zaslavski, stabilitatea Ulam-Hyers si Ostrowski).

Aceasta sectiune include urmatoarele trei subsectiuni:

Prima subsectiune este denumitd Notiunea de operator de tip Ciric.
Sunt definite notiunile de contractie generalizata si operator de tip
Ciri¢ din [17]. Este prezentat un exemplu relevant, pentru un operator
de tip Ciri¢, care nu este o contractie generalizata.

A doua subsectiune este intitulata Rezultate principale pentru opera-
tori univoci de tip Ciricé. Aici, lucrarea se concentreaza pe teorema
generalizeaza teorema lui Cirié¢ si rezultatul homotopiei, a fost demon-
strat de Radu Trusca. Definitia conditiei de retractie-deplasare este uti-
lizata pentru a stabili proprietatea de bine-punere. Teorema 2.1.2 din
aceasta sectiune este rezultatul cercetarii mele. Aceasta demonstreaza
ca operatorul de tip Ciri¢ f are urmitoarele proprietati: dependenta
de date, bine-punerea in sensul lui Reich si Zaslavski, stabilitate Ulam-
Hyers, stabilitate Ostrowski, grafic ﬁ—contractie si ca f este o cvasi-
contractie.

Titlul celei de-a treia subsectiuni este Rezultate principale pentru ope-
ratori multivoci de tip Ciric.

In aceasta parte, cercetarea este centrata pe cazul multivoc. Incepe cu
un exemplu de operator multivoc de tip Ciri¢ care nu este o contractie
generalizatd multivocd. In pasul urmaétor, utilizind Teorema lui A.
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Amini-Harandi [4], realizarea mea a fost si ofer o demonstratie con-
structiva cu rezultate de dependenta de date si stabilitate a problemei
de punct fix z € F(z). In plus, este prezentatd o teoremi in care
multimea punctului fix coincide cu multimea stricta a punctului fix a
unui operator multivoc de tip Ciri¢. Pentru teorema punctului fix lo-
cal ulterioars, contributia principald este atribuit lui Radu Trusca. In
lucrarea lui Radu Trugcd [80], sunt prezentate teoreme si aplicatii la
principiile de aplicatie deschisa si rezultate de continuare.

Rezultatele generalizeaza si completeaza teoremele date in V.
Berinde, St. Maruster, LA. Rus [12], Lj. B. Ciri¢ [17], A. Petrusel [51],
[.A. Rus [68], [70], si I.A. Rus, A. Petrusel, G. Petrusel [76].

2. Fcuatia de punct fix pentru operatorul de tip Meir-Keeler
Referinta acestei sectiuni este articolul autorului, M. Moga, Some pro-
perties of the fixed point equation with Meir-Keeler operator publicat in
Annales Universitatis Scientiarum Budapestinensis, vezi [40]. Pe langa
rezultatele existentei si unicitatii, sunt prezentate diferite proprietati
de stabilitate ale ecuatiei punctului fix.

A doua sectiune a acestui capitol are urméatoarele doua subsectiuni:

Prima subsectiune este intitulata Notiunea de operator Meir-Keeler in
spatit metrice. O observatie importanta, impreuna cu un exemplu, este
ca orice contractie este un operator Meir-Keeler, dar implicatia inversa
nu este in general valabild. Sunt prezentate si definitiile unei functii L
si ale unei ¢-contractii. O teorema notabild in aceasta subsectiune este
teorema lui Lim, care face legatura dintre conditia lui Meir-Keller si
conditia de contractie neliniara.

A doua subsectiune se refera la Rezultate principale pentru operatori
univoct de tip Meir-Keeler. Folosind caracterizarea lui Lim, sunt de-
monstrate proprietatile calitative ale punctului fix. Teorema principala
2.2.4 a sectiunii, se refera la un operator Meir-Keeler f si la functia ¢.
Sunt demonstrate existenta, bine-punerea in sensul lui Reich si Zasla-
vski si stabilitatea Ulam-Hyers a punctului fix.

Cele mai utilizate referinte in aceasta sectiune sunt urmatoarele: T. C.
Lim [35], A. Meir si E. Keeler [39], si A. Petrusel [49].

3. Rezultate de punct fix pentru p-contractii multivoce pe grafic in spatii
metrice complete
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Ultima sectiune a acestui capitol are ca referinta lucrarea comuna din
articolul M. Moga, Radu Trusca, Fized point and stability results for
multi-valued nonlinear graph contractions in complete metric spaces pu-
blicat in The Journal of Analysis, vezi [45]. O generalizare notabila a
contractiei multivoce este p-contractia multivoca pe grafic. In aceasta
sectiune, sunt prezentate generalizarea pentru ¢-contractii multivoce
pe grafic, precum si proprietatile de existenta si stabilitate.

Sectiunea contine trei subsectiuni, prezentate mai jos.

Titlul primei subsectiuni este Notiunea de p-contractie multivoca pe
grafic. Aceasta subsectiune ofera o introducere a notiunilor de ¢-contractii
multivoce pe grafic, operator slab Picard multivoc si operator ¢-slab
Picard multivoc, care sunt utilizate ulterior.

A doua subsectiune discuta despre Rezultatul de punct fix pentru -
contractiv multivoce pe grafic. Un caz particular al unui spatiu metric
clasic este demonstrat. In plus, este prezentat un exemplu de functie
multivoca [’ care indeplineste conditia pentru ¢-contractii multivoce
pe grafic, dar nu indeplineste conditia de contractie. Alte contributii
originale se refera la teorema pentru dependenta de date a multimii
punctelor fixe, stabilitatea Ulam-Hyers a incluziunii punctului fix si
proprietatea stricta a punctului fix pentru ¢-contractii multivoce pe
grafic. Sectiunea continua cu rezultatul demonstrat de Radu Trusca,
legat de teorema punctului fix local pentru y-contractii multivoce pe
grafic.

A treia subsectiune, creatd in colaborare cu Radu Trusca, este inti-
tulata Teoria punctului fix de tip Maia pentru p-contractii multivoce
pe grafic. Aceastd subsectiune prezinta teorema de tip Maia pentru
p-contractii multivoce pe grafic, in cazul unei multimi nevide, inzes-
trate cu doud metrici. Notiunea de (¢, 1¥)-contractie multivoca de tip
Feng-Liu, introdusd in [54], este extinsd. O alta contributie originald
se refera la o aplicatie prezentata in aceasta sectiune. Se ia in conside-
rare incluziunea integrala de tip Volterra. Pentru ipotezele prezentate
in subsectiune, Teorema 2.3.14 demonstreaza un rezultat de existenta.
Ultima parte a subsectiunii se refera la principalele rezultate ale lui
Radu Trusca despre extinderea unor proprietati de stabilitate pentru
incluziunea punctului fix, in contextul (p, 1)-contractiei neliniare mul-
tivoce de tip Feng-Liu intr-un spatiu inzestrat cu doua metrici.
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Scopul acestei sectiuni este de a prezenta o generalizare a principi-
ului neliniar multivoc al lui Wegrzyk [82], precum si a principiului
contractiilor multivoce pe grafic dat de A. Petrusel, G. Petrusel si J.C.
Yao [55].

Capitolul 3: Teoreme de surjectivitate pentru clase de operatori contrac-
tivi
Acest capitol contine doua sectiuni. Acest capitol isi propune sa prezinte ca-
teva teoreme de surjectivitate pentru operatorii Meir-Keeler si pentru contractii
largi. Ambele cazuri constau in rezultate demonstrate pentru operatori uni-
voci si multivoci. Obiectivul principal este de a demonstra ca operatorii sunt
contractii-norma si, in conditii adecvate, are loc surjectivitatea. Capitolul
este structurat dupa cum urmeaza:

1. Teoreme de surjectivitate pentru operatori de tip Meir-Keeler
Continutul acestei sectiuni se bazeaza pe articolul M. Moga, Meir-
Keeler operators and applications to surjectivity theorems publicat in
[41]. In aceasta sectiune, scopul este de a demonstra ca un operator
Meir-Keeler este o contractie-norma, atat pentru cazul univoc, cat si
pentru cazul multivoc.

Cele trei subsectiuni sunt prezentate dupa cum urmeaza:

Prima subsectiune este denumita Teoreme de surjectivitate pentru ope-
ratori univoct de tip Meir-Keeler. Rezultatul obtinut in aceasta sectiune
a fost o noua teorema de surjectivitate pentru un operator Meir-Keeler
univoc. Aceasta se refera la domeniul generat de operatorul Meir-Keeler,
care este un operator surjectiv. Pentru demonstrarea teoremei, metoda
se bazeaza pe teoria operatoriala a contractiei-norma si pe o teorema
a lui A.Granas [24]. Sunt luate in considerare cazurile in care z face
parte din bila inchisa si cand se afla in afara bilei inchise.

A doua subsectiune a acestei sectiuni este intitulata Teoreme de sur-
jectwitate pentru operatori multivoct de tip Meir-Keeler. Este prezen-
tata definitia operatorului Meir-Keeler multivoc data de H.K. Xu [83].
Teorema 3.1.3 este o contributie originala care demonstreaza varianta
multivocd a teoremei datd de T. Suzuki in 2007, [78]. Acest rezultat si
teorema lui R. Iannacci din 1978, [26], conduc la teorema principala a
acestel subsectiuni. Acest rezultat se refera la surjectivitatea functiei
multivoce, 1y — F, generat de operatorul Meir-Keeler.
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Ultima subsectiune a acestei sectiuni este despre o Aplicatie la o ecuatie
integrala neliniara. Mai precis, sunt prezentate cateva rezultate de existenta
pentru ecuatii integrale neliniare. Pasii demonstratiei indica faptul ca
operatorul F' este cvasi-marginit, ceea ce implica faptul ca F' este, de
asemenea, o contractie-norma. Prin urmare, aplicand teorema lui A.
Granas [24] pentru contractii-normé, rezulta cd ecuatia integrala are
cel putin o solutie. Abordarea este continuata prin demonstrarea fap-
tului ca operatorul F' este un operator Meir-Keeler. Demonstrand toti
pasii de mai sus, rezultatele conduc la Teorema 3.1.12, care subliniaza
faptul ca ecuatia integrala are cel putin o solutie.

Unele dintre cele mai relevante referinte sunt F. Aldea [1], A. Granas, J.
Dugundji [25], Meir si E. Keeler [39], A. Petrusel [49], G. Petrusel [59]
si I. A. Rus [69].

2. Teoreme de surjectivitate pentru contractii larg:

Ultima sectiune a acestui capitol pune in evidenta lucrarea comuna cu
Adrian Petrusel Large Contractions and Surjectivity in Banach Spaces
in Springer Proceedings in Mathematics and Statistics, Optimization
and Soft Computing, vezi [43]. Scopul acestei sectiuni este de a demon-
stra ca orice contractie largd este o contractie-norma in sensul lui A.
Granas. Apoi, se demonstreaza ca rezultatele surjectivitatii extind si
completeaza mai multe rezultate de surjectivitate.

Prima subsectiune a acestei sectiuni este intitulata Notiunea de contractie
larga. Este prezentata notiunea de contractie larga introdusa de T.A.
Burton in 1996, [13]. De asemenea, se reaminteste observatia lui J.
Jachymski din [28] despre conditia contractiva din definitia contractiei
largi. In acest sens, este specificati definitia unei contractii generalizate,
introdusa de M.A. Krasnoselskii.

Titlul celei de-a doua subsectiuni este Teoreme de surjectivitate pentru
contractit largi in cazul univoc. Teorema 3.2.1 a lui T.A. Burton si
lucrarea [14] a lui T.A. Burton si .K. Purnaras reprezintd punctul de
plecare al acestei parti. Folosind aceasta teorema de caracterizare, este
dat un exemplu de contractie larga care nu este o contractie in sensul
lui Banach. Un alt exemplu se refera la consideratia ca orice operator
Meir-Keeler pe o submultime nevida si convexa este o contractie larga.
Teorema principala a subsectiunii se refera la functia 1y — f generata
de f care este un operator surjectiv.
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Ultima subsectiune este numita Teoreme de surjectivitate pentru contractii
largi in cazul multivoc. Abordarea este similara cu subsectiunea a doua.
Contributia proprie se refera la definitia contractiei largi multivoce si
la demonstratia unei teoreme de surjectivitate pentru functia 1x — F
generata de operatorul multivoc de contractie larga F'.

Este prezentat un rezultat de punct fix pentru o contractie larga mul-
tivocd intr-un spatiu metric complet.

Literatura utilizatd este urmatoarea: A. T. Burton [13]|, A. T. Burton,
I. K. Purnaras [14], A. Granas [24], R. Tannacci [26], I. A. Rus [69], L.
A. Rus, A. Petrusel, G. Petrusel [72].

Rezultate originale ale tezel si lista publicatiilor

Contributiile autorului la teza de doctorat implica studierea diferitelor surse
bibliografice despre acest subiect. Sunt aduse contributii semnificative pentru
extinderea variantelor principiului contractiei lui Banach la clase mai generale
de operatori.

Aceste contributii sunt mentionate in bibliografie si au fost publicate in
urmatoarele reviste stiintifice:

1. Moga, M.: Some properties of the fized point equation with Meir—Keeler
operator, Annales Univ. Sci. Budapest., Sec. Math. vol. 64 (2021), 109-
115. (Indexat in MathSciNet, ZbMath).

2. Moga, M.: Mewr-Keeler operators and applications to surjectivity theo-
rems, J. Nonlinear and Convex Anal., vol. 23, no. 3 (2022), 625-634.
(Indexat in MathSciNet, Web Of Science cu factorul de impact: 0.7,
ZbMath).

3. Moga, M.: On some qualitative properties of Cirié’s fized point theorem,
Stud. Univ. Babeg-Bolyai Math., vol. 67, no. 1 (2022), 47-54. (Indexat
in MathSciNet, Scopus, Web Of Science cu factorul de impact: 0.3,
ZbMath).

4. Moga, M., Petrusel, A.: Large Contractions and Surjectivity in Banach
Spaces. In: Som, T., Ghosh, D., Castillo, O., Petrusel, A., Sahu, D. (eds)
Applied Analysis, Optimization and Soft Computing. ICNAAO 2021.



CUPRINS 11

Springer Proceedings in Mathematics & Statistics, vol. 419, Sprin-
ger, Singapore (2023), 3-12. (Indexat in MathSciNet, Scopus, ZbMath),
10.1007/978-981-99-0597-3 1.

5. Moga, M., Trusca, R.: On some fized point theorems for Ciri¢ operators.
Miskole Mathematical Notes, vol. 25, no. 2 (2024), 871-885. (Indexat
in MathSciNet, Scopus, Web Of Science cu factorul de impact: 0.9,
ZbMath).

6. Moga, M., Trusca, R.: Fixed point and stability results for multi-valued
nonlinear graph contractions in complete metric spaces. J. Anal., vol.
33, (2025), 717-742. (Indexat in MathSciNet, Scopus, Web Of Science
cu factorul de impact: 0.7, ZbMath), 10.1007/s41478-024-00858-6.

Comunicari si diseminarea rezultatelor

Merita mentionate aici conferintele la care au fost prezentate rezultatele ori-
ginale ale tezei de doctorat si care au adus numeroase informatii valoroase.

1. In contextul conferintei 22" International Symposium on Symbolic and
Numeric Algorithms for Scientific Computing (SYNASC), gizduita la
Timisoara, Romania, intre 1 si 4 septembrie 2020, am prezentat lucrarea
cu titlul: An extended version of Meir-Keeler theorem.

2. In cadrul conferintei 153" Joint Conference on Mathematics and Com-
puter Science (MACS), organizata la Budapesta, Ungaria, intre 1 si 3
octombrie 2020, am prezentat lucrarea cu titlul: Some properties of the
fized point equation with Meir-Keeler operator. Articolul care serveste
drept baza a acestei prezentari a fost publicat in lucrarea conferintei.

3. Cu ocazia conferintei 19" International Conference on Functional Equ-
ations and Inequalities (ICFEI), gazduita la Bedlewo, Polonia, intre 12
si 18 septembrie, 2021, am prezentat lucrarea cu titlul: On some pro-
perties of Meir-Keeler operators.

4. In cadrul conferintei 23" International Symposium on Symbolic and
Numeric Algorithms for Scientific Computing (SYNASC), organizati
la Timisoara, Romania, intre 7 si 10 decembrie, 2021, am prezentat
lucrarea cu titlul: On some qualitative properties of Cirié’s fized point
theorem.


http://dx.doi.org/10.1007/978-981-99-0597-3_1
http://dx.doi.org/10.1007/s41478-024-00858-6
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5. In contextul conferintei 4 Romanian Itinerant Seminar on Mathema-
tical Analysis and its Applications (RISMAA), desfasurata la Brasov,
Romaénia, in perioada 19-21 mai, 2022, am prezentat lucrarea cu titlul:
Fized point and surjectivity results for large contractions in Banach
spaces.

6. Cu ocazia conferintei 4 International Conference on Mathematics and
Computer Science (MACOS), organizata la Bragov, Roménia, intre 15
si 17 septembrie, 2022, am prezentat lucrarea cu titlul: Fized point
theory for multi-valued nonlinear graph contractions in complete metric
spaces (studiu in comun cu Radu Trugea si Adrian Petrugel).

7. In cadrul conferintei 24" International Symposium on Symbolic and
Numeric Algorithms for Scientific Computing (SYNASC), organizata
la Linz, Austria, intre 12 si 15 septembrie, 2022, am tinut prezentarea
cu titlul: On some fized point theorems for Cirié’s operators (Iucrare in
comun cu Radu Trugca).

8. Cu ocazia conferintei 14" International Conference on Fived Point
Theory and its Applications (ICFPTA), gazduita la Brasov, Roménia,
intre 11 si 14 iulie, 2023, am prezentat lucrarea cu titlul: Fized point
and surjectivity results for large contractions in Banach spaces.

9. In contextul conferintei 6% Romanian Itinerant Seminar on Mathe-
matical Analysis and its Applications (RISMAA), desfasurata la Cluj-
Napoca, Romania, intre 30 si 31 mai, 2024, am prezentat lucrarea cu
titlul: Fized point and stability results for multi-valued nonlinear graph
contractions in complete metric spaces.

10. In cadrul conferintei 26" International Symposium on Symbolic and
Numeric Algorithms for Scientific Computing (SYNASC) organizati
la Timigoara, Romaénia, intre 16 si 18 septembrie, 2024, am sustinut
prezentarea cu titlul: Fixed points for Feng-Liu multi-valued operators
with an application (lucrare in comun cu Radu Trugcd).

Multumiri

In primul rand, doresc sa-mi exprim sincera recunostinta indrumatorului meu
stiintific, Prof. Dr. Adrian Petrusel, pentru indrumarea valoroasa, feedback-
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ul perspicace si incurajarea constanta pe parcursul studiilor mele doctorale.
Apreciez profund sprijinul si recomandarile lui atente.

De asemenea, doresc sa-mi exprim aprecierea fata de toti membrii si cola-
boratorii seminarului de cercetare Operatori Neliniari si Ecuatii Diferentiale
de la Universitatea Babes-Bolyai pentru recomandarile si prezentarile lor va-
loroase. Sunt recunoscatoare pentru tot sprijinul pe care l-am primit din
partea Universitatii Babes-Bolyai, care mi-a facilitat participarea la diverse
conferinte.

Mai presus de toate, sunt profund recunosciatoare familiei mele pentru
rabdarea si incurajarea lor pe parcursul pregatirii tezei. As dori, de asemenea,
sd profit de aceasta ocazie pentru a le multumi familiei mele, prietenilor mei
si colegilor mei pentru intelegerea si sprijinul acordat pe intreaga durata a
parcursului meu doctoral.



Capitolul 1

Notiuni si rezultate preliminare

Scopul principal al acestui capitol este de a prezenta cateva notiuni si re-
zultate de baza care sunt utilizate in urmatoarele capitole ale acestei teze
de doctorat. Acest capitol are doua sectiuni: operatori univoci si operatori
multivoci. Sunt reiterate notiuni importante pentru teoria punctului fix, cum
ar fi metrica, spatiul metric, sirul Cauchy, bila deschisa si inchisa. De aseme-
nea, trecem in revista notiuni specifice din analiza neliniara, cum ar fi spatiul
metric generalizat, spatiul Banach, a-contractia etc. Pentru a scrie capitolul
de Notiuni si rezultatele preliminare, au fost studiate urmatoarele lucrari:
Granas-Dugundji [25], I.A. Rus [70], [76], V. Berinde, M. Pacurar [11], T. A.
Lazar, A. Petrugel si N. Shazhad [33], G. Petrugel [59], I.A. Rus, A. Petrusel,
G. Petrusel |72] si [73].

1.1 Operatori univoci

In prima parte, reamintim cateva notiuni utile, cum ar fi sirul iteratiilor
Picard, a-contractia, ¢-contractia, operatorul cvasi-marginit, bine-punerea
in sensul lui Reich si Zaslavski, stabilitatea lui Ostrowski, stabilitatea lui
Ulam-Hyers etc., care vor fi utilizate in demonstratiile principalelor teoreme.

Urmatoarele notiuni sunt utilizate pe parcursul tezei, vezi, de exemplu,
cartea lui .A. Rus, A. Petrusel, G. Petrusel, Fized Point Theory, |73].

Fie X o multime nevida si d : X x X — R o metrica cu valori infinite
se numeste metrica generalizatd d : X x X — Ry U {+oo} dacd axiomele
metricii sunt indeplinite.

14



CAPITOLUL 1. NOTIUNI SI REZULTATE PRELIMINARE 15

Fie zo un punct dat in X si r > 0. Multimea B(zo;7) este bila deschisa
de centru zq si raza r, unde

B(zg;r) :={z € X: d(zg,x) <1},
in timp ce B(zo;r) este bila inchisa de centru x si raza r, unde

B(zg;r) :=={z € X: d(zg,z) <71}.
O submultime Y a lui X este marginita daca exista x € X si r > 0 astfel
incat Y C B(xg; 7).

Definitie 1.1.1 (R. Wegrzyk [82]). Spatiul metric (X, d) este metric convex
daca pentru fiecare xq1,x9 € X distinct exista x € X astfel incdt

d(xq1,x9) = d(z1,x) + d(x,z3) st 11 # x # T2

Fie (X,]|| - ||) un spatiu Banach. Atunci, prin P(X), vom nota familia
tuturor submultimilor nevide ale lui X.
PX):={Y|Y Cc X}, P(X):={Y CP(X)|Y #0},

1x — operatorul identitate.

Vom folosi si urmatoarele familii de multimi:

Py(X) :={Y € P(X)|Y este marginit},
P.,(X):={Y € P(X)|Y este compact},

Py(X):={Y € P(X)|Y este inchis}, P.,(X) :={Y € P(X)|Y este convex} .

Lema 1.1.1 (Lema Cauchy-Toeplitz). Fie (an)nen, (bn)nen doud siruri de

numere pozitive astfel incdt Zan < oo st lim b, = 0. Atunci

n—00
n>0
n
lim E an,kbk =0.
n—00
k=0

Definitie 1.1.2 (Granas-Dugundji [25]). Fie X, Y doua spatii normate. Atunci:
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(i) o functie f : X — Y se numeste compacta daca f(X) este continutd

intr-o submultime compactd a lui'Y (sau echivalent, f(X) este relativ
compacta);

(ii) o functie f : X — Y se numeste complet continud dacd este continud
si pentru fiecare S € Py(X), avem ca f(S) este relativ compacta.

Din cartea Fized Point Theory, [73], sunt mentionate urméatoarele notiuni.

Definitie 1.1.3. Fie (X,d) si (Y,d) doud spatii metrice si f : X — Y un
operator.

Proprietatt de continuitate st compactitate.
Prin definitie, operatorul f este:

(i) continuu dacd (x,)neny C X, cu x, — = cdnd n — oo implica f(x,) —
f(z) cand n — oo;

(i1) cu graficul inchis dacd (zp)neny C X, cu x, — x si f(x,) — y cind
n — oo implica y = f(x), adica G(f) C X x Y este o submultime
inchisd;

(11i) marginit daca S € Py(X) implica f(S) € P(Y);

(iv) compact daca S € By(X) implica f(S) € B(Y);

(v) complet continuu daca este si compact si continuu;

Proprietatt de tip Lipschitz.
Prin definitie, operatorul f este:

(vi) Lipschitz daca exista | € Ry astfel incdt
d(f(x), f(y)) < ld(x,y), pentru toti z,y € X;

(vii) contractie daca exista | € [0,1] astfel incat f este l-Lipschitz (adica
Lipschitz cu constanta l);
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(viti) contractiv dacd

(ix) neexpansivd daca este 1-Lipschitz;

(z) expansiv dacd
d(f(x), f(y)) > d(x,y), pentru toti x,y € X,z #y.

Fie X o multime nevida si f : X — X un operator. Reamintim ca,

Fiz(f) = {r € X|z = f(2)}
este multimea punctului fix a lui f.

Notam cu (f"(x))nen sirul iteratilor Picard (sau sirul aproximatiilor suc-
cesive) ale lui f incepand de la zp € X, unde f* = fo fo.---0o f den
ori. Remarcam ca girul iteratilor Picard pentru f incepand de la xyp € X
poate fi definit recursiv prin formula z,,; = f(z,), pentru n € N, unde
Ty = f"(x9),n € N.

Spunem ca operatorul f este un operator slab Picard (pe scurt WPO)
daca girul (f™(x)), € N converge, pentru orice x € X, iar limita, notata cu
f(z), este un punct fix f. Daca f este un WPO, atunci definim operatorul
f°° prin

X = X, f®x) = lim f"(x).

n—o0

Fie f un WPO si ¢ > 0. Atunci f se numeste c-WPO daca

d(x, f*(x)) < cd(z, f(x)), pentru orice x € X.

Fie (X, d) un spatiu metric si f : X — X un operator. Pentru A C X,
fie 0(A) := sup{d(a,b) : a,b € A} diametrul multimii A.

Pentru fiecare x € X, notam:
O(z,n) =4z, f(z), ... f"(z)} ,n=1,2,...,
O(z,00) = {x, f(x),.., [*(x),..}.
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Definitie 1.1.4 (Lj. B. Ciri¢ [17]). Fie (X,d) un spatiu metric si f : X — X
un operator. Atunci X se numeste f-orbital complet daca oricare sir Cauchy
continut in O(x,00), pentru un anumit x € X, converge in X .

Urmaétoarele clase de operatori intr-un spatiu metric (X, d) sunt impor-
tante pentru abordarea noastra.

Definitie 1.1.5. Fie (X,d) un spatiu metric si f : X — X un operator.
Atunci f se numeste o a-contractie daca exista o € [0,1) astfel incdt

d(f(x), fy) < ad(z,y), pentru orice z,y € X. (1.1.1)

Definitie 1.1.6 (I.A. Rus [70]). Fie (X,d) un spatiu metric si f : X — X un
operator. Atunci f se numeste o a-contractie pe grafic daca exista o € [0,1)
astfel incat

d(f*(x), f(z)) < ad(x, f(z)), pentru orice v € X. (1.1.2)

In aceasts lucrare notam N := {0,1,2,---} multimea tuturor numerelor
naturale si prin N* = N\ {0}.

Definitie 1.1.7 (I.A. Rus [76]). O functie ¢ : Ry — R se numeste functie
de comparatie dacd satisface:

(i) ¢ este strict crescatoare;
(71) (¢™(t))nen converge la 0 cand n — oo, pentru orice t € R
Daca conditia (ii) este inlocuita de conditia:
(i17) ngk(t) < 00, pentru orice t > 0, (1.1.3)
k=0
atunci ¢ se numeste o functie de comparatie tare.

Lema 1.1.2. Daca ¢ : Ry — R, este o functie de comparatie, atunci p(t) <
t, pentru orice t > 0, ©(0) =0 si ¢ este continud in 0.

Lema 1.1.3. Daca ¢ : Ry — R, este o functie de comparatie tare, atunci
se aplica urmatoarea ecuatie:
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(i) ¢ este o functie de comparatie;

(i) functia ¢ : Ry — Ry, definita prin

Ct) =Sk,

este crescatoare st continud in 0.

Lema 1.1.4 (V. Berinde, M. Pacurar [11]). Fie ¢ : Ry — R, o functie de
comparatie tare si a, € Ry, n € N astfel incit a,, — 0 cind n — oo. Atunci

ng"’k(ak) — 0 cdnd n — 0.
k=0

Definitie 1.1.8 (T. A. Lazar, A. Petrusel si N. Shazhad [33]). Fie (X,d)
un spatiu metric complet st f : X — X un operator. Spunem ca f este o
p-contractie daca

d(f(x), f(y)) < pld(z,y)), pentru fiecare x,y € X,

unde ¢ : Ry — Ry este o functie de comparatie, adica ¢ este crescatoare si
satisface lim ¢"(f) =0, pentru orice f > 0.
n—oo

In particular, daca ¢(f) = kf, € Ry (pentru un k € (0,1)), atunci f
se numeste o k-contractie.

Definitie 1.1.9 (Meir-Keeler [39]). Fie (X, d) un spativ metric. Un operator
f X — X se numeste operator Meir-Keeler daca pentru fiecare € > 0 exista
0 > 0 astfel incat urmatoarea implicatie este valabila:

r,y € X,e <d(z,y) <e+0=d(f(x),fly) <e.

Urmatorul rezultat a fost demonstrat de Meir si Keeler in 1969. De fapt,
in [39], conceptul operatorului Meir-Keeler este introdus in contextul unui
spatiu metric complet si este demonstrata urmatoarea teoreméa importanta
a punctului fix.

Teorema 1.1.5 (Meir-Keeler [39]). Fie (X,d) un spatiu metric complet si
f X — X un operator Meir-Keeler. Atunci f este un operator Picard,
adica,
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(1) Fix(f) ={z"};
(1) sirul (f™(x))nen converge la x*, pentru orice x € X.

Definitie 1.1.10 (A. Granas, vezi, de exemplu, I. A. Rus [69]). Fie (X, | -||)
un spatiu normat. Un operator f : X — X se numeste cvasi-marginit daca
existd doud numere a,b €]0, 00| astfel incdt

Ilf(x)]] <allx||+ b, pentru orice x € X. (1.1.4)

In literatura de specialitate, notiunea de cvasi-marginit este denumita si
crestere liniara.

In contextul de mai sus, daca f este un operator cvasi-marginit, atunci
cvasi-norma lui f este definita prin

|f| = inf {a > 0] existd b > 0 astfel incat relatia (1.1.4) este valabila} .

Definitie 1.1.11 (A. Granas, vezi, de exemplu, I. A. Rus [69]). Fie (X, | -||)
un spativ normat st f : X — X wun operator cvasi-marginit. Dacd cvasi-
norma lui f este strict mai mica decat unu, atunci f se numeste o contractie-
normd.

Cateva definitii pentru proprietatile de stabilitate sunt prezentate mai
jos.

Definitie 1.1.12 (S. Reich si A. J. Zaslavski [64]). Fie (X,d) un spatiu
metric st f : X — X un operator. Atunci, ecuatia de punct fix are prorietatea
de bine-punere in sensul lui Reich si Zaslavski daca Fix(f) = {z*} si daca
(Yn)nen € X este un gir astfel incat

A(Yn, f(yn)) = 0 as n — oo,

atunct avem ca
Yn —> x* asn — oo.

Definitie 1.1.13 (V. Berinde, M. Pacurar [10]). Fie (X, d) un spatiu metric
si f: X — X un operator astfel incit Fiz(f) = {x*}. Spunem ca f are
proprietatea de stabilitate Ostrowski daca urmatoarea implicatie este valabila:
pentru orice $ir (Yn)nen C X avdnd proprietatea

d(ynJrla f(yn)) —0asn— e,
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avem ca

lim y, = x".
n—oo

Definitie 1.1.14 (P. T. Petru, A. Petrugel, J.-C. Yao [48]). Fie (X,d) un
spatiu metric si f : X — X. Spunem ca ecuatia punctului fix f(x) = x este
stabila Ulam-Hyers in mod generalizat daca pentru orice € > 0 si pentru orice
e-solutie y* a ecuatiei punctului fix (adica d(y*, f(y*)) < €) existd o solutie
unicd ¥ a ecuatier punctulut fix astfel incdt

(", y") < ¥(e),
unde ¥ : Ry — Ry este o functie crescatoare, continuda in 0, si (0) = 0.

Observatie 1.1.6. In particular, ecuatia punctului fix se numeste Ulam-
Hyers stabild daca exista ¢ > 0 astfel incat ¢(f) = cf, f € R,.

Principalul principiu al punctului fix intr-un spatiu metric este cel dat de
Banach (1922) si Caccioppoli (1930).

Teorema 1.1.7 (Principiul contractiei - Banach (1922) si Caccio-
ppoli (1930)). Fie (X,d) un spatiu metric complet si f : X — X o «a-
contractie. Atunci avem:

(1) Ff = Fpm = {2*}, pentru fiecare n € N*;

(i1) pentru orice x € X sir de aproximari succesive f"(x) ale lui f pornind
de la x acesta converge la x*;

n

a ad(xo, f(z0)), pentru fiecare n € N.

(117) d(z,,z*) < -

1.2 Operatori multivoci

Scopul principal al acestui capitol este de a oferi cateva notiuni de baza des-
pre teoria operatorilor multivoci in spatii metrice. Sunt prezentate notiuni
precum distanta Pompeiu-Hausdorff, operatorul cvasi-marginit si continuita-
tea.

Pe parcursul lucrarii, vom lua in considerare urméatoarele notatii (vezi, de
exemplu, [59], [72]):

Fie (X, d) un spatiu metric. Avem urmatoarele notiuni:
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(i) Distanta dintre douad multimi Sy si S,
D(S1,5;) : P(X) x P(X) = Ry U{+o0},
D(Sy,S) = inf {||z1 — xa||x1 € S, 29 € Sa} .
(ii) Excesul unei multimi S peste o multime Sy
p(S1,82) : P(X) x P(X) = R, U {400},
p(S1,S2) = sup{D(xy,Ss)|z1 € S1}.
(iii) Distanta Pompeiu-Hausdorff dintre doud multimi Sy si Ss
H(S1,S5:) : P(X) x P(X) = Ry U{+o0},
H(S1,S2) = max {p(S1, 52), p(S2,51)} .
(iv) Diametrul dintre douad multimi S si Sy
A(S1,52) : P(X) x P(X) = Ry U {400},

A(Sl,SQ) = Sllp{”l'l — l’g”’iCl € Sl,ﬂfg € 52} .

22

Daca F : X — P(X) este un operator multivoc, atunci multimea punc-

telor fixe este notata cu

Fiz(F):={x € X|r € F(x)},

in timp ce graficul lui F' este multimea

Graph(F) = {(z,y) e X x X 1y € F(x)}.

Definitie 1.2.1 (vezi, de exemplu, A. Petrugel, G. Petrugel, J.-C. Yao [55]).
Fie (X,d) un spatiu metric generalizat si F : X — P(X). Atunci, operatorul

multivoc F' se numeste:

(a) a-Lipschitz dacd o > 0 si H(F(xy), F(x2)) < ad(xy,x2), pentru orice

(21, 22) € X x X;

(b) a-contractie daca este a-Lipschitz cu o < 1;



CAPITOLUL 1. NOTIUNI SI REZULTATE PRELIMINARE 23

(¢) a-Lipschitz pe grafic daca a« > 0 si H(F(21), F(22)) < ad(xy,z3),
pentru orice (x1,x2) € Graph(F);

(d) a-contractie pe grafic daca este a-Lipschitz pe grafic cu o < 1.

Este evident cad (a) implica (c) si (b) implica (d), dar nu invers.

Definitie 1.2.2 (I. A. Rus, [74], [75]). Fie (X,d) un spatiu metric. Atunci
F: X — P(X) se numeste operator multivoc slab Picard (MWP) daca pentru
oricare ¥ € X si oricare y € F(x) existd un sir {x, fnen tn X astfel incat

(Z) To =T, T1 =Y,
(i1) xpy1 € F(xy,), pentru orice n € N;

(1) sirul {z,}nen este convergent si limita sa este un punct fix al lui F.

Remarcam ca un sir care satisface (i) si (ii) se numeste sirul iteratiilor de
tip Picard al lui F' incepand de la (z,y) € Graph(F).

Daca F' : X — P(X) este un operator MWP, atunci definim operatorul
multivoc
F* : Graph(F) — P(Fixz(F)) prin
F(z,y) = {z € Fiz(F)|exista un sir al aproximatiilor succesive
ale lui F incepand de la (z,y) care converge la z},

pentru orice (z,y) € Graph(T).

Observatie 1.2.1. Remarcam ca daca F : X — P, (X) este o a-contractie,
1
atunci I este un operator o-MWP cu ¢(t) = 1—t.
-«
Definitie 1.2.3 (R. lannacci [26]). Fie (X, | -||) un spatiu Banach si F :
X — Py(X). Atunci F se numeste cvasi-marginit daca exista m, M €0, 0o|
astfel incat

|yl < m||z|| + M, pentru oricare (x,y) € Graph(F). (1.2.1)
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Cvasi-norma lui F' este definita prin
|F'| = inf {m > 0] existd M > 0 astfel incat relatia (1.2.1) este valabila} .

Daca cvasi-norma lui F' este mai mica decat unu (adica |F| < 1), atunci F se
numeste o contractie-norma multivoca. In configuratia de mai sus, vom nota

|F'(z)|| :== H(F(x),{0}), pentru orice z € X.

Definitie 1.2.4 (vezi, de exemplu, M. Kisielewicz [31]). Un operator multivoc
F : X — P(X) se numeste compact daca F(X) este relativ compact. Un
operator multivoc F' : X — P(X) se numeste complet continuu daca este
semicontinuu superior si pentru fiecare A € Py(X) avem ca F(A) este relativ
compact.

Urmatoarele notiuni si rezultate sunt bine cunoscute.

Definitie 1.2.5 (vezi, de exemplu, T. C. Lim [34]). Fie (X,| - ||) un spatiu
normat. Atunci F': X — P(X) se numeste neexpansiva daca

H(T(z), T(y)) < ||z —y||, pentru fiecare x,y € X.

Reamintim acum notiunea de stabilitate Ulam-Hyers, de bine-punere in
sensul lui Reich si Zaslavski si de stabilitate Ostrowski pentru o incluziunea
de punct fix in cazul multivoc.

Definitie 1.2.6 (P. T. Petru, A. Petrusel, J.-C. Yao [48]). Fie (X,d) un
spatiu metric si F' : X — P(X) un operator multivoc. Atunci, problema

punctului fix
r € Fx),z € X, (1.2.2)

se spune ca este stabila Ulam-Hyers in mod generalizat dacda exista on ope-
rator crescator 7y : [0, 00[— [0,00] cu y(0) = 0 si pentru care y este continuu
in 0, astfel incat pentru orice € > 0 si orice e-solutie z a incluziunii de punct
fix (1.2.2) (adica, D(z, F(z)) < ¢) exista x* € Fix(F) astfel incat

d(z,2%) < (e).
Prin definitie, din [72], fie X o multime nevida si Y C X. O retractie a

multimii lui X pe Y este un operator r : X — Y, astfel incat restrictia lui r
la Y este operatorul identitate.
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Urmatoarea notiune de bine-punere in sensul lui Reich si Zaslavski pentru
cazul unui operator multivoc a fost introdusa in [64] dupa cum urmeaza:

Definitie 1.2.7 (S. Reich si A. J. Zaslavski [64]). Fie (X, d) un spatiu metric
si fie F 1 X — P(X) un operator multivoc. Presupunem ca Fix(F) # 0 si
exista r: X — Fix(F) o retractie a multimii. Atunci, incluziunea punctului
fixx € F(x) este bine-pusd in sensul lui Reich si Zaslavski dacd pentru fiecare
z* € Fix(F) si pentru orice sir {uy }neny C 7 (2*) astfel incat

D(uy, F(u,)) — 0 cand n — oo,

avem ca
Uy, — x° cdind n — oo.

Definitie 1.2.8 (S. Reich si A. J. Zaslavski [64]). Fie (X, d) un spatiu metric
si fie F': X — P(X) un operator multivoc. Presupunem ca Fix(F) # 0 si
exista v : X — Fizx(F) o retractie a multimii. Atunci, incluziunea punctului
fix x € F(x) are proprietatea de stabilitate Ostrowski daca pentru orice gir
{vn}tnen Crt(z*) astfel incat

D(vni1, F(v,)) = 0 cdnd n — oo,

avem ca
v, — T cdnd n — 0.

Pentru mai multe detalii despre operatorii Picard multivoci, operatorii
slab Picard, contractiile generalizate, teoreme de punct fix si proprietatile de
stabilitate, vezi, de exemplu, [30], [48], [50], [53], [57], si [58].



Capitolul 2

Proprietati calitative ale solutiel
pentru ecuatia de punct fix

Acest capitol se concentreaza pe proprietatile de stabilitate ale punctului
fix pentru diferite clase de operatori. Abordarea adoptata in prima sectiune
constd in extinderea proprietatilor pentru operatorul de tip Ciri¢. Rezultatele
privind stabilitatea si punctul fix sunt demonstrate atat in cazuri univoce,
cat si multivoce. In a doua sectiune, este considerat operatorul Meir-Keeler.
Rezultatul principal din aceasta sectiune abordeaza operatorii univoci. Ul-
tima sectiune este despre ¢-contractia neliniara multivoca pe grafic in spatii
metrice complete. In aceasta sectiune, sunt luate in considerare rezultatele
punctului fix si teoremele de tip Maia.

2.1 Ecuatia de punct fix cu operatori
de tip Ciri¢

Este bine cunoscut faptul ca, dintre toate extinderile principiului contractiei
Banach-Caccioppoli, cel mai general rezultat a fost stabilit de Ciri¢ in 1974.
In acest capitol, vom prezenta cateva rezultate legate de operatorul de tip
Ciri¢ in spatii metrice complete. Sunt reiterate existenta si unicitatea si sunt
demonstrate mai multe proprietati de stabilitate (dependenta de date si pro-
prietatea de stabilitate Ostrowski). Folosind conditia de retractie-deplasare,
vom stabili bine-punerea in sensul lui Reich si Zaslavski si proprietatea de

26
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stabilitate Ulam-Hyers a ecuatiei punctului fix z = f(z).

2.1.1 Notiunea de operator de tip Cirié¢

Vom reaminti acum cateva definitii si rezultate bine cunoscute, care vor fi
utile pe parcursul tezei.

Definitie 2.1.1 (Lj. B. Ciri¢ [17]). Un operator f : X — X se numeste
o contractie generalizata daca si numai dacd pentru fiecare x,y € X existd
numerele pozitive q, r, s si t, care pot depinde atdt de x, cit si de y, astfel
incit sup{q+r+s+2t:z,ye X} <1 si

d(f(x), [(y)) < q-d(z,y) +r-d(z, f(z))+
+s-dly, f(y) +t-[d(z, f(y) + dy, f(2))].

Definitie 2.1.2 (Lj. B. Ciri¢ [17]). Fie (X, d) un spatiu metric si f : X — X
un operator. Atunci f se numeste un operator de tip Ciri¢ (numit cvasi-
contractie in lucrarea originald [17]) dacd exista un numar q € (0,1), astfel
incat

d(f(z), f(y)) < q-mazx{d(z,y),d(z, f(x)),d(y, f(y)),d(z, f(y)),d(y, f((;)1)}1)

pentru oricare T,y € X.

Este bine cunoscut din lucrarea lui B. E. Rhoades, vezi [67], cd dintre
toate extinderile principiului contractiei Banach-Caccioppoli, cel mai general
rezultat a fost stabilit de Ciri¢ in 1974 pentru clasa de operatori de mai sus.

In exemplul urmator, prezentam un operator de tip Ciri¢, care nu este o
contractie generalizata.

Exemplu 2.1.1. Fie

Xl — {@m207]—727476;,n: 173,7,...72k+1,...},
n

X, = {T cm = 1,2,4,6,8,...;n:2,5,8,...,3k+2,...},
n
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unde k € N g1 fie X = X7 U Xs. Definim f: X — X prin

2

Pad) EX:

31[' T 1
flz) = ,

—r, 1€ X,

51‘ i 2

3 2
Functia f este un operator de tip Ciri¢ cu q = 3 Daca atdt x, cat siy
2
se afla in Xy sau in Xs, atunci d(f(x), f(y)) < gd(x,y).

Prin urmare, avem ca f indeplineste urmatoarea conditie:

d(f(x), f(y)) < gmaw {d(z,y), d(z, f(y)), d(y, f(x))}

si, prin urmare, este un operator de tip Ciric.

17 32

Facand urmdtoarea comparatie, obtinem ca d(f(z), f(y)) = 30 > 50"

Prin urmare, f nu este o contractie generalizata.

Rezultatele noastre generalizeaza si completeaza unele teoreme date in

2] [12], [17], |51], [68], [71], 73], [7O].

2.1.2 Rezultate principale pentru operatori univoci de
tip Cirié¢

In aceastd sectiune, vom considera un spatiu metric (X,d) si f : X — X
un operator de tip Ciri¢. Pe langa proprietatile obisnuite, care sunt demon-
strate de Ciri¢ in [17], vom demonstra si alte proprietati de stabilitate. Mai
precis, vom stabili proprietatea de dependenta continua de date a punctului
fix si proprietatea de stabilitate Ostrowski pentru operatorul f. Mai mult,
folosind conditia de retractie-deplasare, demonstram si ca ecuatia punctului
fix x = f(x) are proprietatea de bine-punere in sensul lui Reich si Zaslavski
si stabilitatatea Ulam-Hyers.

Urmatoarea notiune este esentiala in abordarea noastra.
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Definitie 2.1.3 (I. A. Rus [73]). Fie (X, d) un spatiu metric st f : X — X un
operator astfel incat Fix(f) # (0. Spunem ca f satisface conditia de retractie-
deplasare daca exista ¢ > 0 si o multime de retractie p : X — Fix(f) astfel
Incat

d(z, p(x)) < cd(z, f(x)), pentru oricare x € X. (2.1.2)

Daca Fix(f) = {x*} atunci avem
d(z,z*) < cd(z, f(z)), pentru orice v € X.

De exemplu, dacd f: X — X este o a-contractie si (X, d) este un spatiu
metric complet, atunci f satisface urmatoarea conditie de retractie-deplasare

1
11—«

d(z,xz*) < d(x, f(x)), pentru orice z € X.

In aceasi ordine de idei, daca f : X — X este o a-contractie grafica,
atunci aceasta satisface conditia de retractie-deplasare

1
d(z, p(z)) < 1—d(a;, f(z)), pentru oricare z € X,
—a

unde p : X — Fiz(f) este definit de

p(x) = lim f"(z).

n—oo

Teoremi 2.1.1 (Lj. B. Ciri¢ [17]). Fie (X, d) un spatiu metric si f : X — X
un operator de tip Cirié. Presupunem ci X este f-orbital complet. Atunci:

*

1. f are un punct fix unic x* in X si lim f"(z) = 2%, adica f este un

. n—oo
operator Picard;

n

q

2 d(f" (@) 2") < 7

d(z, f(x)), pentru fiecare x € X si fiecare n € N*.

Ideea demonstratiei se bazeaza pe urmatoarele doua relatii:

(i) daca n € N*| atunci pentru fiecare € X avem ca

d(f'(x), f/(z)) < q6(O(x,n)), pentru fiecare 4, € N*;
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1
(ii) pentru orice z € X avem ca §(O(x,0)) < 1—d(x, f(z)).
—q
Un al doilea rezultat din [17] aratd cd, daca existd p € N cu p > 2 astfel
incat f? este un operator de tip Ciri¢, atunci f este un operator Picard.

Urmatoarea teorema, care demonstreaza proprietatile de stabilitate ale
punctului fix, este rezultatul principal al acestei sectiuni.

Teorema 2.1.2. Fie (X, d) un spatiu metric, f : X — X un operator de tip
Cirié si presupunem ca X este f-orbital complet. Notam cu * € X punctul
fix unic al lut f. Atunct se aplica urmdatoarele concluzii:

1. ecuatia punctului fir x = f(x) are proprietatea de dependentd de date,
adicd, pentru orice operator g : X — X astfel incat Fix(g) # 0 si

d(f(x), 9(x)) <n,

pentru orice x € X st unele n > 0, avem

pentru orice u* € Fix(g).

2. ecuatia punctului fix are proprietatea de bine-punere, adica pentru fie-
care sir (up)neny C X astfel incat

d(tp, f(u,)) — 0,
cind n — oo, avem cd u, — x*, cind n — oo;

3. ecuatia punctului fix este stabila Ulam-Hyers, adica exista ¢ > 0 astfel
incdt pentru orice € > 0 si orice u* € X o e-solutie a ecuatier punctulus
fix (in sensul ca d(u*, f(u*)) <€), avem

dlu*,z") < c-e.

4. dacd q < 2 atunci ecuatia punctului fix are proprietatea de stabilitate

Ostrowski, adicd, pentru orice sir (uy), .y C X cu

d(tps1, f(uy)) = 0

cind n — oo, avem cd u, — x*;
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1
5. daca q < o atunci [ este o 1 q -contractie pe grafic;

1 _ . .
6. daca q < 3 atunci operatorul f este o cvasi-contractie, in sensul cd
q

ezista B = T3 < 1 astfel incdt
q

d(f(x),z*) < pd(x,z*), pentru fiecare x € X.

2.1.3 Rezultate principale pentru operatori multivoci
de tip Ciri¢

Mai intai vom considera cateva notiuni legate de rezultatele noastre princi-
pale. Dupa aceea, vom sublinia teorema principala a acestei sectiuni, care
extinde, cu unele rezultate de stabilitate, binecunoscuta teorems a lui Cirié.
Abordarea va fi pentru operatori Ciri¢ multivoci, care au fost considerati de
A. Amini-Harandi in lucrarea [4], din 2011.

Definitie 2.1.4. Un operator F: X — Py(X) se numeste o contractie ge-
neralizata multivoca daca pentru fiecare x,y € X ewxista numerele pozitive
p,q,r, care pot depinde atdt de x, cit si de y, astfel incdt
sup{p+2q+2r|z,ye X} <1 si

H(F(z), F(y)) <p-d(z,y) +q- [D(x, F(z)) + D(y, F(y)] +
+r-[D(z, F(y)) + D(y, F(x))].

Definitie 2.1.5 (A. Amini-Harandi [4]). Fie (X,d) un spativ metric. Ope-
ratorul multivoc F: Y C X — P, (X)) se numeste un operator multivoc de
tip Cirié cu constanta k (numitd cvasi-contractie multivoca k in [}]) daca

H(F(z), F(y)) < kmax{d(z,y), D(x, F(r)), D(y, F(y)),
D(z, F(y)), D(y, F(2))},

pentru orice x,y € X, unde 0 < k < 1.
Dacéa (X, d) este un spatiu metric si F: X — P(X) este un operator

multivoc, atunci sirul (z,,),,.y din X se numeste sir de tip Picard care porneste
de la (z,y) € Graph(F) daca xg =z, 21 =y si x, € F(x,_1),n € N*.
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Teorema 2.1.3. (A. Amini-Harandi Teorema 2.2 [}]) Fie (X,d) un spatiu
metric complet. Fie F': X — P, 4(X) un operator multivoc de tip Cirié cu
constanta k < % Atunci, F are un punct fix.

In cele ce urmeazi, vom prezenta cateva rezultate privind dependenta de
date si stabilitatea pentru problema de punct fix x € F(z).

Teorema 2.1.4. Fie (X, d) un spatiu metric complet. Fie F': X — Py(X)
un operator multivoc de tip Ciri¢ cu constanta k < % Atunci:

(i) Fix(F) # 0 si pentru fiecare (x,y) € Graph(F) exista un sir (o),
de tip Picard incepand de la xy = x, ¥y ‘= y care converq cdtre un
punct fix x* al lui F';

(ii) ecuatia de punct fiv x € F(x) are proprietatea de dependenta de date,
adica, pentru orice z* € Fix(F) si oricare G: X — P(X) astfel incdt
Fiz(G) # 0 si inegalitatea H(F(z), G(x)) < n este valabild pentru orice
x € X siun anumit n > 0, existd u* € Fix(G) astfel incat

1+ k
oty < LENT,

1
del <q< —;
unde q oF

(11i) ecuatia de punct fix este bine pusa in sensul lui Reich si Zaslavski,
adica, pentru fiecare sir (u,)nen C X astfel incdt

D(uy, F(u,)) — 0,

cdnd n — oo, avem cd u, — x*, cdnd n — oo.

1
(v) daca q < 5 atunci ecuatia de punct fiz are proprietatea de stabilitate

Ostrowski, adicd, pentru orice sir (un), oy C X ct D(tupgr1, Fuy)) —
0 cind n — oo, avem cd u, — x*.

Vom prezenta acum o teorema care arata ca, sub o conditie suplimen-
tara, multimea punctului fix si multimea punctului fix strict a unui operator
multivoc de tip Cirié¢ coincid.

Teorema 2.1.5. Fie (X, d) un spatiu metric complet. Fie F: X — Py(X)

un operator multivoc de tip Cirié cu constanta k < 1. Sd presupunem cd
SFix(F) # 0. Atunci Fixz(F) = SFixz(F) = {z*}.
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2.2 Ecuatia de punct fix pentru operatorul de
tip Meir-Keeler

Scopul principal al acestui studiu este de a prezenta cateva rezultate legate
de Teorema Meir-Keeler. Pe langa rezultatele de existenta si unicitate (care
sunt bine cunoscute), oferim cateva proprietéti de stabilitate (dependenta de
date, bine-punerea in sensul lui Reich si Zaslavski, stabilitatea Ulam-Hyers
si proprietatea de stabilitate Ostrowski) ale ecuatiei punctului fix. Punctele
de plecare ale acestui studiu sunt lucrarile lui Meir si Keeler [39] si Lim [35],
precum si lucrarea fundamentalda a lui Rus [70]|. Pentru rezultate conexe,
vezi [49] si [73].

2.2.1 Notiunea de operator de tip Meir-Keeler in spatii
metrice

Definitia operatorului Meir-Keeler 1.1.9 si a teoremei Meir-Keeler 1.1.5 pot
fi gasite in primul capitol, sectiunea univoca, deoarece sunt utilizate si in
Capitolul 3.

Teorema 1.1.5 este o extindere a cunoscutului Principiu al Contractiei lui
Banach, deoarece orice contractie este un operator Meir-Keeler. Mai mult,
orice operator Meir-Keeler este contractiv in sensul ca

d(f(x), f(y)) < d(z,y),

pentru fiecare x,y € X cu x # y.

Observatie 2.2.1. Remarcam ca orice contractie este un operator Meir-
Keeler, dar, in general, implicatia inversa nu este valabila.

In aceasta sectiune, vom prezenta primul rezultat dat de T. C. Lim [35],
care este esential pentru acest capitol. Acum reamintim definitia functiei L.

Definitie 2.2.1 (T. C. Lim [35]). O functie ¢ : [0,00) — [0,00) este o L-
functie daca ¢(0) = 0, ¢(s) > 0, pentru fiecare s > 0 si pentru orice u > 0,
exista u > s astfel incat ¢(t) < s, pentru fiecare t € [s,u].



CAPITOLUL 2. PROPRIETATI CALITATIVE ALE SOLUTIEI 34

Remarcam ca fiecare L-functie satisface ¢(s) < s, pentru fiecare s > 0.

Amintim acum teorema lui Lim din [35].

Teorema 2.2.2. (T. C. Lim [35]) Fie (X, d) un spatiu metric si fie f : X —
X. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(i) f satisface conditia lui Meir-Keeler;

(i1) exista o L-functie ¢ : [0,00) — [0,00) astfel incat

d(f(z), f(y)) < ¢(d(z,y)),

pentru orice x,y € X cux #y.

In (i1), se poate alege ca ¢ sa fie, de asemenea, crescatoare si continud la
dreapta.

Abordarea noastra se bazeaza pe echivalenta dintre (¢) si (47).

2.2.2 Rezultate principale pentru operatori
univoci de tip Meir-Keeler

In aceastd sectiune, vom considera ecuatia punctului fix = = f(z), z € X,
unde (X, d) este un spatiu metric complet si f este un operator Meir-Keeler.
Pe langa existenta, unicitatea si aproximarea punctului fix al lui f, vom stu-
dia (folosind caracterizarea lui Lim) unele proprietéti calitative ale ecuatiei
de punct fix, cum ar fi proprietatea de dependenta de date, bine-punerea
in sensul lui Reich si Zaslavski, stabilitatea Ulam-Hyers si proprietatea de
stabilitate Ostrowski.

Lema 2.2.3 (I. A. Rus [68]). Fie ¢ : Ry — R, o functie crescatoare astfel
incat

lim (t — ¢(t)) = oo.

t—00

Atunci, functia f: R, — Ry,

B(n) :=sup{t € Ry |t — () < n}

este bine definita si are urmatoarele proprietati:
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(i) B este crescatoare;

(i) 5(0) =0;

(1ii) B este continua in 0.

Teorema principala a acestei sectiuni este urmatoarea, in care demon-
stram cateva proprietati calitative ale ecuatiei de punct fix.

Teorema 2.2.4. Fie (X,d) un spatiu metric complet si f : X — X un

operator Meir-Keeler. Presupunem ca functia L, notata cu ¢ : Ry — Ry

st data de Teorema 2.2.2 satisface conditia tlim (t — ¢(t)) = oo. Atunci se
—00

respectd urmadtoarele concluzii:

(i) daca g : X — X este un operator dat si exista n > 0 astfel incat
d(f(x),g(x)) <mn, pentru orice v € X, atunci

d(x*,u*) < B(n), pentru oricare u* € Fix(g),
unde B(n) :=sup{t € R |t — o(t) < n};

(i1) ecuatia de punct fix este bine-pusa in sensul lui Reich si Zaslavski,
adicd, pentru fiecare sir (up)nen C X astfel incat d(u,, f(u,)) — 0
cind n — oo avem cd u, — r*, cdnd n — oo,

(11i) ecuatia de punct fix este stabild Ulam-Hyers in mod generalizat, adica
existd o functie crescatoare 5 : Ry — R,y cu 5(0) = 0 si B este continud
in 0, astfel incdt pentru orice € > 0 si orice u* € X o e-solutie a ecuaties
de punct fix (in sensul ca d(u*, f(u*)) <€), exista un punct fir z* € X
astfel incat

du*,z*) <e.

Pentru a demonstra un alt rezultat de stabilitate pentru operatorii Meir-
Keeler, avem nevoie de definitia unei functii de comparatie tare 1.1.7 si de
lema 1.1.4 referitoare la aceasta notiune.

Teorema 2.2.5. Fie (X,d) un spatiu metric complet si f : X — X un
operator Meir-Keeler. Presupunem ca functia L notata cu ¢ : R, — R, data
de Teorema 2.2.2 este o functie de comparatie subaditiva, tare si satisface
conditia

Jim (t - (1)) = oo.

Atunci ecuatia de punct fix are proprietatea de stabilitate Ostrowsksi.
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2.3 Rezultate de punct fix pentru ¢ - contractii
multivoce pe grafic in spatii metrice com-
plete

Cea mai importanta teorema a metricii a punctului fix pentru operatorii
multivoci a fost demonstrata de Nadler in 1969. Un an mai tarziu, o usoara
extindere a principiului punctului fix al lui Nadler pentru contractii multivoce
a fost publicata de Covitz si Nadler. Mai multe alte extinderi ale acestui prin-
cipiu au fost luate in considerare de unii autori la diferite tipuri de spatii me-
trice generalizate si diverse contractii generalizate multivoce, vezi, de exem-
plu, [3], [23], [27], [55], [61], [62], [63], [81], [82]. In plus, au fost obtinute unele
proprietéti ale multimii de puncte fixe (inchiderea, compactitatea, proprie-
tatea de retractie absoluta etc.), vezi, de exemplu, [20], [65], [66], [76], [77].

2.3.1 Notiunea de ¢ -contractie multivoca pe grafic

Urmatoarele notiuni sunt esentiale pentru abordarea noastra pentru a stabili
rezultatul principal. Se dau definitiile pentru ¢-contractie multivoca pe grafic,
sirul de iteratii Picard ale lui F' si operatorul ¢-slab Picard multivoc.

Definitie 2.3.1. Fie (X, d) un spatiu metric generalizat. Atunci, un operator
F: X — P(X) se numeste p-contractie multivoca pe grafic dacd existd o
functie de comparatie tare ¢: [0,00) — [0,00) astfel incit

H(F(x),F(y)) < p(d(z,y)), pentru fiecare(x,y) € Graph(F).  (2.3.1)

Definitie 2.3.2 (A. Petrusel [50]). Fie (X,d) un spativ metric si F': X —
P(X) un operator slab Picard multivoc. Apoi, definim operatorul multivoc
F>: Graph(F) — P(Fixz(F)) prin formula F>®(z,y) = {z € Fiz(F)

exista un sir de iteratii Picard ale lui F incepind de la (x,y) care converge

la z}.

Definitie 2.3.3 (A. Petrugel [50]). Fie (X,d) un spatiu metric si F': X —
P(X) un operator slab Picard multivoc. Atunci, F este un operator @-slab
Picard multivoc daca ¢: [0,00) — [0,00) este crescdtor, continuu in 0 cu
©(0) = 0 si exista o selectie f> a lui F>° astfel incdt

d(z, f>(x,y)) < @(d(x,y)), pentru fiecare (x,y) € Graph(F).
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Observatie 2.3.1. Remarcam ca daca F: X — Py(X) este o a-contractie,

1
atunci F este un operator o-MWP cu o(f) = Ef

2.3.2 Rezultatul de punct fix pentru p-contractii multi-
voce pe grafic

Prima teorema principala a acestei sectiuni este un rezultat de punct fix
pentru o ¢-contractie multivoca pe grafic. Reamintim mai intai un rezultat
auxiliar.

Lema 2.3.2 (S. B. Nadler Jr. [46]). Fie (X, d) un spatiu metric generalizat,
F: X — P(X) un operator multivoc si q > 1. Atunci, pentru fiecare xo, x1 €
X stz € F(xg) existd zo € F(x1) astfel incat

d(z1, 22) < qH(F(x0), F (1))

Urmatoarele rezultate sunt extinderi ale unei teoreme binecunoscute a lui
R. Wegrzyk, vezi Teorema 2.1 si Teorema 2.2 in [82].

In cazul particular al unui spatiu metric clasic, se poate obtine urmatorul
rezultat.

Teorema 2.3.3. Fie (X, d) un spatiu metric complet si F': X — P(X) o ¢-
contractie multivocd pe grafic. Presupunem ca Graph(F') este inchis. Atunci,
se aplica urmatoarele concluzii:

(a) exista x* € X astfel incit x* € Fix(F™), pentru fiecare n € N*;

(b) pentru fiecare (x,y) € Graph(F') ezista un sir (x,)nen de iteratii ale lui
Picard pentru F incepand de la (x,y) si care converge cdtre un punct
fix al lui F;

(c) F este un operator 1-slab Picard multivoc, adica existd o
selectie f°: Graph(F) — Fiz(F) a F> astfel incdt

d(z, f*(x,y)) < ¥(d(x,y)), pentru fiecare (x,y) € Graph(F),

unde

P(t) =t + Z ©"(st), cu s> 1 ales arbitrar. (2.3.2)
k=0
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Observatie 2.3.4. Din concluziile (a) si (b), rezulta ca F' este un operator
Picard slab multivoc. Concluzia (¢) se numeste conditie de retractie-
deplasare. Prin (a)-(c), tindnd cont de definitia 2.5.3, rezultd ca F' este un
operator -slab Picard multivoc.

Teorema 2.3.5 (C. K. Jung [29]). Fie (X,d) un spatiu metric generalizat.
Atunci relatia d definita ca

zdy < d(z,y) < co pentru x,y € X, (2.3.3)

este o relatie de echivalentd si daca X : s € S sunt clasele de echivalentd sub
p atunci d(z,y) = oo ori de cdite ori v € X, y € Xy, s # t. De asemenea,
daca ds = d|gz, xz., atunci (X, ds) este un spatiu metric (pentru fiecare s €

S).

Teorema 2.3.6 (R. Wegrzyk [38]). Fie (Y,d) un spatiu metric complet si
convex si fie (X, CZ) un spatiu metric arbitrar. Mai mult, fie f ' Y — X
o functie arbitrard. Atunci ezista o functie ¢ : [0,00) — [0,00), ¢(t) <
t, pentrut >0 st

d(f(x), [(y)) < pld(z,y)), cux,y €Y (2.3.4)

care este strict crescatoare, concava si continuu diferentiabild (adicd derivata
existd si este o functie continud) in [0, 00).

Prin C"[I], notdm clasa functiilor f, care au derivate continue pana la
ordinul n in [.

Prin S¢ notam clasa de functii f care apartine intervalului arbitrar C"[I]
(I) si indeplineste conditiile:

(f(z) —x)(§ —x) >0 pentru z € I,z # &,

(f(x) = &)(§ —x) <0 pentrux € [,x #&.

Teorema 2.3.7 (M. Kuczma [32]). Daca f € Sy, atunci pentru fiecare xq €
I, sirul (f™(xo)nen) este crescator (si strict crescator ori de cdte ori xy # 0)
st

lim f"(zo) = 0.

n—oo
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Corolar 2.3.8. Daca (X,d) este un spatiu metric complet si convez si F' :
X — P(X) este un operator multivoc cu grafic inchis care satisface conditia
(2.3.1) cu o functie @ astfel incat p(t) <t pentrut > 0, atunci:

(a) pentru fiecare xo € X si pentru fiecare punct fix x € X al lui F
existda un sir de iteratic ale lur F incepdnd de la xy care converge la x,

(b) in plus, daca ezista un so > 0 astfel incat functia ¢ este strict
[0.9]
crescatoare in intervalul [0, so] si pentru care seria Z ©"(s0) converge, atunci

k=0
multimea punctelor fize ale lui F' este nevida.

Ca o consecinta a Teoremei 2.3.3, avem urmatoarele rezultate calitative
privind multimea punctului fix.

Teorema 2.3.9. (Dependenta de date a multimii punctului fix) Fie
(X,d) un spatiu metric complet si F' : X — P(X) o yp-contractie grafica
neliniara multivoca astfel incat Graph(F') este inchis.

Atunci, avem urmdatoarele concluzii:
(a) Fiz(F) #0;

(b) daca G : X — P,(X) este o B-contractie neliniard multivocd pe
grafic cu grafic inchis st n > 0 este astfel incat

H(F(x),G(x)) <mn, pentru fiecare v € X,

atunci
H(Pia(F), Fiz(G)) < maz {(n), $(n) }

unde, pentru s > 1 arbitrar, notam
Ut =1+ s 1)
k=1
s%

() =t+> Bs-1).

In ceea ce priveste stabilitatea Ulam-Hyers a incluziunii punctului fix,
avem urmatorul rezultat.
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Teorema 2.3.10. Fie (X,d) un spatiu metric complet st F: X — P(X) o
p-contractie multivoca pe grafic. Atunci, problema punctului fix (1.2.2) este
Ulam-Hyers stabila.

Observatie 2.3.11. Este o intrebare deschisa stabilirea bine-punerii in sen-
sul lui Reich si Zaslavski si stabilitatic Ostrowski pentru incluziunea punctulus
fix x € F(x) cu o p-contractie multivoca pe grafic.

Un caz special in teoria punctului fix pentru operatorii multivoci este
proprietatea stricta a punctului fix. In acest context, avem urmatorul rezultat
strict al punctului fix pentru ¢-contractii multivoce pe grafic.

Teorema 2.3.12. Fie (X,d) un spatiu metric complet si F : X — P(X) o
p-contractie multivoca pe grafic cu grafic inchis. Sa presupunem:

(i) F(F(z)) C F(z), pentru fiecare v € X;
(i1) daca A € Py(X) cu F(A) = A, atunci A este un singleton.
Atunci, Fix(F) = SFiz(F) # 0.

2.3.3 Teoria punctului fix de tip Maia pentru
p-contractii multivoce pe grafic

In cazul unei multimi nevide inzestrate cu doud metrici, are loc urmitoarea
teorema de tip Maia pentru ¢-contractii multivoce pe grafic. Rezultatul de
tip Maia a fost demonstrat de R. Trugcd, in lucrarea [45]. O aplicatie pentru
rezultatul mentionat este data de autor in cazul incluziunii integrale de tip
Volterra.

Vom extinde acum notiunea de (¢, 1) neliniard multivoca - contractie a
tipului Feng-Liu, introdusa in lucrarea de A. Petrusel, G. Petrusel si J.-C.
Yao [54].

Definitie 2.3.4 (A. Petrusel, G. Petrusel, J.-C. Yao [54]). Fie (X,d) un
spatiu metric, F: X — P(X) un operator multivoc si ¢: [0,00) — [0,00)
o functie crescatoare astfel incat ¥(t) > t pentru orice t > 0 si ¥(0) = 0.
Pentru fiecare x € X, consideram multimea

ILi(d) = {y € F(x): d(x,y) < (Dy(r, F(x)))}. (2.3.5)
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Operatorul F' se numeste o (p,1))-contractie neliniara multivoca de tip Feng-
Liu in raport cu metrica d daca ezista o functie crescatoare : [0,00) —
[0,00) cu p(t) <t pentru fiecare t € (0,00) si p(0) = 0, astfel incdt:

(a) ¥ oy este o functie de comparatie tare;

(b) pentru fiecare x € X exista y € Ij(d) astfel incdt

Da(y, F(y)) < ¢(d(z,y)). (2.3.6)

Avem urméitoarea extindere a Teoremei 2.5 in [54] pentru cazul unui
spatiu inzestrat cu doua metrici. Urmatoarele doua teoreme sunt rezultatele
lui Radu Trusca, iar demonstratia poate fi gasita in articolul [45].

Teorema 2.3.13. Fie X o multime nevida inzestrata cu douda metrici, d si
p. Fie F: X — Py(X) si: [0,00) — [0,00) o functie crescatoare astfel
incat ¢¥(t) >t pentru orice t > 0 si¢(0) = 0. Presupunem ca:

(i) (X,d) este un spatiu metric complet;
(ii) exista R > 0 astfel incat d(z,y) < Rp(z,y) pentru orice x,y € X;
(11i) Graph(F) este inchis in raport cu metrica p;

(iv) exista o functie crescatoare ¢: [0,00) — [0,00) cu p(t) < t pentru
fiecare t € (0,00) si ©(0) = 0, astfel incdt 1 o ¢ este o functie de
comparatie tare si urmatoarea relatie este valabila

D,(y, F(y)) < w(p(x,y)), pentru fiecare(z,y) € Graph(F).

Atunci, avem ca Fix(F) # 0 si pentru fiecare xy € X existd (Tp)nen un
sir iterativ de tip Picard convergent catre un punct x* € Fix(F). Mai mult,
urmatoarea conditie de retractie-deplasare este valabila

o0

d(wo, 2" (1)) <> (1 0 9)* (ko). (2.3.7)

k=0

unde to = d(xo, 1), x1 € I,°(p).
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Intrucat contributia autorului in aceasta subsectiune este o aplicatie a
rezultatului de mai sus. Putem considera urmatoarea incluziune integrala de
tip Volterra.

Introducem notatia pentru intervalul I := [a, b].

¢
o(t) € / L(s, 2(s))ds + 1(¢), t € I, (2.3.9)

unde L : [ x R* — P, .,(R") si [ : I — R satisfac urméatoarele ipoteze:
(A;) pentru fiecare u € C(I,R"™) operatorul multivoc L, : I — Py .,(R"),
definit prin L,(s) := L(s,u(s)), este masurabil si integrabil marginit,

adica exista o aplicatie integrabila m : I — R astfel incat L(s,u(s)) C
B(0,m(s)) a.e. s € I;

(Az) existd doud functii crescatoare ¢, ¢: [0,00) — [0,00) cut)(t) > t pentru
orice t > 0, ¥(0) = 0, ¢(t) < t pentru fiecare t € (0,00) si p(0) = 0,
astfel incat ¢ o ¢ este o functie de comparatie tare;

(A3) [ este continua,

(Ay) existd k: I — R, masurabild in s si o functie crescétoare ¢ : [0, co[—
[0, 00), astfel incat ¢ este o functie de comparatie tare si

D(v, L(s,v)) < w(s)p(lu = vl),

pentru toate (s,u) € I x R" si v € S(s,u).

Printr-o solutie a lui (2.3.8) intelegem o aplicatie continud v € C'(I,R")
care satisface incluziunea de mai sus pentru fiecare t € I. Vom nota cu || - ||
urmatoarea norma de tip Bielecki in C'(I, R"™), adica,

]| 5 == sup [Ja(t)le O],
tel
unde K(t) := [ k(s)ds si 7 > 1.

Atunci, avem urmétorul rezultat al existentei pentru incluziunea integrala

(2.3.8).
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Teorema 2.3.14. Consideram incluziunea integralda (2.3.8) si presupunem
ca ipotezele (A1) — (Ay) sunt valabile. Atunci ezista cel putin o solutie a
(2.3.8).

Observatie 2.3.15. Teorema 2.5.13 extinde un rezultat dat de A. Petrusel,
in [52] (vezi Teorema 2.8.11), unde se impune o conditie de tip contractie
mat puternica asupra nucleului L.



Capitolul 3

Teoreme de surjectivitate pentru
clase de operatori contractivi

Acest capitol este impartit in doud sectiuni, una este despre teoremele de
surjectivitate pentru operatorii Meir-Keeler, iar cealalta despre teoremele
de surjectivitate pentru contractii largi. Primul pas in demonstrarea teore-
melor de surjectivitate din urmatoarele subsectiuni este de a demonstra ca
operatorul este o contractie-norma. Folosind acest rezultat, vom demonstra
proprietatea de surjectivitate.

Teoreme importante utilizate ulterior in urmatoarele subsectiuni sunt cea
datd de A. Granas in 1957, vezi [24], si cea prezentatd de T. Suzuki in 2007,
vezi [78].

Teorema 3.0.1 (A. Granas [24]). Fie (X,|| - ||) un spatiu Banach si fie
f X — X un operator complet continuu. Daca, in plus, f este o contractie-
normd, atunci Fiz(f) # 0.

Teorema 3.0.2 (T. Suzuki [78]). Fie (X,|| - ||) un spatiu Banach si C o
submultime nevidd si converd a lui X. Fie f : C — C un operator Meir-
Keeler. Atunci, pentru fiecare € > 0 ezista r. € (0,1) astfel incat

[ =yl = & implica || f(z) = FYI < rellz =yl

44
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3.1 Teoreme de surjectivitate pentru
operatori de tip Meir-Keeler

Primul scop al acestei sectiuni este de a demonstra ca, intr-un spatiu Banach
X, un operator Meir-Keeler f (univoc sau multivoc) este o contractie-norma.
Apoi, folosind acest rezultat, vom da conditii suficiente care sa asigure ca
acest camp 1y — f, generat de f, este surjectiv. Urmatoarele doud sectiuni
contin teoreme de surjectivitate pentru operatori Meir-Keeler univoci si, res-
pectiv, multivoci. In ultima subsectiune, prezentam o aplicatie a rezultatelor
anterioare pentru cazul univoc. Rezultatele noastre generalizeaza unele te-
oreme bine-cunoscute de acest tip pentru contractii de tip Banach/Nadler,

vezi [5] si [25], precum si alte rezultate de acest tip pentru contractii genera-
lizate, vezi [1], [6], [59], [69], [79].

3.1.1 Teoreme de surjectivitate pentru operatori
univoci de tip Meir-Keeler

Definitia operatorului Meir-Keeler 1.1.9 si a teoremei Meir-Keeler 1.1.5 sunt
furnizate in capitolul Notiuni si rezultate preliminare, sectiunea Operatori
univoci, deoarece sunt utilizate si in Capitolul 2.

In aceasti sectiune, vom prezenta o noua teorema de surjectivitate pentru
un operator Meir-Keeler univoc. Abordarea se bazeaza pe teoria operatorilor
de contractie-norma si pe o teorema binecunoscutd a lui A. Granas [24],
Teorema 3.0.1. De asemenea, rezultatul demonstrat de T. Suzuki in 2007
este utilizat in abordarea noastra, Teorema 3.0.2, mentionata mai sus in
introducerea capitolului.

Primul nostru rezultat principal este urmatoarea teorema de surjectivitate
pentru operatorii Meir-Keeler intr-un spatiu Banach. Pentru demonstrarea
acestei teoreme vom folosi Definitia 1.1.11 si vom considera doud cazuri:
primul, cand z se afla in interiorul bilei inchise B(xo; R) si al doilea, cand x
se afla in afara bilei inchise B(zo; R).

Teorema 3.1.1. Fie (X, | -||) un spativ Banach si'Y o submultime nevidd,
inchisd si convexd a lur X . Sa consideram operatorul f :' Y — 'Y care satisface
urmatoarele ipoteze:
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(i) restrictia lui f la orice multime marginita din'Y este compactd;

(ii) f este un operator de tip Meir-Keeler.

Atunci 1y — f este un operator surjectiv.

3.1.2 Teoreme de surjectivitate pentru operatori
multivoci de tip Meir-Keeler

In aceastd sectiune, vom reaminti mai intai cateva notiuni si rezultate preli-
minare care ne vor permite sa demonstram o noua teorema a surjectivitatii
pentru campul multivoc generat de un operator Meir-Keeler multivoc. In
2000, H. K. Xu, [83] a furnizat definitia unui operator Meir-Keeler multi-
voc. Nu a fost data nicio teorema multivoca corespunzatoare, similara cu cea
data de Suzuki pentru cazul univoc. Aceasta lacuna a motivat propunerea
unei versiuni multivoce, care este prezentata ca Teorema 3.1.3.

Definitie 3.1.1 (vezi, de exemplu, H. K. Xu [83]). Fie (X,| -||) un spatiu
Banach. Atunci, F': X — P(X) se numeste operator Meir-Keeler multivoc
daca pentru orice € > 0 exista 0 > 0 astfel incdt

e <|lz—vyll <e+8 implica H(F(x),F(y)) < e.

Lema 3.1.2. Fie (X, | - ||) un spatiuv normat. Daca Y,Z € P.,(X), atunci
pentru fiecare y € Y existd z € Z astfel incat

ly =zl < H(Y, Z).

Pentru a demonstra rezultatul principal, vom stabili mai intai un nou
rezultat referitor la urméatoarea versiune multivoca a teoremei univoce a lui
Suzuki 3.0.2.

Teorema 3.1.3. Fie Y C X o submultime convezrda a spatiului Banach
(X, |- |) si fie F:Y — P.,(Y) un operator Meir-Keeler multivoc. Atunci,
pentru fiecare € > 0 exista r. € (0,1) astfel incat

r,y € X, |lz —yl = & implica H(F(z), F(y)) < relz —yl|.
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e oy

zul unui operator Meir-Keeler multivoc, avem nevoie de urmatorul rezultat
cunoscut, demonstrat de R. lannacci [26] in 1978.

Teorema 3.1.4 (R. lannacci [26]). Fie (X, | -||) un spativ Banach si F :
X — P.,(X). Presupunem ca F este o contractie-norma multivoca complet
continud. Atunci, cdmpul 1x — F generat de F este surjectiv.

Principalul rezultat privind surjectivitatea campului multivoc generat de
un operator Meir-Keeler este urmatoarea teorema. Demonstratia teoremei
este similara cu cea pentru cazul univoc.

Teorema 3.1.5. Fie (X, || -||) un spativ Banach si Y o submultime nevida,
inchisa st convexa a lui X. Sa consideram operatorul multivoc F' :'Y —
P., (YY) care satisface urmatoarele ipoteze:

(1) pentru fiecare A € By(X) multimea F(A) este relativ compactd;

(ii) F este un operator Meir-Keeler.

Atunci, cdmpul 1y — F generat de I este surjectiv.

Observatie 3.1.6. Este usor de observat ca orice contractie Nadler (vezi, de
exemplu, [5]) este un operator Meir-Keeler multivoc si orice operator Meir-
Keeler multivoc este contractiv (adica H(F(z), F(y)) < |[z—yl|, pentru fiecare
z,y € X distinct). Ramane o intrebare deschisa dacd o teoremda similard a
surjectivitatii este valabila pentru operatori contractivi multivocs.

3.1.3 Aplicatie la o ecuatie integrala neliniara

Ca o aplicatie a rezultatelor noastre anterioare, vom prezenta cateva rezultate
de existenta pentru urmatoarea ecuatie integrala neliniara.

Vom nota intervalul [0, 7] cu I.

z(t) = g(x(t)) +/0 K(t,s,x(s))ds, t € I, (3.1.1)
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unde K € C(I x I x R",R") si g € C(R™",R").
Daca definim operatorul F': C(I,R") — C(I,R"),

Fa(t) :== g(z(t)) + /OTK(t, s,x(s))ds, t € I, (3.1.2)

atunci ecuatia noastrd (3.1.1) poate fi scrisa ca o ecuatie de punct fix

x=Fzx, x € C(I,R"). (3.1.3)

Mai intai, aratam ca, in anumite conditii adecvate, operatorul F' este o
contractie-norma.

Lema 3.1.7. Sa presupunem ca:

1. K € O(I x I x R*,R™ si g € C(R",R™);
2. exista a > 0 astfel incdt ||g(u)||gn < al|u||gn, pentru orice u € R™;
3. exista p,q,a, B,m €]0,00[ astfel incat

|K(t,s,u)||gn < at? + Bs? + n|ju||gn, pentru fiecare t,s € I,u € R™;
4. a+nT <1.

Atunci operatorul F definit in (3.1.2) este o contractie-norma pe C(I1,R").

Observatie 3.1.8. Lema 3.1.7 este valabild st daca 3. este inlocuit de ur-
matoarea conditie

3. exista n, G €]0, 00| astfel incat

K (t,s,u)||ge < G+ n||u|lgn, pentru orice u € R™,

Conform Lemei 3.1.7 si Teoremei 3.0.1, obtinem urmatorul rezultat.

Teorema 3.1.9. Consideram ecuatia integrald (3.1.1). Presupunem cd:

1. KeC( x I xR",R") si g € C(R",R");
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2. exista a > 0 astfel incdt ||g(u)||re < allu||ge, pentru orice u € R™;
3. exista p,q,a, 5,1 € (0,00) astfel incat

K (t,s,u)||gn < at? + Bs? + n|ju||gn, pentru fiecare t,s € I,u € R™;
4. a+nT <1.

Atunci ecuatia integrala (3.1.1) are cel putin o solutie.
Corolar 3.1.10. Concluzia Teoremei 3.1.9 este valabila si pentru ipotezele

1,2,3" si 4, mentionate in Observatia 3.1.8.

In a doua noastra abordare, vom demonstra ca operatorul F' este o
contractie-norma prin impunerea unor conditii adecvate astfel incat F' sa
fie un operator de tip Meir-Keeler.

Lema 3.1.11. Presupunem ca:
1. K € C(IxIxR" R") este Lipschitz in a treia variabild si ca g : R" —
R™ este o functie continud;

2. exista a > 0 astfel incat

lg(u) = g(v)[|r= < allu — v[[n,
pentru orice u,v € R";

3. exista Lx > 0 astfel incdt, pentru fiecare € > 0 exista un numdar pozitiv

0 cu
1—&—LKT

G,+LKT

pentru care este valabila urmatoarea implicatie:

0 < €,

|lu—v|lgn <e+0=||K(t s,u) — K(t,s,0)|rr <e,

pentru orice u,v € R";

l1—a
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Atunci, F' definit prin (3.1.2) este un operator de tip Meir-Keeler pe C(I,R™).

Teorema 3.1.12. Consideram ecuatia integrala (3.1.1). Presupunem ca:

1. KeC(IxIxR"R") sig:R" — R"™ este marginita;
2. exista a > 0 astfel incdt
lg(u) = g(0) ||z < allu — v,
pentru orice u,v € R™
3. exista Lx > 0 astfel incdt, pentru fiecare € > 0 existd un numar pozitiv

0 cu
1—CL—LKT

a+ L KT
pentru care este valabila urmatoarea implicatie:

0 <

g,

lu —v||gn <e+0=||K(t s,u)— K(t,s,0)|r <e&,

pentru orice u,v € R";

1—a
4. Lig < T

Atunci ecuatia integrala (3.1.1) are cel putin o solutie.

3.2 Teoreme de surjectivitate pentru
contractii largi

Conceptul de contractie larga a fost introdus pentru cazul univoc de T.A.
Burton in 1996. In aceast# sectiune, ardtam ci intr-un spatiu Banach X orice
contractie larga univoca f : X — X este o contractie-norma. Folosind acest
rezultat, putem demonstra cateva teoreme de surjectivitate pentru campul
1y — f generat de f. In a doua subsectiune, vom introduce notiunea de
contractie larga multivoca si, folosind o abordare similara, vom demonstra
surjectivitatea campului 1x — F' generat de un operator multivoc F' de la X
la X. Rezultatele acestei sectiuni extind si completeaza unele teoreme din
literatura de specialitate; Vezi Lema in [13] si teoremele de surjectivitate
in [41], [59] si [72].
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3.2.1 Notiunea de contractie larga

Urmaétoarea notiune a fost introdusa de T.A. Burton in contextul unui spatiu
metric.

Definitie 3.2.1 (T. A. Burton [13]). Fie (X,|| -||) un spatiu normat. Un
operator f : X — X se numeste o contractie larga daca

1. f este contractiv, adicd,
1f(@) = Wl < llz —yll,Vz,y € X, cuz #y,
2. pentru fiecare € > 0, exista & < 1 astfel incdt

vy € Xz -yl ze=f(x) = Fl < dllz -yl

J. Jachymski in [28| a observat cd, conditia contractiva din definitia de
mai sus poate fi evitata si, in consecinta, un operator f : X — X este o
contractie largd daca, pentru fiecare ¢ > 0, exista d(¢) €]0, 1] astfel incat

z,y € X, llz—yll Ze=[f(x) = fWl <de)lle—yll

Pentru echivalente conexe care implica clase de contractii generalizate, vezi

128].

Urmatorul concept, introdus de M.A. Krasnoselskii, este legat de definitia
de mai sus.

Definitie 3.2.2 (M.A. Krasnoselskii, vezi, de exemplu, Y.-Z. Chen [18]). Fie
(X, || - ||) un spativ Banach. Un operator f : X — X se numeste contractie
generalizata daca pentru orice 0 < a < b < oo, exista d(a,b) € (0,1) astfel
incat

1 (@) = f)l < d(a,b)[lz —yl,

pentru orice x,y € X care satisface a < ||z —y|| <.

3.2.2 Teoreme de surjectivitate pentru contractii
largi in cazul univoc

In aceasta subsectiune, vom demonstra proprietatea conform careia campul
1x — f este surjectiv, unde f este o contractie larga cu univoca. Demonstratia
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se bazeaza pe principiul contractiei largi a lui T.A. Burton [13] si pe teorema
lui A. Granas [24], Teorema 3.0.1.

Pe de o parte, o contractie larga este o contractie generalizata, vezi [18].
Pe de altd parte, existd contractii largi care nu sunt contractii (Banach).

T. A. Burton a prezentat teorema principala a punctului fix pentru contractii
largi.

Teorema 3.2.1 (T. A. Burton [13|). Fie (X,d) un spatiu metric complet si
f X — X o contractie larga. Presupunem ca exista x € X si L > 0, astfel
incat

d(z, f*(x)) < L,

pentru orice n > 1. Atunci, f are un punct fix unic in X.

Ca o consecinta a teoremei de mai sus, obtinem urmatorul rezultat.

Corolar 3.2.2. Fie (X,d) un spatiuv metric complet si f : X — X un
operator pentru care existd ng € N, ng > 2 astfel incat f™ este o contractie
larga. Presupunem cd exista un x € X si L > 0 astfel incat d(z, f*(x)) < L
pentru orice n > 1. Atunci, f are un punct fix unic.

Urmatoarea teorema este primul rezultat principal al acestei sectiuni.

Teorema 3.2.3. Fie (X,| - ||) un spatiu Banach si operatorul f : X — X
care satisface urmdatoarele ipoteze:

(i) f este o contractie larga;

(i1) f(A) este relativ compact, pentru fiecare A € Py(X).
Atunci, cdmpul 1x — f: X — X generat de f este un operator surjectiv.
3.2.3 Teoreme de surjectivitate pentru contractii largi
in cazul multivoc
Reamintim mai intai cateva notiuni si teoreme necesare, care ne vor ajuta

sa demonstram rezultatul principal al sectiunii. Urmatorul rezultat a fost
demonstrat in 1978 de R. Tannacci.
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Din capitolul Notiuni si rezultate preliminare, sectiunea multivoca, este
cunoscuta definitia contractiei-norma multivoce.

Teorema 3.2.4 (R. lannacci [26]). Fie (X, | - ||) un spatiu Banach si fie
F: X — P.,(X) un operator complet continuu multivoc. Sa presupunem cd
F' este o contractie-norma multivoca.

Atunci, cdmpul 1x — F generat de F este surjectiv.

Definitie 3.2.3. Fie (X, | - ||) un spatiu Banach. Atunci F : X — P(X) se
numeste o contractie larga multivocda daca pentru orice ¢ > 0, existd §(e) €
10, 1[ astfel incat

v,y € X, [lv —yll =2 e = H(F(x), Fy)) < 6(e)]|x —yl|
Este usor de observat ca o contractie larga multivoca este contractiva.

Prin urmare, urmatoarea teorema reprezinta rezultatul principal al surjectivitatii
pentru operatorul de contractie larga multivoca din aceasta sectiune.

Teorema 3.2.5. Fie (X, | - ||) un spatiu Banach si fie F : X — P, .,(X)
un operator multivoc care satisface urmdtoarele ipoteze:

1. F este o contractie larga multivocd;

2. F(U) este relativ compact, pentru fiecare U € Py(X).

Atunci, cdmpul 1x — F generat de F' este surjectiv.



Concluzii

Obiectivul principal al tezei este de a oferi variante extinse pentru teoremele
punctului fix legate de operatorii de tip Ciri¢, operatorii de tip Meir-Keeler si
@-contractiilor multivoce pe grafic. In plus, am prezentat teoreme de surjec-
tivitate pentru operatorii Meir-Keeler si contractii largi in sensul lui Burton.
Este prezentata o aplicatie la o ecuatie integrala neliniara legata de operatorii
de tip Meir-Keeler. Mai precis, au fost obtinute cateva proprietati calitative
ale problemei punctului fix pentru operatorii de tip Ciri¢ univoci si multi-
voci. De asemenea, pentru cazul multivoc, sunt demonstrate cateva teoreme
stricte de punct fix. Proprietatile de stabilitate au fost demonstrate pentru
operatorii Meir-Keeler cat si pentru ¢-contractiile multivoce pe grafic. Mai
mult, studiul se concentreaza si pe cazul unei multimi inzestrate cu doua me-
trici, urméand ideea introdusa in teoremele de tip Maia. Rezultatul principal
are o aplicatie pentru o incluziune integrala de tip Volterra.

Posibile directii de dezvoltare viitoare ar fi extinderea cadrului proble-
melor la diferite spatii metrice generalizate, demonstrarea unor proprietati
calitative ale solutiilor pentru problemele de punct fix. De asemenea, studiile
pot fi imbunatatite pentru cazul unei multimi inzestrate cu doua metrici, ca
in cazul teoremelor de tip Maia.

Lucrarile viitoare ar putea implica aplicarea rezultatului abstract al punc-
tului fix la unele probleme generate de modelele din domeniul stiintelor na-
turii si al economiei.

Studiile noi se pot referi la problema valorilor initiale:

{x’(t) € K(t,z(t))
z(0) = 2°

care modeleaza evolutia dinamica a unor sisteme complexe de puncte materi-

o4
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ale/ date/ populatii si asa mai departe. Urméatoarele referinte ofera informatii
valoroase pentru acest studiu, vezi, de exemplu, [8], [7], [15], [21] si [31].

Un alt studiu se poate concentra pe rezultatele privind existenta si sta-
bilitatea pentru urmatoarea incluziune integrala cu intarziere:

o(t) € /t_TK(s,:c(s))ds, te[0,T]
x(t) = (), t e l—r,0]

care modeleazd evolutia (cresterea) sistemelor largi (nedeterminate) intr-
un mediu periodic, vezi A. Petrusel [52].

In concluzie, studiul ofera numeroase aplicatii potentiale si deschide directii
largi pentru cercetari viitoare prin introducerea de noi concepte si teoreme.
Lucrarea prezentata contribuie la o intelegere teoretica mai profunda a con-
ceptelor de punct fix neliniar, sustinand in acelasi timp perspectiva aplicatiilor.
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