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Introducere

Dezvoltări în teoria punctului fix
Teoria punctului fix datează de la sfârşitul secolui 19 şi începutul secolu-
lui 20. Unele dintre primele rezultate sunt rezultatul de aproape punct fix
al lui Henri Poincare din 1886 şi teorema de punct fix a lui Luitzen E. J.
Brouwer din 1911. În 1922, Stefan Banach a definit principiul contracţiei,
demonstrând existenţa, dar şi unicitatea punctului fix pentru o contracţie
într-un spaţiu metric complet. Tot în anul 1922 George D. Birkhoff şi Oliver
D. Kellogg au dezvoltat prima teoremă de punct fix infinit dimensională.
Juliusz Schauder a dat în 1927 şi 1930 o extensie cu privire la spaţii metrice
liniare şi în contextul unui spaţiu Banach a demonstrat că fiecare mulţime
compactă şi convexă îndeplineşte proprietatea de punct fix dacă funcţia este
continuă. De atunci, multe generalizări şi extensii au fost demonstrate, ca
de exemplu Kannan, Bianchini, Berinde, Zamfirescu, Ćirić-Reich-Rus, Ćirić
şi Hardy-Rogers.

Îndreptându-ne atenţia către cazul multivoc, prima teoremă de punct fix
a fost publicată în 1969 de către Sam B. Nadler Jr. în [41]. Acest rezultat
important a fost curând îmbunătăţit de Howard H. Covitz şi Sam B. Nadler
Jr. în [20], prin înlăturarea condiţiei de mărginire. Rezultatul a fost extins
şi generalizat în multe articole, precum [56], [58], [61], [65] şi [73]. câteva
generalizări notabile sunt, de asemenea, studiate de-a lungul acestei lucrări,
ca de exemplu contracţiile Berinde, Ćirić şi operatori de tip Feng-Liu.

Primul matematician care a demonstrat o teoremă locală de punct fix,
pentru cazul contracţiilor Banach, a fost Mark A. Krasnoselskii. Apoi, Mar-
lene Frigon şi Andrzej Granas au demonstrat o astfel de teoremp̆entru cazul
multivoc. Aceste două teoreme au inspirat mulţi alţi matematicieni să le
extindă în următoarele decenii.
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CONŢINUT iii

Motivaţie
Scopul acestei teze este să extindă, în context univoc, dar şi multivoc, teo-
reme locale de punct fix la diferite contracţii generalizate, ca de exemplu
Ćirić-Reich-Rus, Chatterjea, Berinde, etc. De asemenea, vom demonstra
aplicaţii pentru rezultatele menţionate anterior. Aceste rezultate teoretice
pot fi ulterior aplicate în multe scenarii precum studiul modelelor matemat-
ice guvernate de ecuaţii şi incluziuni integrale sau diferenţiale. O altă uti-
lizare ar putea fi obţinerea existenţei preferinţelor optimale într-o economie
abstractă.

Rezultatele care succed în această lucrare se pot dovedi utile în multe
alte domenii, incluzând ingineria, economia, managementul, informatica şi
telecomunicaţiile.

Structura tezei şi contribuţii originale
Structura generală a tezei este organizată după cum urmează. Deschidem
cu un capitol dedicat preliminariilor. Continuăm cu cele două capitole prin-
cipale, fiecare prezentând în detaliu principalele contribuţii ale cercetării.
Ulterior, avem o secţiune dedicată care prezintă concluziile studiului nostru,
împreună cu direcţiile de cercetare ulterioare. Teza se încheie cu o listă de
referinţe consultate pe parcursul lucrării de cercetare.

În primul capitol stabilim notaţiile pe care le vom folosi în capitolele urmă-
toare şi reamintim, de asemenea, câteva definiţii şi rezultate bine-cunoscute
care ne vor ajuta în demonstraţiile ce urmează. Câteva concepte notabile
sunt lema Hausdorff-Pompeiu şi lema Cauchy, împreună cu definiţiile unui
operator Picard, ale unui operator slab Picard şi ale unui operator esenţial.

Al doilea capitol se ocupă cu demonstrarea teoremelor locale de punct fix
pentru contracţii generalizate univoce, în special pentru contraci̧i generalizate
de tip Ćirić-Reich-Rus, Chatterjea, Berinde şi Ćirić. În prima secţiune, ne
concentrăm asupra operatorului de tip Ćiri’ c-Reich-Rus. Începem prin a
reaminti definiţia unui astfel de operator, teorema globală de punct fix şi
o teoremă locală de punct fix. În continuare, demonstrăm un alt rezultat
local, care îl îmbunătăţeşte pe cel precedent, apoi definim noţiunea de familie
(α, β) - contractivă şi determinăm o aplicaţie a teoremei locale de punct fix
demonstrate. Principalele rezultate ale acestei secţiuni se găsesc în "Local
fixed point theorems and open mapping principles for generalized
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contractions", Annales Univ. Sci. Budapest., Sect. Math., 64, (2021) şi
"Some local fixed point theorems and applications to open mapping
principles and continuation results", Arabian Journal of Mathematics,
10, (2021).

Următoarea secţiune tratează operatorii de tip Chatterjea. Începem prin
a reaminti definiţia operatorului şi rezultatul global de punct fix. Apoi
demonstrăm două teoreme locale de punct fix, una pentru contracţii self
şi una pentru contracţii non-self, cea din urmă considerând o condiţie mai
slabă decât prima. Continuăm prin definirea noţiunii de familie γ - contrac-
tivă şi oferim o aplicaţie a rezultatelor locale prezentate. Rezultatele centrale
discutate în această secţiune sunt conţinute în "Local fixed point theo-
rems and open mapping principles for generalized contractions",
Annales Univ. Sci. Budapest., Sect. Math., 64, (2021) şi "Some local
fixed point theorems and applications to open mapping principles
and continuation results", Arabian Journal of Mathematics, 10, (2021).

În cea de-a treia secţiune, alegem o altă generalizare a α - contracţiei obiş-
nuite, specific operatorul de tip Berinde. Începem prin a reaminti definiţia
unui operator de tip Berinde şi a teoremei globale de punct fix. Vom oferi
apoi două rezultate locale de punct fix, pentru operatori self şi non-self, al
doilea îmbunătăţindułpe primul prin presupunerea unei condiţii mai slabe.
Vom continua cu definirea conceptului de familie (α,L) - contractivă şi să
demonstrăm o aplicaţie a teoremelor locale de punct fix date. Rezultatele
principale ale acestei secţiuni se găsesc în "Local fixed point theorems
and open mapping principles for generalized contractions", Annales
Univ. Sci. Budapest., Sect. Math., 64, (2021) şi "Some local fixed point
theorems and applications to open mapping principles and contin-
uation results", Arabian Journal of Mathematics, 10, (2021).

A patra secţiune a celui de-al doilea capitol se concentrează pe rezultatele
pentru operatorii de tip Ćirić. Deschidem prin a reaminti definiţia operatoru-
lui menţionat anterior, precum şi rezultatul global de punct fix. Continuăm
cu demonstrarea teoremei locale de punct fix pentru operatorii de tip Ćirić şi
încheiem secţiunea cu o aplicaţie a acesteia, mai exact o teoremă de contin-
uare. Principalele rezultate din această secţiune se gs̆esc în "On some fixed
point theorems for Ćirić operators", Miskolc Mathematical Notes, 25,
(2024).

În secţiunea finală, ne propunem să obţinem rezultate de punct fix pen-
tru alte tipuri de contracţii generalizate non-self, cum ar fi contracţia de tip
Hardy-Rogers. Mai întâi reamintim o extensie a teoremei de punct fix a lui
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Conti demonstrată de Petruşel, Precup şi Şerban şi apoi introducem două
teoreme locale de punct fix, una pentru contracţii continue de tip Berinde şi
o alta pentru contracţii continue de tip Hardy-Rogers. Secţiunea se încheie
cu o teoremă locală de punct fix pentru operatori de tip Berinde, unde abor-
dăm condiţii suplimentare. Rezultatele originale din această secţiune pot fi
găsite în "Iterative approximations for non-self operators", 22 nd In-
ternational Symposium on Symbolic and Numeric Algorithms for Scientific
Computing (SYNASC), (2019).

Capitolul final studiază rezultate de punct fix, aplicaţii şi proprietăţi de
stabilitate pentru următoarele tipuri de generalizări ale contracţiilor multi-
voce: Ćirić-Reich-Rus, Chatterjea, Berinde, Ćirić, φ - contracţii neliniare pe
grafic şi (φ, ψ) - contracţii de tip Feng-Liu. Prima secţiune tratează contracţi-
ile multivoce de tip Ćirić-Reich-Rus, unde reamintim definiţia unei astfel de
contracţii generalizate şi teorema globală de punct fix demonstrată de Reich.
Continuăm cu principalele rezultate ale secţiunii, în special un rezultat local
de punct fix, o teoremă locală de punct fix strict şi un rezultat de omotopie,
ca aplicaţie la prima teoremă locală. Contribuţiile originale menţionate fac
parte din articolul "Some local fixed point theorems for generalized
multi-valued contractions with applications", Journal of Nonlinear and
Convex Analysis, 23, (2022).

A doua secţiune a Capitolului 3 investighează cazul contracţiilor multi-
voce de tip Chatterjea. Reamintim definiţia sa şi rezultatul global de punctu
fix, apoi demonstrăm cele trei rezultate centrale ale secţiunii: două rezultate
locale privind punctele fixe şi punctul fix strict şi o teoremă de omotopie.
Aceste noi rezultate sunt publicate în articolul "Some local fixed point
theorems for generalized multi-valued contractions with applica-
tions" Journal of Nonlinear and Convex Analysis, 23, (2022).

Următoarea secţiune examinează contextul contracţiilor multivoce de tip
Berinde, unde urmăm aceeaşi structură ca şi în cele două secţiuni anterioare,
amintind definiţia şi teorema globală de punct fix deja stabilită. Continuăm
cu rezultatele principale, care sunt o teoremă locală de punct fix şi rezultatul
de omotopie corespunzătoare ca aplicaţie, alternativa neliniară şi principiul
Leray-Schauder pentru acest tip de contracţii generalizate. Rezultatele orig-
inale au apărut în "Some local fixed point theorems for generalized
multi-valued contractions with applications" Journal of Nonlinear and
Convex Analysis, 23, (2022).

Trecem la a patra parte a Capitolului 3, în care considerăm contracţii
multivoce de tip Ćirić. Se respectă aceeaşi structură de secţiune, menţionăm
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binecunoscuta definiţie a contracţiei multivoce de tip Ćirić şi apoi includem
un rezultat de punct fix pentru astfel de operatori. Principalele dezvoltări din
această secţiune sunt rezultate locale de punct fix şi o teoremă de omotopie
ca aplicaţie. Demonstraţiile detaliate şi alte observaţii privind rezultatele
originale ale acestei secţiuni au fost documentate în articolul "On some
fixed point theorems for Ćirić operators", Miskolc Mathematical Notes,
25, (2024).

Secţiunea următoare studiază cazul φ - contracţiilor multivoce neliniare
pe grafic. Aici reamintim definiţiile funcţiilor de comparaţie, funcţiilor de
comparaţie tari şi φ - contracţiilor multivoce neliniare pe grafic. Apoi prezen-
tăm două rezultate de existenţă a punctului fix, considerând atât un spaţiu
metric generalizat, cât şi unul clasic, urmate de enunţarea dependenţei de
date şi a proprietăţilor de stabilitate Ulam-Hyers ale mulţimii de puncte fixe.
Următoarele rezultate ilustrate sunt o teoremd̆e punct fix strict, urmată de
două teoreme locale. Încheiem secţiunea cu un rezultat de tip Maia privind
φ - contracţiile multivoce neliniare pe grafic şi un corolar care îl urmează.
Principalele dezvoltări prezentate în această secţiune sunt extrase din arti-
colul "Fixed point and stability results for multi-valued nonlinear
graph contractions in complete metric spaces", The Journal of Anal-
ysis, (2025).

În ultima secţiune a Capitolului 3 ne vom ocupa cu studiul (φ, ψ) -
contracţiilor multivoce de tip Feng-Liu. După enunţarea definiţiei tipu-
lui respectiv de contracţii, stabilim două teoreme care demonstrează exis-
tenţa şi localizarea punctelor fixe. Continuăm prin a reaminti, în contextul
(φ, ψ) - contracţiilor multivoce de tip Feng-Liu, definiţiile pentru urmă-
toarele concepte de stabilitate generalizate: Ulam-Hyers, Reich-Zaslavski,
Ostrowski, dependenţa de date şi condiţia generalizată de retracţie-deplasare
tare. Apoi demonstrăm că (φ, ψ) - contracţiile multivoce de tip Feng-Liu sat-
isfac condiţia puternică de retracţie-deplasare, ceea ce ne conduce la ultimul
rezultat al secţiunii, care demonstrează proprietăţile calitative ale mulţimii
de puncte fixe. Rezultatele cuprinse în această secţiune sunt stabilite în
articolul "Fixed point and stability results for multi-valued nonlin-
ear graph contractions in complete metric spaces", The Journal of
Analysis, (2025).
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Chapter 1

Preliminarii

În acest capitol ne propunem să prezentăm notaţiile care vor fi utilizate în
următoarele capitole. De asemenea, vom reaminti câteva noţiuni, definiţii,
precum şi rezultate bine-cunoscute. Pentru alte concepte şi rezultate similare,
vezi, de exemplu, [6], [47], [66] şi [69].

1.1 Notaţii
Fie X o mulţime nevidă. Fie f : X → X un operator univoc şi F : X ⊸ X
un operator multivoc. Pe parcursul acestei lucrări, vom folosi următoarele
notaţii:

• P(X) := {A | A ⊂ X};

• P (X) := {A ⊂ X | A ̸= ∅};

• Pb(X) := {A ⊂ X | A ̸= ∅, A este mărginită};

• Pcl(X) := {A ⊂ X | A ̸= ∅, A este închisă};

• Pcp(X) := {A ⊂ X | A ̸= ∅, A este compactă};

• Pentru x0 ∈ X şi r > 0, avem

◦ B(x0; r) := {x ∈ X|d(x0, x) < r} reprezintă bila deschisă de cen-
tru x0 şi rază r;

◦ B̃(x0; r) := {x ∈ X|d(x0, x) ≤ r} reprezintă bila închisă de centru
x0 şi r;

2
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• Graph(f) := {(x, y) ∈ X ×X|y ∈ f(x)} – graficul lui f ;

• Graph(F ) := {(x, y) ∈ X ×X|y ∈ F (x)} – graficul lui F ;

• Fix(f) := {x ∈ X | f(x) = x} – mulţimea tuturor punctelor fixe ale lui
f ;

• f 0 := 1X , f 1 := f , . . . , fn := f ◦ fn−1 – iteratele operatorului univoc f ;

• F 1(Y ) := F (Y ), F 2(Y ) := F (F (Y )), . . . , F n(Y ) := F (F n−1(Y )) –
iteratele operatorului multivoc F ;

• Pentru fiecare x ∈ X, notăm O(x,∞) = {x, f(x), . . . , fn(x), . . . }.

• CR(Y,X) – familia operatorilor contracţii definite de la Y la X;

• CRδY (Y,X) :=
{
f ∈ CR(Y,X) | f|δY : δY → X nu are puncte fixe

}
.

1.2 Noţiuni generale
Să reamintim acum câteva dintre principalele definiţii şi concepte din teoria
punctului fix.

Definiţia 1.1. Un spaţiu metric (X, d) este complet dacă fiecare şir Cauchy
(xn)n∈N converge.

Definiţia 1.2. Un spaţiu metric (X, d) is conex dacă nu este reuniunea a
două mulţimi deshise nevide disjuncte.

Definiţia 1.3. Considerăm un spaţiu metric (X, d). Defininim funcţionala
generalizată diametru diam : P(X) → R+ ∪ {+∞} în felul următor:

diam(Y ) = sup{d(u, v) | u ∈ Y, v ∈ Y }.

Definiţia 1.4. Considerăm un spaţiu metric (X, d). Atunci:

(i) funcţionala D : P (X)× P (X) → R+ ∪ {+∞} definită prin

D(Y, Z) = inf{d(y, z) | y ∈ Y, z ∈ Z}

este funţionala distanţă. În particular, dacă x0 ∈ X atunci D(x0, Z) :=
D({x0}, Z) este distanţa de la punctul x0 la mulţimea Z.
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(ii) funcţionala ρ : P (X)× P (X) → R+ ∪ {+∞} defintă prin

ρ(Y, Z) = sup{D(y, Z) | y ∈ Y }

este funcţionala exces a mulţimii Y peste mulţimea Z.

(iii) funcţionala H : P (X)× P (X) → R+ ∪ {+∞} definită prin

H(Y, Z) = max{ρ(Y, Z), ρ(Z, Y )}

este func tionala Hausdorff-Pompeiu. Este cunoscut faptul că H este
o metrică pe Pb,cl(X).

În plus, perechea (Pcl(X), H) formează un spaţiu metric generalizat, în sensul
că H poate lua valori infinite.

Reamintim, în plus, şi o proprietate importantă a funcţionalei Hausdorff-
Pompeiu.

Lema 1.1. Considerăm un spaţiu metric (X, d) şi ε > 0. Dacă Y, Z sunt
două submulţimi ale lui X cu H(Y, Z) < ε, atunci pentru fiecare y ∈ Y există
z ∈ Z astfel încât d(y, z) < ε.

Definiţia 1.5 (a se vedea [69]). Considerăm perechea de spaţii metrice (X, d)
şi (Y, ρ). Un operator f : X → Y se numeşte:

(i) Lipschitz dacă există l ∈ R+ astfel încât

d(f(x), f(y)) ≤ ld(x, y), pentru orice x, y ∈ X;

(ii) α - contracţie dacă există α ∈ [0, 1) astfel încât f este α-Lipschitz (i.e.,
Lipschitz cu constanta α).

Definiţia 1.6 (a se vedea [69]). Considerăm un spaţiu metric (X, d). Un
operator f : X → X este slab Picard (abreviat WPO) dacă (fn(x))n∈N este
convergent pentru orice x ∈ X şi limita şirului, notată prin f∞(x), este un
punct fix al operatorului f .

Definiţia 1.7 (a se vedea [69]). Dacă f : X → X este WPO şi Fix(f) = {x∗},
atunci f este un operator Picard (abreviat PO).
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Definiţia 1.8 (a se vedea [16], pagina 268). Să considerăm acum un spaţiu
metric (X, d) şi un operator f : X → X. Atunci X este f -orbital complet
dacă fiecare şir Cauchy conţinut în O(x,∞) pentru un x ∈ X oarecare con-
verge în X.

Prin U ne vom referi la un domeniu (deschis şi conex) fixat într-un spaţiu
metric complet (X, d). Notăm prin KCRR(Ū ,X) (respectiv KC(Ū ,X) şi
KB(Ū ,X)) mulţimea tuturor contracţiilor multivoce generalizate K: Ū →
P (X) în sensul Ćirić-Reich-Rus (CRR), respectiv Chatterjea (C) şi respectiv
Berinde (B). Definim şi

K#
0 (Ū ,X) =

{
K ∈ K·(Ū ,X) : x /∈ K(x) pentru orice x ∈ ∂U

}
, (1.1)

unde # este înlocuit prin CRR, C, şi respectiv B.

Definiţia 1.9. Spunem despre K ∈ K#
0 (Ū ,X) că este esenţial dacă K are

punct fix. Altfel, K este numit neesenţial.

Definiţia 1.10. O omotopie de contracţii multivoce generalizate este o fam-
ilie de astfel de operatori {Kt}t∈[0,1] astfel încât orice Kt aparţine K#

0 (Ū ,X).
Doi operatori S şi T sunt omotopici în K#

0 (Ū ,X) dacă există o omotopie de
contracţii multivoce generalizate {Kt}t∈[0,1] astfel încât K0 = S şi K1 = T .

Lema 1.2 (Lema lui Cauchy). Fie (an), (bn) două şiruri de numere pozitive
astfel încât

∑
n≥0

an <∞ şi lim
n−→∞

bn = 0. Atunci

lim
n−→∞

(
n∑
k=0

an−kbk

)
= 0.



Chapter 2

Teoreme locale de punct fix
pentru contracţii univoce
generalizate

În acest capitol ne concentrăm pe demonstrarea teoremelor locale în cazul
contracţiilor univoce generalizate, precum şi pe o aplicaţie pentru fiecare
contracţie generalizată considerată. Mai exact, vom lua în considerare con-
tracţiile generalizate de tip Ćiri’ c-Reich-Rus, Chatterjea, Berinde şi Ćirić.

Aceste rezultate îmbogăţesc alte dezvoltări originale din lucrări precum
[8], [13], [16], [18], [27], [59], şi [72]. Principalele articole pe care se bazează
acest capitol sunt [40], [74] şi [75]. Pentru alte direcţii de cercetare a se vedea,
e.g., [1], [2], [9], [15], [61], [67] şi [68].

2.1 Contracţii generalizate de tip Ćirić-Reich-
Rus

În această secţiune a Capitolului 2, ecuaţia de punct fix studiată f(x) =
x satisface condiţiile de contracţie de tip Ćirić-Reich-Rus. În prima parte
reamintim definiţia unor astfel de operatori, apoi demonstrăm teorema localu
a de punct fix şi oferim şi o aplicaţie a acestui rezultat. Principalele rezultate
de existenţă şi unicitate ale acestei secţiuni sunt Teorema 2.3 şi Teorema 2.4.

Contracţia univocă Ćirić-Reich-Rus a fost definită în mod independent
de Ljubomir Ćirić, Simeon Reich şi Ioan A. Rus în 1971.

6
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Definiţia 2.1 (a se vedea [18], [59] şi [72]). Fie (X, d) un spaţiu metric.
Un operator f : Y ⊆ X → X este o contrac tie de tip Ćirić-Reich-Rus dacă
există α, β ∈ (0, 1) astfelîncât α + 2β < 1 şi pentru orice x, y ∈ X avem

d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y) + β [d(x, f(x)) + d(y, f(y))] . (2.1)

Teorema globală de punct fix dată de Ioan A. Rus în [72] afirmă urmă-
toarele.

Teorema 2.1 (I. A. Rus, a se vedea Teorema 1, [72]). Fie (X, d) un spaţiu
metric complet, şi f : X → X o funcţie pentru care există α, β ∈ R+, α+2β <
1, astfel încât

d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y) + β [d(x, f(x)) + d(y, f(y))]

pentru orice x, y ∈ X. Atunci f are un punct fix unic.

Următoarea teoremă locală a fost demonstrată de Simeon Reich în [57],
unde demonstraţia se bazează pe Teorema 2.1.

Teorema 2.2 (Simeon Reich, a se vedea [57]). Fie (X, d) un spaţiu metric
complet, x0 ∈ X, r > 0 şi f : B(x0; r) → X o contracţie de tip Ćirić-Reich-
Rus. Atunci, dacă

d(x0, f(x0)) <
1− α− 2β

1 + β
r, (2.2)

obţinem că Fix(f) = {x∗} şi şirul de aproximaţii succesive (fn(x))n∈N con-
verge la x∗ pentru orice x in B(x0; r). Mai mult, avem următoarea estimare
a priori a erorii:

d(fn(x), x∗) ≤ qn

1− q
d(x, f(x)),

unde q :=
α + β

1− β
< 1, pentru orice x ∈ B(x0; r).

Vom prezenta acum o altă teoremă locală de punct fix pentru contracţii
de tip Ćirić-Reich-Rus, care completează rezultatele globale Teorema 2.5 din
[18], Teorema 3 din [59], Teorema 1 din [72], precum şi teorema locală am-
intită mai sus, considerând o condiţie mai slabă. Demonstraţia se bazează
pe metoda şirurilor iterative de aproximaţii succesive.
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Teorema 2.3. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, x0 ∈ X, r > 0 şi
f : B(x0; r) → X o contracţie de tip Ćirić-Reich-Rus. Dacă

d(x0, f(x0)) <
1− α− 2β

1− β
r, (2.3)

atunci şirul aproximaţiilor succesive (fn(x0))n∈N care porneşte din centrul
bilei converge la punctul fix unic x∗ ∈ B(x0; r) al contracţiei de tip Ćirić-
Reich-Rus f .

Vom defini acum noţiunea de familie (α, β) - contractivă, pe care o vom
folosi mai târziu în aplicaţia pentru teorema locală de punct fix.

Definiţia 2.2. Fie (X, d) un spaţiu metric şi (J, ρ) un spaţiu metric conex.
Spunem că un şir (Kλ)λ∈J ⊂ CR(Y,X) este o familie (α, β) - contractivă
dacă există α ∈ (0, 1), p ∈ (0, 1] şi M > 0 astfel încât

(i) d(Kλ(x1),Kλ(x2)) ≤ αd(x1, x2)+β [d(x1,Kλ(x1)) + d(x2,Kλ(x2))], pen-
tru orice x1, x2 ∈ Y şi λ ∈ J ;

(ii) d(Kλ(x),Kµ(x)) ≤M [ρ(λ, µ)]p, pentru orice x ∈ Y şi λ, µ ∈ J .

Ca o aplicaţie pentru Teorema 2.3 oferim o teoremă de continuare, demon-
strată mai jos.

Teorema 2.4. Fie (X, d) un spaţiu metric complet şi Y o submulţime încisă
astfel încât intY ̸= ∅. Fie (J, ρ) un spaţiu metric conex şi (Kλ)λ∈J o familie
(α, β) - contractivă din CRδY (Y,X). Următoarele concluzii apar:

(i) Dacă există un punct λ∗0 ∈ J , astfel încât ecuaţia Kλ∗0
(x) = x are o

solutţie, atunci ecuaţia Kλ(x) = x are o soluţie unică pentru orice
λ ∈ J ;

(ii) Dacă Kλ(xλ) = xλ pentru orice λ ∈ J , atunci operatorul

j : J → intY

j(λ) = xλ
(2.4)

este continuu.
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2.2 Contracţii generalizate de tip Chatterjea
Această secţiune a Capitolului 2 se concentrează pe demonstrarea rezul-
tatelor de existenţă şi unicitate pentru ecuaţia de punct fix f(x) = x care
îndeplineşte condiţii de tip Chatterjea. Teorema 2.6, Teorema 2.7 şi Teo-
rema 2.8 sunt principalele rezultate care îmbuna̧tăţesc teoremele prezentate
în [13].

Definiţia contracţiilor univoce de tip Chatterjea a fost dată în 1972 de
Santi Chatterjea, după cum urmează.

Definiţia 2.3 (a se vedea [13]). Fie (X, d) un spaţiu metric. Un operator

f : Y ⊆ X → X este o contracţie de tip Chatterjea dacă există γ ∈ [0,
1

2
)

astfel încât pentru orice x, y ∈ X avem

d(f(x), f(y)) ≤ γ [d(x, f(y)) + d(y, f(x))] . (2.5)

Billy Rhoades a demonstrat în [64] independenţa dintre condiţiile cla-
sice Banach şi cele de tip Chatterjea. În [13], Chatterjea prezintă teorema
globald̆e punct fix, aşa cum este prezentată mai jos.

Teorema 2.5 (S. K. Chatterjea, a se vedea [13]). Fie (X, d) un spaţiu metric
complet. Presupunem că f : X → X este o contracţie de tip Chatterjea.
Atunci f admite un punct fix unic în X.

Următorul rezultat local îmbunătăţeşte teorema de punct fix a lui Chat-
terjea descrisă mai sus, bazându-se totodată pe aceasta pentru demonstraţie.

Teorema 2.6. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, x0 un punct din X, r > 0
şi f : B(x0; r) → X o contracţie de tip Chatterjea. Dacă

d(x0, f(x0)) <
1− 2γ

1 + γ
r, (2.6)

atunci Fix(f) = {x∗}, iar şirul aproximaţiilor succesive (fn(x))n∈N converge
la x∗ pentru orice punct x ∈ B(x0; r). În plus, obţinem u̧rmătoarea estimare
a priori a erorii:

d(fn(x), x∗) ≤ qn

1− q
d(x, f(x)),

unde q :=
γ

1− γ
< 1, pentru orice x ∈ B(x0; r).
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Mai departe, îmbunătăţim Teorema 2.6 presupunând o condiţie mai slabă,
după cum urmează. Ca şi înainte, utilizăm metoda de construire a unui şir
iterativ de aproximaţii succesive pentru demonstraţie.

Teorema 2.7. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, x0 ∈ X, r > 0 şi
f : B(x0; r) → X o contracţie de tip Chatterjea. Dacă

d(x0, f(x0)) <
1− 2γ

1− γ
r,

atunci şirul aproximaţiilor succesive (fn(x0))n∈N care porneşte din centrul
bilei converge la unicul punct fix x∗ ∈ B(x0; r) al contracţiei de tip Chatterjea
f .

We will now provide the definition of a γ - contractive family in order to
set the context for our next result.

Vom oferi acum definiţia unei familii γ - contractive pentru a stabili con-
textul următorului nostru rezultat.

Definiţia 2.4. Fie (X, d) un spaţiu metric şi (J, ρ) un spaţiu metric conex.
Şirul (Kλ)λ∈J ⊂ CR(Y,X) este o familie γ - contractivă dacă există γ ∈[
0,

1

2

)
, M > 0 şi p ∈ (0, 1] astfel încât

(i) d(Kλ(x1),Kλ(x2)) ≤ γ [d(x1,Kλ(x2)) + d(x2,Kλ(x1))], pentru oricare
x1, x2 ∈ Y , λ ∈ J ;

(ii) d(Kλ(x),Kµ(x)) ≤M [ρ(λ, µ)]p, pentru orice x ∈ Y şi λ, µ ∈ J .

Ultimul rezultat al acestei secţiuni este teorema de continuare pentru
contracţii de tip Chatterjea.

Teorema 2.8. Fie (X, d) un spaţiu metric complet şi Y o submulţime închisă
astfel încât intY ̸= ∅. Fie (J, ρ) un spaţiu metric conex şi (Kλ)λ∈J o familie
γ - contractivă din CRδY (Y,X). Următoarele concluzii apar:

(i) Dacă există un punct λ∗0 ∈ J , astfel încât ecuaţia Kλ∗0
(x) = x are

soluţie, atunci ecuaţia Kλ(x) = x are o soluţie unică pentru orice λ ∈ J ;

(ii) Dacă Kλ(xλ) = xλ, pentru orice λ ∈ J , atunci operatorul

j : J → intY

j(λ) = xλ
(2.7)

este continuu.
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2.3 Contracţii generalizate de tip Berinde
Operatorul pe care îl studiem în această secţiune a fost definit în 2004 în arti-
colul [8]. Vom demonstra un rezultat de existenţă pentru ecuaţia de punct fix
f(x) = x în raport cu o condiţie de contracţie de tip Berinde. Teorema 2.10,
Teorema 2.11 şi Teorema 2.12 sunt principalele rezultate cuprinse în această
secţiune, care îmbunătăţesc în continuare dezvoltările din [8], [10] şi [11].

Reamintim acum definiţia unei contracţii de tip Berinde.

Definiţia 2.5 (see [8]). Fie (X, d) un spaţiu metric. Un operator f : Y ⊆
X → X este o contracţie de tip Berinde dacă există α ∈ (0, 1) şi L ≥ 0 astfel
încât pentru orice x, y ∈ X avem

d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y) + Ld(x, f(y)). (2.8)

Un exemplu al unui astfel de operator a fost dat de V. Berinde în [8]. În
acelaşi articol, următoarea teoremă de punct fix pentru contracţii univoce de
tip Berinde este stabilită.

Teorema 2.9 (V. Berinde, a se vedea Teorema 1, [8]). Fie (X, d) un spaţiu
metric complet şi f : X → X o contracţie de tip Berinde. Atunci

(1) Fix(f) ̸= ∅;

(2) Pentru oricare x0 ∈ X, şirul (xn)n∈N de aproximaţii succesive converge
la un x∗ ∈ Fix(f);

(3) Următoarele estimări

d(xn, x
∗) ≤ αn

1− α
d(x0, x1), n = 0, 1, 2, . . . (2.9)

d(xn, x
∗) ≤ α

1− α
d(xn−1, xn), n = 0, 1, 2, . . . (2.10)

au loc.

Vom demonstra acum prima teoremă locală pentru contracţii univoce de
tip Berinde. Aceasta se bazează pe teorema globală de punct fix amintită
mai sus.
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Teorema 2.10. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, x0 in X, r > 0,
f : B(x0; r) → X o contracţie de tip Berinde, şi adiţional presupunem

d(x0, f(x0)) < (1− α− L)r, (2.11)

unde α ∈ (0, 1), L > 0 astfel încât α + L < 1.
Atunci ecuaţia de punct fix pentru contracţia de tip Berinde f are un

punct fix unic x∗, iar şirul de aproximaţii succesive (fn(x))n∈N converge la
x∗ pentru orice x in B(x0; r). Mai mult, următoarea estimare a priori este
obţinută:

d(fn(x), x∗) ≤ αn

1− α
d(x, f(x)),

pentru orice x ∈ B(x0; r).

Vom demonstra acum o altă teoremă locală de punct fix pentru contracţii
de tip Berinde. Acest rezultat îmbunătăţeşte Teorema 2.9 din [8] fără a se
baza pe aceasta şi considerăm, de asemenea, o condiţie mai slabă. Urmând
abordarea anterioară, demonstraţia este stabilită folosind metoda şirului it-
erativ aproximaţiilor succesive.

Teorema 2.11. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, x0 ∈ X, r > 0, şi
f : B(x0; r) → X o contracţie de tip Berinde. Dacă

d(x0, f(x0)) < (1− α)r,

atunci şirul aproximaţiilor succesive (fn(x0))n∈N care porneşte din centrul
bilei converge la x∗ ∈ B(x0; r) care este un punct fix al lui f .

În continuare, prezentăm definiţia unei familii (α,L) - contractive.

Definiţia 2.6. Fie (X, d) un spaţiu metric şi (J, ρ) un spaţiu metric conex.
Definim familia (α,L) - contractivă ca fiind un şir (Kλ)λ∈J din CR(Y,X)
astfel încât există α ∈ (0, 1), M > 0 şi p ∈ (0, 1] cu

(i) d(Kλ(x1),Kλ(x2)) ≤ αd(x1, x2) + Ld(x1,Kλ(x2)), pentru orice x1, x2 ∈
Y , λ ∈ J ;

(ii) d(Kλ(x),Kµ(x)) ≤M [ρ(λ, µ)]p, pentru oricare x ∈ Y şi λ, µ ∈ J .

Pentru a încheia această secţiune, prezentăm o teoremă de continuare
care serveşte ca aplicaţie la rezultatul local de mai sus.
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Teorema 2.12. Fie (X, d) un spaţiu metric complet şi Y o submulţime în-
chisă astfel încât intY ̸= ∅. Fie (J, ρ) un spaţiu metric conex şi (Kλ)λ∈J o
familie (α,L) - contractivă din CRδY (Y,X). Următoarele concluzii apar:

(i) Dacă există un punct λ∗0 ∈ J , astfel încât ecuaţia Kλ∗0
(x) = x are

o soluţie, atunci ecuaţia Kλ(x) = x are o soluţie unică pentru orice
λ ∈ J ;

(ii) Dacă Kλ(xλ) = xλ, oricare ar fi λ ∈ J şi α+ L < 1, unde α ∈ (0, 1) şi
L > 0, atunci operatorul

j : J → intY

j(λ) = xλ
(2.12)

este univoc şi continuu.

2.4 Contracţii generalizate de tip Ćirić
Cea de-a patra secţiune a Capitolului 2 studiază ecuaţia de punct fix f(x) =
x, unde f este o contracţie de tip Ćirić. Acest tip de generalizare a fost
dezvoltat pentru prima dată în 1974 în cadrul lucrării [16]. Teorema 2.14 şi
Teorema 2.15 sunt principalele rezultate ale acestei secţiuni. Pentru propri-
etăţile calitative ale unui astfel de operator, consultaţi [38].

Reamintim mai întâi definiţia unei contracţii de tip Ćirić.

Definiţia 2.7 ([16, Cirić Definition 1]). Fie (X, d) un spaţiu metric. Atunci,
f : Y ⊆ X → X este o contracţie multivocă de tip Ćirićcu contanta q dacă
există q ∈ (0, 1), astfel încât pentru orice x, y ∈ Y avem

d(f(x), f(y)) ≤ q ·max {d(x, y), d(x, f(x)), d(y, f(y)), d(x, f(y)), d(y, f(x))} .

În [16], Lj. B. Ćirić oferă în plus un exemplu al unei astfel de contracţii.
În acelaşi articol [16], L. B. Ćirić a demonstrat următoarea teoremă.

Teorema 2.13 (Lj. B. Ćirić, a se vedea Teorema 1, [16]). Fie f o contracţie
de tip Ćirić pe un spaţiu metric X şi fie X f -orbital completă. Atunci

(a) f are un punct fix unic x∗ ∈ X;

(b) lim
n−→∞

fn(x) = x∗;
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(c) d(fn(x), x∗) ≤ qn

1− q
d(x, f(x)), pentru orice x ∈ X.

Vom demonstra acum teorema locală de punct fix pentru contracţii de
tip Ćirić, îmbunătăţind Teorema 1 din [16].

Teorema 2.14. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, x0 ∈ X şi r > 0.
Considerăm f : B(x0; r) → X ca fiind o contracţie univocă de tip Ćirić cu

constanta q ∈
(
0,

1

2

)
. Suplimentar, presupunem

d(x0, f(x0)) <
1− 2q

1− q
r.

Atunci f are un punct fix unic x∗ ∈ B(x0; r), fn(x0) ∈ B(x0; r), pentru orice
n ∈ N, iar şirul iterativ al aproximaţiilor succesive (fn(x0))n∈N pornind din
x0 converge la x∗ atunci când n −→ ∞.

Acum, ne concentru am pe stabilirea cadrului pentru o aplicaţie a rezul-
tatului anterior şi oferim următoarea definiţie.

Definiţia 2.8. Fie (X, d) un spaţiu metric şi (J, ρ) un spaţiu metric conex.
Vom numi {fλ : λ ∈ J} ⊂ CR(Y,X) familie de contracţii de tip Ćirić cu
constanta q ∈ (0, 1) dacŭrmătoarele condiţii sunt satisfăcute: există p ∈ (0, 1]
şi M > 0 astfel încât

(i) pentru orice x1, x2 ∈ Y şi λ ∈ J , avem

d(fλ(x1), fλ(x2)) ≤ qmax {d(x1, x2), d(x1, fλ(x1)), d(x2, fλ(x2)),
d(x1, fλ(x2)), d(x2, fλ(x1))} ;

(ii) pentru orice x ∈ Y şi λ, µ ∈ J , avem

d(fλ(x), fµ(x)) ≤M [ρ(λ, µ)]p .

Putem acum enunţa teorema de continuare pentru contracţiile de tip
Ćirić, după cum urmează.

Teorema 2.15. Fie (X, d) un spaţiu metric complet şi Y o submulţime în-
chisă astfel încât intY ̸= ∅. Fie (J, ρ) un spaţiu metric conex şi {fλ : λ ∈ J}

o familie de contracţii univoce de tip Ćirić cu constanta q ∈
(
0,

1

2

)
din

CR∂Y (Y,X). atunci următoarele concluzii apar:
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(i) Dacă există un punct λ∗0 ∈ J , astfel încât ecuaţia fλ∗0(x) = x are o
soluţie, atunci ecuaţia fλ(x) = x are o soluţie unică pentru orice λ ∈ J ;

(ii) If fλ(xλ) = xλ, oricare ar fi λ ∈ J , atunci operatorul

j : J → intY

j(λ) = xλ

este continuu.

2.5 Teoreme locale de punct fix pentru alte con-
tracţii generalizate non-self

În ultima secţiune vom stabili existenţa unui punct fix folosind câteva idei
din [19], [50], [51] şi [60]. Principalele rezultate din această secţiune, Teo-
rema 2.17, Teorema 2.18 şi Teorema 2.19, extind rezultate cunoscute din
literatura recentă.

Introducem mai întâi următorul rezultat demonstrat de Petruşel, Precup
şi Şerban în [50], care extinde teorema de punct fix a lui Conti din [19].

Teorema 2.16. Fie (X, d) un spaţiu metric, Y ⊂ X o submulţime închisă
şi f : Y → X o funcţie continuă. Presupunem că există un şir (xn)n≥1 de
elemente din Y astfel încât:

(i) mulţimea {f(xn) : n ≥ 1} este relativ compactă;

(ii) d(f(xn), xn) −→ 0 atunci când n −→ ∞.

Atunci f are cel puţin un punct fix, iar fiecare punct limită al şirului (xn)n≥1

este un punct fix al lui f .

Stabilim un nou rezultat de punct fix pentru contracţii de tip Berinde
non-self, în felul următor.

Teorema 2.17. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, Y ⊂ X o submulţime
închisă şi f : Y → X o contracţie continuă de tip Berinde. Dacă α + L < 1
şi există un şir (xn)n≥1 cu elemente din Y astfel încât

d(f(xn), xn) −→ 0 atunci când n −→ ∞,
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atunci f are cel puţin un punct fix în Y şi fiecare punct limită al şirului
(xn)n≥1 este un punct fix al lui f . Mai mult, avem

d(xn, x
∗) ≤ 1

1− α− L
d(f(xn), xn).

Vom prezenta acum o teoremă de punct fix pentru contracţii de tip Hardy-
Rogers non-self.

Teorema 2.18. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, Y ⊂ X o submulţime
închisă şi f : Y → X o contracţie continuă de tip Hardy-Rogers, i.e., există
α, β, γ ≥ 0 astfel încât, pentru orice x, y ∈ Y , avem

d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y)+β [d(x, f(x)) + d(y, f(y))]

+γ [d(x, f(y)) + d(y, f(x))] .

Presupunem α+2γ < 1 şi existenţa unui şir (xn)n≥1 de elemente din Y astfel
încât

d(f(xn), xn) −→ 0 când n −→ ∞.

Atunci f are cel puţin un punct fix în Y şi fiecare punct limită al şirului
(xn)n≥1 este un punct fix al lui f . Mai mult, obţinem

d(xn, x
∗) ≤ 1 + β + γ

1− α− 2γ
d(f(xn), x

∗).

Conceptul de funcţională de deplasare maximală corespunzătoare unei
aplicaţii f : Y → X a fost prezentat i̧n [50]. Se referă la funcţionala notată
cu Ef : P (Y ) → R+ ∪ {∞} şi definită prin

Ef (A) := sup {d(x, f(x)) | x ∈ A} . (2.13)

O altă teoremă de punct fix care ia în considerare cazul contracţiilor de
tip Berinde non-self este dată mai jos.

Teorema 2.19. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, Y ⊂ X o submulţime
nevidă şi închisă şi f : Y → X o funcţie continuă. Presupunem că urmă-
toarele condiţii sunt satisfăcute:

(i) f este o contracţie Berinde type contraction with α+ 2L < 1;

(ii) există un şir mărginit (yn)n≥1 în Y astfel încât fn(yn) este definit pentru
fiecare n ≥ 1;
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(iii) Ef (Y ) <∞.

Atunci:

(a) f are cel puţin un punct fix x∗ ∈ Y ;

(b) fn−1(yn) −→ x∗ şi fn(yn) −→ x∗ atunci când n −→ ∞;

(c) d(fn−1(yn), x
∗) ≤ 1

1− α− L

(
α + L

1− L

)n−1

d(f(yn), yn).



Chapter 3

Teoreme locale de punct fix
pentru contracţii multivoce
generalizate

Punctul central al celui de-al treilea capitol este prezentarea şi demonstrarea
unor rezultate de punct fix, cum ar fi teoreme de punct fix strict, teoreme
locale combinate în unele cazuri cu o aplicaţie şi unele proprietăţi de stabili-
tate. Aceste rezultate au loc în contextul contracţiilor multivoce generalizate,
în special contracţiile de tip Ćirić-Reich-Rus, Chatterjea, Berinde, Ćirić, φ -
contracţiile multivoce neliniare pe grafic şi (φ, ψ) - contracţiile multivoce de
tip Feng-Liu.

Rezultatele demonstrate completează teoreme bine-cunoscute din liter-
atura de specialitate, e.g., [3], [4], [14], [16], [17], [21–23], [27], [29–31], [33–
35], [37], [45], [51], [70] şi [71]. Alte extensii şi generalizări pot fi găsite în [5],
[12], [24], [26], [42], [55], [70] şi [71].

3.1 Contracţii generalizate de tip Ćirić-Reich-
Rus

În prima secţiune a Capitolului 3 vom aborda operatorii care satisfac condiţia
Ćirić-Reich-Rus. Vom reaminti mai întâi definiţia acestor operatori şi teo-
rema globală de punct fix. Principalele rezultate cuprinse în această secţiune
sunt Teorema 3.2, Teorema 3.3 şi Teorema 3.4, care pot fi găsite şi în [54].

18
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Definiţia binecunoscutei contracţii generalizate de tip Ćirić-Reich-Rus
este dată mai jos.

Definiţia 3.1. Fie (X, d) un spaţiu metric. Operatorul F : Y ⊆ X → Pcl(X)
se numeşte (α, β) - contracţie multivocă de tip Ćirić-Reich-Rus dacă există
α, β ∈ (0, 1) astfel încât α + 2β < 1 şi pentru orice x, y ∈ X, avem

H(F (x), F (y)) ≤ αd(x, y) + β [D(x, F (x)) +D(y, F (y))] . (3.1)

Rezultatul global de punct fix pe care îl vom extinde a fost demonstrat
de Simeon Reich în [57] şi afirmă următoarele.

Teorema 3.1. Fie (X, d) un spaţiu metric complet şi F : X → Pcl(X) un
operator multivoc de tip Ćirić-Reich-Rus. Atunci Fix(F ) ̸= ∅.

Considerând domeniul operatorilor ca fiind o submulţime a spaţiului met-
ric complet, am obţinut teorema descrisă mai jos.

Teorema 3.2. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, x0 ∈ X şi r > 0. Fie
F : B(x0; r) → Pcl(X) o (α, β) - contracţie multivocă de tip Ćirić-Reich-Rus
astfel încât

D(x0, F (x0)) <
1− α− 2β

1− β
r. (3.2)

Atunci, există un şir de iteraţii de tip Picard {xn}n∈N ⊂ B(x0; r) care con-
verge la un punct fix al lui F .

Un alt rezultat important care a fost studiat este teorema de punctu fix
strict pentru operatori Ćirić-Reich-Rus.

Teorema 3.3. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, x0 ∈ X şi r > 0. Fie
F : B(x0; r) → Pcl(X) o (α, β) - contracţie multivoă Ćirić-Reich-Rus. Pre-
upunem SFix(F ) ̸= ∅. Atunci, Fix(F ) = SFix(F ) = {x∗}. Dacă, în plus,

D(x0, F (x0)) <
1− α− 2β

1− β
r, atunci există un şir de iteraţii de tip Picard

{xn}n∈N ⊂ B(x0; r) care converge la x∗.

Vom da acum o aplicaţie pentru Teorema 3.2. Mai exact, vom demonstra
un rezultat de omotopie, aşa cum au făcut Frigon şi Granas în [23]. Începem
această parte cu următoarea definiţie a unei familii de (α, β) - contracţii
multivoce generalizate de tip Ćirić-Reich-Rus.
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Definiţia 3.2. Fie (X, d) un spaţiu metric. Atunci (Kt)t∈[0,1] este o familie
de (α, β) - contracţii multivoce generalizate de tip Ćirić-Reich-Rus dacă

(i) H(Kt(x1),Kt(x2)) ≤ αd(x1, x2)+β [D(x1,Kt(x1)) +D(x2,Kt(x2))], ori-
care ar fi x1, x2 ∈ X, t ∈ [0, 1].

(ii) H(Kt(x),Ks(x)) ≤ |ϕ(t)− ϕ(s)| pentru orice t, s ∈ [0, 1] şi x ∈ X,

unde ϕ : [0, 1] → R este strict crescătoare şi continuă.

Rezultatul de omotopie pentru contracţiile multivoce de tip Ćirić-Reich-
Rus este prezentat mai jos.

Teorema 3.4. Fie (X, d) un spaţiu metric complet. Presupunem că S şi
T sunt omotopici în KCRR

0 (Ū ,X). Dacă S este esenţial, atunci şi T este
esenţial.

Observaţia 3.5. Dacă considerăm β = 0 în Teorema 3.4, atunci avem teorema
transversalităţii topologice demonstrată de Frigon şi Granas (a se vedea Teo-
rema 4.3 în [23]).

3.2 Contracţii generalizate de tip Chatterjea
A doua secţiune tratează un alt tip de generalizare a contracţiilor multivoce,
în particular tipul Chatterjea. Vom reaminti definiţia acestei generalizări
specifice şi binecunoscuta teoremă globală de punct fix. Vom continua apoi
să enunţăm şi să demonstrăm o teoremă locală de punct fix, un o teoremă
de punct fix strict şi un rezultat de omotopie care serveşte ca aplicaţie a
teoremei locale.

Cele trei teoreme demonstrate constituie principalele rezultate ale secţi-
unii actuale, şi anume Teorema 3.7, Teorema 3.8 şi Teorema 3.9.

Definiţia 3.3. Fie (X, d) un spaţiu metric. Operatorul F : Y ⊆ X → Pcl(X)
este o γ - contracţie multivocă de tip Chatterjea dacă există γ ∈ [0, 1

2
) astfel

încât pentru orice x, y ∈ X, avem

H(F (x), F (y)) ≤ γ [D(x, F (y)) +D(y, F (x))] . (3.3)

Rezultatul care urmează este teorema globală de punct fix pentru tipul
de contracţie de mai sus, demonstrată de Santi Chatterjea.
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Teorema 3.6. Fie (X, d) un spaţiu metric complet şi F : X → Pcl(X) un
operator multivoc de tip Chatterjea. Atunci Fix(F ) ̸= ∅.

Continuăm cu demonstrarea teoremei locale de punct fix pentru contracţii
multivoce generalizate de tip Chatterjea.

Teorema 3.7. Fie (X, d) un spaţiu metric complet şi F : B(x0; r) → Pcl(x)
o γ - contracţie multivocă de tip Chatterjea. Presupunem

D(x0, F (x0)) <
1− 2γ

1− γ
r. (3.4)

Atunci există un şir iterativ de tip Picard {xn}n∈N ⊂ B(x0; r) care converge
la un punct fix al lui F .

Următorul rezultat este o teoremă de punct fix strict privind contracţiile
multivoce de tip Chatterjea.

Teorema 3.8. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, x0 ∈ X şi r > 0. Fie
F : B(x0; r) → Pcl(X) o γ - contracţie multivocă de tip Chatterjea. Pre-
supunem SFix(F ) ̸= ∅. Atunci Fix(F ) = SFix(F ) = {x∗}. Dacă, în

plus, D(x0, F (x0)) <
1− 2γ

1− γ
r, atunci există un şir iterativ de tip Picard

{xn}n∈N ⊂ B(x0; r) care converge la x∗.

Următorul rezultat serveşte ca o aplicaţie la Teorema 3.7, bazat pe teo-
rema dată de Frigon şi Granas din [23]. Vom începe prin a defini noţiunea
de familie de (γ) - contracţii multivoce generalizate de tip Chatterjea.

Definiţia 3.4. Fie (X, d) un spaţiu metric. Atunci (Kλ)λ∈[0,1] este o familie
de (γ) - contracţii multivoce generalizate de tip Chatterjea dacă

(i) H(Kt(x1),Kt(x2)) ≤ γ [D(x1,Kt(x2)) +D(x2,Kt(x1))], pentru oricare
x1, x2 ∈ X şi t ∈ [0, 1].

(ii) H(Kt(x),Ks(x)) ≤ |ϕ(t)− ϕ(s)|, pentru orice t, s ∈ [0, 1] şi x ∈ X,

unde funcţia ϕ : [0, 1] → R este strict crescătoare şi continuă.

Vom prezenta acum rezultatul de omotopie pentru contracţii multivoce
de tip Chatterjea.

Teorema 3.9. Fie (X, d) un spaţiu metric complet. Presupunem că S şi T
sunt doi operatori omotopici în KC

0 (Ū ,X). Dacă S este esential, atunci şi T
este esential.
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3.3 Contracţii generalizate de tip Berinde
În a treia secţiune, vom aborda un alt tip de contracţie multivocă, mai ex-
act contracţia de tip Berinde, iniţial denumită (α,L)-contracţie multivocă
slabă. Principalele rezultate originale sunt Teorema 3.11, Teorema 3.12, Teo-
rema 3.14 şi Teorema 3.15.

Berinde şi Berinde au dat definiţia pentru contracţia multivocă general-
izată studiată în [7], reamintită mai jos.

Definiţia 3.5. Fie (X, d) un spaţiu metric. Un operator F : Y ⊆ X →
Pcl(X) este o (α,L) - contracţie multivocă de tip Berinde dacă există α ∈
(0, 1) şi L ≥ 0 astfel încât pentru orice x, y ∈ X, avem

H(F (x), F (y)) ≤ αd(x, y) + LD(x, F (y)). (3.5)

Următorul rezultat care dovedeşte existenţa unui punct fix pentru con-
tracţiile multivoce de tip Berinde într-un context general a fost introdus în
[7].

Teorema 3.10. Considerăm un spaţiu metric complet (X, d) şi o contracţie
multivocă de tip Berinde F : X → Pcl,b(X). Atunci Fix(F ) ̸= ∅.

Vom extinde acum teorema anterioară de existenţă a punctului fix, con-
siderând o condiţie locală mai slabă.

Teorema 3.11. Fie (X, d) un spaţiu metric complet şi F : B(x0; r) → Pcl(X)
o (α,L) - contracţie multivocă de tip Berinde. Presupunem

D(x0, F (x0)) < (1− α)r. (3.6)

Atunci există un şir iterativ de tip Picard {xn}n∈N ⊂ B(x0; r) care converge
la un punct fix al lui F .

Pentru a stabili contextul următorului nostru rezultat, vom defini mai
întâi conceptul de familie de (α,L) - contracţii de tip Berinde.

Definiţia 3.6. Fie (X, d) un spaţiu metric . Atunci (Kλ)λ∈[0,1] este o familie
de (α,L) - contracţii multivoce de tip Berinde dacă

(i) H(Kt(x1),Kt(x2)) ≤ αd(x1, x2) + LD(x1,Kt(x2)) pentru orice x1, x2 ∈
X şi t ∈ [0, 1].
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(ii) H(Kt(x),Ks(x)) ≤ |ϕ(t)− ϕ(s)|, pentru orice t, s ∈ [0, 1] şi x ∈ X,

unde ϕ : [0, 1] → R este o funcţie strict crescătoare şi continuă.

Să prezentăm acum rezultatul de omotopie pentru contracţii multivoce
de tip Berinde.

Teorema 3.12. Fie (X, d) un spaţiu metric complet. Presupunem că oper-
atorii S and T sunt omotopici în KB

0 (Ū ,X). Dacă S este esential, atunci şi
T este esenţial.

Observaţia 3.13. Dacă considerăm L = 0 în Teorema 3.12, atunci avem teo-
rema transversalităţii topologice demonstrată de Frigon şi Granas în [23].

Utilizând Teorema 3.12, rezultă o alternativă neliniară pentru contracţiile
multivoce de tip Berinde.

Teorema 3.14. Fie (E, ∥·∥) un spaţiu Banach şi F : B̃(0; r) → Pcl(E) o
(α,L) - contracţie multivocă de tip Berinde. Atunci cel puţin una dintre
următoarele afirmaţii are loc:

1. există x∗ ∈ B̃(0; r) astfel încât x∗ ∈ Fix(F );

2. există u ∈ E cu ∥u∥ = r şi λ ∈ (0, 1) astfel încât u ∈ λF (u).

Demonstrăm acum următorul principiu Leray-Schauder ca o consecinţă
a rezultatului anterior.

Teorema 3.15. Fie (E, ∥·∥) un spaţiu Banach F : E → Pcl(E) un operator
multivoc. Presupunem că pentru fiecare r > 0 restricţia lui F la B̃(0; r) ⊂ E
este o (α,L) - contracţie multivocă de tip Berinde. Atunci, cel puţin una
dintre următoarele afirmaţii are loc:

1. diam(FF ) = ∞, where FF := {x ∈ E | x ∈ λF (x) pentru un λ ∈ [0, 1]}
oarecare;

2. Fix(F ) ̸= ∅.
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3.4 Contracţii generalizate de tip Ćirić
Secţiunea următoare abordează rezultate pentru contracţii multivoce de tip
Ćirić, introduse de Ljubomir B. Ćirić în [16]. Începem prin a reaminti
definiţia din articolul menţionat a contracţiilor multivoce de tip Ćirić, precum
şi teorema globală de punctu fix care a fost demonstrată de Mădălina Moga
în [40]. Rezultatele centrale cuprinse în această secţiune sunt Teorema 3.16,
Teorema 3.17 şi Teorema 3.19.

Începem secţiunea prin a ne aminti definiţia tipului de operator studiat,
dată de Ćirić în [16].

Definiţia 3.7 (see [16]). Fie (X, d) un spaţiu metric. Funţia multivocă
F : Y ⊆ X → Pb,cl(X) este un operator multivoc de tip Ćirić cu constanta k
(numită quasi-contracţie k-multivocă în [4]) dacă

H(F (x), F (y)) ≤ kmax {d(x, y), D(x, F (x)), D(y, F (y)),

D(x, F (y)), D(y, F (x))} ,

pentru oricare x, y ∈ X, unde 0 ≤ k < 1.

Teorema globală de punct fix pentru operatori multivoci de tip Ćirić a fost
demonstrată de Mădălina Moga în [40]. Teorema următoare demonstrează
existenţa unui punct fix folosind o condiţie locală mai slabă.

Teorema 3.16. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, x0 ∈ X şi r > 0.
Considerăm operatorul multivoc F : B̃(x0; r) → Pcl(X) astfel încât există

k ∈
(
0,

1

2

)
cu

H(F (x), F (y)) ≤ kmax {d(x, y), D(x, F (x)), D(y, F (y)),

D(x, F (y)), D(y, F (x))} ,

pentru orice x, y ∈ B̃(x0; r). Presupunem şi

D(x0, F (x0)) <
1− 2k

1− k
r.

Atunci există un şir iterativ de tip Picard (xn)n∈N pornind din x0 care con-
verge la un punct fix al lui F .

Extinzând rezultatul demonstrat anterior, obţinem următoarea teoremă.
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Teorema 3.17. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, x0 ∈ X şi r > 0.
Considerăm operatorul multivoc F : B(x0; r) → Pcl(X) astfel încât existăk ∈(
0,

1

2

)
cu

H(F (x), F (y)) ≤ kmax {d(x, y), D(x, F (x)), D(y, F (y)), D(x, F (y)),

D(y, F (x))} , pentru orice x, y ∈ B(x0; r).

Presupunem şi

D(x0, F (x0)) <
1− 2k

1− k
r.

Atunci există un şir iterativ de tip Picard (xn)n∈N porning din x0 care con-
verge la un punct fix al lui F .

Observaţia 3.18. Pentru operatori Ćirić cu constanta k ∈ (0, 1) rămâne o
problemă deschisă obţinerea unei teoreme locale de punct fix şi rezultatele
de stabilitate asociate, prin utilizarea metodei de mai sus. Pentru o altă
abordare şi un rezultat general de existenţă, a se consulta [28].

Let us now present the notion of family of multi-valued Ćirić type con-
tractions.

Definiţia 3.8. Fie (X, d) un spaţiu metric. Atunci familia (Kt)t∈[0,1] (unde
Kt : Y ⊆ X → P (X), pentru orice t ∈ [0, 1]) este o familie de operatori
multivoci de tip Ćirić cu constanta k dacă k ∈ (0, 1) şi următoarele condiţii
sunt satisfă cute:

(i) pentru orice x1, x2 ∈ Y şi t ∈ [0, 1], avem

H(Kt(x1),Kt(x2)) ≤ kmax {d(x1, x2), D(x1,Kt(x1)), D(x2,Kt(x2)),

D(x1,Kt(x2)), D(x2,Kt(x1))} ;

(ii) pentru orice t, s ∈ [0, 1] şi x ∈ Y , avem

H(Kt(x),Ks(x)) ≤ |ϕ(t)− ϕ(s)|,

unde ϕ : [0, 1] → R este ştrict crescătoare şi continuă.

Ca aplicaţie a anteriorului rezultat local pentru operatori multivoci de
tip Ćirić, ne vom strădui să demonstrăm un principiu de omotopie pentru
acest tip de contracţii. Acesta reprezintă o generalizare a bine cunoscutului
rezultat demonstrat de Frigon şi Granas în [23].
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Teorema 3.19. Fie (X, d) un spaţiu metric coplet, U ⊂ X o mulţime de-
schisă şi K: [0, 1]×U → Pcl(X) un operator multivoc cu grafic închis. Notăm
Kt := F (t, ·), pentru t ∈ [0, 1]. Presupunem:

(i) (Kt)t∈[0,1] este o familie de operatori multivoci de tip Ćirić cu constanta

k ∈
(
0,

1

2

)
;

(ii) x /∈ Kt(x), pentru orice (t, x) ∈ [0, 1]× ∂U .

Atunci K0 are un punct fix dacă K1 are un punct fix.

3.5 φ-contracţii multivoce neliniare pe grafic
În a cincea secţiune, vom opera cu o altă generalizare a contracţiilor Nadler,
φ-contracţia multivocă neliniară pe grafic. Vom demonstra câteva rezul-
tate noi de existenţă pentru operatorii care îndeplinesc o astfel de condiţie
neliniară, extinzând rezultatele din [46]. Rezultatele centrale acoperite pe
parcursul acestei secţiuni sunt Teorema 3.21, Teorema 3.23, şi Teorema 3.24.

În cele ce urmează, (X, d) este un spaţiu metric generalizat (în sensul că
metrica d, care satisface toate axiomele unei metrici, poate lua şi valoarea
+∞). Se ştie că H este o metrică generalizată (în sensul că H(A,B) ∈
R+ ∪+∞) pe Pcl(X)).

Definiţia 3.9. O funcţie φ : R+ → R+ se numeşte funcţie de comparaţie
dacă satisface următoarele:

(i) φ este crescătoare;

(ii) (φn(t))n∈N converge la 0 atunci când n −→ ∞, oricare ar fi t ∈ R+.

Atunci când condiţia (ii) este înlocuită de:

(iii) pentru orice t > 0,
∞∑
k=0

φk(t) <∞, (3.7)

atunci φ se numeşte funcţie de comparaţie tare.

Să reamintim acum două proprietăţi importante ale funcţiilor de com-
paraţie, respectiv ale funcţiilor de comparaţie tare.
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Lema 3.1 (a se vede a[69]). Dacă φ : R+ → R+ este o funcţie de comparaţie,
atunci φ(t) < t, pentru orice t > 0, φ(0) = 0 şi φ este continuă în 0.

Lema 3.2 (a se vedea [69]). Dacă φ : R+ → R+ este o funcţie de comparaţie
tare, atunci au loc următoarele:

(i) φ este o funcţie de comparaţie;

(ii) funcţia ζ : R+ → R+, definită ca

ζ(t) =
∞∑
k=0

φk(t),

este crescătoare şi continuă în 0.

Magdaş a oferit în [36] câteva exemple de funcţionale împreună cu pro-
prietăţile lor. Să reamintim definiţia operatorului multivoc considerat.

Definiţia 3.10. Fie (X, d) un spaţiu metric generalizat. Atunci un operator
F : Y ⊆ X → P (X) este numit φ - contracţie multivocă neliniară pe grafic
dacă există o funcţie de comparaţie tare φ : [0,∞) → [0,∞) astfel încât

H(F (x), F (y)) ≤ φ(d(x, y)), pentru orice (x, y) ∈ Graph(F ). (3.8)

Să considerăm acum următoarele două definiţii.

Definiţia 3.11 (a se vedea [70], [71]). Fie (X, d) un spaţiu metric. Atunci
operatorul F : X → P (X) este numit operator multivoc slab Picard dacă
pentru orice x ∈ X şi orice y ∈ F (x) există un şir (xn)n∈N în X astfel încât

(i) x0 = x, x1 = y;

(ii) xn+1 ∈ F (xn), pentru orice n ∈ N;

(iii) şirul (xn)n∈N este convergent, iar limita sa este un punct fix pentru F .

Definiţia 3.12 (a se vedea Petruşel, [44]). Fie (X, d) un spaţiu metric şi
F : X → P (X) un operator multivoc slab Picard. Definim operatorul multi-
voc F∞ : Graph(F ) → P (Fix(F )) prin F∞(x, y) = {z ∈ Fix(F )| există un
şir de iterate Picard ale lui F pornind din (x, y) care converge la z}.

Un alt concept demn de reamintit este dat mai jos.
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Definiţia 3.13 (a se vedea Petruşel, [44]). Fie (X, d) un spaţiu metric şi
F : X → P (X) un operator multivoc slab Picard. Atunci F este un operator
φ-multivoc slab Picard dacă φ : [0,∞) → [0,∞) este crescătoare, continuă
în 0 cu φ(0) = 0 şi există o selecţie f∞ a lui F∞ astfel încât

d(x, f∞(x, y)) ≤ φ(d(x, y)), pentru orice (x, y) ∈ Graph(F ).

Observaţia 3.20. Constatăm că dacă F : X → Pcl(X) este o α - contracţie,

atunci F este un operator φ-MWP cu φ(t) =
1

1− α
t.

Vom vizita acum o lemă auxiliară, care se va dovedi utilă în demonstrarea
rezultatelor noastre principale.

Lema 3.3 (a se vedea S. B. Nadler Jr., [41]). Fie (X, d) un spaţiu metric
generalizat, F : X → P (X) un operator multivoc şi q > 1. Atunci pentru
orice x0, x1 ∈ X şi z1 ∈ F (x0) există z2 ∈ F (x1) astfel încât d(z1, z2) ≤
qH(F (x0), F (x1)).

O generalizare a rezultatului lui Wegrzyk din [77], dar şi un caz particular,
considerănd spaţii metrice clasice, pot fi găsite în [39]. Demonstraţiile aparţin
Mădălinei Moga. În acelaşi articol avem şi câteva rezultate calitative în ceea
ce priveşte mulţimea de puncte fixe. Să reamintim acum definiţia stabilităţii
Ulam-Hyers pentru o incluziune de punct fix (a se vedea, e.g., [43]).

Definiţia 3.14. Fie (X, d) un spaţiu metric şi F : X → P (X) un operator
multivoc. Atunci problema de punct fix

x ∈ F (x), x ∈ X, (3.9)

este generalizat Ulam-Hyers stabilă dacă există o funcţie γ : [0,∞) → [0,∞)
crescătoare cu γ(0) = 0 şi γ este continuă în 0, astfel încât pentru orice ε > 0
şi orice ε-soluţie z a incluziunii de punct fix (3.9) (i.e., D(z, F (z)) ≤ ε) există
x∗ ∈ Fix(F ) în aa̧ fel încât

d(z, x∗) ≤ γ(ε).

De asemenea, ne amintim alte două proprietăţi de stabilitate, după cum
urmează.
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Definiţia 3.15. Fie (X, d) un spaţiu metric şi F : X → P (X) un operator
multivoc. Presupunem că Fix(F ) ̸= ∅ şi că există r : X → Fix(F ) o retracţie
de mulţimi. Atunci incluziunea de punct fix x ∈ F (x) este bine pusă dacă
pentru orice x∗ ∈ Fix(F ) şi pentru orice şir {un}n∈N ⊂ r−1(x∗) cu

D(un, F (un)) −→ 0 atunci când n −→ ∞,

avem că
un −→ x∗ atunci când n −→ ∞.

Definiţia 3.16. Fie (X, d) un spaţiu metric şi F : X → P (X) un oeprator
multivoc. Presupunem că Fix(F ) ̸= ∅ şi că există r : X → Fix(F ) o retracţie
de mulţimi. Atunci incluziunea de punct fix x ∈ F (x) are proprietatea de
stabilitate Ostrowski dacă pentru orice şir {vn}n∈N ⊂ r−1(x∗) astfel încât

D(vn+1, F (vn)) → 0 atunci când n −→ ∞,

avem că
vn −→ x∗ atunci când n −→ ∞.

Continuăm cu un rezultat local de punct fix pentru φ - contracţii mul-
tivoce neliniare pe grafic. Această teoremă extinde la cazul multivoc unele
rezultate introduse în [14].

Teorema 3.21. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, x0 ∈ X şi r > 0. Fie
F : B̃(x0; r) → P (X) un operator multivoc care satisface:

(i) Graph(F ) este închis;

(ii) pentru orice (x, y) ∈ Graph(F ) există z ∈ F (y) astfel încât d(y, z) ≤
φ(d(x, y));

(iii) există x1 ∈ F (x0) astfel încât
∞∑
k=0

φk(d(x0, x1)) ≤ r.

Atunci obţinem următoarele concluzii:

(a) Fix(F ) ̸= ∅;

(b) există în B̃(x0; r) un şir de iterate Picard (xn)n∈N pentru F pornind de
la perechea (x0, x1) care converge la un punct fix al lui F .
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Observaţia 3.22. Constatăm că punctul (ii) din teorema de mai sus implică

ρ(F (x), F (y)) ≤ φ(d(x, y)), for every (x, y) ∈ Graph(F ).

Pentru supoziţia de mai sus se poate consulta şi [76].

O altă teoremă similară cu cea introdusă mai sus urmează s̆fie specificată.

Teorema 3.23. Fie (X, d) un spaţiu metric complet, x0 ∈ X şi R > 0. Fie
F : B(x0;R) → P (X) un operator multivoc care satisface următoarele:

(i) Graph(F ) este închis;

(ii) pentru orice (x, y) ∈ Graph(F ) există z ∈ F (y) astfel încât d(y, z) ≤
φ(d(x, y));

(iii) există x1 ∈ F (x0) astfel încât
∞∑
k=0

φk(d(x0, x1)) < R.

Atunci Fix(F ) ̸= ∅ şi în bila B(x0;R) există un şir de iterate Picard (xn)n∈N
pentru F pornind din (x0, x1) care converge la un punct fix al lui F .

Când considerăm cazul unei mulţimi nevide înzestrate cu două metrici,
apare teorema de tip Maia pentru φ - contracţii multivoce neliniare pe grafic.

Teorema 3.24. Fie X o mulţime nevidă, d şi ρ două metrici pe X. Fie
F : X → P (X) un operator multivoc. Presupunem:

(i) (X, d) este un spaţiu metric generalizat complet;

(ii) (X, ρ) este un spaţiu metric generalizat;

(iii) există R > 0 astfel încât d(x, y) ≤ Rρ(x, y), pentru orice x, y ∈ X;

(iv) Graph(F ) este închis relativ la metrica d;

(v) F este o φ - contracţie multivocă neliniară pe grafic relativ la metrica ρ,
i.e., există o funcţie de comparaţie tare φ : [0,∞[→ [0,∞[ astfel încât

Hρ(F (x), F (y)) ≤ φ(ρ(x, y)), pentru orice (x, y) ∈ Graph(F ). (3.10)

Atunci pentru fiecare x0 ∈ X una din următoarele afirmaţii este îndeplinită:
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(a) fiecare şir de iterate Picard (xn)n∈N pentru operatorul F pornind din x0
are proprietatea d(xn, xn+1) = ∞ pentru orice n ∈ N;

(b) există un şir de iterate Picard (xn)n∈N pentru operatorul F pornind din
x0 care converge la un punct fix al lui F .

Pentru rezultatul de mai sus, apare următoarea consecinţă.

Corolar 3.25. Fie (X, d) un spaţiu metric complet şi (X, ρ) un spaţiu met-
ric. Fie F : X → P (X) o φ - contracţie multivocă neliniară pe grafic. Pre-
supunem că Graph(F ) este închis în raport cu metrica d şi există R > 0 cu
d(x, y) ≤ Rρ(x, y), oricare ar fi x, y ∈ X. Atunci următoarele concluzii au
loc:

(a) există x∗ ∈ X astfel încât x∗ ∈ Fix(F n), oricare ar fi n ∈ N∗;

(b) pentru orice (x, y) ∈ Graph(F ) există un şir de iterate Picard (xn)n∈N
pentru F pornind din (x, y) care converge la un punct fix al lui F ;

(c) F este un operator ψ - multivoc slab Picard, i.e., există o selecţie
f∞ : Graph(F ) → Fix(F ) din F∞ astfel încât

d(x, f∞(x, y)) ≤ ψ(ρ(x, y)), pentru orice (x, y) ∈ Graph(F ),

unde

ψ(t) := t+
∞∑
k=0

φk(st), cu s > 1 ales arbitrar. (3.11)

3.6 (φ, ψ)-contracţii de tip Feng-Liu
The final section of Chapter 3 approaches the case of multi-valued (φ, ψ) -
contractions of Feng-Liu type and construct two fixed point theorems and
prove various stability results. We begin the section by looking back on
the definition of the aforementioned type of multi-valued contractions. The
key results found in this section are Teorema 3.26,Teorema 3.27, and Teo-
rema 3.29.

Secţiunea finală a Capitolului 3 abordează cazul (φ, ψ) - contracţiilor
multivoce de tip Feng-Liu, construieşte două teoreme de punct fix şi demon-
strează diverse rezultate de stabilitate. Începem secţiunea prin a reveni
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asupra definiţiei tipului menţionat anterior de contracţii multivoce. Rezul-
tatele cheie care se găsesc în această secţiune sunt Teorema 3.26,Teorema 3.27
şi Teorema 3.29.

Să începem prin a evoca definiţia tipului considerat de operatori. Aceasta
a fost introdusă în [48].

Definiţia 3.17 (a se vede Definiţia 2.4, [48]). Fie (X, d) un spaţiu metric,
F : Y ⊆ X → P (X) un operator multivoc şi ψ : [0,∞) → [0,∞) o funcţie
crescătoare astfel încât ψ(t) > t pentru orice t > 0 şi ψ(0) = 0. Pentru
fiecare x ∈ X considerăm mulţimea

Ixψ(d) := {y ∈ F (x) : d(x, y) ≤ ψ(Dd(x, F (x)))} . (3.12)

Operatorul F se numeşte (φ, ψ) - contracţie multivocă neliniară de tip Feng-
Liu type relativ la metrica d dacă există o funcţie crescătoare φ : [0,∞) →
[0,∞) cu φ(t) < t pentru fiecare t ∈ (0,∞) şi φ(0) = 0, astfel încât

(a) ψ ◦ φ este o funcţie de comparaţie tare;

(b) pentru orice x ∈ X există y ∈ Ixψ(d) astfel încât

Dd(y, F (y)) ≤ φ(d(x, y)). (3.13)

Prima teoremă nouă introdusă în secţiunea curentă este un rezultat de
existenţa a punctului fix care extinde Teorema 2.5 din [48] la cazul unui
spaţiu înzestrat cu două metrici.

Teorema 3.26. Fie X o mulţime nevidă înzestrată cu două metrici d şi ρ
şi fie F : X → Pcl(X). Presupunem:

(i) (X, d) este un spaţiu metric complet;

(ii) există R > 0 astfel încât d(x, y) ≤ Rρ(x, y) pentru orice x, y ∈ X;

(iii) Graph(F ) este închis în raport cu metrica ρ;

(iv) F este o (φ, ψ) - contracţie multivocă de tip Feng-Liu în raport cu
metrica ρ.
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Atunci Fix(F ) ̸= ∅ şi pentru fiecare x0 ∈ X există un şir de iterate Picard
(xn)n∈N convergent la un punct x∗ ∈ Fix(F ). Mai mult, are loc următoarea
condiţie de retraţie-deplasare:

d(x0, x
∗(x0)) ≤

∞∑
k=0

(ψ ◦ φ)k(t0), (3.14)

unde t0 := d(x0, x1), x1 ∈ Ix0ψ (ρ).

Un caz particular pentru Teorema 3.26 este prezentat mai jos.

Teorema 3.27. Fie X o mulţime nevidă înzestrată cu două metrici d şi ρ.
Fie F : X → Pcl(X) şi ψ : [0,∞) → [0,∞) o funcţie crescătoare astfel încât
ψ(t) > t pentru orice t > 0 şi ψ(0) = 0. Presupunem:

(*i) (X, d) este un spaţiu metric complet;

(*ii) există R > 0 astfel încât d(x, y) ≤ Rρ(x, y) pentru orice x, y ∈ X;

(*iii) Graph(F ) este închis în raport cu metrica ρ;

(*iv) există o funcţie crescătoare φ : [0,∞) → [0,∞) cu φ(t) < t pentru orice
t ∈ (0,∞) şi φ(0) = 0, astfel încât ψ ◦ φ este o funcţie de comparaţie
tare şi următoarea relaţie are loc

Dρ(y, F (y)) ≤ φ(ρ(x, y)), pentru orice (x, y) ∈ Graph(F ).

Atunci obţinem Fix(F ) ̸= ∅ şi pentru orice x0 ∈ X există un şir de iter-
ate Picard (xn)n∈N convergent la un punct x∗ ∈ Fix(F ). Mai mult, are loc
următoarea condiţie de retraţie-deplasare:

d(x0, x
∗(x0)) ≤

∞∑
k=0

(ψ ◦ φ)k(t0), (3.15)

unde t0 := d(x0, x1), x1 ∈ Ix0ψ (ρ).

Continuăm prin a considera extensiile unor proprietăţi de stabilitate ale
incluziunii de punct fix în contextul (φ, ψ) - contracţiilor multivoce neliniare
de tip Feng-Liu într-un spaţiu echipat cu două metrici. Concepte similare
de stabilitate pot fi găsite în [32] şi [49]. Să parcurgem mai întâi stabilitatea
Ulam-Hyers, a se vedea de exemplu, [43].
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Definiţia 3.18. Fie X o mulţime nevidă înzestrată cu două metrici d şi ρ.
Considerăm un operator multivoc F : X → P (X). Incluziunea multivocă de
punct fix x ∈ F (x), x ∈ X are proprietatea de stabilitate (d, ρ)-Ulam-Hyers
generalizată dacă există o funcţie crescătoare µ : [0,∞) → [0,∞) cu µ(0) = 0
şi µ continuă în 0, astfel încât pentru orice ε > 0 şi orice ε-punct fix z ∈ X
pentru F (în sensul că Dρ(z, F (z)) < ε), există x∗ ∈ Fix(F ) pentru care

d(z, x∗) ≤ µ(ε).

De asemenea, reamintim proprietatea de bine-punere a incluziunii de
punct fix. Proprietăţile corespunzătoare cazului univoc pot fi găsite în [25],
[63] şi [62].

Definiţia 3.19. Fie X o mulţime nevidă înzestrată cu două metrici d şi
ρ. Fie F : X → P (X) un operator multivoc astfel încât Fix(F ) ̸= ∅ şi
r : X → Fix(F ) o retracţie de mulţimi. Atunci incluziunea de punct fix
x ∈ F (x), x ∈ X este (d, ρ)-bine-pusă generalizat în sensul dat de Reich şi
Zaslavski dacă pentru orice x∗ ∈ Fix(F ) şi orice şir (yn)n∈N ⊂ r−1(x∗) cu

Dρ(yn, F (yn)) −→ 0 atunci când n −→ ∞,

avem
yn

d−→ x∗ atunci când n −→ ∞.

Continuăm prin a ne aminti proprietatea de stabilitate a lui Ostrowski, a
se vedea [46] şi [52].

Definiţia 3.20. Fie X o mulţime nevidă înzestrată cu două metrici d şi
ρ. Fie F : X → P (X) un operator multivoc astfel încât Fix(F ) ̸= ∅ şi
r : X → Fix(F ) o retracţie de mulţimi. Atunci operatorul multivoc posedă
proprietatea de stabilitate (d, ρ)-Ostrowski dacă pentru orice x∗ ∈ Fix(F ) şi
pentru orice şir (zn)n∈N ⊂ r−1(x∗) cu

Dρ(zn+1, F (zn)) −→ 0 atunci când n −→ ∞,

avem
zn

d−→ x∗ atunci când n −→ ∞.

Ultima definiţie pe care o vom reaminti aici este proprietatea de depen-
denţă de date.
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Definiţia 3.21. Fie X o mulţime nevidă înzestrată cu două metrici d şi
ρ. Considerăm un operator multivoc F : X → P (X). Incluziunea de punct
fix x ∈ F (X), x ∈ X are proprietatea de dependenţă de date generalizată
în raport cu perechea de metrici (d, ρ) dacă pentru orice operator multivoc
G : X → P (X) cu urmaătoarele proprietăţi:

(i) Fix(G) ̸= ∅;

(ii) există η > 0 cu Hρ(F (x), G(x)) ≤ η, pentru orice x ∈ X,

există o funcţie crescătoare µ : [0,∞) → [0,∞) cu µ(0) = 0 şi µ continuă în
0, astfel încât pentru orice y∗ ∈ Fix(G) există x∗ ∈ Fix(F ) cu

d(x, y) ≤ µ(η).

În demonstraţiile următoarelor noastre rezultate, condiţia generalizată de
retraţie-deplasare tare de mai jos se va dovedi utilă.

Definiţia 3.22. Fie X o mulţime nevidă înzestrată cu două metrici d şi
ρ. Fie F : X → P (X) un operator multivoc cu Fix(F ) ̸= ∅. Spunem că
F satisface condiţia generalizată de retracţie-deplasare tare dacă există o
funcţie crescătoare µ : [0,∞) → [0,∞) cu µ(0) = 0 şi µ este continuă în 0 şi
retracţia de mulţimi r : X → Fix(F ) astfel încât

d(x, r(x)) ≤ µ(Dρ(x, F (x))), pentru orice x ∈ X. (3.16)

Vom reproduce acum un rezultat abstract, care a fost demonstrat în [49].

Teorema 3.28. Fie X o mulţime nevidă înzestrată cu două metrici d şi ρ.
Fie F : X → P (X) un operator multivoc cu Fix(F ) ̸= ∅. Presupunem că F
satisface condiţia generalizată de retracţie-deplasare tare. Atunci incluziunea
de punct fix x ∈ F (x), x ∈ X are proprietatea de stabilitate (d, ρ)-Ulam-Hyers
generalizată, este (d, ρ)-bine-pusă generalizat în sensul Reich-Zaslavski şi sat-
isface proprietatea de dependenţă de date generalizată în raport cu perechea
de metrici (d, ρ).

Următorul rezultat demonstrează condiţia generalizată de retracţie-deplasare
tare pentru (φ, ψ) - contracţii multivoce neliniare de tip Feng-Liu pe un spaţiu
înzestrat cu două metrici.

Teorema 3.29. Fie X o mulţime nevidă înzestrată cu două metrici d şi ρ
şi F : X → Pcl(X). Presupunem:



CHAPTER 3. TEOREME LOCALE - CAZUL MULTIVOC 36

(i) (X, d) este un spaţiu metric complet;

(ii) există R > 0 cu d(x, y) ≤ Rρ(x, y) pentru orice x, y ∈ X;

(iii) Graph(F ) este închis în raport cu metrica ρ;

(iv) F este o (φ, ψ) - contracţie multivocă de tip Feng-Liu în raport cu
metrica ρ.

Atunci, F satisface condiţia generalizată de retracţie-deplasare tare.

Finally, we fuse Teorema 3.28 and Teorema 3.29 into the subsequent re-
sult.

În final, combinăm Teorema 3.28 şi Teorema 3.29 în rezultatul următor.

Teorema 3.30. Fie X o mulţime nevidă înzestrată cu două metrici d şi ρ
şi F : X → Pcl(X). Presupunem:

(i) (X, d) este un spaţiu metric complet;

(ii) există R > 0 cu d(x, y) ≤ Rρ(x, y) pentru orice x, y ∈ X;

(iii) Graph(F ) este închis în raport cu metrica ρ;

(iv) F este o (φ, ψ) - contracţie multivocă de tip Feng-Liu în raport cu
metrica ρ.

Atunci incluziunea de punct fix x ∈ F (x), x ∈ X are proprietatea de sta-
bilitate (d, ρ)-Ulam-Hyers generalizată, este (d, ρ)-bine-pusă generalizat în
sensul Reich-Zaslavski şi satisface proprietatea de dependenţă de date gener-
alizată în raport cu perechea de metrici (d, ρ).



Concluzii şi direcţii de cercetare

După cum am văzut în această teză, am dezvoltat mai multe rezultate de
punct fix pentru diferite generalizări ale contracţiilor clasice univoce şi mul-
tivoce. În plus, am prezentat aplicaţii pentru majoritatea teoremelor demon-
strate, precum şi proprietăţi de stabilitate ale problemei punctului fix. Aceste
rezultate îmbogăţesc literatura actuală şi oferă, de asemenea, mijloace pentru
cercetări ulterioare.

În ceea ce priveşte cercetările viitoare, rezultatele prezentate în teză oferă
noi direcţii de studiu. O direcţie ar putea fi obţinerea altor rezultate lo-
cale de punct fix, precum şi a rezultatelor de omotopie sau continuare, prin
verificarea ipotezelor considerate şi urmând aceeaşi metodă de demonstraţie
pentru alte tipuri de generalizări ale contracţiilor, cum ar fi Sehgal, Zam-
firescu, Singh şi alţii. Articolul lui Rhoades, [64] din 1977, oferă implicaţii
demonstrate pentru mai multe tipuri de contracţii generalizate.

O a doua traiectorie de cercetare este de a încerca să opereze în contextul
spaţiilor metrice generalizate. S-ar putea verifica dacă metodele de demon-
straţie utilizate în capitolele de mai sus pot fi adaptate pentru a obţine
teoreme similare de punct fix. O abordare de cercetare mai practică este
investigarea unor aplicaţii la incluziuni diferenţiale şi integrale.

În concluzie, rezultatele dovedite în această teză reprezintă progrese în
teoria punctului fix, axată pe operatori non-self. Acestea reprezintă îm-
bunătăţiri ale literaturii teoretice, dar contribuie şi la cazuri de utilizare mai
practice.
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