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Introducere

Dezvoltari in teoria punctului fix

Teoria punctului fix dateaza de la sfarsitul secolui 19 si inceputul secolu-
lui 20. Unele dintre primele rezultate sunt rezultatul de aproape punct fix
al lui Henri Poincare din 1886 si teorema de punct fix a lui Luitzen E. J.
Brouwer din 1911. In 1922, Stefan Banach a definit principiul contractiei,
demonstrand existenta, dar si unicitatea punctului fix pentru o contractie
intr-un spatiu metric complet. Tot in anul 1922 George D. Birkhoff gi Oliver
D. Kellogg au dezvoltat prima teorema de punct fix infinit dimensionald.
Juliusz Schauder a dat in 1927 si 1930 o extensie cu privire la spatii metrice
liniare si in contextul unui spatiu Banach a demonstrat ca fiecare multime
compacta si convexa indeplineste proprietatea de punct fix daca functia este
continua. De atunci, multe generalizari i extensii au fost demonstrate, ca
de exemplu Kannan, Bianchini, Berinde, Zamfirescu, Ciri¢-Reich-Rus, Ciri¢
si Hardy-Rogers.

Indreptandu-ne atentia citre cazul multivoc, prima teoremi de punct fix
a fost publicatd in 1969 de citre Sam B. Nadler Jr. in [41]. Acest rezultat
important a fost curand imbunatatit de Howard H. Covitz si Sam B. Nadler
Jr. in [20], prin inlaturarea conditiei de marginire. Rezultatul a fost extins
i generalizat in multe articole, precum [56], [58|, [61], [65] si [73]|. cateva
generalizari notabile sunt, de asemenea, studiate de-a lungul acestei lucrari,
ca de exemplu contractiile Berinde, Ciri¢ si operatori de tip Feng-Liu.

Primul matematician care a demonstrat o teorema locala de punct fix,
pentru cazul contractiilor Banach, a fost Mark A. Krasnoselskii. Apoi, Mar-
lene Frigon si Andrzej Granas au demonstrat o astfel de teorempentru cazul
multivoc. Aceste doua teoreme au inspirat multi alti matematicieni sa le
extinda in urmatoarele decenii.
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Motivatie

Scopul acestei teze este sa extinda, in context univoc, dar si multivoc, teo-
reme locale de punct fix la diferite contractii generalizate, ca de exemplu
Ciri¢-Reich-Rus, Chatterjea, Berinde, etc. De asemenea, vom demonstra
aplicatii pentru rezultatele mentionate anterior. Aceste rezultate teoretice
pot fi ulterior aplicate in multe scenarii precum studiul modelelor matemat-
ice guvernate de ecuatii si incluziuni integrale sau diferentiale. O alta uti-
lizare ar putea fi obtinerea existentei preferintelor optimale intr-o economie
abstracta.

Rezultatele care succed in aceasta lucrare se pot dovedi utile in multe
alte domenii, incluzdnd ingineria, economia, managementul, informatica si
telecomunicatiile.

Structura tezei si contributii originale

Structura generala a tezei este organizatd dupa cum urmeaza. Deschidem
cu un capitol dedicat preliminariilor. Continuam cu cele doua capitole prin-
cipale, fiecare prezentand in detaliu principalele contributii ale cercetarii.
Ulterior, avem o sectiune dedicata care prezinta concluziile studiului nostru,
impreuna cu directiile de cercetare ulterioare. Teza se incheie cu o lista de
referinte consultate pe parcursul lucrarii de cercetare.

In primul capitol stabilim notatiile pe care le vom folosi in capitolele urmé-
toare si reamintim, de asemenea, cateva definitii si rezultate bine-cunoscute
care ne vor ajuta in demonstratiile ce urmeaza. Cateva concepte notabile
sunt lema Hausdorff-Pompeiu gi lema Cauchy, impreuna cu definitiile unui
operator Picard, ale unui operator slab Picard si ale unui operator esential.

Al doilea capitol se ocupa cu demonstrarea teoremelor locale de punct fix
pentru contractii generalizate univoce, in special pentru contracii generalizate
de tip Ciri¢-Reich-Rus, Chatterjea, Berinde si Ciri¢. In prima sectiune, ne
concentram asupra operatorului de tip Ciri’ ¢-Reich-Rus. Incepem prin a
reaminti definitia unui astfel de operator, teorema globald de punct fix si
o teoremd locald de punct fix. In continuare, demonstram un alt rezultat
local, care il imbunatateste pe cel precedent, apoi definim notiunea de familie
(o, B) - contractiva gi determindm o aplicatie a teoremei locale de punct fix
demonstrate. Principalele rezultate ale acestei sectiuni se gasesc in "Local
fixed point theorems and open mapping principles for generalized
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contractions", Annales Univ. Sci. Budapest., Sect. Math., 64, (2021) si
"Some local fixed point theorems and applications to open mapping
principles and continuation results", Arabian Journal of Mathematics,
10, (2021).

Urmatoarea sectiune trateaza operatorii de tip Chatterjea. incepem prin
a reaminti definitia operatorului gi rezultatul global de punct fix. Apoi
demonstram doua teoreme locale de punct fix, una pentru contractii self
si una pentru contractii non-self, cea din urma considerand o conditie mai
slaba decat prima. Continuam prin definirea notiunii de familie 7 - contrac-
tiva gi oferim o aplicatie a rezultatelor locale prezentate. Rezultatele centrale
discutate in aceasta sectiune sunt continute in "Local fixed point theo-
rems and open mapping principles for generalized contractions",
Annales Univ. Sci. Budapest., Sect. Math., 64, (2021) si "Some local
fixed point theorems and applications to open mapping principles
and continuation results", Arabian Journal of Mathematics, 10, (2021).

In cea de-a treia sectiune, alegem o altd generalizare a « - contractjiei obis-
nuite, specific operatorul de tip Berinde. Incepem prin a reaminti definitia
unui operator de tip Berinde si a teoremei globale de punct fix. Vom oferi
apoi doua rezultate locale de punct fix, pentru operatori self si non-self, al
doilea imbunatatindutpe primul prin presupunerea unei conditii mai slabe.
Vom continua cu definirea conceptului de familie (o, L) - contractiva si sa
demonstram o aplicatie a teoremelor locale de punct fix date. Rezultatele
principale ale acestei sectiuni se giasesc in "Local fixed point theorems
and open mapping principles for generalized contractions", Annales
Univ. Sci. Budapest., Sect. Math., 64, (2021) si "Some local fixed point
theorems and applications to open mapping principles and contin-
uation results", Arabian Journal of Mathematics, 10, (2021).

A patra sectiune a celui de-al doilea capitol se concentreaza pe rezultatele
pentru operatorii de tip Ciri¢. Deschidem prin a reaminti definitia operatoru-
lui mentionat anterior, precum si rezultatul global de punct fix. Continuam
cu demonstrarea teoremei locale de punct fix pentru operatorii de tip Cirié si
incheiem sectiunea cu o aplicatie a acesteia, mai exact o teorema de contin-
uare. Principalele rezultate din aceasta sectiune se gsesc in "On some fixed
point theorems for Ciri¢ operators", Miskolc Mathematical Notes, 25,
(2024).

In sectiunea finald, ne propunem si obtinem rezultate de punct fix pen-
tru alte tipuri de contractii generalizate non-self, cum ar fi contractia de tip
Hardy-Rogers. Mai intai reamintim o extensie a teoremei de punct fix a lui
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Conti demonstrata de Petrusel, Precup si Serban si apoi introducem doua
teoreme locale de punct fix, una pentru contractii continue de tip Berinde si
o alta pentru contractii continue de tip Hardy-Rogers. Sectiunea se incheie
cu o teorema locala de punct fix pentru operatori de tip Berinde, unde abor-
dam conditii suplimentare. Rezultatele originale din aceasta sectiune pot fi
gasite in "Iterative approximations for non-self operators", 22" In-
ternational Symposium on Symbolic and Numeric Algorithms for Scientific
Computing (SYNASC), (2019).

Capitolul final studiaza rezultate de punct fix, aplicatii gi proprietati de
stabilitate pentru urmatoarele tipuri de generalizari ale contractiilor multi-
voce: Ciri¢-Reich-Rus, Chatterjea, Berinde, Ciri¢, ¢ - contractii neliniare pe
grafic si (p, 1) - contractii de tip Feng-Liu. Prima sectiune trateaza contracti-
ile multivoce de tip Ciri¢-Reich-Rus, unde reamintim definitia unei astfel de
contractii generalizate si teorema globala de punct fix demonstrata de Reich.
Continuam cu principalele rezultate ale sectiunii, in special un rezultat local
de punct fix, o teorema locala de punct fix strict si un rezultat de omotopie,
ca aplicatie la prima teorema locala. Contributiile originale mentionate fac
parte din articolul "Some local fixed point theorems for generalized
multi-valued contractions with applications", Journal of Nonlinear and
Convex Analysis, 23, (2022).

A doua sectiune a Capitolului 3 investigheaza cazul contractiilor multi-
voce de tip Chatterjea. Reamintim definitia sa si rezultatul global de punctu
fix, apoi demonstram cele trei rezultate centrale ale sectiunii: doua rezultate
locale privind punctele fixe si punctul fix strict si o teoremad de omotopie.
Aceste noi rezultate sunt publicate in articolul "Some local fixed point
theorems for generalized multi-valued contractions with applica-
tions" Journal of Nonlinear and Convexr Analysis, 23, (2022).

Urmatoarea sectiune examineaza contextul contractiilor multivoce de tip
Berinde, unde urmam aceeasi structura ca gi in cele doua sectiuni anterioare,
amintind definitia si teorema globala de punct fix deja stabilita. Continuam
cu rezultatele principale, care sunt o teorema locala de punct fix si rezultatul
de omotopie corespunzatoare ca aplicatie, alternativa neliniara si principiul
Leray-Schauder pentru acest tip de contractii generalizate. Rezultatele orig-
inale au aparut in "Some local fixed point theorems for generalized
multi-valued contractions with applications" Journal of Nonlinear and
Convex Analysis, 23, (2022).

Trecem la a patra parte a Capitolului 3, in care consideram contractii
multivoce de tip Ciri¢. Se respectd aceeasi structurd de sectiune, mentiondm
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binecunoscuta definitie a contractiei multivoce de tip Cirié¢ si apoi includem
un rezultat de punct fix pentru astfel de operatori. Principalele dezvoltari din
aceasta sectiune sunt rezultate locale de punct fix si o teorema de omotopie
ca aplicatie. Demonstratiile detaliate si alte observatii privind rezultatele
originale ale acestei sectiuni au fost documentate in articolul "On some
fixed point theorems for Ciri¢ operators", Miskolc Mathematical Notes,
25, (2024).

Sectiunea urmaitoare studiaza cazul ¢ - contractiilor multivoce neliniare
pe grafic. Aici reamintim definitiile functiilor de comparatie, functiilor de
comparatie tari si ¢ - contractiilor multivoce neliniare pe grafic. Apoi prezen-
tam doua rezultate de existenta a punctului fix, considerand atat un spatiu
metric generalizat, cat si unul clasic, urmate de enuntarea dependentei de
date si a proprietatilor de stabilitate Ulam-Hyers ale multimii de puncte fixe.
Urmitoarele rezultate ilustrate sunt o teoremde punct fix strict, urmata de
doud teoreme locale. Incheiem sectiunea cu un rezultat de tip Maia privind
¢ - contractiile multivoce neliniare pe grafic si un corolar care il urmeaza.
Principalele dezvoltari prezentate in aceasta sectiune sunt extrase din arti-
colul "Fixed point and stability results for multi-valued nonlinear
graph contractions in complete metric spaces", The Journal of Anal-
ysis, (2025).

In ultima sectiune a Capitolului 3 ne vom ocupa cu studiul (p, V) -
contractiilor multivoce de tip Feng-Liu. Dupa enuntarea definitiei tipu-
lui respectiv de contractii, stabilim doua teoreme care demonstreaza exis-
tenta si localizarea punctelor fixe. Continuam prin a reaminti, in contextul
(p, ¥) - contractiilor multivoce de tip Feng-Liu, definitiile pentru urma-
toarele concepte de stabilitate generalizate: Ulam-Hyers, Reich-Zaslavski,
Ostrowski, dependenta de date si conditia generalizata de retractie-deplasare
tare. Apoi demonstram ca (¢, 1) - contractiile multivoce de tip Feng-Liu sat-
isfac conditia puternica de retractie-deplasare, ceea ce ne conduce la ultimul
rezultat al sectiunii, care demonstreaza proprietatile calitative ale multimii
de puncte fixe. Rezultatele cuprinse in aceasta sectiune sunt stabilite in
articolul "Fixed point and stability results for multi-valued nonlin-

ear graph contractions in complete metric spaces", The Journal of
Analysis, (2025).
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Diseminarea rezultatelor

Rezultatele prezentate in teza au fost diseminate in cadrul urmatoarelor con-
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1.

22" International Symposium on Symbolic and Numeric Algorithms
for Scientific Computing (SYNASC), Timigoara, Romania, September
1 -4, 2020. Title: Iterative approximations for local fixed point theo-
rems and applications;

13" Joint Conference on Mathematics and Computer Science (MaCS),
Budapest, Hungary, October 1 - 3, 2020. Title: Local fixed point
theorems and open mapping principles for generalized contractions;

. 19'" International Conference on Functional Equations and Inequali-

ties, Bedlewo, Poland, September 11 - 18, 2021. Title: Some local
fixed point results and applications for generalized contractions;

23" International Symposium on Symbolic and Numeric Algorithms
for Scientific Computing (SYNASC), Timigoara, Romania, December
7 - 10, 2021. Title: Local fixed point results and applications for mul-
tivalued generalized contractions;

. 4" Romanian Itinerant Seminar on Mathematical Analysis and its Ap-

plications (RISMAA), Bragov, Romania, May 19 - 21, 2022. Title:
Some applications of local fixed point theorems for some generalized
contractions;

. 4*" International Conference on Mathematics and Computer Science,

Brasov, Romania, September 15 - 17, 2022. Title: Fixed point theory
for multi-valued nonlinear graph contractions in complete metric spaces
(joint work with Madalina Moga and Adrian Petrusel);

. 24" International Symposium on Symbolic and Numeric Algorithms

for Scientific Computing (SYNASC), Linz, Austria, September 12 - 15,
2022. Title: On some fixed point theorems for Ciri¢ operators (joint
work with Madalina Moga);

14'" International Conference on Fixed Point Theory and its Appli-
cations (ICFPTA), Brasov, Romania, July 11-14, 2023, Title: "Fixed
points for nonlinear graph contractions with applications";
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9. 6" Romanian Itinerant Seminar on Mathematical Analysis and its Ap-
plications (RISMAA), Cluj-Napoca, Romania, May 30 - 31, 2024. Ti-
tle: Maia type theorems for some multi-valued generalized contractions;

10. 26" International Symposium on Symbolic and Numeric Algorithms
for Scientific Computing (SYNASC), Timigoara, Romania, September
16 - 19, 2024, Title: Fixed points for Feng-Liu multi-valued operators
with an application (joint work with Madalina Moga).
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Chapter 1

Preliminarii

In acest capitol ne propunem si prezentim notatiile care vor fi utilizate in
urmatoarele capitole. De asemenea, vom reaminti cateva notiuni, definitii,
precum si rezultate bine-cunoscute. Pentru alte concepte si rezultate similare,
vezi, de exemplu, [6], [47], [66] si [69].

1.1 Notatii

Fie X o multime nevida. Fie f: X — X un operator univoc si F': X — X
un operator multivoc. Pe parcursul acestei lucrari, vom folosi urmatoarele
notatii:

e P(X)={A| AC X},
o P(X)={ACX|A#D}
o P(X)={AC X | A#(, A este marginita};

o Py(X)={ACX|A#0D, A esteinchisi};
o P,(X)={ACX|A#0, Aeste compactd};
e Pentru zp € X sir > 0, avem

o B(zo;r) = {x € X|d(xg,x) < r} reprezinta bila deschisd de cen-
tru zo s1 raza r;

o B(xo;r) = {x € X|d(xy,z) < r} reprezinti bila inchisi de centru
To S1 T}
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o Graph(f) ={(x,y) € X x X|y € f(x)} — graficul lui f;
e Graph(F) = {(x,y) € X x X|y € F(x)} — graficul lui F}

e Fix(f) ={x € X | f(x) = x} — multimea tuturor punctelor fixe ale lui

e
o fO:=1x, fli=f, ..., f" = fofr ! iteratele operatorului univoc f;
o FIY) = F(Y), FA(Y) = F(F(Y)), ..., F*(Y) = F(F"Y(Y)) -

iteratele operatorului multivoc F;
e Pentru fiecare x € X, notdm O(z,00) = {z, f(x),..., f*(x),... }.
e C'R(Y,X) — familia operatorilor contractii definite de la Y la X;

o CRsy(Y,X):={f€CR(Y,X)| f, : 6Y = X nu are puncte fixe}.

1.2 Notiuni generale

Sa reamintim acum cateva dintre principalele definitii si concepte din teoria
punctului fix.

Definitia 1.1. Un spatiu metric (X, d) este complet daca fiecare gir Cauchy
(n)nen converge.

Definitia 1.2. Un spatiu metric (X, d) is conex dacd nu este reuniunea a
doua multimi deshise nevide disjuncte.

Definitia 1.3. Consideram un spatiu metric (X, d). Defininim functionala
generalizata diametru diam: P(X) — Ry U {+oo} in felul urmator:

diam(Y") = sup{d(u,v) | u € Y,v € Y}.
Definitia 1.4. Consideram un spatiu metric (X, d). Atunci:
(i) functionala D: P(X) x P(X) — R, U {400} definitd prin
D(Y,Z)=inf{d(y,2) |ye Y,z € Z}

este funtionala distanta. In particular, daci =y € X atunci D(zg, Z) :=
D({zo}, Z) este distanta de la punctul xy la multimea Z.
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(i) functionala p: P(X) x P(X) — Ry U {400} definta prin
p(Y,Z) =sup{D(y, Z2) | y € Y'}
este functionala exces a multimii Y peste multimea Z.
(iii) functionala H: P(X) x P(X) — R, U {400} definita prin
H(Y, 7) = max{p(Y, Z), o(Z,Y )}

este func tionala Hausdorff-Pompeiu. Este cunoscut faptul ca H este
o metrica pe P 4(X).

In plus, perechea (P, (X), H) formeaza un spatiu metric generalizat, in sensul
ca H poate lua valori infinite.

Reamintim, in plus, si o proprietate importanta a functionalei Hausdorff-
Pompeiu.

Lema 1.1. Consideram un spaliv metric (X,d) si € > 0. Daca Y,Z sunt
doua submultimi ale lui X cu H(Y, Z) < €, atunci pentru fiecare y € Y exista
z € Z astfel incdt d(y, z) < €.

Definitia 1.5 (a se vedea [69]). Consideram perechea de spatii metrice (X, d)
si (Y, p). Un operator f: X — Y se numegte:

(i) Lipschitz daca existd | € R, astfel incat

d(f(x), f(y)) <ld(z,y), pentru orice z,y € X

(ii) « - contractie daci exista a € [0,1) astfel incat f este a-Lipschitz (i.e.,
Lipschitz cu constanta «).

Definitia 1.6 (a se vedea [69]). Consideram un spatiu metric (X, d). Un
operator f: X — X este slab Picard (abreviat WPO) daca (f™(x)),en este
convergent pentru orice x € X gi limita girului, notatd prin f*(z), este un
punct fix al operatorului f.

Definitia 1.7 (a se vedea [69]). Daca f: X — X este WPO i Fix(f) = {z*},
atunci f este un operator Picard (abreviat PO).
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Definitia 1.8 (a se vedea [16], pagina 268). Sa consideram acum un spatiu
metric (X,d) si un operator f: X — X. Atunci X este f-orbital complet
daca fiecare gir Cauchy continut in O(z,00) pentru un x € X oarecare con-
verge in X.

Prin U ne vom referi la un domeniu (deschis si conex) fixat intr-un spatiu
metric complet (X,d). Notdm prin KFE(U, X) (respectiv K¢(U, X) si
KB(U, X)) multimea tuturor contractiilor multivoce generalizate K: U —
P(X) in sensul Ciri¢-Reich-Rus (CRR), respectiv Chatterjea (C) si respectiv
Berinde (B). Definim si

KH(U, X) = {KeK(U,X): z ¢ K(z) pentru orice z € 90U } (1.1)
unde # este inlocuit prin CRR, C, si respectiv B.

Definitia 1.9. Spunem despre K € /C# (U, X) ca este esential daca K are
punct fix. Altfel, K este numit neesential.

Definitia 1.10. O omotopie de contractii multivoce generalizate este o fam-
ilie de astfel de operatori {Kj}co,1] astfel incat orice K; apartine IC# (U, X).
Doi operatori S si 17" sunt omotopici in IC# (U, X) daci existd o omotopie de
contractii multivoce generalizate {K,}icp,1] astfel incat Ko = S 51 Ky =T

Lema 1.2 (Lema lui Cauchy). Fie (a,), (b,) doud siruri de numere pozitive

astfel incat Z a, < oo s lim b, =0. Atunci

n—>o00
n>0

lim Z ankbk> = 0.
n—>00 <k:0



Chapter 2

Teoreme locale de punct fix
pentru contractii univoce
generalizate

In acest capitol ne concentram pe demonstrarea teoremelor locale in cazul
contractiilor univoce generalizate, precum si pe o aplicatie pentru fiecare
contractie generalizata considerata. Mai exact, vom lua in considerare con-
tractiile generalizate de tip Ciri’ c-Reich-Rus, Chatterjea, Berinde si Ciri¢.

Aceste rezultate imbogatesc alte dezvoltari originale din lucrari precum
8], [13], [16], [18], [27], [59], si [72]. Principalele articole pe care se bazeaza
acest capitol sunt [40], [74] si [75]. Pentru alte directii de cercetare a se vedea,
e.g., [1], [2], |9], [15], [61], [67] si [68].

2.1 Contractii generalizate de tip Cirié¢-Reich-
Rus

In aceastd sectiune a Capitolului 2, ecuatia de punct fix studiati f (x) =
z satisface conditiile de contractie de tip Ciri¢-Reich-Rus. In prima parte
reamintim definitia unor astfel de operatori, apoi demonstram teorema localu
a de punct fix si oferim si o aplicatie a acestui rezultat. Principalele rezultate
de existenta si unicitate ale acestei sectiuni sunt Teorema 2.3 si Teorema 2.4.

Contractia univoca Cirié-Reich-Rus a fost definitd in mod independent
de Ljubomir Ciri¢, Simeon Reich si Ioan A. Rus in 1971.
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Definitia 2.1 (a se vedea [18], [59] si [72]). Fie (X, d) un spatiu metric.
Un operator f: Y C X — X este o contrac tie de tip Ciri¢-Reich-Rus daca
existd a, f € (0,1) astfelincat oo + 23 < 1 si pentru orice x,y € X avem

d(f(x), f(y)) < ad(z,y) + B d(z, f(x)) + d(y, f(y))]. (2.1)

Teorema globald de punct fix datd de Ioan A. Rus in [72] afirmd urma-
toarele.

Teorema 2.1 (I. A. Rus, a se vedea Teorema 1, [72]). Fie (X,d) un spatiu
metric complet, st f: X — X o functie pentru care exista o, f € Ry, a+28 <
1, astfel incdt

d(f(x), f(y)) < ad(z,y) + B ld(z, f(x)) + d(y, f(y))]

pentru orice v,y € X. Atunci f are un punct fix unic.

Urmaétoarea teorema locald a fost demonstratd de Simeon Reich in [57],
unde demonstratia se bazeaza pe Teorema 2.1.

Teorema 2.2 (Simeon Reich, a se vedea [57]). Fie (X,d) un spatiu metric
complet, xo € X, r >0 si f: B(xg;r) = X o contractie de tip Ciri¢-Reich-
Rus. Atunci, daca
l—a—-2p
T?
1+ 75

obtinem ca Fix(f) = {«*} i sirul de aproxzimatii succesive (f™(x))nen con-
verge la x* pentru orice x in B(xo;r). Mai mult, avem urmdatoarea estimare
a priori a erorii.

d(wo, f(x0)) < (2.2)

n . q"
A ()a) < 7

d(z, f(x)),

a
unde q == ath < 1, pentru orice x € B(xo;T).

1-p
Vom prezenta acum o alta teorema locala de punct fix pentru contractii
de tip Ciri¢-Reich-Rus, care completeazi rezultatele globale Teorema 2.5 din
[18], Teorema 3 din [59], Teorema 1 din |72], precum si teorema locald am-
intita mai sus, considerand o conditie mai slaba. Demonstratia se bazeaza
pe metoda girurilor iterative de aproximatii succesive.
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Teorema 2.3. Fie (X,d) un spatiu metric complet, xro € X, r > 0 si
f: B(zo;r) — X o contractie de tip Ciri¢-Reich-Rus. Daca

1l—a—26
1-p
atunci sirul aprovimatiilor succesive (f"(x0)),en care porneste din centrul

bilei converge la punctul fix unic x* € B(xo;r) al contractiei de tip Ciric-
Reich-Rus f.

d(xo, f(x0)) < T, (2.3)

Vom defini acum notiunea de familie («, 3) - contractiva, pe care o vom
folosi mai tarziu in aplicatia pentru teorema locala de punct fix.

Definitia 2.2. Fie (X, d) un spatiu metric i (J, p) un spatiu metric conex.
Spunem ca un sir (Ky)xes € CR(Y, X) este o familie («, 5) - contractiva
dacd existd o € (0,1), p € (0,1] si M > 0 astfel incat

(i) d(Kx(z1), Ka(z2)) < ad(w1, 22)+8 [d(z1, Ka(21)) + d(22, Kx(22))], pen-
tru orice x1,x2 € Y si A € J;

(i) d(Kx(z),Ku(x)) < M [p(A, p)]?, pentru orice z € Y si A, pu € J.

Ca o aplicatie pentru Teorema 2.3 oferim o teorema de continuare, demon-
strata mai jos.

Teorema 2.4. Fie (X,d) un spatiu metric complet $i'Y o submulfime incisd
astfel incat intY = (). Fie (J, p) un spativ metric conex i (Ky)xes o familie
(e, B) - contractiva din CRsy (Y, X). Urmdatoarele concluzii apar:

(i) Daca exista un punct Ny € J, astfel incit ecuatia Ky:(x) = x are o
soluttie, atunci ecuatia Ky(x) = x are o solutie unicd pentru orice
AeJ;

(i) Daca Ky(zy\) = x5 pentru orice X € J, atunci operatorul

jrJ = intY
j()\) = T

este continuu.
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2.2 Contractii generalizate de tip Chatterjea

Aceasta sectiune a Capitolului 2 se concentreazia pe demonstrarea rezul-
tatelor de existentd i unicitate pentru ecuatia de punct fix f(z) = = care
indeplinegte conditii de tip Chatterjea. Teorema 2.6, Teorema 2.7 gi Teo-
rema 2.8 sunt principalele rezultate care imbunatatesc teoremele prezentate
in [13].

Definitia contractiilor univoce de tip Chatterjea a fost data in 1972 de
Santi Chatterjea, dupa cum urmeaza.

Definitia 2.3 (a se vedea [13]). Fie (X, d) un spatiu metric. Un operator

1
f:Y C X — X este o contractie de tip Chatterjea daci exista v € 0, 5)

astfel incat pentru orice z,y € X avem

d(f(x), f(y)) < vld(x, f(y)) + dly, f(2))]- (2.5)

Billy Rhoades a demonstrat in [64] independenta dintre conditiile cla-
sice Banach si cele de tip Chatterjea. In [13], Chatterjea prezinta teorema
globalde punct fix, agsa cum este prezentata mai jos.

Teorema 2.5 (S. K. Chatterjea, a se vedea [13]). Fie (X, d) un spatiu metric
complet. Presupunem ca f: X — X este o contractie de tip Chatterjea.
Atunci f admite un punct fix unic in X.

Urmatorul rezultat local imbunatateste teorema de punct fix a lui Chat-
terjea descrisa mai sus, bazandu-se totodata pe aceasta pentru demonstratie.

Teorema 2.6. Fie (X, d) un spatiu metric complet, xy un punct din X, r > 0
st f: B(xo;r) = X o contractie de tip Chalterjea. Daca

1—2v
1+~

d(wo, f(r0)) < r, (2.6)

atunci Fix(f) = {z*}, iar sirul aprozimatiilor succesive (f"(x))nen converge
la x* pentru orice punct x € B(xo;r). In plus, obtinem yrmdatoarea estimare

a priori a erorii.
n

d(f"(x),a") < 2

[d(e £ (),

unde q = % < 1, pentru orice x € B(xo;T).
8
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Mai departe, imbunatatim Teorema 2.6 presupunand o conditie mai slaba,
dupa cum urmeaza. Ca gi inainte, utilizam metoda de construire a unui sir
iterativ de aproximatii succesive pentru demonstratie.

Teorema 2.7. Fie (X,d) un spatiu metric complet, ©o € X, r > 0 si
f: B(xg;r) — X o contractie de tip Chatterjea. Daca

1—2y

d <
(@o, f(20)) 11—~
atunci sirul aprovimatiilor succesive (f"(x0)),en care porneste din centrul
bilei converge la unicul punct fiz x* € B(zo;1) al contractiei de tip Chatterjea

f.

r,

We will now provide the definition of a 7 - contractive family in order to
set the context for our next result.

Vom oferi acum definitia unei familii v - contractive pentru a stabili con-
textul urmatorului nostru rezultat.

Definitia 2.4. Fie (X, d) un spatiu metric si (J, p) un spatiu metric conex.
Sirul (Ky)xes € CR(Y,X) este o familie v - contractiva dacd existd v €

1
{O, 5), M > 0sip € (0,1] astfel incat

(i) d(Kx(z1),Ka(z2)) < 7vl[d(z1, Kx(x2)) + d(x2, Kx(71))], pentru oricare
T, 12 €Y, NE J;
(i) d(Kx(z),Ku(x)) < M [p(A, p)]?, pentru orice z € Y si A\, pu € J.

Ultimul rezultat al acestei sectiuni este teorema de continuare pentru
contractii de tip Chatterjea.

Teorema 2.8. Fie (X, d) un spatiu metric complet $iY o submultime inchisa
astfel incat intY # 0. Fie (J, p) un spativ metric conex i (Ky)aes o familie
v - contractiva din CRsy (Y, X). Urmatoarele concluzii apar:

(i) Daca exista un punct Ay € J, astfel incat ecuatia Ky:(r) = x are

solutie, atunci ecuatia Ky(x) = x are o solutie unica pentru orice A € J;

(11) Daca Kx(xy) = xy, pentru orice X € J, atunci operatorul
0 J — intY

g (2.7)

J(A) =z

este continuu.
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2.3 Contractii generalizate de tip Berinde

Operatorul pe care il studiem in aceasta sectiune a fost definit in 2004 in arti-

colul [8]. Vom demonstra un rezultat de existenta pentru ecuatia de punct fix

f(x) =z in raport cu o conditie de contractie de tip Berinde. Teorema 2.10,

Teorema 2.11 gi Teorema 2.12 sunt principalele rezultate cuprinse in aceasta

sectiune, care imbunatatesc in continuare dezvoltarile din [8], [10] si [11].
Reamintim acum definitia unei contractii de tip Berinde.

Definitia 2.5 (see [8]). Fie (X, d) un spatiu metric. Un operator f: Y C
X — X este o contractie de tip Berinde daca exista o € (0,1) si L > 0 astfel
incat pentru orice z,y € X avem

d(f(x), f(y)) < ad(z,y) + Ld(z, f(y))- (2.8)

Un exemplu al unui astfel de operator a fost dat de V. Berinde in [8]. In
acelagi articol, urmatoarea teorema de punct fix pentru contractii univoce de
tip Berinde este stabilita.

Teorema 2.9 (V. Berinde, a se vedea Teorema 1, [8]). Fie (X, d) un spatiu
metric complet si f: X — X o contractie de tip Berinde. Atunci

(1) Fix(f) # 0;

(2) Pentru oricare xy € X, sirul (,)nen de aprozimatii succesive converge
la un z* € Fix(f);

(3) Urmdatoarele estimari

d(x,,x*) < d(zg,x1),m=0,1,2,... (2.9)
o

d(x,,z") <

l_ad(:vn_l,mn),n:0,1,2,... (2.10)

au loc.

Vom demonstra acum prima teorema locala pentru contractii univoce de
tip Berinde. Aceasta se bazeaza pe teorema globala de punct fix amintita
mai sus.
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Teorema 2.10. Fie (X,d) un spatiu metric complet, o in X, r > 0,
f: B(zo;r) — X o contractie de tip Berinde, si aditional presupunem

d(zo, f(x0)) < (1 —a — L)r, (2.11)

unde o € (0,1), L > 0 astfel incit o + L < 1.

Atunci ecuatia de punct fix pentru contractia de tip Berinde [ are un
punct fix unic x*, iar sirul de aprozimatii succesive (f"(x))nen converge la
x* pentru orice x in B(xo;1). Mai mult, urmatoarea estimare a priori este

obtinuta:
an

d(f"(x),2") <

pentru orice v € B(xg;r).

d(z, f(x)),

1l -«

Vom demonstra acum o alta teorema locala de punct fix pentru contractii
de tip Berinde. Acest rezultat imbunatateste Teorema 2.9 din [8] fard a se
baza pe aceasta si consideram, de asemenea, o conditie mai slaba. Urmand
abordarea anterioara, demonstratia este stabilita folosind metoda sirului it-
erativ aproximatiilor succesive.

Teorema 2.11. Fie (X,d) un spatiuv metric complet, ro € X, r > 0, si
f: B(xo;r) — X o0 contractie de tip Berinde. Daca

d(zo, f(ro)) < (1 —a)r,

atunci sirul aprovimatiilor succesive (f"(x0)),cy care porneste din centrul
bilei converge la x* € B(xo;1) care este un punct fix al lui f.

In continuare, prezentam definitia unei familii (o, L) - contractive.

Definitia 2.6. Fie (X, d) un spatiu metric si (J, p) un spatiu metric conex.
Definim familia (o, L) - contractivd ca fiind un gir (K))aes din CR(Y, X)
astfel incat exista o € (0,1), M > 0si p € (0,1] cu

(i) d(Kx(z1), Ka(z2)) < ad(zq,22) + Ld(x1, Ky(22)), pentru orice xq, x5 €
Y, e J,

(i) d(Ka(z),Ku(z)) < M [p(A, p)]", pentru oricare z € Y si A\, pu € J.

Pentru a incheia aceasta sectiune, prezentam o teorema de continuare
care serveste ca aplicatie la rezultatul local de mai sus.
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Teorema 2.12. Fie (X, d) un spatiu metric complet $i Y o submultime in-
chisa astfel incat intY # 0. Fie (J,p) un spatiu metric conex i (Ky)xes 0
familie (o, L) - contractiva din CRsy (Y, X). Urmdatoarele concluzii apar:

(i) Daca exista un punct \j € J, astfel incat ecuatia Ky:(v) = x are
o solutie, atunci ecuatia Ky(x) = = are o solutie unicda pentru orice
AEJ;

(ii) Daca Ky(xy) = xy, oricare ar i € J sia+ L <1, unde o € (0,1) g1
L > 0, atunct operatorul

jiJ = intY

i) = 2 (2.12)

este univoc st continuu.

2.4 Contractii generalizate de tip Ciri¢

Cea de-a patra sectiune a Capitolului 2 studiaza ecuatia de punct fix f(x) =
x, unde f este o contractie de tip Ciri¢. Acest tip de generalizare a fost
dezvoltat pentru prima data in 1974 in cadrul lucrarii [16]. Teorema 2.14 si
Teorema 2.15 sunt principalele rezultate ale acestei sectiuni. Pentru propri-
etdtile calitative ale unui astfel de operator, consultati [38].

Reamintim mai intai definitia unei contractii de tip Ciri¢.

Definitia 2.7 (|16, Ciri¢ Definition 1]). Fie (X, d) un spatiu metric. Atunci,
f:Y C X — X este o contractie multivoca de tip Ciriécu contanta ¢ daca
exista ¢ € (0, 1), astfel incat pentru orice z,y € Y avem

d(f(x), f(y)) < q-max{d(z,y),d(z, f(x)),d(y, [(y)), d(z, f(y)), dy, f(x))} .

In [16], Lj. B. Ciri¢ ofers in plus un exemplu al unei astfel de contractii.
In acelasi articol [16], L. B. Ciri¢ a demonstrat urmétoarea teorems.

Teorema 2.13 (Lj. B. Ciri¢, a se vedea Teorema 1, [16]). Fie f o contractie
de tip Ciri¢ pe un spativ metric X si fie X f-orbital completd. Atunci

(a) [ are un punct fix unic x* € X;

(b) lim f"(x) = a*;
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n

(c) d(f™"(z),z*) < 1q d(z, f(z)), pentru orice x € X.

- l—q
Vom demonstra acum teorema locala de punct fix pentru contractii de
tip Ciri¢, imbunatatind Teorema 1 din [16].
Teorema 2.14. Fie (X,d) un spativ metric complet, o € X si r > 0.
Consideram f: B(xg;r) — X ca fiind o contractie univoca de tip Ciri¢ cu

1
constanta q € | 0, 5] Suplimentar, presupunem

1—2¢q

d(wo, f(20)) < 1—¢

r.

Atunci f are un punct fiz unic x* € B(xg;r), f*(xo) € B(xo;T), pentru orice
n € N, 1ar sirul iterativ al aproximatiilor succesive (f"(xq))nen pornind din
xo converge la x* atunci cnd n —» 0Q.

Acum, ne concentru am pe stabilirea cadrului pentru o aplicatie a rezul-
tatului anterior gi oferim urmatoarea definitie.

Definitia 2.8. Fie (X, d) un spatiu metric si (J, p) un spatiu metric conex.
Vom numi {fy: A € J} € CR(Y,X) familie de contractii de tip Ciri¢ cu
constanta ¢ € (0, 1) dacurmétoarele conditii sunt satisfacute: existd p € (0, 1]
si M > 0 astfel incat

(i) pentru orice z1,29 € Y §i A € J, avem

d(fa(z1), fa(z2)) < gmax{d(z1, x2),d(x1, fr(21)), d(22, fr(22)),
d(z1, fa(z2)), d(za, fa(21))};

(ii) pentru orice x € Y si A\, pu € J, avem

d(fx(@), ful@)) < M [p(X, )]

Putem acum enunta teorema de continuare pentru contractiile de tip
Ciri¢, dupa cum urmeaza.
Teorema 2.15. Fie (X, d) un spatiu metric complet $i Y o submultime in-
chisa astfel incat intY # 0. Fie (J, p) un spativ metric conex si {fy: A € J}
. 1
o familie de contractii univoce de tip Ciri¢ cu constanta q € (0, —) din

2
CRyy (Y, X). atunci urmatoarele concluzii apar:
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(i) Daca exista un punct \y € J, astfel incat ecuatia frs(r) = x are o
solutie, atunci ecuatlia f\(x) = x are o solufie unica pentru orice A € J;

(i1) If fx(xy) = xy, oricare ar fi A € J, atunci operatorul
jrJ — intY
J(A) =z,

este continuu.

2.5 Teoreme locale de punct fix pentru alte con-
tractii generalizate non-self

In ultima sectiune vom stabili existenta unui punct fix folosind cateva idei
din [19], [50], [51] si [60]. Principalele rezultate din aceastd sectiune, Teo-
rema 2.17, Teorema 2.18 si Teorema 2.19, extind rezultate cunoscute din
literatura recenta.

Introducem mai intai urmatorul rezultat demonstrat de Petrusel, Precup
g1 Serban in [50], care extinde teorema de punct fix a lui Conti din [19].

Teorema 2.16. Fie (X,d) un spativ metric, Y C X o submullime inchisa
si f:Y — X o functie continud. Presupunem cd existd un gir (z,),>1 de
elemente din'Y astfel incat:

(i) multimea {f(x,) : n > 1} este relativ compactd,
(1) d(f(x,),z,) — 0 atunci cand n — oo.

Atunci f are cel putin un punct fiz, iar fiecare punct limita al sirului (x,)n>1
este un punct fix al lui f.

Stabilim un nou rezultat de punct fix pentru contractii de tip Berinde
non-self, in felul urmator.

Teorema 2.17. Fie (X, d) un spatiu metric complet, Y C X o submultime
inchisa st f:'Y — X o contractie continud de tip Berinde. Dacd o+ L < 1
st existd un $ir (Tn)n>1 cu elemente din'Y astfel incat

d(f(xp), x,) — 0 atunci cand n — oo,
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atunci f are cel putin un punct fix in Y si fiecare punct limita al sirului
(Tn)n>1 este un punct fix al lui f. Mai mult, avem

(20, 7)< ———d(F (), ).

“l—a-L
Vom prezenta acum o teorema de punct fix pentru contractii de tip Hardy-
Rogers non-self.

Teorema 2.18. Fie (X,d) un spatiu metric complet, Y C X o submultime
inchisd si f:' Y — X o contractie continud de tip Hardy-Rogers, i.e., existd
a, B,v > 0 astfel incdt, pentru orice x,y € Y, avem

d(f(z), f(y)) < ad(z,y)+B[d(z, f(z)) + d(y, f(y))]
+y[d(z, f(y) + d(y, f(2))].

Presupunem a+2v < 1 gi existenta unui sir (x,)n>1 de elemente din'Y astfel
incat

d(f(zy), x,) — 0 cand n — oc.
Atunci f are cel putin un punct fix in Y si fiecare punct limita al sirului
(Tn)n>1 este un punct fix al lui f. Mai mult, obtinem

1
(2, 7*) < ﬁd(

e f(xn), z%).

Conceptul de functionala de deplasare maximala corespunzatoare unei
aplicatii f: Y — X a fost prezentat in [50]. Se refera la functionala notata
cu Ef: P(Y) — Ry U{oo} si definitd prin

E¢(A) =sup{d(z, f(z)) | v € A}. (2.13)

O alta teorema de punct fix care ia in considerare cazul contractiilor de
tip Berinde non-self este data mai jos.

Teorema 2.19. Fie (X,d) un spatiu metric complet, Y C X o submulfime
nevidd si inchisa si f:Y — X o functie continud. Presupunem cd urmda-
toarele conditii sunt satisfacute:

(i) f este o contractie Berinde type contraction with o + 2L < 1;

(i) exista un sir marginit (Y, )n>1 inY astfel incdat f"(y,) este definit pentru
fiecare n > 1;
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(1ii) E¢(Y) < o0.
Atunci:
(a) f are cel putin un punct fix z* € Y;

(b) " Hyn) — x* si f*(yn) — =¥ atunci cind n — 0o;

@ dr ) o) < g () A



Chapter 3

Teoreme locale de punct fix
pentru contractii multivoce
generalizate

Punctul central al celui de-al treilea capitol este prezentarea si demonstrarea
unor rezultate de punct fix, cum ar fi teoreme de punct fix strict, teoreme
locale combinate in unele cazuri cu o aplicatie si unele proprietati de stabili-
tate. Aceste rezultate au loc in contextul contractiilor multivoce generalizate,
in special contractiile de tip Ciri¢-Reich-Rus, Chatterjea, Berinde, Ciri¢, ¢ -
contractiile multivoce neliniare pe grafic si (¢, %) - contractiile multivoce de
tip Feng-Liu.

Rezultatele demonstrate completeaza teoreme bine-cunoscute din liter-
atura de specialitate, e.g., [3], [4], [14], [16], [17], [21-23], [27], [29-31], [33—
35], [37], [45], [51], [70] si [71]. Alte extensii gi generaliziri pot fi gasite in [5],
[12], [24], [26], [42], [55], [70] si [71].

3.1 Contractii generalizate de tip Cirié-Reich-
Rus

In prima sectiune a Capitolului 3 vom aborda operatorii care satisfac conditia
Ciri¢-Reich-Rus. Vom reaminti mai intai definitia acestor operatori si teo-
rema globala de punct fix. Principalele rezultate cuprinse in aceasta sectiune
sunt Teorema 3.2, Teorema 3.3 gi Teorema 3.4, care pot fi gisite si in [54].

18
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Definitia binecunoscutei contractii generalizate de tip Ciri¢-Reich-Rus
este data mai jos.

Definitia 3.1. Fie (X, d) un spatiu metric. Operatorul F': Y C X — P, (X)
se numeste (a, 3) - contractie multivoca de tip Cirié-Reich-Rus daca exista
a, € (0,1) astfel incat o + 26 < 1 si pentru orice z,y € X, avem

H(F(x), F(y)) < ad(z,y) + 8[D(x, F(x)) + D(y, F(y))]. ~ (3.1)

Rezultatul global de punct fix pe care il vom extinde a fost demonstrat
de Simeon Reich in [57] si afirma urmatoarele.

Teorema 3.1. Fie (X,d) un spatiu metric complet si F': X — Py(X) un
operator multivoc de tip Cirié-Reich-Rus. Atunci Fiz(F) # (.

Considerand domeniul operatorilor ca fiind o submultime a spatiului met-
ric complet, am obtinut teorema descrisa mai jos.

Teorema 3.2. Fie (X,d) un spatiu metric complet, xo € X si v > 0. Fie
F: B(zo;r) = Pa(X) o (o, B) - contractie multivoca de tip Cirié-Reich-Rus
astfel incat
l—a—-2
D(ao, Flay)) < 12220, (3.2)
1-p5

Atunci, exista un sir de iteratii de tip Picard {x,}nen C B(xo;7) care con-
verge la un punct fix al lui F.

Un alt rezultat important care a fost studiat este teorema de punctu fix
strict pentru operatori Ciri¢-Reich-Rus.

Teorema 3.3. Fie (X,d) un spatiu metric complet, xyo € X si r > 0. Fie

F: B(zg;7) — Py(X) o (a, ) - contractie multivod Cirié-Reich-Rus. Pre-

upunem SFix(F) # 0. Atunci, Fiz(F) = SFix(F) = {z*}. Dacd, in plus,

1l—a—20

D F <
(a0, Fla) <+

{Zn}nen C B(xzo; 1) care converge la x*.

r, atunci exista un sir de iteratii de tip Picard

Vom da acum o aplicatie pentru Teorema 3.2. Mai exact, vom demonstra
un rezultat de omotopie, aga cum au facut Frigon si Granas in [23]. Incepem
aceastd parte cu urmétoarea definitie a unei familii de (a, ) - contractii
multivoce generalizate de tip Cirié-Reich-Rus.
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Definitia 3.2. Fie (X, d) un spatiu metric. Atunci (K¢).cjo,1) este o familie
de («, B) - contractii multivoce generalizate de tip Ciri¢-Reich-Rus daca

(i) H(Ki(z1), Ki(x2)) < ad(z1, 22)+B [D (21, Ki(21)) + D(22, Ki(22))], ori-
care ar fi 1,19 € X,t € [0,1].

(i) H(K¢(z),Ks(x)) < |o(t) — ¢(s)| pentru orice t,s € [0,1] si z € X,
unde ¢: [0, 1] — R este strict crescitoare si continua.

Rezultatul de omotopie pentru contractiile multivoce de tip Cirié¢-Reich-
Rus este prezentat mai jos.

Teorema 3.4. Fie (X,d) un spatiu metric complet. Presupunem ca S si
T sunt omotopici in K§®(U, X). Dacd S este esential, atunci si T este
esential.

Observatia 3.5. Daca consideram # = 0 in Teorema 3.4, atunci avem teorema
transversalitétii topologice demonstratd de Frigon gi Granas (a se vedea Teo-
rema 4.3 in [23]).

3.2 Contractii generalizate de tip Chatterjea

A doua sectiune trateaza un alt tip de generalizare a contractiilor multivoce,
in particular tipul Chatterjea. Vom reaminti definitia acestei generalizari
specifice gi binecunoscuta teorema globala de punct fix. Vom continua apoi
sa enuntam si sa demonstram o teorema locala de punct fix, un o teorema
de punct fix strict si un rezultat de omotopie care serveste ca aplicatie a
teoremei locale.

Cele trei teoreme demonstrate constituie principalele rezultate ale secti-
unii actuale, si anume Teorema 3.7, Teorema 3.8 si Teorema 3.9.

Definitia 3.3. Fie (X, d) un spatiu metric. Operatorul F: Y C X — Py(X)
este o v - contractie multivoca de tip Chatterjea daca exista v € |0, %) astfel
incat pentru orice z,y € X, avem

H(F(x), F(y)) < v[D(z, Fy)) + D(y, F(x))]. (3.3)

Rezultatul care urmeaza este teorema globala de punct fix pentru tipul
de contractie de mai sus, demonstrata de Santi Chatterjea.
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Teorema 3.6. Fie (X,d) un spativ metric complet §i F': X — Py(X) un
operator multivoc de tip Chatterjea. Atunci Fixz(F) # (.

Continuam cu demonstrarea teoremei locale de punct fix pentru contractii
multivoce generalizate de tip Chatterjea.

Teorema 3.7. Fie (X,d) un spatiu metric complet si F': B(xo;r) — Py(x)
0 7y - contractie multivoca de tip Chatterjea. Presupunem

1—2v
L=~
Atunci exista un gir iterativ de tip Picard {x,}nen C B(x;r) care converge
la un punct fix al luit F.

D(z, F(x9)) < T. (3.4)

Urmatorul rezultat este o teoreméa de punct fix strict privind contractiile
multivoce de tip Chatterjea.

Teorema 3.8. Fie (X,d) un spatiu metric complet, xo € X si v > 0. Fie
F: B(zo;7) — Pa(X) o v - contractie multivoca de tip Chatterjea. Pre-
supunem SFix(F) # 0. Atunci Fiz(F) = SFix(F) = {«*}. Dacd, in

plus, D(xg, F(x0)) <

— Pyr, atunci exista un sir iterativ de tip Picard
{Zn}nen C B(xmo; 1) care converge la x*.

Urmatorul rezultat serveste ca o aplicatie la Teorema 3.7, bazat pe teo-
rema datd de Frigon si Granas din [23]. Vom incepe prin a defini notiunea
de familie de () - contractii multivoce generalizate de tip Chatterjea.

Definitia 3.4. Fie (X, d) un spatiu metric. Atunci (Ky)acp,] este o familie
de () - contractii multivoce generalizate de tip Chatterjea daca

(i) H(Ki(x1),Ke(z2)) < v[D(z1,Ki(x2)) + D(x2, Ki(z1))], pentru oricare
x1,10 € X it €[0,1].

(i) H(Ki(z),Ks(x)) < |o(t) — ¢(s)|, pentru orice ¢,s € [0,1] si z € X,
unde functia ¢: [0, 1] — R este strict crescitoare si continua.

Vom prezenta acum rezultatul de omotopie pentru contractii multivoce
de tip Chatterjea.

Teorema 3.9. Fie (X, d) un spatiu metric complet. Presupunem ca S §i T
sunt doi operatori omotopici in K§ (U, X). Daca S este esential, atunci si T
este esential.
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3.3 Contractii generalizate de tip Berinde

In a treia sectiune, vom aborda un alt tip de contractie multivocd, mai ex-
act contractia de tip Berinde, initial denumita (o, L)-contractie multivoca
slaba. Principalele rezultate originale sunt Teorema 3.11, Teorema 3.12, Teo-
rema 3.14 si Teorema 3.15.

Berinde si Berinde au dat definitia pentru contractia multivoca general-
izata studiatd in [7], reamintitd mai jos.

Definitia 3.5. Fie (X,d) un spatiu metric. Un operator F': Y C X —
P4(X) este o («, L) - contractie multivoca de tip Berinde daca existd o €
(0,1) i L > 0 astfel incat pentru orice =,y € X, avem

H(F(z),F(y)) < ad(z,y) + LD(x, F(y)). (3.5)

Urmatorul rezultat care dovedesgte existenta unui punct fix pentru con-
tractiile multivoce de tip Berinde intr-un context general a fost introdus in

17].

Teorema 3.10. Consideram un spativ metric complet (X, d) si o contractie
multivoca de tip Berinde F: X — Po(X). Atunci Fix(F) # 0.

Vom extinde acum teorema anterioara de existenta a punctului fix, con-
siderand o conditie locala mai slaba.

Teorema 3.11. Fie (X, d) un spatiu metric complet si F': B(xo;r) — Py(X)
o (o, L) - contractie multivocd de tip Berinde. Presupunem

D(xg, F(xg)) < (1 — a)r. (3.6)

Atunci exista un gir iterativ de tip Picard {x,}nen C B(xo;r) care converge
la un punct fix al lui F.

Pentru a stabili contextul urmatorului nostru rezultat, vom defini mai
intai conceptul de familie de (o, L) - contractii de tip Berinde.

Definitia 3.6. Fie (X, d) un spatiu metric . Atunci (Ky)aepo,1] este o familie
de (o, L) - contractii multivoce de tip Berinde daca

(i) H(Ki(x1),Ke(z2)) < ad(xy,x2) + LD(x1, K¢(x2)) pentru orice 1, x5 €
Xsitelo1]
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(i) H(K¢(z),Ks(x)) < |o(t) — ¢(s)|, pentru orice ¢,s € [0,1] si z € X,
unde ¢: [0,1] — R este o functjie strict crescatoare gi continua.

Sa prezentam acum rezultatul de omotopie pentru contractii multivoce
de tip Berinde.

Teorema 3.12. Fie (X, d) un spatiu metric complet. Presupunem ca oper-
atorii S and T sunt omotopici in KF (U, X). Daca S este esential, atunci si
T este esential.

Observatia 3.13. Daca consideram L = 0 in Teorema 3.12, atunci avem teo-
rema transversalitatii topologice demonstrata de Frigon gi Granas in [23].

Utilizand Teorema 3.12, rezulta o alternativa neliniara pentru contractiile
multivoce de tip Berinde.

Teorema 3.14. Fie (E,|-||) un spativ Banach si F: B(0;r) — Pa(E) o
(a, L) - contractie multivoca de tip Berinde. Atunci cel putin una dintre
urmdtoarele afirmatii are loc:

1. existd x* € B(0;r) astfel incat * € Fiz(F);
2. existau € E cu |jul| =r si A € (0,1) astfel incit u € A\F(u).

Demonstram acum urmatorul principiu Leray-Schauder ca o consecinta
a rezultatului anterior.

Teorema 3.15. Fie (E, ||-||) un spativ Banach F: E — P,(E) un operator
multivoc. Presupunem cd pentru fiecare r > 0 restrictia lui F la B (0;r) C E
este o (a, L) - contractie multivoca de tip Berinde. Atunci, cel putin una
dintre urmadatoarele afirmatii are loc:

1. diam(Fp) = oo, where Fp :={x € E | x € AF(z) pentru un X\ € [0,1]}
oarecare;

2. Fiz(F) # 0.
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3.4 Contractii generalizate de tip Ciri¢

Sectiunea urmatoare abordeaza rezultate pentru contractii multivoce de tip
Ciri¢, introduse de Ljubomir B. Ciri¢ in [16]. Incepem prin a reaminti
definitia din articolul mentionat a contractiilor multivoce de tip Ciri¢, precum
si teorema globala de punctu fix care a fost demonstrata de Madalina Moga
in [40]. Rezultatele centrale cuprinse in aceasta sectiune sunt Teorema 3.16,
Teorema 3.17 si Teorema 3.19.

Incepem sectiunea prin a ne aminti definitia tipului de operator studiat,
data de Ciri¢ in [16].

Definitia 3.7 (see [16]). Fie (X,d) un spatiu metric. Funtia multivoca
F:Y C X — B, 4(X) este un operator multivoc de tip Ciri¢ cu constanta k
(numitd quasi-contractie k-multivoca in [4]) daca

H(F(z), F(y)) < kmax{d(z,y), D(z, F(x)), D(y, F(y)),
D(z, F(y)), D(y, F(x))},

pentru oricare z,y € X, unde 0 < k < 1.

Teorema globali de punct fix pentru operatori multivoci de tip Cirié a fost
demonstrata de Madalina Moga in [40]. Teorema urméatoare demonstreaza
existenta unui punct fix folosind o conditie locald mai slaba.

Teorema 3.16. Fie (X,d) un spativ metric complet, ro € X sir > 0.
Consideram operatorul multivoc F: B(xg;r) — Py(X) astfel incdt ezista

ke (O, %) cu
H(F(z), F(y)) < kmax{d(z,y), D(z, F(z)), D(y, F(y)),
D(z, F(y)), D(y, F(x))},
pentru orice x,y € B(xg;r). Presupunem si

1 -2k
1—-k

D(xg, F(z0)) < T,

Atunci ezista un gir iterativ de tip Picard (x,)nen pornind din xo care con-
verge la un punct fix al lui F.

Extinzand rezultatul demonstrat anterior, obtinem urmatoarea teorema.
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Teorema 3.17. Fie (X,d) un spatiuv metric complet, o € X si r > 0.
Consideram operatorul multivoc F': B(xo;1r) — Py(X) astfel incdt existak €

1
(0, 5) cu

H(F(z), F(y)) < kmax{d(z,y), D(z, F(2)), D(y, F(y)), D(x, F(y)),
D(y, F(x))}, pentru orice x,y € B(xo;r).
Presupunem si
1—2k
1—k
Atunci exista un sir iterativ de tip Picard (x,)nen porning din xo care con-
verge la un punct fix al lui F.

D(l‘o, F(l’o)) <

r.

Observatia 3.18. Pentru operatori Ciri¢ cu constanta k& € (0,1) ramane o
problema deschisa obtinerea unei teoreme locale de punct fix si rezultatele
de stabilitate asociate, prin utilizarea metodei de mai sus. Pentru o alta
abordare gi un rezultat general de existenta, a se consulta [28|.

Let us now present the notion of family of multi-valued Ciri¢ type con-
tractions.

Definitia 3.8. Fie (X, d) un spatiu metric. Atunci familia (K;)cjo,1) (unde
K::Y € X — P(X), pentru orice t € [0,1]) este o familie de operatori
multivoci de tip Ciri¢ cu constanta k daci k € (0,1) si urmatoarele conditii
sunt satisfa cute:

(i) pentru orice z1,z9 € Y gi t € [0, 1], avem
H(Ki(x1), Ki(22)) < kmax {d(z1,x2), D(z1,Ki(21)), D(w2, Ki(22)),
D(z1, Ki(22)), D(9, Ki(21))} ;
(ii) pentru orice t,s € [0,1] si z € Y, avem

H(Ki(z), Ks(z)) < [o(t) — o(s)],

unde ¢: [0,1] — R este strict crescatoare gi continua.

Ca aplicatie a anteriorului rezultat local pentru operatori multivoci de
tip Ciri¢, ne vom stradui sa demonstram un principiu de omotopie pentru
acest tip de contractii. Acesta reprezinta o generalizare a bine cunoscutului
rezultat demonstrat de Frigon si Granas in [23].
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Teorema 3.19. Fie (X,d) un spatiu metric coplet, U C X o multime de-
schisa s K: [0, 1] xU — Py(X) un operator multivoc cu grafic inchis. Notam
K, := F(t,-), pentru t € [0,1]. Presupunem:

(i) (K¢)icp,) este o familie de operatori multivoci de tip Ciric¢ cu constanta
1
k 0,=|;
“ (02)
(i1) © ¢ K(x), pentru orice (t,x) € [0,1] x OU.

Atunci Ko are un punct fix daca Ky are un punct fizx.

3.5 (-contractii multivoce neliniare pe grafic

In a cincea sectiune, vom opera cu o alti generalizare a contractiilor Nadler,
p-contractia multivoca neliniara pe grafic. Vom demonstra cateva rezul-
tate noi de existenta pentru operatorii care indeplinesc o astfel de conditie
neliniara, extinzand rezultatele din [46]. Rezultatele centrale acoperite pe
parcursul acestei sectiuni sunt Teorema 3.21, Teorema 3.23, si Teorema 3.24.

In cele ce urmeaza, (X, d) este un spatiu metric generalizat (in sensul ca
metrica d, care satisface toate axiomele unei metrici, poate lua si valoarea
+00). Se gtie ca H este o metrica generalizatd (in sensul cd H(A, B) €
R} U+o00) pe Py(X)).

Definitia 3.9. O functie p: R, — R, se numeste functie de comparatie
daca satisface urmatoarele:

(i) ¢ este crescétoare;
(i) (¢™(t))nen converge la 0 atunci cand n — oo, oricare ar fi t € R..
Atunci cand conditia (ii) este inlocuita de:

(iii) pentru orice t > 0,

D@ () < oo, (3.7)

k

0o
=0

atunci ¢ se numeste functie de comparatie tare.

Sa reamintim acum doua proprietati importante ale functiilor de com-
paratie, respectiv ale functiilor de comparatie tare.
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Lema 3.1 (a se vede a|69]). Dacd ¢: Ry — R, este o functie de comparatie,
atunci p(t) < t, pentru orice t > 0, ¢(0) = 0 si p este continud in 0.

Lema 3.2 (a se vedea [69]). Dacd ¢: Ry — R, este o functie de comparatie
tare, atunci au loc urmdatoarele:

(i) ¢ este o functlie de comparatie;
(i1) functia ¢: Ry — Ry, definitd ca
(1) =Y &),
k=0
este crescatoare si continua in 0.

Magdag a oferit in [36] cateva exemple de functionale impreuné cu pro-
prietatile lor. Sa reamintim definitia operatorului multivoc considerat.

Definitia 3.10. Fie (X, d) un spatiu metric generalizat. Atunci un operator
F:Y C X — P(X) este numit ¢ - contractie multivocd neliniara pe grafic
daca exista o functie de comparatie tare ¢: [0,00) — [0, 00) astfel incat

H(F(2), F(y)) < p(d(z,y)), pentru orice (z,y) € Graph(F).  (3.5)
Sa consideram acum urmatoarele doua definitii.

Definitia 3.11 (a se vedea [70], [71]). Fie (X, d) un spatiu metric. Atunci
operatorul F': X — P(X) este numit operator multivoc slab Picard daca
pentru orice € X si orice y € F(z) exista un gir (x,)nen in X astfel incét

(i) @0 =2, z1 =y;
(ii) zp41 € F(x,), pentru orice n € N;
(iii) sirul (z,)nen este convergent, iar limita sa este un punct fix pentru F'.

Definitia 3.12 (a se vedea Petrusel, [44]). Fie (X,d) un spatiu metric si
F: X — P(X) un operator multivoc slab Picard. Definim operatorul multi-
voc F*°: Graph(F) — P(Fixz(F)) prin F>*(x,y) = {z € Fiz(F)| existd un
sir de iterate Picard ale lui F pornind din (x,y) care converge la z}.

Un alt concept demn de reamintit este dat mai jos.
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Definitia 3.13 (a se vedea Petrusel, [44]). Fie (X,d) un spatiu metric si
F: X — P(X) un operator multivoc slab Picard. Atunci F este un operator
-multivoc slab Picard dacd ¢: [0,00) — [0,00) este crescdtoare, continud
in 0 cu p(0) = 0 si exista o selectie [ a lui F'*° astfel incat

d(z, f*(z,y)) < p(d(x,y)), pentru orice (z,y) € Graph(F).

Observatia 3.20. Constatam ca daca F': X — P,(X) este o « - contractie,

1
atunci I este un operator ¢-MWP cu ¢(t) = 1—25.
— o

Vom vizita acum o lema auxiliara, care se va dovedi utila in demonstrarea
rezultatelor noastre principale.

Lema 3.3 (a se vedea S. B. Nadler Jr., [41]). Fie (X,d) un spatiu metric
generalizat, F': X — P(X) un operator multivoc si ¢ > 1. Atunci pentru
orice g, x1 € X §i z1 € F(xy) exwista zo € F(x1) astfel incit d(z1,22) <
aH(F(zo), Fla1).

O generalizare a rezultatului lui Wegrzyk din [77], dar gi un caz particular,
considerand spatii metrice clasice, pot fi gasite in [39]. Demonstratiile apartin
Madalinei Moga. In acelasi articol avem si cateva rezultate calitative in ceea
ce priveste multimea de puncte fixe. Sa reamintim acum definitia stabilitatii
Ulam-Hyers pentru o incluziune de punct fix (a se vedea, e.g., [43]).

Definitia 3.14. Fie (X, d) un spatiu metric si F: X — P(X) un operator
multivoc. Atunci problema de punct fix

r € F(z),z € X, (3.9)

este generalizat Ulam-Hyers stabila daca existd o functie v: [0, 00) — [0, 00)
crescitoare cu y(0) = 0 si 7y este continua in 0, astfel incat pentru orice € > 0
si orice e-solutie z a incluziunii de punct fix (3.9) (i.e., D(z, F'(z)) < ¢) exista
x* € Fiz(F) in ag fel incat

d(z,x*) < ~(e).

De asemenea, ne amintim alte doua proprietati de stabilitate, dupa cum
urmeaza.
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Definitia 3.15. Fie (X, d) un spatiu metric si F': X — P(X) un operator
multivoc. Presupunem ca Fiz(F) # () si ca existd r: X — Fix(F) o retractie
de multimi. Atunci incluziunea de punct fix € F(x) este bine pusa daca
pentru orice * € Fiz(F) si pentru orice sir {u, }nen C 1 (z*) cu

D(uy,, F(u,)) — 0 atunci cand n — oo,

avem ca
u, — x* atunci cand n — oo.

Definitia 3.16. Fie (X, d) un spatiu metric si F: X — P(X) un oeprator
multivoc. Presupunem ca Fiz(F) # () si caexista r: X — Fix(F) o retractie
de multimi. Atunci incluziunea de punct fix € F(z) are proprietatea de
stabilitate Ostrowski dacd pentru orice sir {v, }nen C 771 (z*) astfel incat

D(vpy1, F(v,)) — 0 atunci cand n — oo,

avem ca
v, — &* atunci cand n — oo.

Continuam cu un rezultat local de punct fix pentru ¢ - contractii mul-
tivoce neliniare pe grafic. Aceasta teorema extinde la cazul multivoc unele
rezultate introduse in [14].

Teorema 3.21. Fie (X, d) un spativ metric complet, vo € X sir > 0. Fie
F : B(zo;r) — P(X) un operator multivoc care satisface:

(i) Graph(F) este inchis;

(i1) pentru orice (x,y) € Graph(F) exista z € F(y) astfel incdt d(y,z) <
p(d(z,y));

(111) exista x1 € F(xo) astfel incdt Z O (d(z0,21)) < 7.
k=0

Atunci obtinem urmdatoarele concluzii:

(a) Fix(F) # 0;

(b) existi in B(zo;r) un sir de iterate Picard (z,)nen pentru F pornind de
la perechea (xg,x1) care converge la un punct fiz al lui F.
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Observatia 3.22. Constatam cd punctul (ii) din teorema de mai sus implica
p(F(2), F(y)) < p(d(z,y)), for every (z,y) € Graph(F).

Pentru supozitia de mai sus se poate consulta si [76].

O alta teorema similara cu cea introdusa mai sus urmeaza sfie specificata.

Teorema 3.23. Fie (X,d) un spatiu metric complet, xo € X si R > 0. Fie
F: B(xzo; R) — P(X) un operator multivoc care satisface urmatoarele:

(1) Graph(F) este inchis;
(ii) pentru orice (z,y) € Graph(F) exista z € F(y) astfel incat d(y, z) <
p(d(z,y));

(111) exista x1 € F(xo) astfel incat Z ©"(d(wo,71)) < R.
k=0

Atunci Fix(F) # 0 si in bila B(xo; R) existd un sir de iterate Picard (x,,)nen
pentru F' pornind din (xo,x1) care converge la un punct fix al lui F.

Cand consideram cazul unei multimi nevide inzestrate cu doua metrici,
apare teorema de tip Maia pentru ¢ - contractii multivoce neliniare pe grafic.

Teorema 3.24. Fie X o mul{ime nevida, d sv p doua metrici pe X. Fie
F: X — P(X) un operator multivoc. Presupunem:

(1) (X,d) este un spatiu metric generalizat complet;

(i) (X, p) este un spatiu metric generalizat;
(i1i) exista R > 0 astfel incat d(x,y) < Rp(x,y), pentru orice x,y € X;
(iv) Graph(F') este inchis relativ la metrica d;

(v) F este o p - contractie multivoca neliniara pe grafic relativ la metrica p,
i.e., exista o functie de comparatie tare ¢: [0, 00[— [0, 00[ astfel incdt

H,(F(x),F(y)) < ¢(p(x,y)), pentru orice (x,y) € Graph(F'). (3.10)

Atunci pentru fiecare xo € X una din urmatoarele afirmatii este indeplinita:
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(a) fiecare sir de iterate Picard (x,)nen pentru operatorul F' pornind din x
are proprietatea d(x,, T,+1) = oo pentru orice n € N;

(b) exista un gir de iterate Picard (x,)nen pentru operatorul F pornind din
xo care converge la un punct fix al lui F.

Pentru rezultatul de mai sus, apare urmatoarea consecinta.

Corolar 3.25. Fie (X, d) un spatiu metric complet si (X, p) un spativ met-
ric. Fie F: X — P(X) o ¢ - contractie multivoca neliniara pe grafic. Pre-
supunem ca Graph(F) este inchis in raport cu metrica d $i exista R > 0 cu
d(z,y) < Rp(z,y), oricare ar fi x,y € X. Atunci urmdtoarele concluzii au
loc:

(a) exista x* € X astfel incat v* € Fix(F™), oricare ar fin € N*;

(b) pentru orice (x,y) € Graph(F) exista un sir de iterate Picard (x,)nen
pentru F' pornind din (z,y) care converge la un punct fix al lui F';

(c) F este un operator b - multivoc slab Picard, i.e., existd o selectie
£ Graph(F) — Fix(F) din F> astfel incdt

A, F=(x,y)) < ¥(p(x,y)), pentru orice (z,y) € Graph(F),

unde

Y(t) =t + Z ©"(st), cu s> 1 ales arbitrar. (3.11)
k=0

3.6 (p,1)-contractii de tip Feng-Liu

The final section of Chapter 3 approaches the case of multi-valued (¢, ) -
contractions of Feng-Liu type and construct two fixed point theorems and
prove various stability results. We begin the section by looking back on
the definition of the aforementioned type of multi-valued contractions. The
key results found in this section are Teorema 3.26,Teorema 3.27, and Teo-
rema 3.29.

Sectiunea finala a Capitolului 3 abordeaza cazul (¢,%) - contractiilor
multivoce de tip Feng-Liu, construieste doua teoreme de punct fix si demon-
streazd diverse rezultate de stabilitate. Incepem sectiunea prin a reveni
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asupra definitiei tipului mentionat anterior de contractii multivoce. Rezul-
tatele cheie care se gasesc in aceasta sectiune sunt Teorema 3.26, Teorema 3.27
si Teorema 3.29.

Sa incepem prin a evoca definitia tipului considerat de operatori. Aceasta
a fost introdusa in [48].

Definitia 3.17 (a se vede Definitia 2.4, [48]). Fie (X, d) un spatiu metric,
F:Y C X — P(X) un operator multivoc si ¥: [0,00) — [0,00) o functie
crescitoare astfel incat ¢(¢) > t pentru orice ¢ > 0 i ¥(0) = 0. Pentru
fiecare x € X consideram multimea

ILi(d) = {y € F(x): d(x,y) < (Dy(x, F(x)))}. (3.12)

Operatorul F' se numeste (¢, 1) - contractie multivoca neliniara de tip Feng-
Liu type relativ la metrica d daca exista o functie crescatoare ¢: [0,00) —
[0, 00) cu ¢(t) < t pentru fiecare t € (0,00) si p(0) = 0, astfel incat

(a) 1 o v este o functie de comparatie tare;

(b) pentru orice x € X exista y € If(d) astfel incat

Prima teorema noua introdusa in sectiunea curenta este un rezultat de
existenta a punctului fix care extinde Teorema 2.5 din [48] la cazul unui
spatiu inzestrat cu doud metrici.

Teorema 3.26. Fie X o multime nevida inzestrata cu doud metrici d $i p
si fie F': X — Py(X). Presupunem:

(i) (X,d) este un spatiu metric complet;
(11) exista R > 0 astfel incit d(x,y) < Rp(x,y) pentru orice x,y € X;
(iii) Graph(F) este inchis in raport cu metrica p;

(iv) F este o (p,¥) - contractie multivoca de tip Feng-Liu in raport cu
metrica p.



CHAPTER 3. TEOREME LOCALE - CAZUL MULTIVOC 33

Atunci Fix(F) # 0 si pentru fiecare xg € X exista un gir de iterate Picard
(Tn)nen convergent la un punct x* € Fix(F). Mai mult, are loc urmatoarea
conditie de retratie-deplasare:

o0

d(wo, 7 (20)) < Y (1 0 )" (to), (3.14)

k=0
unde to = d(zo, 1), T1 € I}’ (p).
Un caz particular pentru Teorema 3.26 este prezentat mai jos.

Teorema 3.27. Fie X o mulfime nevida inzestrata cu douda metrici d si p.
Fie F: X — Py(X) si1:[0,00) — [0,00) o functie crescatoare astfel incdt
W(t) >t pentru orice t > 0 si 1(0) = 0. Presupunem:

(*i) (X,d) este un spatiu metric complet;
(*ii) exista R > 0 astfel incdt d(x,y) < Rp(x,y) pentru orice x,y € X;
(*11i) Graph(F) este inchis in raport cu metrica p;

(*iv) ezistd o functie crescatoare : [0,00) — [0,00) cu p(t) < t pentru orice
t € (0,00) g1 (0) = 0, astfel incat ¢ o ¢ este o functie de comparatie
tare si urmdtoarea relatie are loc

Dy, F(y)) < plp(x,y)), pentru orice (x,y) € Graph(F).

Atunci obtinem Fix(F) # 0 si pentru orice o € X existd un gir de iter-
ate Picard (z,)nen convergent la un punct * € Fix(F). Mai mult, are loc
urmatoarea conditie de retratie-deplasare:

d(zo,2"(20)) < ) _ (10 9)*(to), (3.15)

NE

e
Il

0
unde to = d(zo, 1), T1 € I}’ (p).

Continuam prin a considera extensiile unor proprietati de stabilitate ale
incluziunii de punct fix in contextul (p, ) - contractiilor multivoce neliniare
de tip Feng-Liu intr-un spatiu echipat cu doua metrici. Concepte similare
de stabilitate pot fi gasite in [32] si [49]. S& parcurgem mai intai stabilitatea
Ulam-Hyers, a se vedea de exemplu, [43].
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Definitia 3.18. Fie X o multime nevida inzestrata cu doua metrici d gi p.
Consideram un operator multivoc F': X — P(X). Incluziunea multivoca de
punct fix x € F(z),z € X are proprietatea de stabilitate (d, p)-Ulam-Hyers
generalizata dacd existd o functie crescitoare p: [0, 00) — [0, 00) cu u(0) =0
si p continua in 0, astfel incat pentru orice € > 0 gi orice e-punct fix z € X
pentru F (in sensul ca D,(z, F(z)) < €), exista 2* € Fixz(F') pentru care

d(z,z") < u(e).

De asemenea, reamintim proprietatea de bine-punere a incluziunii de
punct fix. Proprietétile corespunzitoare cazului univoc pot fi gasite in [25],
[63] si [62].

Definitia 3.19. Fie X o multime nevida inzestrata cu doud metrici d si
p. Fie F: X — P(X) un operator multivoc astfel incat Fiz(F) # () si
r: X — Fiz(F) o retractie de multimi. Atunci incluziunea de punct fix
x € F(x),x € X este (d, p)-bine-pusa generalizat in sensul dat de Reich si
Zaslavski dac& pentru orice x* € Fiz(F) si orice sir (Y, )neny C 71 (z*) cu

D,(Yn, F(yn)) — 0 atunci cand n — oo,

avem
d -
Yn — x* atunci cand n — oo.

Continuam prin a ne aminti proprietatea de stabilitate a lui Ostrowski, a
se vedea [46] si [52].

Definitia 3.20. Fie X o multime nevida inzestrata cu doua metrici d si
p. Fie F: X — P(X) un operator multivoc astfel incat Fiz(F) # 0 si
r: X — Fiz(F) o retractie de multimi. Atunci operatorul multivoc poseda
proprietatea de stabilitate (d, p)-Ostrowski daca pentru orice z* € Fiz(F) si
pentru orice sir (2,)nen C 7~ '(2*) cu

D,(zn41, F'(#,)) — 0 atunci cand n — oo,

avem
d .
z, — «* atunci cand n — oo.

Ultima definitie pe care o vom reaminti aici este proprietatea de depen-
denta de date.
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Definitia 3.21. Fie X o multime nevida inzestrata cu doud metrici d si
p. Consideram un operator multivoc F': X — P(X). Incluziunea de punct
fix x € F(X),z € X are proprietatea de dependentd de date generalizata
in raport cu perechea de metrici (d, p) daca pentru orice operator multivoc
G: X — P(X) cu urmaatoarele proprietati:

(i) Fiz(G) # 0;

(ii) exista n > 0 cu H,(F(z),G(x)) pentru orice v € X,

existd o functie crescétoare p: [0, 00)
0, astfel incat pentru orice y* € Fiz(
)

d(z,y) < u(n).

In demonstratiile urmitoarelor noastre rezultate, conditia generalizati de
retratie-deplasare tare de mai jos se va dovedi utila.

<n
— [ 00) cu p(0) = 0 si p continua in
G) exista x* € Fiz(F) cu

Definitia 3.22. Fie X o multime nevida inzestrata cu doua metrici d si
p. Fie F: X — P(X) un operator multivoc cu Fiz(F) # (). Spunem ca
I satisface conditia generalizatd de retractie-deplasare tare daca exista o
functie crescatoare p: [0,00) — [0,00) cu p(0) = 0 si p este continud in 0 si
retractia de multimi r: X — Fix(F') astfel incat

d(z,r(x)) < pw(D,(x, F(x))), pentru orice z € X. (3.16)
Vom reproduce acum un rezultat abstract, care a fost demonstrat in [49].

Teorema 3.28. Fie X o multime nevida inzestrata cu doud metrici d gi p.
Fie F: X — P(X) un operator multivoc cu Fix(F) # (). Presupunem ca F
satisface conditia generalizata de retractie-deplasare tare. Atunci incluziunea
de punct fixx € F(x),x € X are proprietatea de stabilitate (d, p)-Ulam-Hyers
generalizata, este (d, p)-bine-pusa generalizat in sensul Reich-Zaslavski si sat-
isface proprietatea de dependentd de date generalizatd in raport cu perechea
de metrici (d, p).

Urmatorul rezultat demonstreaza conditia generalizata de retractie-deplasare
tare pentru (¢, 1) - contractii multivoce neliniare de tip Feng-Liu pe un spatiu
inzestrat cu doua metrici.

Teorema 3.29. Fie X o multime nevida inzestrata cu doud metrici d $i p
st F': X — Py(X). Presupunem:
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(i) (X,d) este un spatiu metric complet;
(11) exista R > 0 cu d(z,y) < Rp(x,y) pentru orice x,y € X;
(11i) Graph(F) este inchis in raport cu metrica p;

(iv) F este o (,v) - contractie multivoca de tip Feng-Liu in raport cu
metrica p.

Atunci, F satisface conditia generalizatd de retractie-deplasare tare.

Finally, we fuse Teorema 3.28 and Teorema 3.29 into the subsequent re-
sult.
In final, combinam Teorema 3.28 gi Teorema 3.29 in rezultatul urmator.

Teorema 3.30. Fie X o multime nevida inzestrata cu doud metrici d $i p
st F': X — Py(X). Presupunem:

(i) (X,d) este un spatiu metric complet;
(i1) exista R > 0 cu d(z,y) < Rp(x,y) pentru orice x,y € X;
(i1i) Graph(F) este inchis in raport cu metrica p;

(iv) F este o (p,¥) - contractie multivoca de tip Feng-Liu in raport cu
metrica p.

Atunci incluziunea de punct fiv x € F(x),x € X are proprietatea de sta-
bilitate (d, p)-Ulam-Hyers generalizata, este (d, p)-bine-pusd generalizat in
sensul Reich-Zaslavski si satisface proprietatea de dependenta de date gener-
alizata in raport cu perechea de metrici (d, p).



Concluzii si directii de cercetare

Dupa cum am vazut in aceasta teza, am dezvoltat mai multe rezultate de
punct fix pentru diferite generalizari ale contractiilor clasice univoce si mul-
tivoce. In plus, am prezentat aplicatii pentru majoritatea teoremelor demon-
strate, precum si proprietati de stabilitate ale problemei punctului fix. Aceste
rezultate imbogatesc literatura actuala si ofera, de asemenea, mijloace pentru
cercetari ulterioare.

In ceea ce priveste cercetirile viitoare, rezultatele prezentate in tezi ofera
noi directii de studiu. O directie ar putea fi obtinerea altor rezultate lo-
cale de punct fix, precum si a rezultatelor de omotopie sau continuare, prin
verificarea ipotezelor considerate si urméand aceeasi metoda de demonstratie
pentru alte tipuri de generalizari ale contractiilor, cum ar fi Sehgal, Zam-
firescu, Singh si altii. Articolul lui Rhoades, [64] din 1977, oferd implicatii
demonstrate pentru mai multe tipuri de contractii generalizate.

O a doua traiectorie de cercetare este de a incerca sa opereze in contextul
spatiilor metrice generalizate. S-ar putea verifica daca metodele de demon-
stratie utilizate in capitolele de mai sus pot fi adaptate pentru a obtine
teoreme similare de punct fix. O abordare de cercetare mai practica este
investigarea unor aplicatii la incluziuni diferentiale si integrale.

In concluzie, rezultatele dovedite in aceastd tezd reprezintd progrese in
teoria punctului fix, axatd pe operatori non-self. Acestea reprezinta im-
bunatatiri ale literaturii teoretice, dar contribuie si la cazuri de utilizare mai
practice.
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