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Introducere

Numeroase modele matematice care descriu procese din lumea reala sunt formulate
prin ecuatii si sisteme diferentiale. Acestea includ, de obicei, un set de parametri,
dintre care unii sunt fixati, iar altii sunt asociati cantitatilor variabile din model
si pot fi ajustati pentru a atinge un anumit obiectiv, definit printr-o conditie de
controlabilitate.

Modificarea parametrilor este realizata matematic prin introducerea unor para-
metri de control, ale caror expresii pot fi, in multe cazuri, exprimate in functie de
variabilele de stare. Odata incorporate in ecuatiile modelului, acestea conduc la
ecuatii functional-diferentiale, al caror studiu poate fi redus la analiza unor pro-
bleme de punct fix. Astfel, metoda punctului fix devine un instrument fundamental
in problemele de control. Aplicarea acestei metode variaza in functie de specificul
fiecarei probleme, aga cum este detaliat si in monografia lui J. M. Coron [7].

In aceastd teza, studiem probleme de control relative la sisteme diferentiale de

tip Kolmogorov. Sistemul clasic Kolmogorov este de forma

{ ' =zxf (x,y) )

Y =yg(z,y)

si reprezinta modelul matematic al dinamicii populatiilor in care f(x,y) si g(x,y)
reprezinta ratele per capita ale celor doua populatii. Exemplul cel mai cunoscut de

astfel de sisteme 1l reprezinta sistemul Lotka-Volterra

' = ax — By
| 2
y = dxy —yy.

Pe langa sistemele Kolmogorov de ordinul intai in teza sunt definite gi analizate

sistemele de tip Kolmogorov de ordinul doi, de forma
(5)

(%)

In limbajul dinamicii populatiilor, f (x,y) descrie schimbarea ratei per capita %, iar

8

:fl'?
- (z,y) 3)

g(z,y).
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g(x,y) exprima schimbarea ratei per capita %

Relativ la aceste sisteme, sunt formulate mai multe probleme de control, unde
parametrii de control pot fi valori numerice reale, vectori, sau functii de timp. De
asemenea, acesti parametri pot fi fie cantitati aditive sau multiplicative care modifica
ratele de crestere, fie termeni care apar direct in structura neliniara a ecuatiilor.

Metoda utilizata pe parcursul tezei este metoda punctului fix, care consta in
reducerea problemei de control la o ecuatie de punct fix. In acest scop, sunt apli-
cate diverse rezultate din teoria punctului fix, inclusiv principiul contractiilor al lui
Banach, teorema vectoriala de punct fix a lui Perov, precum si teoremele de punct
fix ale lui Schauder, Krasnoselskii si Avramescu. In cazul problemelor multivoce,
utilizam teoremele de punct fix ale lui Nadler i Bohnenblust-Karlin.

Teza este structurata in sase capitole fiecare continand mai multe sectiuni si

subsectiuni. In cele ce urmeazd, vom detalia rezultatele obtinute in fiecare capitol.
Capitolul 1: Preliminarii

Capitolul 1 este dedicat conceptelor preliminare esentiale si rezultatelor fun-
damentale care sunt utilizate pe tot parcursul tezei. In Sectiunea 1.1, introducem
notiunea de problema generala de control. Sectiunea 1.2 face referire la forma gene-
rala a sistemului Kolmogorov de ordinul intai unde prin analogie se deduce si forma
sistemului Kolmogorov de ordinul doi. In Sectiunea 1.3 este dati definitia matricei
convergente la zero si sunt mentionate proprietatile matricelor de acest fel.
Continuam cu Sectiunea 1.4 unde prezentam notiunea de metrica Pompeiu-Hausdorff.
Ultimele trei sectiuni prezinta rezultatele necesare utilizate pe tot parcursul tezei,
anume, teoremele de punct fix folosite, norma de tip Bielecki precum si teorema lui

Arzela-Ascoli.
Capitolul 2: Probleme de control pentru sisteme de tip Kolmogorov

In Capitolul 2, studiem trei probleme de control de tip Kolmogorov, fiecare cu
conditii initiale si de controlabilitate specifice. In Sectiunea 2.1 se analizeaza un
sistem Kolmogorov in care ambele populatii sunt influentate de acelasi parametru
de control. Problema consta in gasirea unei solutii astfel incat raportul dintre cele
doua populatii s& urmeze o evolutie dorita. Aplicand teorema de punct fix a lui
Banach impreuna cu norme de tip Bielecki gi impunand conditii suficiente, obtinem
existenta (si unicitatea) unei solutii, atat pe intregul spatiu, cat si intr-o bila.

A doua sectiune este dedicata studiului unui sistem in care controlul influenteaza
rata per capita a uneia dintre cele doua populatii, avand ca obiectiv atingerea unui
prag prestabilit intr-un interval de timp fixat. Existenta solutiei este demonstrata

prin aplicarea teoremei de punct fix a lui Schauder.
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In cea de-a treia sectiune, aplicam teorema de punct fix a lui Banach pentru
a demonstra existenta unei solutii a unei probleme de control in care rata per ca-
pita este modificata doar pentru una dintre cele doua populatii, avand ca obiectiv
atingerea unui nivel prestabilit al populatiei totale la momentul final.

In cele din urma, Sectiunea 2.4 prezinta trei exemple de sisteme Kolmogorov apli-
cate In biologie, ilustrand utilitatea rezultatelor teoretice obtinute. Aceste exemple
includ modele din dinamica populatiilor si epidemiologie.

Contributiile noastre in acest capitol sunt urmatoarele: In Sectiunea 2.1: Teo-
rema 2.1 si Teorema 2.2. In Sectiunea 2.2: Teorema 2.3. In Sectiunea 2.3: Teorema
2.4. In ultima Sectiune 2.4: Exemplul 1, Exemplul 2 si Exemplul 3.

Toate aceste rezultate au fost incluse in lucrarea A. Hofman si R. Precup [13].

Capitolul 3: Abordarea vectoriala prin metode de punct fix a problemelor de

control pentru sisteme diferentiale Kolmogorov

In acest capitol, analizam trei probleme de control de tip Kolmogorov cu conditii
initiale. Metoda utilizata este corelata cu tipul de sistem considerat, oferind o abor-
dare adaptata fiecarui caz. Metoda folosita este cea vectoriala, care permite folosirea
unor constante mai precise, eliminand dependenta de tipul de norma utilizat.

Sistemul analizat in Sectiunea 3.1 impune un control asupra fiecarei rate per
capita a celor doua populatii. Existenta solutiei este demonstrata prin aplicarea
teoremei lui Perov, sub ipoteza unor conditii de tip Lipschitz, si a teoremei lui
Schauder, prin impunerea unor conditii de crestere logaritmica.

In Sectiunea 3.2, studiem o problema de control in care intervin modificari ale
ratelor de cregtere. Solutia este garantata prin intermediul teoremei de punct fix a
lui Perov.

Sectiunea 3.3 combina cele doua probleme analizate in sectiunile anterioare, con-
siderand un sistem in care, pentru o populatie, controlul este aplicat asupra ratei
de cregtere, in timp ce pentru cealalta populatie, acesta este impus asupra ratei per
capita.

In final, Sectiunea 3.4 prezinta patru aplicatii ale rezultatelor obtinute in cele
trei sectiuni anterioare. Aceste aplicatii ilustreaza utilitatea metodei propuse si
valideaza aplicabilitatea teoremelor de punct fix in contexte diverse.

Contributiile noastre in acest capitol sunt prezentate mai jos. In Sectiunea 3.1:
Teorema 3.1, Teorema 3.2. In Sectiunea 3.2: Teorema 3.3. In Sectiunea 3.3: Teo-
rema 3.4, Remarca 3.1. In ultima Sectiune 3.4: Exemplul 1, Exemplul 2, Exemplul
3 si Exemplul 4.

Toate aceste rezultate sunt originale i au fost incluse in lucrarea A. Hofman si
R. Precup [15].
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Capitolul 4: Probleme de control pentru ecuatii si sisteme diferentiale de tip

Kolmogorov de ordinul doi

In Capitolul 4, prezentam ecuatiile si sistemele diferentiale de ordinul doi de tip
Kolmogorov. Investigam mai multe probleme de control cu timp finit 7' fixat si
starea finala xr fixata, cu control aditiv sau multiplicativ. Controlabilitatea acestor
probleme este demonstrata aplicand tehnici de punct fix, teoremele lui Banach,
Schauder, Krasnoselskii, Avramescu si Perov.

In Sectiunea 4.1 studiem probleme cu control aditiv relative la ecuatii Kolmo-
gorov de ordinul doi. Impunand o conditie Lipschitz si folosind teorema de punct
fix a lui Banach demonstram existenta si unicitatea solutiei. Observam ca daca se
renunta la conditiile Lipschitz si impunem in locul acestora conditii de cregtere lo-
garitmica atunci folosind teorema de punct fix a lui Schauder se obtine ca problema
de control are cel putin o solutie.

Ultimul rezultat din aceasta sectiune combina primele doua rezultate anterioare,
si se bazeaza pe teorema de punct fix a lui Krasnoselskii pentru o suma de doi
operatori.

Se continua apoi cu probleme cu control multiplicativ unde pentru demonstrarea
controlabilitatii folosim principiul contractiilor al lui Banach.

In Sectiunea 4.2, ne concentram pe probleme de control pentru un sistem Kol-
mogorov de ordinul doi. Primul rezultat garanteaza existenta gi unicitatea solutiei
utilizand teorema de punct fix a lui Perov. In continuare se obtine un rezultat de
existenta bazat pe aplicarea teoremei de punct fix a lui Schauder. In finalul acestui
capitol, prezentam o aplicatie la problema de control a teoremei de punct fix a lui
Avramescu.

Contributiile noastre in acest capitol sunt urmatoarele. In Sectiunea 4.1: Teo-
rema 4.1, Remarca 4.1, Teorema 4.2, Remarca 4.2, Teorema 4.3, Teorema 4.4. In
Sectiunea 4.2: Teorema 4.5, Teorema 4.6, Teorema 4.7.

Toate aceste rezultate sunt originale si au fost incluse in lucrarea A. Hofman si
R. Precup [14].

Capitolul 5: Metode de punct fix cu operatori multivoci pentru probleme de

control

In Capitolul 5 ne concentram pe aplicarea metodelor de punct fix cu operatori
multivoci in rezolvarea unei probleme de control pentru ecuatii de tip Kolmogo-
rov de ordinul Intai. Aici, conditia de controlabilitate este exprimata sub forma
unei incluziuni, iar pentru demonstrarea existentei solutiilor sunt utilizate teoreme
de punct fix pentru operatori multivoci, precum teorema lui Nadler, teorema lui

Bohnenblust-Karlin gi versiunea multivoca a teoremei lui Krasnoselskii.
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Sectiunea 5.1 este dedicata rezolvarii problemei de control prin aplicarea teo-
remei de punct fix a lui Nadler intr-o bila de raza data a spatiului C'[0, 7. In
Sectiunea 5.2 rezolvam problema de control cu ajutorul teoremei de punct fix a lui
Bohnenblust-Karlin, sub ipoteza unor conditii de crestere logaritmica. In ultima
sectiune, reprezentand operatorul de punct fix ca suma a doi operatori, obtinem o
solutie prin aplicarea versiunii multivoce a teoremei lui Krasnoselskii.

Contributiile noastre in acest capitol sunt urmatoarele. In Sectiunea 5.1: Lema
5.1, Teorema 5.1. In Sectiunea 5.2: Teorema 5.2, Lema 5.2. In Sectiune 5.3: Teorema
5.3.

Toate rezultatele sunt originale gi au fost incluse in lucrarea A. Hofman [12].

Capitolul 6: Algoritmi pentru rezolvarea problemelor de control relative la

sisteme Kolmogorov

Acest capitol este dedicat dezvoltarii si analizei unor algoritmi teoretici pentru
rezolvarea problemelor de control asociate sistemelor de tip Kolmogorov, atat de
ordinul Intai, cat si de ordinul doi. Algoritmii propusi se bazeaza pe metoda sub
si supra solutiilor, ce permite construirea unui sir de solutii aproximative care, sub
anumite conditii, converge catre solutia exacta a problemei de control.

In cele dous sectiuni ale capitolului, stabilim conditii suficiente pentru ca algo-
ritmul sa fie convergent. Aceste conditii ajuta la determinarea unei solutii unice in
functie de conditia de control, utilizand teorema de punct fix a lui Perov, alaturi de
alte rezultate relevante. De asemenea, in Sectiunea 6.2, este prezentat si un algoritm
pentru obtinerea unei solutii aproximative a problemei.

Contributiile noastre in acest capitol sunt dupa cum urmeaza: Lema 6.1, Lema
6.2, Teorema 6.1, Teorema 6.2, Teorema 6.3, Teorema 6.4, Teorema 6.5.

Toate rezultatele sunt originale si au fost incluse in lucrarile A. Hofman [10,/11].
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https://doi.org/10.37256/cm.5220242840.
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Capitolul 1
Preliminarii

In capitolul de deschidere al tezei, stabilim conceptele fundamentale si rezultate
care stau la baza cercetirii noastre. In cadrul acestui capitol, prezentam mai multe
notiuni si rezultate binecunoscute, inclusiv problema generala de control, sisteme
de tip Kolmogorov, conceptul de matrice convergenta la zero, notiunea de metrica
Pompeiu-Hausdorff, norme de tip Bielecki si diverse teoreme de punct fix, teorema
lui Arzela-Ascoli.

Conceptele discutate aici sunt bine documentate in literatura. Unele dintre
referintele notabile includ lucrari de C. Avramescu [2], V. Barbu [4], J. M. Co-
ron [7], A. Granas si J. Dugundji [9], R. I. Petru [25], R. Precup [28.29], L. C. Evans
8]

1.1 Problema generala de control

Controlul ecuatiilor diferentiale este subiectul la numeroase studii in literatura. In
general vorbind, el consta in determinarea unor parametri ai ecuatiei sau a sistemului
de ecuatii in aga fel incat solutia sa satisfaca anumite conditii, altele decat cele
impuse de bine punerea problemelor, cum ar fi conditiile initiale sau de frontiera
(vezi V. Barbu [4]).

In lucrarea 1. S. Haplea, L. G. Parajdi si R. Precup [16] a fost introdus un prin-
cipiu de controlabilitate pentru o problema de control generala relativa la ecuatiile
operatoriale, in cadrul teoriei punctului fix. Problema generala de control consta in

gasirea perechii (w, A), o solutie a urmatorului sistem

{w:HO (w, \), 1)

weW, Xe A, (w,\) €D,

asociat ecuatiei de punct fix w = Hy (w, A) . In cazul aceasta w reprezintd variabila de
stare, A este variabila de control, W este domeniul starilor, A domeniul controalelor

si D este domeniul de controlabilitate, in mod curent dat printr-o anumita conditie



1.1. Problema generala de control

sau proprietate impusa lui w, sau ambelor w si A. De notat forma foarte generala a
problemei de control, in termeni de multimi, unde W, A si D C W x A nu sunt in
mod necesar multimi structurate si Hy este orice aplicatie de la multimea W x A in
W.

In acest context, spunem ca ecuatia w = Hy (w, \) este controlabila in multimea
W x A in raport cu D, daca problema ([1.1)) admite solutii. Daca solutia este unica
spunem ca ecuatia este in mod unic controlabila.

Fie ¥ multimea tuturor solutiilor posibile ale ecuatiei de punct fix si fie ¥
multimea acelor w ce sunt componentele intai ale solutiilor ecuatiei de punct fix,

adica

Y = {(w,\)eWxA: w=Hy(w,\)},
¥ = {weW: pentrucare 3 A € A incat (w,\) € X}.

Este clar ca, multimea solutiilor problemelor de control (1.1]) este XN D.

Consideram aplicatia multivoca Fj : 31 — A definita astfel
Fo(w)y={ e A: (w,\)eXnD}.

In mare vorbind, Fy ne da expresia variabilei de control in termenii variabilei de
stare.

Avem urmatorul principiu general de rezolvare a problemei de control (1.1).

Propozitie 1. Daca pentru o extensie oarecare F :W — A a lut Fy din 31 pe W,

exista un punct fir w € W al aplicatier
H (w) := Hy (w, F'(w)),
adica,
w = Hy(w,\), (1.2)

unde \ € F (w), atunci perechea (w, \) este o solutie a problemei de control (1.1)).

Demonstratie. In mod evident, (w, A) € ¥. Prin urmare, avem w € ¥, iar deoarece

F(w) este o extensie, acesta coincide cu Fy(w), adica
F(w) = Fo(w).

Astfel, rezulta ca A € Fy(w), iar din definitia lui Fy deducem ca perechea (w, \)
apartine multimii D. Deci (w, ) € ¥ N D rezolva (1.1)). O

Aplicabilitatea acestui principiu general a fost testata in lucrarea lui I. §. Haplea,

L. G. Parajdi si R. Precup [16] pe un sistem ce modeleaza dinamica celulara in

10



1.2. Sisteme de tip Kolmogorov

contextul leucemiei, precum si in R. Precup [30], unde este abordata o problema de

control pentru sistemul prada-pradator de tip Lotka-Volterra.

1.2 Sisteme de tip Kolmogorov

Sistemul Kolmogorov a fost introdus ca o generalizare a modelului matematic dat
de matematicianul Volterra din dinamica populatiei (K. Sigmund [33]). Acesta ia in
considerare rate per capita generale ale doua populatii care interactioneaza si arata

dupa cum urmeaza

{ x/ = xf (':C’y) ? (1.3)

Y =yg(x,y).

In mod natural, cand se studiazi interactiunea dintre doua specii, cele doua rate f
si g depind in mod explicit de o serie de parametri. Unii dintre acesti parametri
sunt specifici celor doua specii si nu suporta schimbari, altii pot fi influentati, chiar
adaugati, cu scopul de a controla evolutia si de a atinge un echilibru dorit.

Prin schimbarile de variabila x = e* gi y = €”, sistemul se transforma in

forma normala

W = f (et e)
v =g

e
(e",e”).

In acest capitol, printr-o ecuatie Kolmogorov de ordinul intai intelegem o ecuatie
de forma 2’ =z f(t,z). Ca si mai Inainte, schimbarea de variabila x = e conduce
la v = f(t,e"). Prin analogie spunem ca o ecuatie de ordinul doi este o ecuatie

Kolmogorov de ordinul doi daca are forma

() = s

1
" — E;E’Z =xf(t, ).

echivalent

In acest caz, in limbajul dinamicii populatiilor, f (t,x) exprima modificarea ratei

. / . . .o . .o
per capita Z. Mai general, numim ecuatii Kolmogorov de ordinul n, ecuatiile de

(%) .

Toate aceste ecuatii au proprietatea ca prin schimbarea de variabila x = e

forma

“ ele

devin respectiv

u// — f (t, eu)

11



1.3. Matrice convergente la zero

si
ul™ = f(t,e").

1.3 Matrice convergente la zero

Matricele convergente la zero sunt importante in studiul sistemelor de ecuatii. Spre
exemplu, ele preiau rolul constantelor de contractie in versiunea vectoriala a teoremei

de punct fix a lui Banach, datorata lui Perov.

Definitie 2. Se spune cda o matrice patratica cu elemente nenegative M € M, 5, (R4)

este convergenta la zero daca
M* -0, cind k— oo,

unde O,, reprezintd matricea zero de ordin n.

Urmatoarele afirmatii sunt echivalente (A. Berman si R. J. Plemmons [5]):

(a) M este convergenta la zero;
(b) p(M) <1;

(c) T — M este nesingulard si (I — M) =T+ M+ M? + ...;

1

(d) I — M este nesingulara si inversa sa (I — M)~ este de asemenea cu valori

nenegative (aici I reprezinta matricea unitate de aceiagi dimensiune).

a
Mentionam ca o matrice patratica de ordinul doi, M = [ ] cu valori nen-
c
egative este convergenta la zero daca si numai daca
tr M <min{2, 1+detM}, (1.4)
adica
a+d<2 §i a+d<1l4ad—bc (1.5)

Retinem ca daca M este convergenta la zero, atunci a < 1 si d < 1.

1.4 Notiunea de metrica Pompeiu-Hausdorff
Daca A ¢i B sunt doua submultimi ale unui spatiu metric (X,d) si a € A,b € B,

atunci definim:

D(a7B): infd(a7b)7 p(AaB):SupD(a)B)a

beB acA

12



1.5. Teoreme de punct fix

D(b, A) = inf d(a,b),  p(B,A) = sup D(b, A),

acA beB

iar metrica Pompeiu-Hausdorff este definita prin
H(A, B) = max{p(4, B), p(B, A)}.

Notam cu Py (X) multimea tuturor submultimilor nevide, marginite si inchise
ale lui X si Py eeo(X) multimea tuturor submultimilor nevide, marginite, inchise si

convexe ale lui X.

1.5 Teoreme de punct fix
Definitie 3. Fie (X,d) un spatiu metric. O aplicatie T : X — X se numeste

contractie pe X, daca exista q € [0,1) astfel incat oricare ar fi x,y € X avem ca

d(T(z), T(y)) < qd(z,y).

Definitie 4. Fie T : X — X. Punctul x € X se numeste punct fix a lut T daca
T(x) =x.

Teorema 1.1 (Banach). Fie (X,d) un spatiu metric complet si T : X — X o
contractie. AtunciT admite un punct fix unic x* € X (adica T(x*) = z*). Mai mult,
x* poate fi obtinut prin metoda aproximatiilor succesive: pornind de la un element
arbitrar xy € X, ca limita a sirului x, definit recurent prin x, = T(x, 1), adicd

T, — .

Teorema 1.2 (Schauder). Fie X un spafiu Banach, D C X o submulfime nevidd,
inchisa, marginita i convexda si N : D — D un operator compact (adica continuu,

cu N (D) relativ compact). Atunci N are cel putin un punct fix in D.

Teorema 1.3 (Krasnoselskii). Fie D o submulfime nevida, convexd, mdrginitd,
inchisa a unui spatiu Banach X, A: D — X o contractie st B : D — X o functie

continud pentru care B (D) este relativ compactd. Daca mai mult,
A(z)+ B(y) € D pentru orice z,y € D,

atunci aplicatia A+ B are cel putin un punct fiz.

Teorema 1.4 (Avramescu). Fie (Dy,d) un spatiuv metric complet, Dy o submulfime
nevida, convexa, inchisa a unui spativ normat'Y si fie N;: Dy X Dy — Dy, i =1,2

functii continue. Presupunem ca sunt indeplinite urmatoarele conditii:

(a) Euxista o constanta L € [0,1) astfel incat

d(Ny(z,y), Ni(T,y)) < Ld(z, T)

13



1.5. Teoreme de punct fix

pentru orice x, T € Dy sty € Do;

(b) Ny (D1 x Ds) este o submultime relativ compacta a lui'Y.
Atunci exista (x,y) € Dy x Dy cu
Ni(z,y) =z, Np(z,y) =y

Teorema 1.5 (Perov). Fie (X,||-||) un spativ Banach, D o submultime nevida i
inchisa a lui X x X st N: D — D, N = (N;,Ny), N;: D — X (i=1,2) un

operator cu urmatoarea proprietate
21 = w1l ]
2 — 12|

pentru orice x = (r1,x3), y = (y1,y2) € D, unde M este o matrice de ordinul doi

<M

[ [Ny () = Ny (y)] ]
[Nz () = N2 (y)

convergenta la zero. Atunci N are un unic punct fix in D care este limita sirului de

aproximalii succesive (Nk (x))k>1 pornind de la orice v € X.

Vom incheia aceasta sectiune amintind doua teoreme de punct fix pentru aplicatii
multivoce gi cu o versiune multivoca a teoremei de punct fix a lui Krasnoselskii
pentru o suma de doi operatori, un caz particular al unui rezultat mai general
obtinut de R. I. Petru [25].

Teorema 1.6 (Nadler). Fie (X,d) un spatiu metric complet si N : X — Ppa(X)
astfel incat
H(N(x), N(y)) < Ld(z,y),

pentru orice v,y € X, unde L < 1. Atunci exista z* € X cu z* € N(x*).

Teorema 1.7 (Bohnenblust-Karlin). Fie X un spatiu Banach, D o submultime
nevidd, converd, inchisd gi marginitd a lui X gi fie N : D — Py .0o(X) 0 aplicatie
superior semicontinud cu N (D) relativ compacta. Atunci existd cel putin un punct
fix x € D pentru N, adica x € N(z).

Teorema 1.8. Fie X un spatiu Banach si D € Py eo(X). Presupunem ca
Ni:D — X §i Ny: D — Ppyoen(X) satisfac:

(i) Ny este contractie.

(11) Ny este inferior semicontinuu cu No(D) relativ compactd.

(111) Ni(u) + No(uw) C D pentru orice u,u € D.

Atunci Ny + Ny are cel putin un punct fix in D.
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1.6. Norme de tip Bielecki

1.6 Norme de tip Bielecki

Spunem ca o ecuatie integrala este de tip Volterra daca integrala implicata este pe

un interval variabil, ca in cazul unei ecuatii de forma

z(t) = ¢ (t) +/ Y (t,s,x(s))ds, te]la,b (1.6)

si ca este de tip Fredholm daca integrala implicata este data pe un interval fix, ca

in ecuatia

x(t):gp(t)—l—/1/)(25,3,3:(3))618, t € la,bl.

In cazul in care ecuatia implica ambele tipuri de integrale, spunem ca este de tip
Volterra-Fredholm.

Atunci cand avem de-a face cu ecuatii de tip Volterra, este convenabil ca, in loc
de norma max pe spatiul C [a,b] data de ||z|| = maxcf,4 |2 (¢)|, sa consideram o
norma echivalenta definita de

—0(t—a
||I||e=tr§3§(|x(t)|e (t=a)) |

pentru un numar 6 > 0 adecvat. O astfel de norma se numeste norma Bieleck: si

este echivalenta cu norma max, dupa cum rezulta din inegalitatile
e | < lzlly < 2]l (2 € Cla, ).

In mod similar, folosind norme Bielecki constantele din conditiile de cregtere ale

termenilor neliniari pot fi facute oricat de mici.

1.7 Teorema lui Arzela-Ascoli

Teorema 1.9. O submultime M C C|a,b] este relativ compacta daca si numai daca:

(a): Multimea M este uniform mdrginita, adica exista o constanta C' > 0 astfel

incat pentru orice f € M, avem

sup |f(x)] < C.

z€la,b]

(b): Multimea M este echicontinud, adica pentru orice € > 0, exista § > 0 astfel

ncat

sup |f(z) — f(y)| <e, pentru orice z,y € [a,b] cu |z —y| <.
feMm
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1.7. Teorema lui Arzela-Ascoli

Pe baza teoremei Arzela-Ascoli si a proprietatilor functiilor derivabile, urmatorul

rezultat are loc:

Teorema 1.10. Fie M C Ca,b] si notam M' = {f’ : f € M}. Atunci urmdatoarele

afirmatic sunt echivalente:
1. Multimea M este relativ compacta in (Cla,b], || - lc);

2. Multimile M si M’ sunt uniform marginite.
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Capitolul 2

Probleme de control pentru

sisteme de tip Kolmogorov

Prezentul capitol este structurat in trei parti. Sectiunea 2.1 se ocupa cu o prima
problema de control pe care o tratam cu ajutorul teoremei de punct fix a lui Banach
ce garanteaza existenta si unicitatea solutiei. Pentru aceasta se impune conditia
Lipschitz asupra termenilor neliniari gi se utilizeaza norme de tip Bielecki care nu
obliga constantele Lipschitz sa fie supuse unor restrictii. In continuare, in Sectiunea
2.2 sunt slabite conditiile care asigura controlabilitatea, via teorema de punct fix a
lui Schauder, in cazul unui control independent de .

In Sectiunea 2.3 este prezentata o a treia problema de control in care controlul
are efect asupra ratei generale de cregtere iar in Sectiunea 2.4 am prezentat trei
exemple de sisteme de tip Kolmogorov ce intervin in biologie.

Rezultatele din acest capitol au fost publicate in lucrarile A. Hofman si R. Precup
[13].

2.1 Prima problema de control
Sa consideram urmatoarea problema de control pentru sistemul Kolmogorov general
cu conditii initiale
z(t) (f (z,y) — A(t))
t) = y(t) (g(z,y) — cA(t)) (2.1)
z(0) = xo, y(0) = yo,
unde A(t) este functia de control gi ¢ un factor pozitiv, ¢ # 1. Dorim sa gasim o

solutie pozitiva (z,y, A) in asa fel incat

v o, (2.2)

(t)
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2.2. A doua problema de control

unde r este o functie continua pozitiva datd pe un interval de timp [0,77]. Astfel
problema consta in gasirea modului cum sa schimbam ratele de crestere per capita
pentru ca raportul celor doua populatii sa urmeze o evolutie dorita data de functia
r(t), pe un interval de timp fixat [0,7]. Factorul de corectie ¢ exprima faptul ca
efectul interventiei de control asupra celor doua rate se manifesta diferit la cele
doua specii.

Avem urmatorul rezultat.

Teorema 2.1. Presupunem cd functiile f,g € C* (R%), r € C*[0,T], r > 0 pe
[0,T] si ca functiile

x-fx(:v,y), y'fy($7y)7 x'gx(xay)a y'gy($?y) (23)

sunt marginite pe Ri. Atunci problema de control — are o unica solutie
(x,y,\) cux,y > 0.

Daca ipoteza privind marginirea functiilor (2.3)) este indepartata avem urmatorul

rezultat de existenta si unicitate.

Teorema 2.2. Presupunem cd f,g € C* (R%), r € C*[0,T] , r >0 pe [0,T] si cd
functia

—%_C (z,y) + %_Cg (z,y) (2.4)

este marginita superior pe Ri. Atunci problema de control - are o unica
solutie (x,y,\) cu x,y > 0.

2.2 A doua problema de control

Consideram problema de control pentru sistemul Kolmogorov

v'(t) = z(t)[f(2,y) — Al
) =y(t) g(z,y) (2.5)
z(0) = z9, y(0) = yo,

unde \ este o constanta. Dorim sa gasim o solutie astfel incat
z(T) = z1.

Astfel, problema revine la a schimba in mod constant rata per capita doar a uneia

din cele doua populatii pentru a atinge un prag dorit intr-un timp fixat.
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2.3. A treia problema de control

Teorema 2.3. Fie f,g € C (R%).

(a) Daca f si g sunt marginite pe Rﬁ_, atunci pentru fiecare T > 0, problema de

control are o solufie (x,y,\) cu x,y > 0.

(b) Daca pentru orice xg,yo, 1 > 1, atunci pentru fiecare py > max {xo, 1, Yo},
exista T,, > 0 astfel incat T € (0,T,,], problema de control are o solutie

(l’,y,A) CUO<$7?J§P0-

2.3 A treia problema de control

Problema consta in modificarea ratei de crestere si nu a ratei per capita, a uneia
dintre cele doua populatii astfel incat la momentul de timp 7', populatia totala sa
atinga un nivel dorit ~.

Mai exact consideram problema

(2.6)

Teorema 2.4. Fie p > max{|zo|,|vol,|vo — 7|}, f,9 € C* ([-p, p]z) . M, o mar-
gine a functiilor |z f(z,y)|, |yg(x,y)| pe [—p,p° si M, o margine pentru valoarea
absolutd a derwatelor partiale ale functiilor xf (x,y), yg (x,y) pe [—p, p]>. Daci T

satisface

p —max {|zo|, |yo — 7|} T < P — |yol T < i (2.7)

T< ; :
2M, M, 30,

atunci problema de control are o unica solutie (x,y, \) cu |x|,|y| < p.

2.4 Aplicatii

Exemplul 1

Acest exemplu se refera la Teorema 2.1 Mai precis, consideram urmatorul

a
7' = (m - W) %
b

e ———— (¢
y Ty (t)e )y,
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2.4. Aplicatii

in conditia de control (2.2). Aici avem

a b
f(x’y)_1+:c2+y2’ g($’y)_1+x2+y2
gi functiile (2.3) sunt

2a1?

x - fo(x, = —-—
2a1?

- fulz, = -

y fy( y) (1+I‘2+y2>2
(2.1) 2bx?

T - g, = —-—
201°

y-gy(zy) = —

(1+a22+y2)*

Evident, valorile lor absolute sunt mérginite pe R3 de 2 |a| si 2|b|, respectiv.
Din Teorema [2.1] rezulta ca sistemul este unic controlabil. Expresia functiei de
control A (t) este data de formula
' (t) 1

M) = A-or@) "1-¢ (F(", ") = g, ") (28)

in termenii variabilelor de stare.

Exemplul 2
Urmatorul exemplu ilustreaza Teorema Sistemul diferential reprezinta un
model matematic al dinamicii celulare, in hematologie, considerat in lucrarea [21].

Mai exact, consideram problema de control

o = (a (1 _ gx;y> _ )\(t)) .,

y = b(l— x;y> —cA(t)) Y,

unde 0 < a < b, 0<c<1l g>1s A B > 0, din nou sub conditia de control

care exprima evolutia dorita a raportului dintre densitatea y (¢) a celulelor
leucemice si densitatea x (t) a celulelor sanatoase pe o perioada de timp. Problema
este motivata prin necesitatea dezvoltarii unei scheme de tratament pentru bolnavii
de leucemie cronica.

In cazul acesta avem

f(z,y) =a(1—gxzy)7 g(z,y) = (1— x;y),
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2.4. Aplicatii

pentru care, in mod evident, conditia de marginire a functiilor 1} nu are loc. In

schimb functia,

—cf(@y) + glay) = b— ac - (%—%)x— (@—3) Y.

v . LY . 2 o
este marginita superior pe R de b — ac daca

acg b
— < —. 2.9
A T B (29)
Astfel, conform Teoremei , daca conditia (2.9) este indeplinita, atunci sistemul
este controlabil. Rezolvarea numerica a problemei conduce la o aproximare a functiei
de control A(t) ce poate fi pusa in legatura cu doza de medicament necesara obtinerii

evolutiei dorite a pacientului.

Exemplul 3
Incheiem aceasta sectiune de aplicatii cu urmatorul exemplu in care luam in

considerare binecunoscutul model epidemiologic SIR

S = —aSI,
I' = aSI—bl,
R =10bI.

Aici S(t), I (t)si R (t) reprezinta numarul susceptibililor, infectatilor si recuperatilor/
imunizati la momentul ¢, respectiv intr-o populatie inchisa de marimea N. Prin ur-
mare, S(t) + I(t) + R(t) = N, ceea ce permite reducerea studiului la un sistem

bidimensional de tip Kolmogorov,

S'= —aSlI,
I'=aSI —bl.
Fie Sy, Iy si Ry = N — (S + Ip) valorile initiale ale celor trei functii.

Introducand o rata constanta de vaccinare A, sistemul devine

S'=—aSI — )\,
I’ =aSI —bl.

Problema de control consta in gasirea ratei de vaccinare A astfel incat la momentul

T, populatia imunizata R(T') sa atinga o anumita fractie pN din populatia totala
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2.4. Aplicatii

N, cu valoarea dorita p € (0,1). Agsadar conditia de controlabilitate va fi
S(TY+I1(T)=(1-p)N.

Problema este un caz particular al problemei generale de control . Aici p = N,
y={1=p)N, z=Sy=1, f(S,I)=—al sig(S,I)=aS—>. Prin calcule simple
avem cd My = My = aN + b. Astfel Teorema garanteaza ca sistemul este unic
controlabil in timp 7" daca T este suficient de mic in sensul inegalitatiilor . Cu
toate acestea, dacd o margine superioari \ pentru rata vaccinirii A este impusa,

atunci o limita inferioara pentru 7" este de asemenea necesara. Intr-adevar, din

1

A=t n= 5 [ @O )66 )b (210

din moment ce I < N, avem

— 1 1 [T
N > )\:T(S()Jrlo—(l—p)N)JrT/ (—aST + (aS — b) I) ds
0
- Ysrn-0- )N)_E/de > L (G4 To— (1—p) N) — bN
-7 0 0 p T . S_T 0 0 p
1
de unde
>pN—R0
~ BN+ )\
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Capitolul 3

Abordarea vectoriala prin metode
de punct fix a problemelor de
control pentru sisteme diferentiale

Kolmogorov

In acest capitol vom utiliza metoda vectoriala pentru probleme de control relative
la sisteme de ecuatii. Metoda este descrisa pe cazul sistemelor Kolmogorov care
provin frecvent din dinamica populatiilor. Sunt considerate trei tipuri de probleme:
probleme cu control al ambelor rate de crestere per capita, probleme cu parametri de
control actionand ratele de crestere si probleme care combina primele doua tipuri.
Controlabilitatea este obtinuta folosind o abordare vectoriala bazata pe teorema de
punct fix a lui Perov i pe matrice care sunt convergente la zero.

Acest capitol este Impartit in patru sectiuni. In Sectiunea 3.1, ne ocupam
de o prima problema de control unde ambele controale actioneaza asupra ratelor
per capita. In Sectiunea 3.2 controlul se aplica asupra ratelor de crestere si nu
asupra ratelor per capita, in timp ce in Sectiunea 3.3 controlul actioneaza asupra
unei singure ecuatii. In cele din urma, in Sectiunea 3.4 oferim cateva exemple ce
utilizeaza teoremele prezentate in cele trei sectiuni, concluzionand asupra existentei
si unicitatii solutiilor.

Rezultatele din acest capitol au fost publicate in lucrarea A. Hofman si R. Precup
[15].

Pentru simplitate, vom considera doar sisteme bidimensionale Kolmogorov, dar
tehnica folosita si rezultatele obtinute pot fi adaptate la cazul general al sistemelor
n— dimensionale. In toate cazurile, Xo, Yo sunt starile initiale la timpul ¢ = 0 si

x7,yr sunt valorile dorite la un moment dat 7. De asemenea, x,y sunt variabile de
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3.1. Prima problema de control

stare gi A\, u sunt parametri de control. Astfel conditiile de controlabilitate sunt

z(T) = zr, y(T) = yr.

In cele ce urmeaza, folosim urmatoarele constante care se exprima cu ajutorul

valorilor initiale si finale:

Ch = |lnzo| + In ¢ , Cy:=|lny| + In 2. (3.1)
T yr
3.1 Prima problema de control
Consideram problema de control
() = a(t ), y(t)) — A
2 (8) = olt) (F(@(0) 9(8) = ) 52

Cu presupunerea ca starile x,y sunt marginite, primul rezultat obtinut garanteaza
faptul ca sistemul poate fi controlat in mod unic. Aici se modifica ratele per capita

la ambele populatii.

Teorema 3.1. Fie p > 0 astfel incat Inp > Cy, Inp > Cy si fie f,g:[0,p]> - R

marginite de o constanta C > 0. Presupunem ca f si g satisfac conditiile Lipschitz

=
8
s
|
=
&
S
[\

a1 |r — z| + a2y — 9|, (3.3)
lg(z,y) —9(Z,9)] < aoi|v—Z| + anly — 9|, (3.4)

pentru orice x,y, T,y € [0, p|. Atunci, pentru orice

Inp— Inp—
0<T§min{np ¢ Inp 02}

— = (3.5)

pentru care matricea
M := pTlai]i<ij<2 (3.6)

converge la zero, problema de control are o unica solufie (x*,y*, \*, u*) cu x*,

y* pozitive si 2% < p, (ly*l|o < p-

Pentru urmatorul rezultat in loc de conditiile Lipschitz asupra functiilor f i g,

presupunem o crestere logaritmica.

Teorema 3.2. Fie f,g: R: — R continue astfel incdt satisfac conditiile de crestere
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3.2. A doua problema de control

logaritmica

=
£

&
AN

arr |Inz| + ags [Iny| + by, (3.7)
921 |1H.CE| + 29 ]1ny| + bg,

S
B

s
VAN

pentru orice x,y € (0,00) gi constantele a;j, b; € Ry (1,7 =1,2). Atunci, pentru

orice T' > 0 pentru care matricea
M = T[aij]
converge la zero, problema de control are cel putin o solutie (x*,y*, \*, u*) cu

¥ >0 s y* > 0.

3.2 A doua problema de control

Consideram urmatoarea problema de control

'(t) = () f(2(t), y(t)) — A
y'(t) = y(t)g(x(t), y(1)) — p,

unde In acest sistem se modifica ratele de cregtere.

(3.8)

Teorema 3.3. Presupunem cd functiile f, g : R? — R satisfac urmdtoarele conditii

Lipschitz
[2f(z,y) —Zf(@.Y)| < anle =T+ aly -7l
lyg(e,y) —=99(T,Y)| < axlr — 7|+ axnly -7l
pentru orice x,y,x,y € R $1 matricea
M=T [aij]1§i,jg2

este convergenta la zero. In aceste conditii problema de control are solutie

unicd.

3.3 A trei problema de control

Consideram acum problema

(3.9)
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3.3. A trei problema de control

careia 1i aplicam din nou teorema de punct fix a lui Perov prin combinarea tehnicilor

utilizate pentru primele doua probleme. Astfel cerem continuitatea Lipschitz lui

[z y)siyg(z,y).
Cautam solutii (z,y) cu z,y € C[0,T], x > 0 pe [0,T] si ||z]|, < p.

Teorema 3.4. Fie f,g:[0,p] x R — R astfel incat

‘f(xay)_f(iagﬂ
lyg(x,y) —yg(z,9)| < aulr —Z[ + anly —yl,

IN

anlr — | + aly — ¥,

pentru orice , T € [0, p] siy,y € R. Presupunem ca

[f(z,y)| <C
pentru (z,y) € [0, p] x R,
Ci+TC<Inp (3.10)
st ca matricea
M=T [P 2 (3.11)
pPa21  G22

este convergenta la zero. Atunci problema de control are o solutie unica (x*, y*, \*, u*)

astfel incat z* > 0 i ||z*]| , < p.

Remarca 3.1. Demonstratiile teoremelor anterioare arata avantajul metodei vec-
toriale in comparatie cu cea scalara gi anume ca ne permite, ca in locul mai multor
conditii impuse pe constantele implicate in inegalitatiile Lipschitz sau in cele de
crestere, sa formulam o singura conditie impusa cumulativ folosind o matrice ale

carel elemente sunt aceste constante.
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3.4. Aplicatii

3.4 Aplicatii

Exemplul 1
Exemplul care urmeaza ilustreaza Teorema Consideram urmatorul sistem
de autolimitare
=z <% - )\>
v =y (% - u) ,
unde T =5, p = 100, 2o = e, yo = €? iar conditiile finale de controlabilitate sunt

5 =e?siys =e Avem ca O =2-1074,

of | — | _2107% —4 Afl | 2107y 4
‘396{ T (Ha?4y?)? = 107, ay| | (I+a2+y?)? < 1075,
99| _ | _8210~%z 104 |og] | _22107%y 104
‘31“ ] (H4eP4y?)? <4107, ay| T |  (+4a?+y?)? <2-107%

Astfel conditiile Lipschitz (3.3) si (3.4) devin

10742 — 2| + 107y — 9],
l9(z,y) — g(z,5)] < 4-107Yz —z|+2-107*y — 7.

=
8
s
|
=
il
S
AN

De asemenea, in acest caz, folosind (3.1)), avem C; = 2 i Cy = 3. Pentru T' = 5,
conditia 1' este satisficutd. In plus, matricea M dati de |) este

1074 1074 5-1072 5-1072
M:100-5-[ ]:[ ]

4-107* 2.107* 20-107%2 107!

Reamintim conditia necesara si suficienta ((1.4) pentru ca o matrice
a b
M =
c d
de ordinul doi sa fie convergenta la zero

tr M <min{2, 1+ det M}, (3.12)

adica
a+d<2 g a+d<1l+ad—bc. (3.13)

Retinem ca daca M este convergenta la zero, atunci a < 1 gi d < 1. In cazul nostru,
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3.4. Aplicatii

avenmnl

tr M = 5-1024+107! < 2,
tr M < l4+det M=1+(5-10"2-10""=5-10"2-20-1072).

Deci aceasta conditie este satisfacuta pentru matricea M. Aplicdm Teorema [3.1] i

obtinem c& problema de control are o solutie unica cu ||z*||_ < 100 si [|ly*|| . < 100.

Exemplul 2

Aplicam Teorema (3.2 cu urmatoarea alegere a functiilor f si g:

1

xXr
= —— 1
f(z,y) T R
1 y
= ——7 1 >0
g9(z,y) T (z,y>0),

extinse prin continuitate la @ = 0 si respectiv y = 0, adica f(0,y) = g(z,0) =

1 (z,y € Ry). Folosind conditiile de crestere logaritmica obtinem urmatoarea relatie

1 T

< R —

\In x|+ 1,

de unde deoarece x,y € R? avem cd —%— < 1. Deci prima conditie din 1’ este
’ + z+y+1
1

satisfacutd cu ay; = 75,a12 = 0,01 = 1. Similar

1
mwwﬂﬁﬂwnm+l

%, by = 1. Verificam daca ipotezele Teoremei

sunt indeplinite pentru 7' = 5 i daca matricea M este convergenta la zero.

de unde rezulta ca ag; = 0,a99 =

In acest caz, avem

5 5
M= 24+2<9
tr 10+10<’
trM < 1l+det M =1+ b 5 3,5
1" f— —_— . — = .
¢ 10 10 )

Asadar matricea M este convergenta la zero. Ipotezele Teoremei sunt indeplinite

pentru 7' = 5 si matricea convergenta la zero este

A — 0,5 0 .
0 0,5

Obtinem ca sistemul Kolmogorov corespunzator este controlabil pentru oricare valori
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3.4. Aplicatii

initiale gi finale ale lui z si y.

Exemplul 3

Urmatoarele functii fac ca ipotezele Teoremei sa fie satisfacute

. .

floy) = 151 +sing) ==,
1 sin

g(z,y) = 151 +sinz) —=

Aici se intelege ca f (0,y) = 15 (1 +siny) si g (#,0) = 15 (1 +sinz). Avem c&

Ozf(z,y)) | __ |cos z-(1+sin y) < 2 Nz f(z,y)) | |sin z-cos y} < L
or - 10 — 10 dy - 10 — 10’
yg(zy) | « L 9yg(@.y)) 2
oz = 100 dy = 10

Deci conditiile Lipschitz devin

2
10
yg(z,y) — G9@ 7| < —lo— 2+ =y — gl

x,y) —yg(x —|z —Z|+ —=|y — 7|
yg\r,y ygl\x,y = 70 103/ )

e 1 _
[of (@) 2/ @) < —le—al+ly g,

Verificam daca ipotezele Teoremei sunt indeplinite pentru 7" = 3 si ca in

acest caz matricea M este convergenta la zero. Aici matricea M este

2 1
. [m 1—0] _ [0,6 0,3]
12 :
T 0,3 0,6
Verificam conditia necesara si suficienta ca o matrice de ordinul 2 sa fie convergenta

la zero, anume

tr M <min{2, 1+ det M}.
Avem ca

6 6
M = —+—<2
tr 10—1—10< ,

tr M < l+det M=1+27=3,T.

Conditia este satisfacuta si rezulta ca matricea M este convergenta la zero. Aplicam

Teorema [3.3] si obtinem c& problema de control are solutie unica.
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3.4. Aplicatii

Exemplul 4

[lustram Teorema |3.4] considerand urmatoarele functii:

1
€T =
f(@y) 100 (1 + 22 + ¢2)
1 ) siny
x, = — (1 +sinx) —=,
9ey) = o (L +sina) =
pentru care a;; = ajp = as; = ﬁ, oy = % si C = ﬁ, independent de p. Luand

xo=1sgixr =e,avem C; = 1. In continuare, luand 7' = 10 si p = €? toate ipotezele

Teoremei [3.4] sunt satisfacute. Aici matricea M este

1 |e® 1
M=—
10 | €2 2
si se constata imediat ca este convergenta la zero. Conform Teoremei [3.4] problema

de control are o solutie unica astfel incat z* > 0 gi ||z*|| , < p.
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Capitolul 4

Probleme de control pentru

ecuatii si sisteme diferentiale de

>

tip Kolmogorov de ordinul doi

In acest capitol sunt definite ecuatiile si sistemele diferentiale de ordinul doi de
tip Kolmogorov. Spre deosebire de ecuatiile de ordinul intai care exprima rata per
capita, in cazul ecuatiilor de ordinul doi se exprima rata schimbarii ratei per capita.
Sunt studiate mai multe probleme de control cu timp finit 7" fixat si starea finala zp
fixata, cu control aditiv sau multiplicativ. Controlabilitatea lor este demonstrata cu
metode de punct fix, teoremele lui Banach, Schauder, Krasnoselskii, Avramescu si
Perov.

Acest capitol este impartit in doua sectiuni. Sectiunea 4.1 curpinde doua
subsectiuni. In Subsectiunea 4.1.1 studiem o problema de control aditiv folosind
teorema de punct fix a lui Banach pentru a demonstra existenta si unicitatea solutiei.
Investigam existenta unei solutii in urmatoarea Teorema folosind conditiile de
crestere logaritmica si utilizand teorema de punct fix a lui Schauder. Continuam cu
urmatorul rezultat care combina cele doua rezultate mentionate anterior, cu ajutorul
teoremei de punct fix a lui Krasonselskii pentru o suma de doi operatori. Ultimul
rezultat se refera la o problema cu un control multiplicativ pentru care se foloseste
teorema de contractie a lui Banach.

Continuam cu Sectiunea 4.2 unde folosim teoremele de punct fix ale lui Perov,
Schauder gi Avramescu pentru a demonstra controlabilitatea sistemelor Kolmogorov
de ordinul doi.

Rezultatele din acest capitol au fost publicate in lucrarea A. Hofman si R. Precup
[14].
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4.1. Controlul ecuatiilor Kolmogorov de ordinul doi

4.1 Controlul ecuatiilor Kolmogorov de ordinul
doi
4.1.1 Probleme cu controlul aditiv

Consideram urmatoarea problema de control a unei ecuatii Kolmogorov de ordinul
doi

, /
(29) = fit,2(t) - A
z(0)=a, 2(0)=0 (4.1)
z>0 pe [07T]7 .%‘(T) = I,
unde a, z7 > 0, iar controlul aditiv \ este scalar.

Primul nostru rezultat este o teorema de existenta si unicitate a solutiei (x, \)

astfel incat « sa fie situat intr-o bila de raza p din spatiul C[0, 7] inzestrat cu norma
Chebyshev

= t)].
ol = mas | (1)

Notam

a=Ina, ur=Inzp, =2

R=1Inp
si pentru un numar nenegativ L, in cazul in care L = 0, prin % intelegem +-o00.

Teorema 4.1. Fie L € Ry g1 p > 0. Presupunem ca

2
1 < 4.2
exp (max{|a| ) |UT’} + ) Sp< LT2’ ( )

functia f 0, T] %[0, p] = R este continua, f (-,0) = 0 si satisface conditia Lipschitz

pentru orice t € [0,T], v,v € [0, p|. Atunci problema de control are o unica solufie
(@*, %) cux® >0, ||z*||, < p si

A= % (m% + /OT /O f(s,x*(s))dsdT) . (4.4)

Remarca 4.1. Daca nu cerem ca solutia sa satisfaca ||z*|| < p, adicd raza p nu
este data dinainte, dar presupunem totusi ca f : [0, T] x [0, +00) — R este continud
st satisface conditia Lipschitz pentru orice t € [0,T], v, € [0, +00), pentru L
cu

2
72’

atunci putem concluziona cd problema de control are o solufie unica (x*,\*) cu

exp (max {|af, [ur[} +1) <
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4.1. Controlul ecuatiilor Kolmogorov de ordinul doi

x* >0 s

Intr-adevir pentru existenta este suficient sa luam orice numar p ca in §t Sa
aplicam rezultatul anterior. Pentru unicitate, presupunem ca x** provine

%, ceea ce contrazice concluzia
in locul lut p.

dintr-o alta solufie. Atunci ||z*]| < p < ||[**]| <
Teoremei aplicata pentru p' = ||z**||

oo
Folosind teorema de punct fix a lui Schauder, nu avem nevoie ca f sa satisfaca

o conditie Lipschitz. In schimb, vom presupune o conditie de crestere logaritmica.

Teorema 4.2. Presupunem ca functia f :[0,T] x [0, p] = R este continua si satis-

face conditia de crestere

|f(t,0)] <l Invf + 1y, (4.5)
pentru orice t € [0,T], v € (0,p] si anumite constante ly,ly € Ry culy < 2. In
plus, presupunem ca

2max {|af, lur|} + T?l
> . 4.6
p—eXp( > T2, (4.6)

Atunci problema de control are cel putin o solutie (x*, \*) cuz* > 0, |[z*|| < p
st A" este dat de .

Remarca 4.2. Aici, din nou, dacd nu avem nevoie ca solutia sa satisfaca ||z*|| <
p, adica raza p nu este data apriori, dar presupunem totusi ca f : [0, T] x (0, 400) —

R este continua si satisface conditia de crestere pentru orice t € [0,T], v €

2
T2

putin o solufie. Aceasta afirmatie este evidentd daca folosim rezultatul de mai sus

(0, +00) si constantele ly,ly € Ry cul; < atunci problema de control are cel

pentru oricare p > po, unde

2max {|al, lur|} + T?,
Po = €Xp 2 — T2, :

Ludnd in particular p = po, gasim o solutie ||z*||_, < po.

Urmatorul rezultat combina cele doua anterioare presupunand ca f se reprezinta
ca f = fi + fo, unde f; satisface o conditie Lipschitz in timp ce f, satisface o
conditie de cregtere logaritmica. Rezultatul se bazeaza pe teorema de punct fix a
lui Krasnoselskii pentru o suma de doi operatori. Aici sign L = 1 daca L > 0 si
sign L =0 daca L = 0.

Teorema 4.3. Presupunem ca functia f : [0,T] x [0,p] — R este continua si se

reprezintd ca f = f1 + fa, unde fi este ca in Teoremalf.1] si fo este ca in Teorema
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4.1. Controlul ecuatiilor Kolmogorov de ordinul doi

. In plus, sa presupunem ca

2max {|al, [ur|} + T2 + 2sign L) . (4.7)

>
p—eXp( 52— T2,

Atunci problema de control are cel putin o solutie (z*, X\*) cuz* > 0, ||z*]| < p
st \* dat de .

Deoarece f = fi; 4+ fo se observa ca daca L > 0 si fo = 0 atunci f = f; ¢ se
reduce la Teorema {4.1| (unde I, = [y = 0), iar Teorema 4.2 se reduce la Teorema
daca fi =0,cand L =0si f = f5.

4.1.2 Probleme cu control multiplicativ

Consideram urmatoarea problema de control

(29) = s (t,2(0)
2(0)=a, 2/(0)=0 (4.8)
x>0pe [0,T], z(T)=xr,

cu parametrul de control multiplicativ A.
Avem urmatorul rezultat asupra controlabilitatii unice in ipoteza ca o margine

este data pentru solutiile pozitive ale ecuatiei.

Teorema 4.4. Fie
p = exp(la] + |ur —af),
a # ur st f:[0,T] x[0,p] = (0,400) o functie continud care satisface condifia

Lipschitz

pentru orice t € [0,T) si x,y € [0, p]. Daca

fo

L < ———"F——,
pT? Jur — af

unde f, = fOT fOT minwegl /] f(s,x)dsdr, atunci exista o solufie unica (x*, \*) pentru

problema de control cux* >0, [[z¥| < p si

ur —

- fOT N f(S,(ﬂ*)deT.

*
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4.2. Controlul sistemelor Kolmogorov de ordinul doi

4.2 Controlul sistemelor Kolmogorov de ordinul
doi

Consideram urmatoarea problema de control pentru un sistem Kolmogorov de

ordinul doi

(4.9)

unde a,b, xp, yr > 0 iar controalele A si p sunt scalare.

Notam

R=Inp, ur=mzyr, vr=Inyr, a=Ina, =1,

2

2
VZE(Q—UT% QZE(B—UTW

Urmatoarea teorema garanteaza controlabilitatea unica a sistemului intr-o bila

de o raza data.

Teorema 4.5. Fie
p = exp (1 + max{laf, [ur|,|B], |vr]}) (4.10)
s1 functiile f, g : [O,p]2 — R, f(0,)=0, g(-,0) =0 astfel incat

an|r —Z| + a2ly — 7,

=
=
=
|
=
8l
<
=
N

19(z,y) = 9(Z,9)| < anlz—7[+ axnly — Y,
pentru orice x,y, T,y € [0, p|] unde a;; (i,j =1,2) sunt constante nenegative astfel
ai; Qa2
g1  G22
este convergenta la zero. Atunci problema de control are o solutie unica (x*, y*, \*, u*)

cux”,y" >0 st 2] Iyl < -

ncat matricea

Daca in loc de conditiile Lipschitz functiile f si g satisfac conditiile de cresgtere

logaritmica, atunci avem urmatorul rezultat de existenta.

Teorema 4.6. Fie f,g: R2 — R continue astfel incat satisfac conditiile de crestere

35



4.2. Controlul sistemelor Kolmogorov de ordinul doi

logaritmica

|f(l’,y)| a1 |11’1$| + a192 |1ny| + bl, (411)

l9(2,y)] < ag1 [Inx| + ag [Iny| + by,

VAN

A

pentru orice x,y € (0,00) gi constantele a;j, b; € Ry (1,7 =1,2). Atunci, pentru

orice T' > 0 pentru care matricea

T2
M=—

9 [aijhgi,jg

este convergenta la zero, problema de control are cel putin o solutie (x*, y*, \*, u*)
cuz* >0 g y*>0.

Incheiem acest capitol cu o aplicatie la problema de control 1) a teoremei de
punct fix a lui Avramescu atunci cand f satisface o conditie Lipschitz doar in raport

cu prima variabila, iar g are o crestere logaritmica in a doua variabila.

Teorema 4.7. Fie p astfel incat

(4.12)

2max {|8], |vr|} +T20}

p > max {exp(1+max{|a|>|UT|})> exXp 2 _ T2

cu f,g:[0,p]> = R continue cu f(0,-) = 0. Presupunem cd

IN

alr —Z| pentru orice x, T,y € [0, pl,

9(ey)l < byl +c pentru orice € [0.4]. y € (0,0]

unde a < ﬁ% s1h < 7% Atunci problema are cel putin o solutie (x*,y*, \*, u*)
cuz,y" >0 gi||lz*]| oyl < o
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Capitolul 5

Metode de punct fix cu operatori
multivoci pentru probleme de

control

In acest capitol ne ocupam de probleme de control pentru ecuatiile de ordinul intai
de tip Kolmogorov, in care conditia de controlabilitate este data de o incluziune.
Folosim tehnica punctului fix bazata pe teoremele lui Nadler, Bohnenblust-Karlin gi
pe versiunea multivoca a teoremei lui Krasonselskii pentru o suma de doi operatori
[9,18,125]. Pentru alte tehnici de punct fix in teoria controlului ne referim la [7,30].
Acest capitol cuprinde trei sectiuni. In Sectiunea 5.1, prezentdm primul rezul-
tat care se refera la controlul ecuatiilor Kolmogorov de ordinul intai pentru cazul
multivoc, unde am utilizat teorema de punct fix a lui Nadler demonstrand existenta
solutiei intr-o bild de razi p a spatiului C[0,T] inzestrat cu norma Chebyshev. In
Sectiunea 5.2 am utilizat teorema de punct fix a lui Bohnenblust-Karlin consi-
derand in locul conditiei Lipschitz asupra functiei f, mai general, o conditie de
crestere cel mult liniara. In cele din urma, in Sectiunea 5.3 am prezentat o aplicatie
a versiunii multivoce a teoremei de punct fix a lui Krasonselskii obtinuta in [25].
Aceasta garanteaza existenta a cel putin unei solutii a problemei de control.
Rezultatele din acest capitol au fost publicate in A. Hofman [12].

Consideram problema de control

(t) =x(t)f(t,z(t)) — \x
x(()) =2 (51)
x>0pe [0,T], xp:=2x(T) € |a,b],

unde conditia de controlabilitate este de tip incluziune, mai precis z(7") € [a, b]. Aici

a,b € Ry iar A € R este parametrul de control.
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5.1. Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Nadler

5.1 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui
Nadler

Primul nostru rezultat este o teorema de existenta a solutiei (z, A) a problemei de
control cu x localizat intr-o bila de raza p a spatiului C'[0,7] inzestrat cu norma

Chebyshev ||z|| ., = max;eo1 |2 (2)]. In cele ce urmeazi considerdm notatiile:
a=Ina, f=Inb, up=Inzy, ur =Inzxr, R=Inp.

Pentru a demonstra rezultatul nostru avem nevoie de urmatoarea lema.

Lema 5.1. Fie (X,|| - ||) un spatiu normat, x1 $i xo € X si M o submulfime

marginita a lur X. Atunci avem
H((L’l +M,$2+M) S ||(L’1 —IL‘QH

Lema de mai sus se aplica atunci cand pentru un operator N, valoarea N (u) este

suma unei functii cu un interval de functii.

Teorema 5.1. Fie p > 0 gi functia f : [0,T] x [0,p] — R continua, astfel incat

f(-,0) =0 si urmatoarea condifie Lipschitz

|f(t,0) — f(t.0)] < Ljv —7], (5.2)
este satisfacuta pentru orice t € [0,T], v,v € [0,p], cu 0 < L < F%. In plus,
presupunem ca

p > exp (|uo| + max{p, |a|} +1). (5.3)

Atunci problema de control are cel putin o solutie (x*, \*) cuz™ > 0, ||z*|| ., < p

i
M e {% (uo _ 3+ /OTf(s,:E*(s))ds> | % (uo —a+ /OTf(s,m*(s))ds)]  (5.4)

5.2 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui
Bohnenblust-Karlin

Folosind teorema de punct fix a lui Bohnenblust-Karlin, nu avem nevoie ca f sa
satisfaca o conditie Lipschitz. In schimb vom presupune o conditie de crestere loga-

ritmica.
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5.3. Aplicatie a teoremei de punct fix a lui Krasnoselskii

Teorema 5.2. Presupunem ca functia f :[0,T] x [0, p] = R este continud si satis-
face conditia de crestere
|f(t,0)] <1 [Ino] + 1, (5.5)

pentru orice t € [0,T], v € (0, p] si unele constante l1,lo € Ry culy < % In plus,

T
o2 exp ((”—12) , (5.6)

sa presupunem ca

1-4LT
unde C' = |up|+max{f, |a|}. Atunci problema de control are cel putin o solutie
(2", X) cux* >0, |lz*|| o < p si \* satisfacind (5.4)).

Lema 5.2. Fie N un operator multivoc de la D C C[0,T], la submultimile lui
C'[0,T] definit prin

unde T' : D — C'[0,T] este un operator univoc continuu si prin = |«, 3] intelegem

multimea de functii continue

{zeC[O,T]: 2 (8) :%g, ¢ e [a,m}.

Atunci operatorul multivoc N este superior semicontinuu.

5.3 Aplicatie a teoremei de punct fix a lui

Krasnoselskii

Motivati de expresia operatorului I'(u), care contine atat termeni integrali de tip
Volterra, cat si de tip Fredholm, in cele ce urmeaza vom utiliza versiunea multivoca

a teoremei de punct fix a lui Krasnoselskii pentru suma a doi operatori.

Teorema 5.3. Fie f:[0,T] x [0, p] — [-C,C] continua si
[f(t,v) = f(t, )] < Llv -7, (5.7)
pentru orice v,v € [0, p|, t € [0,T], unde C, L > 0. In plus, presupunem cd
p > exp (lug| + max{s, |a|} + 2TC). (5.8)

Atunci problema de control are solutii (z*, \*) cu a* > 0, ||2*||oc < p i A* ca

in (5.4).

In comparatie cu rezultatul dat de Teorema , in acest caz, nu exista nici o

restrictie asupra constantei Lipschitz L.
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Capitolul 6

Algoritmi pentru rezolvarea
problemelor de control relative la

sisteme Kolmogorov

In acest capitol, vom utiliza metoda sub si supra solutiilor pentru a construi un
algoritm iterativ care permite obtinerea solutiei problemei de control pentru sis-
teme de tip Kolmogorov. Vom demonstra ca, sub ipoteza unor conditii relativ
simple, algoritmul propus este convergent catre solutia problemei. Rezultatul pri-
vind convergenta algoritmului reprezinta totodata un rezultat de existenta pentru
problema de control.

Pe parcursul acestui capitol, studiem doua tipuri de sisteme de tip Kolmogorov.
Aceste sisteme depind de un parametru real A\, care reprezinta variabila de control,
iar scopul nostru este gasirea unei solutii (z,y) astfel incat urmatoarea conditie de

control sa fie satisfacuta:
o(r,y) = 0.

Functia ¢ : C([0,T]; R?) — R este o functie continui, generali, care satisface anu-
mite conditii specifice. Un exemplu relevant in practica de alegere a lui ¢ este

urmatorul

e(z,y) = ax(T) + By(T) —v, unde a, 8,7 € R.

Algoritmul pe care il propunem in cele ce urmeaza necesita ca problema de
control (sistemul) sa satisfaca doua cerinte fundamentale: pentru orice valoare a lui
A, sa admita o solutie unica gi ca aceasta solutie sa depinda continuu de parametrul
A. Aceste cerinte sunt esentiale pentru a asigura stabilitatea si convergenta metodei
propuse.

Acest algoritm se aplica in prezenta unei subsolutii (z, y, 0) si a unei suprasolutii

(Z,7,1) a problemei de control.

Tripletul (z,y,0) este o subsolutie a problemei de control daca (z,y) este solutie
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a problemei Cauchy si o(z,y) < 0 iar (7,7, 1) este o suprasolutie a problemei de
control daca (Z,7) este solutie a problemei Cauchy si ¢(Z,7y) > 0.

Forma generala a algoritmului este urmatoarea:

Algoritm 1 (Metoda bisectiei).

Pasul 1. Initializam A\, := 0, Ao =1, Tyi=2, Y, =Y To:=T

N

S
Il

<

Pasul 2. La orice iteratie k > 1, definim

_ A_q Py

Ak 5 ,

si rezolvam sistemul pentru A := X\i., obtinand solutia (zy,yx). Dacd o(xg, yx) < 0,

atunct pentru urmatorul pas alegem

A= Aoy Ap = M1, Ty = T, Y, = Yky Tk = Tp-1, U = Yp—1,
altfel, daca p(xg, yx) > 0 vom considera

A= N A= My Ly =Ly g, Y =Y, Tho= Tk, G = Uk

tar mai apot repetam Pasul 2 pentru k =k + 1.
Pasul 8 (Conditia de oprire).

Algoritmul se opreste atunci cand

‘90<xk7 yk)‘ < 57

unde & > 0 reprezintd o eroare acceptata.

Capitolul de fats este structurat in doud sectiuni. In Sectiunea 6.1, utilizim al-
goritmul bisectiei pentru a determina o solutie a unei probleme de tip Kolmogorov de
ordinul intai, astfel incat conditia de control sa fie indeplinita. Vom stabili conditiile
in care sistemul admite o solutie unica si vom demonstra ca aceasta depinde continuu
de parametrul de control. De asemenea, vom demonstra convergenta algoritmului
bisectiei, obtinand astfel o solutie pentru problema de control considerata.

Rezultatele din aceasta sectiune au fost publicate in lucrarea A. Hofman [11].

Pentru Sectiunea 6.2 vom proceda intr-un mod similar cu cel din prima sectiune,
insa pentru un sistem de tip Kolmogorov de ordinul doi. In acest context, utilizand
metoda sub si supra solutiilor, vom adapta algoritmul bisectiei pentru problema
considerata si vom demonstra convergenta acestuia. De asemenea, vom analiza atat

algoritmul prin care se obtine o solutie exacta, cat si un algoritm aproximativ.
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Rezultatele din aceasta sectiune au fost publicate in lucrarea A. Hofman [10].

6.1 Metoda sub si supra solutiilor pentru

sisteme de tip Kolmogorov de ordinul intai

In cele ce urmeaza, vom prezenta problema de control careia ii vom aplica algoritmul
bisectiei. Pentru inceput, consideram o problema cu controlul ratei de crestere a

primei ecuatii, anume problema

2(t) = x(6) f(x(t), y (1)) — A
y'(t) = y(t)g(x(t),y(t)) (6.1)
z(0) = zo, y(0) = yo.

Aici X este constant, iar conditia de controlabilitate este

o(z,y) =0,

unde functia ¢ se presupune a fi continua.
Pentru a putea utiliza algoritmul de mai sus, este necesar, in primul rand, sa
determinam conditiile in care problema (6.1)) admite o solutie unica i mai mult,

aceasta este dependenta continuu de parametrul .

Lema 6.1. Presupunem cd f,g : R? — R sunt functii Lipschitz continue si cd
If| < Cf, 9| < C,. Atunci, pentru orice A € R, problema Cauchy (6.1) admite o

solutie unica, care depinde continuu de parametrul \.

Pentru a putea utiliza algoritmul de mai sus, este necesar, in primul rand, sa
determinam conditiile in care problema (6.1)) admite o solutie unica si mai mult,

aceasta este dependenta continuu de parametrul .

Lema 6.2. Presupunem cd f,g : R> — R sunt functii Lipschitz continue si cd
If| < Cf, 9| < C,. Atunci, pentru orice A € R, problema Cauchy (6.1) admite o

solutie unica, care depinde continuu de parametrul .
Alternativ, avem

Lema 6.3. Fic f,g:R? — R astfel incdt functiile xf(x,y) si yg(x,y) sunt
Lipschitz continue pe spatiul R*. Atunci pentru orice X € R, problema Cauchy (6.1)

are o solutie unica ce depinde continuu de parametrul \.

Din Lemele [6.2]51[6.3] obtinem doua rezultate de convergenta bazate pe Algorit-
mul [1
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Teorema 6.1. Presupunem cd f,q : R?> — R sunt functii Lipschitz continue pe R?

sicalf| <, gl <C,. In plus, presupunem ci
©(51(0), 52(0)) < 0 i 9(S1(1), S2(1)) > 0. (6.2)

Atunci, Algoritmul [1] este convergent catre o solutie a problemei de control.
In mod similar, folosind Lema se poate demonstra rezultatul urmator.

Teorema 6.2. Fie f,g:R?* — R astfel incat functiile xf(x,y), yg(x,y) sunt
Lipschitz continue pe spatiul R?. Dacd (6.2) are loc, atunci algoritmul este convergent

la o solutie a problemei de control.

6.2 Metoda sub si supra solutiilor pentru

controlul sistemelor de tip Kolmogorov de ordinul
doi

In acest’ Subsectiune, folosind o abordare similara cu cea precedenta, vom introduce
o metoda de sub si supra solutii pentru controlul sistemelor Kolmogorov de ordinul
doi. Sunt definiti doi algoritmi iterativi, unul exact si altul aproximativ si se studiaza
convergenta lor. Metoda de lucru utilizeaza tehnica punctului fix bazata pe teorema
lui Perov, matrice convergente la zero si norme de tip Bielecki.

Asadar ne ocupam de probleme de control de tipul

(29) = fate),ul0), )

v\ (6.3)
(48) = gla(t), y(®), ),
unde t € [0,77], avand conditiile initiale
2(0) = a, 2'(0)=0, y(0) =0, y'(0) =0, (6:4)

unde a,b > 0. Aici A este un vector din R™, A = (A1, A, ...., \yp). Astfel de pro-
bleme au aplicatii in diverse domenii, in special in biomatematica. Conditia de

controlabilitate considerata este de forma

unde ¥ : R? — R este o functie continua. De exemplu, putem considera

U(s,7) =s—kr sau VY(s,7)=s—Fk,
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cu k este o constanta data.
Pentru inceput, vom prezenta notiunile de sub si supra solutie pentru astfel de

probleme de control (vezi [23], [11]).

Definitia 6.1. Numim subsolutie a problemei de control, tripletul (z,y,\) unde

(z,y) este o solufie a problemei Cauchy cu X = X si

U (z(T),y(T)) <0.

Definitia 6.2. Tripletul (Z,7,\) este o suprasolutie a problemei de control dacd

(Z,7) este solutie a problemei Cauchy cu X = \ si
(@(7),y(T)) > 0.

Sub si supra solutiile pot fi obtinute cu ajutorul computerului prin incercari
repetate pentru diferite valori ale variabilelor de control.

Pentru convergenta algoritmului, trebuie sa garantam ca problema Cauchy —
are o solutie unica pentru fiecare \ si ca aceasta depinde continuu de parametrul
A

Teorema 6.3. Fiea =1na, f=1Inb s
p = exp (1 +max{lal,[5]}). (6.5)

Presupunem cd f, g : R2xR™ — R sunt continue astfel incat f(0,y,\) =0, g(z,0,\)
0, pentru orice x,y € R, A € R™ i satisfac condititle Lipschitz

|f(x,y, )‘) - f(f7yv :u)|
9(x, ¥, ) — g(T, 9, p

IN

an|r —Z| + a2y — Y| + ais|A — pl,
)| < ag|r —T| + anly — Y| + as| A — pl,

pentru orice x,y,T,§ € R, A\, p € R™ si anumite numere nenegative a;; (i =1,2; j =

1,2,3). In plus, sa presupunem ca matricea

a11 Qai12

(6.6)

Q21 Q22

este convergenta la zero. Atunci pentru orice X € R™ problema Cauchy —
are o solutie unica (x,y) ce satisface ||z|| < p si ||yl < p si depinde continuu de

parametrul \.

In cele ce urmeaza, prezentam un algoritm care, in limita, converge catre solutia
problemei de control. Il numim algoritm exact, deoarece, repetand procesul de un

numar (posibil infinit) de ori, se ajunge la solutia problemei.
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6.2.1 Algoritmul exact.

Fie (z,y,2) si (7,7, ) sub si supra solutii ale problemei de control cu A < .
Pasul 1. Initializare A, := A, Ao = A, To=12, Y, =Y To =7, Yy:=71.
A1+ Akt

Pasul 2. La orice iteratie k£ > 1, definim A\, := 5

(6.3)-(6.4) pentru A = A,. Obtinem o solutie

si rezolvam problema

(xlm yk) - (651(>\k)7 652()\k))'

Daca VY (zk(T),yx(T)) < 0, punem
A= My A= o1, Ty = Tk, Y = Yk ko= Thet, Ug = Gpens
altfel, pentru U(x, (1), yx(T)) > 0, luam

A = A1y Ak = Mg, Iy, = Ty, Y. =Y. Tk 1= Ty Y = Yk

si repetam Pasul 2 pentru k := k + 1. Evident, daca ¥ (zx(T),yx(T)) = 0, avem
solutia si am terminat.
Pasul 3 (Conditia de oprire).

Algoritmul se opreste atunci cand

|\I]<xk7 yk)| < 67

pentru o anumita eroare acceptata o > 0.

Folosind Teorema [6.3| putem demonstra convergenta algoritmului de mai sus.

Teorema 6.4. In ipotezele Teoremer algoritmul este convergent la o solutie a

problemei de control.

In continuare presupunem ca problema Cauchy poate fi rezolvata aproximativ

cu o eroare dorita €. In aceasta situatie, algoritmul se modifica dupa cum urmeaza.

6.2.2 Algoritmul aproximativ.

Fie ¢ > 0 o eroare admisibila, (z,y, Z) si (%, v, ;\) sub si supra solutii ale problemei

Cauchy cu o eroare €.

~

Pasul 1. Initializare )\, := Z, Ao = /_\7 Ty =1, Y, = Y, To =T, Yy :=7.
Apr Akt

2
mativ problema Cauchy si gasim solutia aproximativa (T, U )-

Pasul 2. La orice iteratie £ > 1, definim A\, := si rezolvam aproxi-
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Daca W(2,(T),y,(T)) <0, atunci punem
Ap =Ny Ak = Aoty Ty, o= Tk, Uy o= Uk Tk o= Tho1, Yp = Upots

altfel, daci W(Z(T),7,(T)) > 0 ludm

Ap = A1y Ak t= Ay Ly = 2, Y =Y, 1 Tk = Tk, Yp = Uk,

si repetam Pasul 2 pentru k := k + 1.
Pasul 3 (Conditia de oprire).

Algoritmul se opreste atunci cand

pentru o anumita eroare admisa o > 0.

Teorema 6.5. In ipotezele Teoremei daca in plus ¥ satisface
|\Il(t, s) — \IJ(E,E)| < L([t —t| +|s —3|),

pentru orice t,t, s,5 € R, atunci algoritmul aprozimativ ne furnizeaza tripletul (z*, y*, \*),
unde \* = limy_,00 A, = limg_00 Xk, iar perechea (x*,y*) este solutia exacta a pro-

blemei Cauchy pentru A = \* si
U(x*(T),y"(T)) € [-2¢L,2eL]. (6.7)

Remarca 6.1. (a) Conform estimarii condifia de controlabilitate este

satisfacuta cu o eroare de 2¢ L.

(b) Daca (Z*,5*) este o solutie aproximativa corespunzatoare lui A = \*, cu eroarea
€, atunci

(& (T),5*(T)) € [~4eL,4eL]. (6.8)

Intr-adevdr, avem cd

(W (2 (T), y(T) =¥ (@ (T), g"(T))| < L(l2*(T)=2"(T)|+]y*(T) =y (T)]) < 2¢L.
Rezultd cd

—deL < W(x*(T),y*(T))=2eL < W(F(T), 57 (T)) < U(a*(T), y*(T))+2L < 4eL,

adicd .
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