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1.4.2 Polinomul Poincaré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
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3.3 Funcţii Morse discrete Z-perfecte definite pe 2-complexe . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Introducere

Teoria Morse discretă a fost formulată de Robin Forman ı̂ntr-o serie de lucrări din perioada
1995-2003, articolul de referinţă fiind [31]. O prezentare detaliată a acestui subiect se poate găsi, de
asemenea, ı̂n lucrările [30], [35]. Lucrările [33], [36] conţin extinderi ale acestei teorii, ı̂n timp ce ı̂n
lucrările [37], [39], [61] apar unele aplicaţii.

Teoria Morse discretă se formulează foarte clar ı̂n limbajul CW-complexelor. În această lucrare
vom prezenta, pe scurt, noţiuni şi rezultate fundamentale referitoare la CW-complexe. Acestea repre-
zintă un tip de spaţii topologice introduse de J.H.C. Whitehead ı̂n [92], [93], cu scopul de a satisface
unele cerinţe ce apar ı̂n mod natural ı̂n teoria omotopiei.

Lucrarea este structurată ı̂n 4 capitole care asigură unitatea conţinutului şi relevanţa tematicii
cercetate. Lucrarea are la bază o bibliografie cu 93 referinţe.

Capitolul 1 este structurat ı̂n patru secţiuni şi are ı̂n principal un caracter monografic. Obiectivul
principal al acestui capitol este de a prezenta, ı̂ntr-o formă succintă, noţiunile şi rezultatele de bază
ce vor fi utilizate ı̂n capitolele următoare.

Acest capitol se bazează pe publicaţiile lui R. Forman [31], [32], G. Cicortaş [20], D. Andrica [2].
Capitolul 2 este structurat ı̂n patru secţiuni şi conţine rezultatele originale ale autorului obţinute

ı̂n studiul caracteristicii Morse-Smale pentru funcţii Morse discrete definite pe: cercul unitate S1,
sfera 2-dimensională S2, planul proiectiv real P 2(R), sticla lui Klein K = P 2(R)#P 2(R), banda lui
Möbius M , torul T 2 = S1 × S1, torul cu 2 găuri T2 = T 2#T 2, pălăria lui Dunce DH, rezultate
menţionate ı̂n lucrările lui I.C. Lazăr şi V. Revnic [57], V. Revnic [81]. Capitolul se bazează pe
lucrările lui D. Andrica [2], R. Forman [31], T. Lewiner [59], [60], I.C. Lazăr şi V. Revnic [57], V.
Revnic [81].

Capitolul 3 este structurat ı̂n 4 secţiuni şi are un caracter monografic. Sunt prezentate noţiuni
de teorie Morse discretă, definiţii şi proprietăţi ale funcţiilor Morse discrete perfecte pe complexe
2-dimensionale. Capitolul se bazează pe lucrările lui M. Armstrong [10], J. Hopcroft şi R.E. Tarjan
[53], H. Lopes, J. Rossignac, A. Safonova, A. Szymczak şi G. Tavares [65], T. Lewiner [59], [60], [61],
J.R. Munkeres [79], R. Ayala, D. Fernandez-Ternero şi J.A. Vilches [11].

Capitolul 4 este structurat ı̂n patru secţiuni şi conţine aspecte cu caracter monografic referitoare
la optimalitate obţinută prin folosirea complexelor de lanţuri ı̂n teoria Morse discretă. Acest capitol
se bazează pe publicaţiile lui H. Molina-Abril şi P. Real [73], [74], [75], A. Hatcker [50], R. Ayala,
D. Fernandez-Ternero şi J.A. Vilches [11], M.M. Cohen [21], M. Desbrun, E. Konso şi Y. Tong [24],
S. Eilengerg şi S. Mac Lane [29], R. Forman [30], [31], [38], E.E. Moise [77], F. Sergeraert [85], T.
Lewiner, H. Lopes, G. Tavares şi L. Matmidia [63].

Nu aş vrea să ı̂nchei această introducere fără a mulţumi domnului prof. univ. dr. Dorin Andrica,
conducătorul meu ştiinţific, pentru observaţiile, sugestiile, sprijinul substanţial şi amabilitatea cu
care a răspuns ı̂ntotdeauna solicitărilor mele pe parcursul stagiului de elaborare a prezentei lucrări.
Domnului conf. univ. dr. Cornel Pintea, domnului conf. univ. dr. Paul Blaga, doamnei lect. univ.
dr. Liana Ţopan, le adresez mulţumiri pentru observaţiile pertinente, sugestiile deosebit de utile şi
ajutorul acordat ı̂n realizarea acestei lucrări, ı̂n calitate de membri ai comisiei de ı̂ndrumare. Doresc
de asemenea să adresez sincere mulţumiri membrilor Catedrei de Geometrie de la Universitatea
Babeş-Bolyai din Cluj-Napoca, pentru ı̂ncrederea şi sprijinul acordat ı̂n realizarea acestei teze.
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Capitolul 1

Teorie Morse pentru CW-complexe
regulare

1.1 CW-complexe, CW-complexe regulare

Vom considera doar CW-complexe finite. CW-complexele sunt formate din celule. Pentru a le
defini riguros, considerăm următoarele mulţimi:
Bn = {x ∈ En : |x| ≤ 1}, bila unitate ı̂nchisă din spaţiul Euclidian n-dimensional
S(n−1) = {x ∈ En : |x| = 1}, frontiera bilei Bn (sfera unitate (n− 1)-dimensională).

Definiţia 1.1.1 O n-celulă este un spaţiu topologic care este omeomorf cu intBn.
O n-celulă ı̂nchisă este un spaţiu topologic care este omeomorf cu Bn.

Dacă σ este o n-celulă ı̂nchisă, atunci cu σ̇ notăm submulţimea lui σ corespunzătoare sferei
S(n−1) ⊂ Bn printr-un omeomorfism ı̂ntre Bn şi σ.

Definiţia 1.1.2 O celulă este un spaţiu topologic care este o n-celulă pentru un n oarecare.
Operaţia fundamentală pentru CW-complexe este aceea de ataşare de celule.

Definiţia 1.1.3 Fie X un spaţiu topologic, σ o n-celulă şi f : σ̇ → X o funcţie continuă.
Fie X

⋃
f σ suma disjunctă dintre X şi σ, factorizată ı̂n raport cu relaţia de echivalenţă prin care

un punct s ∈ σ̇ se identifică cu f(s) ∈ X.
Spunem că spaţiul X

⋃
f σ a fost obţinut din X prin ataşarea celulei σ iar funcţia f este numită

aplicaţie de ataşare.

De fapt, prin acest proces σ este lipită lui X prin intermediul frontierei sale. Trebuie remarcat
faptul că aplicaţia de ataşare trebuie definită pe ı̂ntreg σ̇, asta ı̂nseamnă că toată frontiera lui σ
trebuie lipită de X.

Tipul de omotopie al spaţiului X
⋃

f σ depinde doar de tipul de omotopie a lui X şi de clasa de
omotopie a lui f .

Exemplul 1.1.4 Dacă X este un cerc, atunci Figura 1.1(i) ne arată cum poate fi ataşată o 1-celulă
la cerc. Ataşarea unei 1-celule la cerc nu ne poate conduce la spaţiul ilustrat ı̂n Figura 1.1(ii) deoarece
nu ı̂ntreaga frontieră este lipită de cerc.
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Figura 1.1. (i) 1-celulă ataşată la cerc; (ii) 1-celulă neataşată la cerc

Definiţia 1.1.5 Un spaţiu X este un CW-complex dacă se construieşte prin ataşări succesive de
celule, ı̂n felul următor:

1. Pornim cu o mulţime discretă X0, ale cărei puncte vor fi privite ca 0-celule şi se vor numi
vârfuri.

2. Inductiv, formăm scheletul de ordin n, notat Xn, ataşând spaţiului Xn−1, n-celulele en
α cu

aplicaţiile de ataşare ϕα : Sn−1 → Xn−1. Notăm Xn = Xn−1

⋃
α e

n
α.

3. Putem să oprim acest algoritm luând X = Xn pentru un anumit n <∞ sau putem continua,
luând X =

⋃
nXn. O mulţime A ⊂ X este deschisă (̂ınchisă) dacă şi numai dacă A∩Xn este deschisă

(̂ınchisă) ı̂n X, pentru orice n.
Dacă X = Xn se spune că X este un CW-complex finit dimensional, iar n este dimensiunea

lui. Altfel, X este infinit dimensional.
Şirul X0, X1, X2, . . . , Xn−1, Xn, . . . formează o CW-descompunere a spaţiului X.

Exemplul 1.1.6 1) Un complex celular 1-dimensional X = X1 se numeşte graf. El constă dintr-un
anumit număr de vârfuri, care sunt 0-celule, cărora li se ataşează muchiile, acestea fiind 1-celulele
complexului X.

Definiţia 1.1.7 Un complex simplicial finit este format dintr-o mulţime de vârfuri V şi o familie
K de submulţimi ale lui V , cu următoarele proprietăţi:

(i) V ⊆ K
(ii) dacă α ∈ K şi β ⊆ α, atunci β ∈ K.

Notăm complexul simplicial cu K. Elementele lui K le numim simplexe. Dacă α ∈ K conţine
d + 1 vârfuri liniar independente spunem că dimensiunea lui α este d sau că α este un d-simplex şi
notăm α(d). Dacă β ⊂ α, spunem că β este o faţă a lui α şi notăm β ≺ α sau α � β. Observăm că
un d-simplex este o d-celulă.

2) Un complex simplicial finit va fi un CW-complex, ı̂n care CW-descompunerea este formată din
simplexe ı̂nchise.

Într-un CW-complex X orice celulă va avea o aplicaţie caracteristică Φα : en
α → X, care extinde

aplicaţia de ataşare ϕα, iar Φα|en
α

este un omeomorfism.
Un subcomplex al unui CW-complex X este o submulţime ı̂nchisă A a lui X care este o reuniune

de celule ale lui X. Orice subcomplex A este, la rândul său, un CW-complex.
De exemplu, orice schelet Xn este un subcomplex al CW-complexului X.
Dacă A este un subcomplex al lui X spunem că (X,A) este o CW-pereche.
Un CW-complex este finit dacă are un număr finit de celule. Orice astfel de CW-complex este

compact, deoarece prin ataşarea unei celule compactitatea se păstrează. Reciproc, orice subspaţiu
compact al unui CW-complex este conţinut ı̂ntr-un subcomplex finit.

Menţionăm câteva proprietăţi ale CW-complexelor:
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Teorema 1.1.8 Orice spaţiu CW-complex este un spaţiu topologic normal şi ı̂n particular Hausdorff.

Teorema 1.1.9 Orice punct ı̂ntr-un CW-complex admite vecinătăţi deschise contractibile, deci CW-
complexele sunt spaţii local contractibile. În particular, CW-complexele sunt spaţii local liniar conexe.

Teorema 1.1.10 Orice CW-complex finit X este retract euclidian de vecinătate, adică pentru un
anumit n există o scufundare i : X → Rn astfel ı̂ncât i(X) este retract al unei vecinătăţi ı̂n Rn.

Teorema 1.1.11 O varietate netedă compactă este omotopic echivalentă cu un CW-complex finit.

Fie M un CW-complex finit, K mulţimea celulelor din M şi Kp mulţimea celulelor de dimensiune
p.

Vom utiliza următoarele notaţii.
(i) σ(p) este o σ celulă de dimensiune p.
(ii) σ ≺ τ , σ este o faţă a lui τ dacă σ 6= τ şi σ ⊂ τ , unde τ este ı̂nchiderea lui τ .
(iii) σ � τ dacă σ ≺ τ sau σ = τ .
Presupunem că σ(p) este o faţă a lui τ (p+1).
Fie B bila ı̂nchisă de dimensiune p+ 1 şi h : B →M funcţia caracteristică pentru τ , adică h este

funcţia continuă care duce interiorul lui B omeomorf ı̂n τ .

Definiţia 1.1.12 Spunem că σ(p) este o faţă regulară a lui τ (p+1) dacă:
(i) restricţia h : h−1(σ) → σ, x 7→ h(x) este un omeomorfism;
(ii) h−1(σ) este o p-bilă ı̂nchisă.
În caz contrar spunem că σ(p) este o faţă iregulară a lui τ (p+1).

Definiţia 1.1.13 M este un CW-complex regular dacă toate feţele sale sunt regulare.
În particular, orice complex simplicial este CW-complex regular.

Presupunem σ(p) este o faţă regulară a lui τ (p+1). Alegem câte o orientare pentru fiecare celulă
din M şi considerăm σ, τ elemente din grupurile Cp(M,Z) şi Cp+1(M,Z). Avem

〈∂τ, σ〉 = ±1,

unde 〈∂τ, σ〉 este numărul de incidenţă a lui τ şi σ.

Teorema 1.1.14 Presupunem că τ (p+1) � σp � ν(p−1), atunci una dintre următoarele afirmaţii este
adevărată:

(i) σ este o faţă iregulară a lui τ ;
(ii) ν este o faţă iregulară a lui σ;
(iii) există o p-celulă σ̃ 6= σ care verifică τ � σ̃ � ν.

Teorema 1.1.15 Fie M un CW-complex regular. Presupunem că pentru două numere p, r ≥ 1 avem
τ (p+r) � ν(p−1). Atunci există celulele p + r − 1 dimensionale σ(p) şi σ̃(p) care verifică următoarele
relaţii:

σ̃ 6= σ, τ � σ � ν, τ � σ̃ � ν.

Definiţia 1.1.16 Două CW-complexe M , N sunt izomorfe dacă există un omeomorfism h : N →
M care aplică fiecare celulă a lui N omeomorf pe o unică celulă a lui M .

Spunem că M̃ este o subdiviziune a lui M dacă există un omeomorfism h : M̃ →M care aplică
fiecare celulă a lui M̃ ı̂ntr-o unică celulă a lui M . Spunem că M şi N sunt echivalente dacă există
o subdiviziune finită M̃ a lui M şi o subdiviziune finită Ñ a lui N astfel ı̂ncât M̃ şi Ñ sunt izomorfe.
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Următoarea noţiune va juca un rol central ı̂n consideraţiile următoare.

Definiţia 1.1.17 Fie M un CW-complex şi σp ≺ τ (p+1) două celule ale lui M cu proprietăţile
următoare:

(i) σ este faţă regulară a lui τ ;
(ii) σ nu este faţă pentru nici o altă celulă.
Fie N = M \ (σ ∪ τ). Vom spune că M colapsează ı̂n N .
Mai general, spunem că M colapsează ı̂n N şi scriem M ↘ N , dacă N se obţine din M printr-un

număr finit de operaţii ca mai sus.

1.2 Funcţii Morse discrete pe CW-complexe

Considerăm M un CW-complex finit. Fie K mulţimea celulelor din M şi Kp mulţimea celulelor

de dimensiune p. În lucrarea [31] R. Forman defineşte noţiunea de funcţie Morse discretă şi cea de
punct critic al unei astfel de funcţii.

Definiţia 1.2.1 O funcţie Morse discretă pe M este o funcţie f : K → R care pentru orice σ ∈ Kp

verifică:
(i) Dacă σ(p) este o faţă iregulară a lui τ (p+1) atunci f(τ) > f(σ). Mai mult, avem:

#{τ (p+1) � σ(p) | f(τ) ≤ f(σ)} ≤ 1.

(ii) Dacă ν(p−1) este o faţă iregulară a lui σ(p) atunci f(ν) < f(σ). Mai mult, avem:

#{ν(p−1) ≺ σ(p) | f(ν) ≥ f(σ)} ≤ 1.

Cu alte cuvinte, există cel mult o (p + 1)-celulă şi cel mult o (p − 1)-celulă astfel ca f(σ) să fie
”echilibrată” de valorile funcţiei f pe celulele respective.

Notăm faptul că o funcţie Morse discretă nu este o funcţie continuă pe K.

Definiţia 1.2.2 Fie f o funcţie Morse discretă pe M . Spunem că σ ∈ Kp este un punct critic de
index p dacă avem

(i) #{τ (p+1) � σ(p) | f(τ) ≤ f(σ)} = 0;
(ii) #{ν(p−1) ≺ σ(p) | f(ν) ≥ f(σ)} = 0.
Numărul real f(σ) se numeşte valoare critică a lui f .

Exemplul 1.2.3 Dacă M este regular atunci din Definiţiile 1.2.1 şi 1.2.2 rezultă că minimul lui f
trebuie să fie un vârf, care trebuie să fie punct critic de index 0. Acest lucru se obţine din faptul că
dacă p ≥ 1, atunci fiecare p-celulă are cel puţin 2 feţe (p− 1)-dimensionale.

Exemplul 1.2.4 Dacă M este o varietate n-dimensională triangulată fără frontieră atunci maximul
lui f este o n-faţă, care trebuie să fie un punct critic de index n.

Această proprietate rezultă din faptul că dacă p ≤ n− 1, atunci fiecare p-celulă este o faţă a cel
puţin 2 celule (p+ 1)-dimensionale.

Din Definiţia 1.2.2 avem că σ nu este o p-celulă critică dacă şi numai dacă una dintre următoarele
condiţii este adevărată:

(i) există τ (p+1) � σ(p) astfel ı̂ncât f(τ) ≤ f(σ);
(ii) există ν(p−1) ≺ σ(p) astfel ı̂ncât f(ν) ≥ f(σ).

Lema 1.2.5 Condiţiile (i) şi (ii) nu pot avea loc simultan.
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Orice CW-complex M admite o funcţie Morse discretă, considerând, de exemplu

f : K → R, f(σ) = dim(σ).

În acest caz, orice celulă va fi un punct critic al lui f .
O funcţie Morse discretă pe un CW-complex poate induce o funcţie Morse discretă pe un sub-

complex al acestuia. Reciproc, o funcţie Morse discretă definită pe un subcomplex se poate extinde
la ı̂ntreg complexul celular.

Propoziţia 1.2.6 Fie M un CW-complex şi N un subcomplex al său. Restricţia oricărei funcţii
Morse discrete pe M la N este o funcţie Morse discretă. Dacă σ ⊆ N este un punct critic al lui f ,
atunci σ este un punct critic al lui f |N .

Demonstraţia rezultă direct din Definiţiile 1.2.1 şi 1.2.2.

Propoziţia 1.2.7 Fie M un CW-complex şi N un subcomplex al său. Orice funcţie Morse discretă
pe N poate fi prelungită la o funcţie Morse discretă pe M .

Altfel spus, dacă f este o funcţie Morse discretă pe N , există o funcţie Morse discretă g pe M
astfel ı̂ncât g(σ) = f(σ), pentru orice σ ⊆ N .

Funcţia Morse g definită mai sus prezintă dezavantajul că orice faţă a lui M \N este punct critic.
În aplicaţii, este important să găsim funcţii care au mai puţine puncte critice.

Propoziţia 1.2.8 Fie M un CW-complex şi N un subcomplex astfel ı̂ncât M ↘ N . Fie f o funcţie
Morse discretă pe N şi c = max

σ⊆N
f(σ).

Funcţia f se poate prelungi la o funcţie Morse discretă pe M astfel ı̂ncât N = Mc şi f nu are
puncte critice ı̂n M \N .

Propoziţia 1.2.8 arată că n-simplexul standard ∆n admite o funcţie Morse cu un singur punct
critic, deoarece ∆n colapsează ı̂ntr-un vârf.

1.3 Teoremele lui Morse pentru CW-complexe regulare

Teoria Morse discretă pentru CW-complexe regulare a fost introdusă de R. Forman ı̂n [31]. În
aceeaşi lucrare, el a extins rezultatele obţinute la clasa CW-complexelor generale.

FieM un CW-complex regular şi f o funcţie Morse discretă peM . Pentru c ∈ R definim complexul
de subnivel c astfel:

Definiţia 1.3.1 Pentru c ∈ R definim:

Mc(f) = Mc =
⋃

f(σ)≤c

⋃
τ�σ

τ, σ ∈ K.

Mc este mulţimea tuturor celulelor unde f ia valori ≤ c, ı̂mpreună cu feţele lor.
În particular, Mc este un subcomplex a lui M .

Pentru a demonstra că o celulă σ ∈ K cu proprietatea f(σ) < c este conţinută ı̂n Mc, trebuie să
arătăm că există τ ∈ K astfel ı̂ncât σ ≺ τ şi f(τ) ≤ c.

Observăm că este suficient să considerăm doar τ cu proprietatea:

dim(τ) = dim(σ) + 1.

Acest lucru reiese din lema următoare.
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Lema 1.3.2 [31] Fie σ o p-celulă a lui M şi presupunem τ � σ. Atunci există o (p+ 1)-celulă τ̃ cu
proprietăţile σ ≺ τ̃ � τ , f(τ̃) ≤ f(τ).

Teorema 1.3.3 [31] Dacă a, b ∈ R astfel ı̂ncât [a, b] să nu conţină valori critice ale lui f , atunci Mb

colapsează la Ma, notat Mb ↘Ma.

Teorema 1.3.4 Dacă σ(p) este o celulă critică de dimensiune p cu f(σ) ∈ [a, b] şi [a, b] nu mai
conţine şi alte valori critice, atunci Mb este omotopic echivalent cu Ma la care se lipeşte o celulă de

dimensiune p de-a lungul frontierei (adică Mb este omotopic echivalent cu Ma

⋃
ėp

ep).

Fie Mp(f) numărul de puncte critice de index p ale lui f .
Numerele Mp se numesc numerele Morse ale lui f .
Din Teoremele 1.3.3 şi 1.3.4 rezultă următoarea proprietate.

Corolarul 1.3.5 M este omotopic echivalent cu un CW-complex care are exact Mp(f) celule de
dimensiune p.

Exemplul 1.3.6

Figura 1.2

În Figura 1.2, f−1(0) este un simplex critic de index 0, f−1(8) este un simplex critic de index 1.
Alte simplexe critice nu mai sunt, deci rezultă că M este omotopic echivalent cu un cerc, fapt evident
ce se observă şi din figură.

Exemplul 1.3.7

Figura 1.3

În Figura 1.3 avem un complex simplicial M pe care am definit o funcţie Morse discretă. Avem
2 simplexe critice f−1(0) şi f−1(9), şi alte simplexe critice nu există. Complexul simplicial M poate
fi construit succesiv ı̂n următorii paşi:
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Figura 1.4
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1.4 Inegalităţile lui Morse ı̂n variantă discretă

1.4.1 Algebra omologică a inegalităţilor lui Morse.
Ordonarea polinoamelor

Fie p ∈ R[T ], un polinom ı̂n variabila T , p = p0 + p1T + p2T
2 + . . .+ pnT

n.

Definiţia 1.4.1 Fie q ∈ R[T ], un alt polinom ı̂n T , q = q0 + q1T + q2t
2 + . . .+ qmT

m.
Spunem că p domină q, şi scriem p � q dacă seria formală

p(T )− q(T )

T + 1

este un polinom cu toţi coeficienţii pozitivi.

Relaţia � are următoarele proprietăţi:
1) ”�” este o relaţie de ordine parţială pe R[T ];
2) p � q implică p(−1) = q(−1);
3) ”�” este o relaţie de ordine aditivă, adică avem

p1 � q1, p2 � q2 implică p1 + p2 � q1 + q2

4) Presupunem că p � q şi fie r ∈ R[T ] un polinom cu coeficienţi pozitivi. Atunci pr � qr.
Relaţia p � 0 implică faptul că funcţia raţională

(p0 + p1T + p2T
2 + . . .+ pnT

n)(1 + T )−1

= (p0 + p1T + p2T
2 + . . .+ pnT

n)(1− T + T 2 − T 3 + . . .)

= p0 + (p1 − p0)T + (p2 − p1 + p0)T
2 + . . .

este un polinom cu coeficienţi pozitivi, adică au loc inegalităţile

p0 ≥ 0

p1 − p0 ≥ 0

p2 − p1 + p0 ≥ 0 (1.4.1)

. . . . . . . . . . . .

pn − pn−1 + pn−2 − . . .+ (−1)np0 ≥ 0.

Observaţia 1.4.2 De fapt, ultima inegalitate are loc cu egalitate deoarece p este divizibil cu T + 1,
adică avem ı̂n mod necesar p(−1) = 0.

Evident, avem p � 0 dacă şi numai dacă au loc relaţiile (1.4.1).

Observaţia 1.4.3 Dacă p � 0, atunci pj ≥ 0, j = 0, 1, . . . , n.

În general, aceste inegalităţi sunt mai slabe decât condiţia p � 0, după cum arată următorul
exemplu.

Exemplul 1.4.4 Polinomul p = 1 + T 3 are coeficienţi pozitivi, dar p � 0.

12



Relaţia p � q este echivalentă cu p− q � 0, deci cu relaţiile:

p0 ≥ q0

p1 − p0 ≥ q1 − q0

p2 − p1 + p2 ≥ q2 − q1 + q0 (1.4.2)

. . . . . . . . . . . .

pn−1 − pn−2 + pn−3 − . . .+ (−1)n−1p0 ≥ qn−1 − qn−2 + qn−3 − . . .+ (−1)n−1q0

pn − pn−1 + pn−2 − . . .+ (−1)np0 = qn − qn−1 + qn−2 − . . .+ (−1)nq0

Evident din p � q rezultă inegalităţile pj ≥ qj, j = 0, 1, . . .

Lema 1.4.5 Dacă p � q şi pentru un indice j avem pj ≥ qj, atunci pj−1 ≥ qj−1 sau pj+1 ≥ qj+1.

Lema 1.4.6 (Principiul lacunar al lui Morse) Fie p, q ∈ R[T ]. Presupunem că polinomul p conţine
numai puteri pare şi coeficienţii lui q sunt pozitivi. Atunci:

p � q ⇒ p = q.

1.4.2 Polinomul Poincaré

Fie K corp, Cq spaţiu vectorial peste K, dimK Cq <∞ şi dimK Cq = 0 pentru q suficient de mare.
Notăm:

C∗ =
⊕
q≥0

Cq.

Definiţia 1.4.7 Polinomul Poincaré asociat lui C∗ este:

PC∗ =
∑
q≥0

(dimK Cq)T
q.

Lema 1.4.8 (Euler-Poincaré-Morse) Fie C∗ un complex de lanţuri graduat finit dimensional peste
K şi H∗ = H∗(C) omologia lui C∗. Atunci

PC∗ � PH∗ .

1.4.3 Inegalităţile lui Morse

Fie K un corp, βi = dimHi(M,K) numerele Betti cu coeficienţi ı̂n K şi χ caracteristica
Euler-Poincaré ale CW-complexului regular M .

Teorema 1.4.9 (Inegalităţile tari ale lui Morse) Pentru orice j ≥ 0 au loc inegalităţile

mj −mj−1 + . . .±m0 ≥ βj − βj−1 + . . .± β0.

Din Teorema 1.4.9 rezultă imediat

Teorema 1.4.10 (Inegalităţile slabe ale lui Morse)
(i) Pentru orice j ≥ 0 avem:

mj ≥ βj.

(ii) χ(M) = β0 − β1 + β2 − . . .± βm = m0 −m1 +m2 − . . .±mm,
unde m este dimensiunea lui M .
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1.4.4 Câmpuri vectoriale de tip gradient

Cum putem atribui numere fiecărui simplex dintr-un complex simplicial astfel ı̂ncât să definim o
funcţie Morse discretă? În practică nu este necesar să definim funcţia Morse discretă. Este suficient
să găsim câmpul vectorial de tip gradient al respectivei funcţii Morse.

Considerăm exemplul din Figura 1.5.

Figura 1.5

Simplexele necritice apar ı̂n perechi. De exemplu, muchia f−1(1) nu este critică pentru că are un
vecin de dimensiune mai mică căruia i s-a atribuit o dimensiune mai mare şi anume, vârful f−1(2).
Analog, vârful f−1(2) nu este critic pentru că are un vecin de dimensiune mai mare căruia i s-a
atribuit o valoare mai mică, adică muchia f−1(1). Această ı̂mperechere este marcată printr-o săgeată
dinspre vârful f−1(2) ı̂nspre muchia f−1(1). În mod analog, considerăm o săgeată dinspre vârful
f−1(4) ı̂nspre muchia f−1(3) (Figura 1.6).

Figura 1.6. Câmpul vectorial de tip gradient al funcţiei Morse
prezentat ı̂n Figura 1.5

Acest proces poate fi aplicat oricărui complex simplicial cu o funcţie Morse discretă. Săgeţile sunt
desenate după cum urmează. Presupunem că α(p) este un simplex necritic cu β(p+1) � α care satisface
relaţia f(β) ≤ f(α). În acest caz, se desenează o săgeată de la α la β. În Figura 1.7 avem un exemplu
mai complicat. A se observa că funcţia Morse discretă din această figură are un vârf critic, f−1(0) şi
o muchie critică, f−1(11). Acest complex simplicial este omotopic echivalent cu un CW-complex cu
exact o 0-celulă şi o 1-celulă, adică cu un cerc.
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Figura 1.7. Un alt exemplu de câmp vectorial de tip gradient

Fiecare simplex α satisface exact una din următoarele proprietăţi:
1. α este coada a exact unei săgeţi;
2. α este vârful a exact unei săgeţi;
3. α nu este nici vârful nici coada vreunei săgeţi.
A se observa că un simplex este critic dacă nu este nici coada nici vârful vreunei săgeţi.
Cu aceste săgeţi se lucrează mult mai uşor decât cu funcţia Morse discretă originală. Acest câmp

vectorial de tip gradient conţine, de fapt, ı̂ntreaga informaţie despre funcţie de care avem nevoie ı̂n
majoritatea aplicaţiilor. Aşadar, dacă ni se dă un complex simplicial, nu e nevoie să găsim o funcţie
Morse discretă, ci doar câmpul vectorial de tip gradient.

Presupunem că am ataşat săgeţi simplexelor astfel ı̂ncât fiecare simplex să satisfacă exact una din
proprietăţile de mai sus. Cum ne dăm seama dacă respectiva mulţime de săgeţi este câmpul vectorial
de tip gradient al unei funcţii Morse discrete?

Fie K un complex simplicial cu o funcţie Morse discretă f . Nu caracterizăm câmpul vectorial
discret de tip gradient V al lui f ca fiind o colecţie de săgeţi, ci o colecţie de perechi de simplexe din
K, αp ≺ βp+1. Avem că αp ≺ βp+1 este ı̂n V dacă şi numai dacă f(β) ≤ f(α). Altfel spus, αp ≺ βp+1

se află ı̂n V dacă şi numai dacă am desenat o săgeată pentru care α reprezintă coada, iar β reprezintă
vârful săgeţii. Din proprietăţile funcţiei Morse discrete rezultă că fiecare simplex se află ı̂n cel mult
o pereche din V . Aceste observaţii intuitive pot fi formalizate ı̂n următoarea definiţie.

Definiţia 1.4.11 Un câmp vectorial discret pentru K este o colecţie de perechi de simplexe din
K, αp ≺ βp+1 astfel ı̂ncât fiecare simplex să se afle ı̂n cel mult o pereche din V .

Dacă se consideră un câmp vectorial neted pe o varietate netedă, este normal să studiem sistemul
dinamic indus prin fluxul de-a lungul câmpului vectorial. Acelaşi studiu poate fi făcut şi pentru un
câmp vectorial discret.

Se consideră un câmp vectorial discret al unui complex simplicial K. O V-cale este un şir de
simplexe

α
(p)
0 , β

(p+1)
0 , α

(p)
1 , β

(p+1)
1 , α

(p)
2 , . . . , β(p+1)

r , α
(p)
r+1

astfel ı̂ncât pentru fiecare i = 0, . . . , r, α ≺ β ∈ V şi βi � αi+1 6= αi. O asemenea cale este o cale
netrivială ı̂nchisă dacă avem r ≥ 0 şi α0 = αr+1. O V-cale pentru un câmp vectorial de tip gradient
V al unei funcţii Morse discrete, vom numi o cale de tip gradient a lui f .

Următoarea teoremă rezultă din această definiţie.

Teorema 1.4.12 Fie V un câmp vectorial de tip gradient al unei funcţii Morse discrete f . Un şir
de simplexe

α
(p)
0 , β

(p+1)
0 , α

(p)
1 , β

(p+1)
1 , α

(p)
2 , . . . , β(p+1)

r , α
(p)
r+1
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este o V-cale dacă şi numai dacă avem

αi ≺ βi � αi+1 pentru oricare i = 0, 1, . . . , r şi

f(α0) ≥ f(β0) > f(α1) ≥ f(β1) > . . . ≥ f(βr) > f(αr+1).

Cu alte cuvinte, căile gradient ale lui f sunt exact acele şiruri ”continue” de simplexe de-a lungul
cărora f este descrescătoare. În particular, această teoremă spune că dacă V este un câmp vectorial
de tip gradient atunci nu există V-căi netriviale ı̂nchise. Principalul rezultat al acestei secţiuni spune
că inversa acestei afirmaţii este adevărată.

Teorema 1.4.13 Un câmp vectorial discret V este un câmp vectorial de tip gradient al unei funcţii
Morse discrete dacă şi numai dacă nu există V-căi netriviale ı̂nchise.

Se poate observa asemănarea acestei teoreme cu o altă teoremă din domeniul grafurilor orientate.

Teorema 1.4.14 Fie G un graf orientat. Atunci există o funcţie strict descrescătoare cu valori reale
definită pe mulţimea vârfurilor dacă şi numai dacă nu există cicluri orientate.

Importanţa Teoremei 1.4.13 este subliniată ı̂n exemplul următor. Vom construi câmpul vectorial
discret pentru o triangulare a planului proiectiv real şi vom folosi această teoremă pentru a verifica
că acest câmp vectorial este un câmp vectorial de tip gradient.

Exemplul 1.4.15 Figura 1.8 (i) reprezintă o triangulare a planului proiectiv real P2.
A se observa că vârfurile de-a lungul frontierei cu aceleaşi etichete sunt considerate precum

muchiile a căror puncte de extrem au aceleaşi etichete. În Figura 1.8 (ii) este prezentat câmpul
vectorial discret V al acestui complex simplicial. Se poate observa că nu există V-căi ı̂nchise (pentru
că toate V-căile se ı̂ndreaptă ı̂nspre frontiera figurii şi nu există V-căi ı̂nchise pe frontieră). Astfel,
câmpul vectorial discret este un câmp vectorial de tip gradient. Singurele simplexe care nu sunt nici
coada nici capul vreunei săgeţi sunt vârful etichetat 1, muchia e şi triunghiul t. Planul proiectiv este
omotopic echivalent cu un CW-complex cu exact o 0-celulă, o 1-celulă şi o 2-celulă.

Figura 1.8.
(i) O triangulare pentru planul proiectiv real

(ii) Un câmp vectorial discret de tip gradient pentru P2
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1.4.5 Descrierea combinatorială a câmpurilor de tip gradient

Noţiunea de câmp vectorial gradient are o descriere pur combinatorială cu ajutorul căreia putem
reformula teoria Morse.

Prin diagrama Hasse a lui K ı̂nţelegem mulţimea parţial ordonată de simplexe din K. Ordo-
narea se face după relaţia faţă. Diagrama Hasse este un graf orientat. Vârfurile grafului se află ı̂n
corespondenţa 1-1 cu simplexele din K. Există o muchie directă de la β la α dacă şi numai dacă α
este o faţă de codimensiune 1 a lui β (Figura 1.9).

Figura 1.9. De la un câmp vectorial discret la o diagramă Hasse orientată

Fie V un câmp vectorial combinatorial. Modificăm graful orientat după cum urmează. Dacă
{α ≺ β} ∈ V , inversăm orientarea muchiei dintre α şi β, astfel ı̂ncât să meargă de la α la β (Figura
1.10). O V-cale poate fi considerată o cale orientată ı̂n acest graf modificat. Există ı̂n această diagramă
Hasse modificată şi unele căi orientate care nu sunt V-căi după cum le-am definit.

Figura 1.10. De la un câmp vectorial discret la o diagramă Hasse orientată

Teorema 1.4.16 Nu există V-căi netriviale ı̂nchise dacă şi numai dacă nu există căi orientate
netriviale ı̂nchise ı̂n diagrama Hasse orientată corespunzătoare.

Astfel, un câmp vectorial discret reprezintă, ı̂n limbaj combinatorial, o ı̂mperechere parţială a
diagramei Hasse. Un câmp vectorial discret este un câmp vectorial de tip gradient dacă această
ı̂mperechere parţială este aciclică ı̂n sensul de mai sus.

Vom reformula ı̂n continuare ı̂n acest limbaj câteva dintre teoremele precedente. Complicaţii pot
să apară pentru că mai sus nu s-a considerat şi mulţimea vidă. De obicei, mulţimea vidă este inclusă
ı̂n diagrama Hasse, fiind considerată un simplex de dimensiunea −1.

Teorema 1.4.17 Fie V o ı̂mperechere parţială aciclică pentru diagrama Hasse a lui K (presu-
punem că mulţimea vidă nu este ı̂mperecheată cu un alt simplex). Fie up numărul de p-simplexe
nêımperecheate. Atunci K este omotopic echivalent cu un CW-complex care are exact up celule de
dimensiunea p, pentru fiecare p ≥ 0.
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Un caz particular important este obţinut dacă V este o ı̂mperechere completă. Adică, dacă fiecare
simplex (de această dată se consideră şi simplexul vid) este ı̂mperecheat cu un alt simplex. În acest
caz, se obţine următorul rezultat.

Teorema 1.4.18 Fie V o ı̂mperechere completă şi aciclică a diagramei Hasse a lui K. Atunci K
colapsează la un vârf, astfel ı̂ncât K este, ı̂n particular, contractibil.
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Capitolul 2

Caracteristica Morse-Smale discretă

2.1 Funcţii Morse pe complexe simpliciale

Fie K un complex simplicial finit.

Definiţia 2.1.1 O funcţie f : K → R este o funcţie Morse discretă dacă pentru orice σ(p) ∈ K
au loc relaţiile:
(1) #{β(p+1) � α(p) | f(β) ≤ f(α)} ≤ 1 şi
(2) #{γ(p−1) ≺ α(p) | f(γ) ≥ f(α)} ≤ 1.

Exemplul 2.1.2 Considerăm două complexe simpliciale. Indicăm funcţiile scriind lângă fiecare sim-
plex ce valoare are funcţia pe acel simplex.

Figura 2.1

Funcţia de la (i) din Figura 2.1 nu este o funcţie Morse discretă deoarece latura f−1(0) ı̂ncalcă
regula (2) din definiţie, deoarece are 2 vecini cu dimensiune mai mică pe care funcţia ia valori mai
mari. Mai mult vârful f−1(5) ı̂ncalcă regula (1), deoarece are 2 vecini de dimensiune mai mare pe
care funcţia ia valori mai mici.

Funcţia de la (ii) din Figura 2.1 este o funcţie Morse discretă.
Trebuie remarcat faptul că o funcţie Morse discretă nu este o funcţie continuă pe K deoarece nu

am considerat nici o topologie pe K. Funcţia atribuie fiecarui simplex o singură valoare.

Reamintim faptul că un p-simplex α(p) este critic de index p dacă următoarele relaţii au loc:
(1) #{β(p+1) � α(p) | f(β) ≤ f(α)} = 0 şi
(2) #{γ(p−1) ≺ α(p) | f(γ) ≥ f(α)} = 0.
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Exemplul 2.1.3 În Figura 2.1 (ii): vârful f−1(0) şi latura f−1(5) sunt simplexe critice şi altele nu
mai sunt.

Dacă K este un complex simplicial m-dimensional cu o funcţie Morse discretă, atunci notăm cu
µj numărul de simplexe critice de index j.

Pentru orice corp F , notăm cu βj = dimHj(K,F ) numerele Betti ı̂n raport cu F , j = 0, 1, . . . ,m.
Atunci au loc inegalităţile slabe ale lui Morse:
(i) pentru orice j = 0, 1, . . . ,m (unde m este dimensiunea lui K), avem: µj ≥ βj.
(ii) µ0 − µ1 + µ2 − . . .+ (−1)mµm = β0 − β1 + β2 − . . .+ (−1)mβm = χ(K) (relaţia lui Euler).
Dar au loc şi inegalităţile tari ale lui Morse:
Pentru orice j = 0, 1, . . . ,m,

µj − µj−1 + . . .+ (−1)jµ0 ≤ βj − βj−1 + . . .+ (−1)jβ0.

Fie K un complex simplicial cu exact cj simplexe de dimensiune j, pentru orice j = 0, 1, . . . ,m,
unde m = dimK. Fie Cj(K,Z) spaţiul Zcj .

Mai precis Cj(K,Z) este grupul abelian liber generat de j-simplexele din K, fiecare simplex fiind
ı̂nzestrat cu o orientare.

Atunci pentru orice j există aplicaţiile frontieră ∂j : Cj(K,Z) → Cj−1(K,Z), care satisfac relaţia
∂j−1 ◦ ∂j = 0.

Atunci complexul de lanţuri

0 −→ Cm(K,Z)
∂m−→ Cm−1(K,Z)

∂m−1−→ . . .
∂1−→ C0(K,Z) −→ 0

determină omologia lui K. Pentru orice j = 0, 1, . . . ,m, definim: Hj(C, ∂) = Ker (∂j)/Im (∂j+1).
Atunci pentru orice j are loc izomorfismul: Hj(C, ∂) ∼= Hj(K,Z), unde Hj(K,Z) este omologia

singulară a lui K.

2.2 Operaţii cu funcţii Morse discrete

Fie f şi g două funcţii Morse discrete definite pe două complexe celulare K şi L, iar V şi W
câmpurile discrete de tip gradient pentru cele două funcţii.

Dacă L este un subcomplex al lui K atunci restricţia g = f |L este o funcţie Morse discretă pe L.
Dacă L este o subdiviziune pentru K, atunci putem construi g din f cu acelaşi număr de celule

critice. Acest lucru poate fi realizat prin rafinarea locală a câmpului discret de vectori de tip gradient
pentru fiecare celulă subdivizată, ca ı̂n Figura 2.2.

Figura 2.2. Rafinarea unui câmp discret de vectori de tip gradient

O demonstraţie completă a acestui lucru se poate găsi ı̂n [31, secţiunea 12].
Produsul cartezian K ×L a două complexe celulare este un complex celular care este definit prin

următoarele relaţii:
(αK , αL) ≺ (βK , βL)
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dacă αK = βk şi αL ≺ βL, sau αK ≺ βK şi αL = βL.
Un câmp discret de vectori de tip gradient V ×W poate fi definit pe produsul cartezian K × L

astfel ı̂ncât să admită
∑

q mq(f) ·mp−q(g) celule critice de index p, prin
dacă αK nu este critic, V (αK) = 0, (V ×W )({αK , αL}) = 0
dacă αK nu este critic, V (αK) = βK , (V ×W )({αK , αL}) = {βK , αL}
dacă αK este critic, V (αL) = 0, (V ×W )({αK , αL}) = 0
dacă αK este critic, V (αL) = βL, (V ×W )({αK , αL}) = {αK , βL}

Aceasta corespunde funcţiei Morse discrete f × g : K × L→ R, unde

(f × g)(x, y) = f(x)g(y).

Figurile 2.3 şi 2.4 reprezintă un exemplu de produs cartezian dintre un segment şi un triunghi.

Figura 2.3. Diagrama Hasse pentru câmpurile discrete de vectori de tip gradient definite pe un
segment şi pe un triunghi

Figura 2.4. Diagrama Hasse pentru produsul cartezian a câmpurilor discrete de vectori de tip
gradient din Figura 2.3

21



2.3 Caracteristica Morse-Smale discretă pentru complexe

simpliciale

Considerăm Km un complex simplicial finit m-dimensional.
Fie Ω(K) mulţimea formată din toate funcţiile Morse discrete definite pe K.
Este evident că Ω(K) 6= ∅, deoarece avem exemplul trivial de funcţie Morse discretă f(σ) = dimσ,

σ ∈ K.
Pentru f ∈ Ω(K), fie µj(f) numărul de simplexe critice de index j din K ale lui f , j = 0, 1, . . . ,m.
Fie µ(f) numărul definit prin

µ(f) =
m∑

j=0

µj(f),

adică µ(f) este numărul total de simplexe critice din K ale lui f .

Definiţia 2.3.1 Numărul:
γ(K) = min{µ(f) : f ∈ Ω(K)},

se numeşte caracteristica Morse-Smale discretă a complexului simplicial K.

Deci caracteristica Morse-Smale discretă reprezintă numărul minim de simplexe critice pentru
toate funcţiile Morse discrete definite pe K.

Într-un mod analog se definesc numerele γj(K), pentru j = 0, 1, . . . ,m, astfel:

γj(K) = min{µj(f) : f ∈ Ω(K)},

care reprezintă numărul minim de simplexe critice de dimensiune j, pentru toate funcţiile Morse
discrete definite pe K.

O problemă complicată ı̂n topologia combinatorială este să calculăm efectiv aceste numere asociate
unui complex finit dimensional.

Un algoritm finit de calcul pentru aceste numere, pentru orice complex simplicial finit ı̂ncă nu
este cunoscut.

Fie Lm un complex simplicial şi fie ψ : L→ K un izomorfism simplicial.
Fie f : K → R şi g : L → R, două funcţii Morse discrete definite pe complexele simpliciale K

respectiv L astfel ı̂ncât următoarea diagramă este comutativă:

Figura 2.5

Considerăm mulţimile critice ale funcţiilor f şi g

C(f) = {α | α este simplex critic a lui f}

C(g) = {β | β este simplex critic a lui g}
22



Cum ψ este un izomorfism simplicial rezultă că are loc următoarea relaţie

C(f) = ψ(C(g)).

Rezultă astfel inegalitatea #C(f) ≥ γ(L), pentru orice funcţie Morse pe complexul simplicial
K. Prin urmare, avem γ(K) ≥ γ(L). În mod analog demonstrăm inegalitatea γ(K) ≤ γ(L) şi deci
obţinem γ(K) = γ(L).

În concluzie, pentru complexele simpliciale izomorfe K şi L avem

γ(K) = γ(L) şi γj(K) = γj(L), j = 0, 1, . . . ,m.

Deci numerele γ(K) şi γj(K), j = 0, 1, . . . ,m, sunt invarianţi ai complexului simplicial K.

2.4 Funcţii Morse discrete exacte.

Funcţii Morse discrete F-perfecte

Considerăm Km un complex simplicial finit m-dimensional.
Este evident că Ω(K) 6= ∅, deoarece avem exemplul trivial de funcţie Morse discretă f(σ) = dimσ,

pentru orice simplex σ ∈ K.
Fie Hj(K,F ), j = 0, 1, . . . ,m, grupurile de omologie singulară cu coeficienţii ı̂n corpul F şi

βj(K,F ) = rankHj(K,F ) = dimF Hj(K,F ), j = 0, 1, . . . ,m,

numerele Betti ale lui K ı̂n raport cu F .
Pentru orice f ∈ Ω(K), j = 0, 1, . . . ,m, au loc inegalităţile slabe ale lui Morse:

µj(f) ≥ βj(K,F ).

Definiţia 2.4.1 Funcţia Morse discretă f ∈ Ω(K) este exactă (sau optimală) dacă:

µj(f) = γj(K), pentru j = 0, 1, . . . ,m.

Deci o funcţie Morse discretă exactă are un număr minim de simplexe critice pentru orice dimen-
siune.

Definiţia 2.4.2 Funcţia Morse discretă f ∈ Ω(K) este F-perfectă dacă:

µj(f) = βj(K,F ), pentru j = 0, 1, . . . ,m.

Folosind inegalităţile slabe ale lui Morse şi definiţia caracteristicii Morse-Smale obţinem inega-
lităţile:

µj(f) ≥ min{µj(f) : f ∈ Ω(K)} = γj(K) ≥ βj(K,F ).

Teorema 2.4.3 Complexul simplicial K are funcţii Morse discrete F-perfecte dacă şi numai dacă

γ(K) = β(K,F ),

unde β(K,F ) =
m∑

j=0

βj(K,F ) este numărul Betti total al lui K ı̂n raport cu F .
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Fie Km un complex simplicial finit m-dimensional. Se ştie că Cj(K,Z), j = 0, 1, . . . ,m, sunt
grupuri abeliene libere finit generate cu atâţia generatori câte j-simplexe sunt ı̂n K.

Deoarece subgrupurile şi grupurile factor ale unui grup finit generat sunt finit generate atunci
grupul de omologie singulară Hj(K,Z) este finit generat.

Din teorema fundamentală a grupurilor libere finit generate avem

Hj(K,Z) ' Aj ⊕Bj,

unde Aj este un grup liber şi Bj este subgrupul de torsiune a lui Hj(K,Z).
Deci grupurile de omologie singulară Hj(K,Z), j = 0, 1, . . . ,m, sunt finit generate şi avem

Hj(K,Z) ' (Z⊕ . . .⊕ Z)⊕ (Znj1
⊕ . . .⊕ Znβ(j)

)

unde Z este luat de βj ori ı̂n grupul liber şi βj = βj(K,Z), j = 0, 1, . . . ,m, reprezintă numerele Betti
ale lui K ı̂n raport cu grupul (Z,+), adică

βj(K,Z) = rankHj(K,Z).

Exemplul 2.4.4 Considerăm cercul unitate S1. Omologia singulară a lui S1 este:

Hj(S
1,Z) =

{
Z, j = 0
Z, j = 1

Rezultă că avem:
β0(S

1,Z) = 1, β1(S
1,Z) = 1.

Atunci numărul Betti total este:

β(S1,Z) = β0(S
1,Z) + β1(S

1,Z) = 1 + 1 = 2.

Folosind Teorema 2.4.3 rezultă
γ(S1) = β(S1,Z) = 2.

Aceasta ı̂nseamnă că putem construi o funcţie Morse discretă pe complexul simplicial dat de
triangularea cercului S1 din Figura 2.6, care are exact 2 simplexe critice.

O astfel de funcţie este Z-exactă şi este definită ı̂n Figura 2.6. Simplexele critice din figură sunt
ı̂ncercuite.

Figura 2.6. Funcţie Morse discretă cu 2 simplexe critice pentru cercul unitate S1

Exemplul 2.4.5 Considerăm sfera 2-dimensională S2 cu triangularea dată ı̂n Figura 2.7.
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Figura 2.7. Funcţie Morse discretă cu 2 simplexe critice pentru sfera 2-dimensională S2

Omologia singulară a lui S2 este:

Hj(S
2,Z) =


Z, j = 0
0, j = 1
Z, j = 2

Rezultă că avem:
β0(S

2,Z) = 1, β1(S
2,Z) = 0, β2(S

2,Z) = 1.

Atunci numărul Betti total este

β(S2,Z) =
2∑

j=0

βj(S
2,Z) = 1 + 0 + 1 = 2.

Folosind Teorema 2.4.3 rezultă
γ(S2) = β(S2,Z) = 2.

Aceasta ı̂nseamnă că putem construi o funcţie Morse discretă pentru complexul simplicial definit
de triangularea sferei S2 din Figura 2.7, care are exact 2 simplexe critice. O astfel de funcţie este
Z-exactă şi este definită ı̂n Figura 2.7, simplexele critice sunt ı̂ncercuite.

Exemplul 2.4.6 Considerăm planul proiectiv real P 2(R) cu triangularea dată ı̂n Figura 2.8.
Omologia singulară a lui P 2(R) peste Z2 este dată de

Hj(P
2(R),Z2) = Z2, j = 0, 1, 2.

Rezultă că avem

β0(P
2(R),Z2) = 1, β1(P

2(R),Z2) = 1, β2(P
2(R),Z2) = 1.

Atunci numărul Betti total este

β(P 2(R),Z2) = β0(P
2(R),Z2) + β1(P

2(R),Z2) + β2(P
2(R),Z2) = 1 + 1 + 1 = 3.

Folosind Teorema 2.4.3 rezultă

γ(P 2(R)) = β(P 2(R),Z2) = 3.
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Figura 2.8. Funcţie Morse discretă cu 3 simplexe critice pentru planul proiectiv real P 2(R)

Aceasta arată faptul că există funcţii Morse discrete definite pe complexul simplicial dat de
triangularea planului proiectiv real P 2(R) din Figura 2.8, care au exact 3 simplexe critice.

O astfel de funcţie este Z2-exactă şi este definită ı̂n Figura 2.8. Simplexele critice din figură sunt
ı̂ncercuite.

Exemplul 2.4.7 Considerăm banda lui Möbius M cu triangularea din Figura 2.9. Omologia singu-
lară a lui M peste Z este

Hj(M,Z) = Z, pentru j = 0, 1 şi H2(M,Z) = 0.

Din formula coeficienţilor universali ı̂n omologie (vezi [2, pag. 118]) avem că:

Hk(M ; Z) ' (Hk(M ; Z)⊗ Z2)⊕ Tor(Z2;Hk−1(M ; Z)), k ∈ Z,

unde Tor(Z2;Hk−1(M ; Z)) este produsul de torsiune al grupurilor (Z2,+) şi Hk−1(M ; Z).
Atunci avem

H0(M ; Z2) ' Z2, H1(M ; Z2) ' Z2, H2(M ; Z2) ' 0,

şi rezultă că
β0(M ; Z2) = 1, β1(M ; Z2) = 1, β2(M ; Z2) = 0.

Atunci numărul Betti toatal este

β(M,Z2) = 1 + 1 + 0 = 2.
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Pe de altă parte, din Teorema 2.4.3, avem relaţia

γ(M) = β(M,Z2) = 2.

Aceasta ı̂nseamnă că există funcţii Morse discrete pentru complexul simplicial definit de triangu-
larea din Figura 2.9 pentru banda lui Möbius M , care au exact 2 simplexe critice. O astfel de funcţie
este Z2-exactă şi este definită ı̂n Figura 2.9, unde simplexele critice sunt ı̂ncercuite.

Figura 2.9. Funcţie Morse discretă cu 2 simplexe critice
pentru banda lui Möbius M

Exemplul 2.4.8 Considerăm sticla lui Klein K = P 2(R)#P 2(R) cu triangularea dată ı̂n Figura
2.10, unde # reprezintă suma conexă.

Omologia singulară a lui K peste Z este

H0(K,Z) = Z, H1(K,Z) = Z2 ⊕ Z, H2(K,Z) = 0.

Aplicând din nou formula coeficienţilor universali ı̂n omologie, avem

H0(K,Z2) ' Z2, H1(K,Z2) ' Z2 ⊕ Z2, H2(K,Z2) ' Z2.

Rezultă că β0(K,Z2) = 1, β1(K,Z2) = 2, β2(M,Z2) = 1, deci numărul Betti total este

β(K,Z2) = 1 + 2 + 1 = 4.

Folosind Teorema 2.4.3, avem relaţia

γ(K) = β(K,Z2) = 4.
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Figura 2.10. Funcţie Morse discretă cu 4 simplexe critice
definită pe sticla lui Klein K

Aceasta ı̂nseamnă că există funcţii Morse discrete definite pe complexul simplicial definit de
triangularea din Figura 2.10 a sticlei lui Klein K, cu exact 4 simplexe critice. O astfel de funcţie este
Z2-exactă şi este construită ı̂n Figura 2.10. Simplexele critice din figură sunt ı̂ncercuite.
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Exemplul 2.4.9 Considerăm triangularea torului T 2 = S1 × S1, dată ı̂n Figura 2.11.

Figura 2.11. Funcţie Morse discretă cu 4 simplexe critice
definită pe torul S1 × S1

Omologia singulară a torului T 2 = S1 × S1 peste Z este

H0(T
2) = Z, H1(T

2) = Z⊕ Z, H2(T
2) = Z.

Atunci, prin aplicarea din nou a formulei coeficienţilor universali, avem

H0(T
2,Z2) ' Z2, H1(T

2,Z2) ' Z2 ⊕ Z2, H2(T
2,Z2) ' Z2.

Rezultă că
β0(T

2,Z2) = 1, β1(T
2,Z2) = 2, β2(T

2,Z2) = 1,

deci numărul Betti total este

β(T 2,Z2) =
2∑

j=0

βj(T
2,Z2) = 1 + 2 + 1 = 4.
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Pe de altă parte, folosind Teorema 2.4.3, avem relaţia

γ(S1 × S1) = β(S1 × S1,Z2) = 4,

fapt ce arată că există funcţii Morse discrete pe complexul simplicial definit de triangularea din
Figura 2.11 a torului T 2, care au exact 4 simplexe critice. O astfel de funcţie este Z2-exactă şi este
definită ı̂n Figura 2.11. Simplexele critice din figură sunt ı̂ncercuite.

Exemplul 2.4.10 Considerăm triangularea torului cu 2 găuri obţinut dintr-o sumă conexă de 2
toruri T 2, dată ı̂n Figura 2.12.

Figura 2.12. Funcţie Morse discretă cu 6 simplexe critice
definită pe sumă conexă de 2 toruri
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Omologia singulară a torului cu 2 găuri T2 = T 2#T 2 peste Z este

H0(T2) = Z, H1(T2) = Z⊕ Z⊕ Z⊕ Z, H2(T2) = Z.

Atunci, prin aplicarea din nou a formulei coeficienţilor universali, avem

H0(T2,Z2) ' Z2, H1(T2,Z2) ' Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2 ⊕ Z2, H2(T2,Z2) ' Z2.

Rezultă că
β0(T2,Z2) = 1, β1(T2,Z2) = 4, β2(T2,Z2) = 1,

deci numărul Betti total este

β(T2,Z2) =
2∑

j=0

βj(T2,Z2) = 1 + 4 + 1 = 6.

Pe de altă parte, folosind Teorema 2.4.3, avem relaţia γ(T2) = β(T2,Z2) = 6, fapt ce arată că există
funcţii Morse discrete pe complexul simplicial definit de triangularea din Figura 2.12 a torului cu 2
găuri T2, care au exact 6 simplexe critice. O astfel de funcţie este Z2-exactă şi este definită ı̂n Figura
2.12. Simplexele critice din figură sunt ı̂ncercuite.

Exemplul 2.4.11 Considerăm triangularea pălăriei lui Dunce dată ı̂n Figura 2.13.

Figura 2.13. Funcţie Morse discretă cu 3 simplexe critice
definită pe pălăria lui Dunce
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Omologia singulară a pălăriei lui Dunce DH peste Z este

H0(DH) = Z, H1(DH) = Z, H2(DH) = Z.

Atunci prin aplicarea din nou a formulei coeficienţilor universali avem

H0(DH,Z2) ' Z2, H1(DH,Z2) ' Z2, H2(DH,Z2) ' Z2.

Rezultă că
β0(DH,Z2) = 1, β1(DH,Z2) = 1, β2(DH,Z2) = 1,

deci numărul Betti total este:

β(DH,Z2) =
2∑

j=0

βj(DH,Z2) = 1 + 1 + 1 = 3.

Pe de altă parte, folosind Teorema 2.4.3, avem relaţia γ(DH) = β(DH,Z2) = 3, fapt ce arată că
există funcţii Morse discrete pe complexul simplicial definit de triangularea din Figura 2.13 a pălăriei
lui Dunce, care au exact 3 simplexe critice. O astfel de funcţie este Z2-exactă şi este definită ı̂n Figura
2.13. Simplexele critice din figură sunt ı̂ncercuite.
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Capitolul 3

Funcţii Morse discrete perfecte

În acest capitol studiem funcţiile Morse discrete perfecte definite pe complexe simpliciale 2-
dimensionale. Aceste funcţii Morse discrete au proprietatea următoare: numărul de simplexe critice
de dimensiune i coincide cu numerele Betti de ordin i ale complexului simplicial. Se stabilesc condiţii
pentru ca un 2-complex să admită funcţii Morse discrete perfecte, şi reciproc, obţinem proprietăţile
topologice ale unui 2-complex ı̂n ipoteza că, complexul admite astfel de funcţii. Aceste rezultate pot fi
considerate ca fiind un punct de plecare ı̂n studiul funcţiilor Morse discrete perfecte pentru complexe
simpliciale 3-dimensionale.

3.1 Teorema de clasificare a suprafeţelor

Teorema 3.1.1 (Clasificarea suprafeţelor fără frontieră) Orice suprafaţă conexă compactă fără fron-
tieră este omeomorfă cu exact una dintre următoarele suprafeţe: sfera S2, o sumă conexă Tg de toruri,
g > 0, sau o sumă conexă Mg de plane proiective, g > 0.

O demonstraţie pentru această teoremă se găseşte ı̂n [10].
Sfera (Figura 3.1(a)) şi sumele conexe de toruri (Figura 3.1(b)) sunt suprafeţe orientabile ı̂n timp

ce banda lui Möbius nu este orientabilă.
Numărul g se numeşte genul suprafeţei. Numerele Betti (calculate cu coeficienţii din Z2) şi orien-

tabilitatea caracterizează complet topologia unei suprafeţe, deoarece putem calcula explicit grupurile
de omologie ale suprafeţelor fundamentale [10].

Figura 3.1. Exemple de suprafeţe fără frontieră:
(a) Sfera 2-dimensională; (b) Suma conexă de două toruri;
(c) Sticla lui Klein: suma conexă de două plane proiective
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Propoziţia 3.1.2 (Grupurile de omologie ale suprafeţelor fundamentale)

H0(S
2) = Z2, H1(S

2) = 0, H2(S
2) = Z2,

H0(Tg) = Z2, H1(Tg) = 2g · Z2, H2(Tg) = Z2,
H0(Mg) = Z2, H1(Mg) = g · Z2, H2(Mg) = Z2.

Propoziţia 3.1.3 (Clasificarea suprafeţelor cu frontieră) Orice suprafaţă conexă compactă cu fron-
tieră nevidă este omeomorfă cu exact una din următoarele suprafeţe: o sferă, o sumă finită conexă
de toruri sau o sumă finită de plane proiective, ı̂n fiecare caz fiind ı̂ndepărtate un număr finit de
discuri deschise.

O demonstraţie pentru această extindere a teoremei pentru suprafeţe ı̂nchise poate fi găsită ı̂n
[10].

Grupul de omologie H0 rămâne la fel şi H2 se anulează pentru suprafeţe cu frontieră.
De exemplu, identificând frontierele a două discuri cu frontiera unui cilindru (Figura 3.2(a))

obţinem un spaţiu omeomorf cu sfera. Identificând frontiera unui disc cu frontiera bandei lui Möbius
(Figura 3.2(b)) obţinem un spaţiu omeomorf cu planul proiectiv.

Figura 3.2. Exemple de suprafeţe cu frontiera nevidă:
(a) Cilindrul; (b) Banda lui Möbius

3.2 Condiţii suficiente ca o funcţie Morse discretă

să fie exactă

În acest paragraf vom enunţa condiţii suficiente care asigură faptul că o funcţie Morse discretă
este exactă sau optimală.

Propoziţia 3.2.1 (Suprafeţe fără frontieră) Fie f o funcţie Morse discretă definită pe o suprafaţă
compactă conexă fără frontieră. Dacă f are exact un vârf critic, o faţă critică şi posibil mai multe
muchii critice, atunci f este optimală.

Propoziţia 3.2.2 (Suprafeţe cu frontieră) Fie f o funcţie Morse discretă definită pe o suprafaţă
compactă conexă cu frontieră nevidă. Dacă f are un vârf critic, nu are feţe critice şi posibil mai
multe muchii critice, atunci f este optimală.

Algoritmul de construcţie a unei funcţii Morse discrete exacte este descris ı̂n cele ce urmează.
Dacă avem un complex celular finit conex K care are topologia unei varietăţi diferenţiabile 2-

dimensionale conexe, algoritmul de construcţie se face ı̂n patru paşi:
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1. Construim arborele generat pe pseudograful dual al lui K.
2. Dacă K are frontieră, atunci adăugăm o buclă la T .
3. Definim o funcţie Morse discretă pe T .
4. Definim o funcţie Morse discretă pe complementara lui T .

Primul pas. (Construcţia unui arbore generat de o faţă) Arborele T poate fi construit pe pseu-
dograful dual conform unor algoritmi standard [53]. În particular, putem folosi unele strategii de
reducere. De exemplu, algoritmul de reducere utilizat ı̂n lucrarea [65] (Figura 3.3), care ı̂n cazul
torului triangulat conduce la arborii din Figura 3.4.

Figura 3.3. Codurile de reducere pe torul triangulat

Figura 3.4. Arborele T generat de o faţă şi graful său complementar G

Pasul doi. (Adăugarea unei bucle) Testăm dacă suprafaţa are frontieră. Dacă găsim o buclă, o
adăugăm la T , deci T devine un pseudograf. De exemplu ı̂n Figura 3.5, bucla de valoare 21 a fost
adăugată la T .
Pasul 3. (Definirea funcţiei pe T ) Selectăm o cale pe T şi atribuim fiecărui nod din T (adică la
fiecare 2-celulă din K) ı̂nălţimea lui ı̂n arbore plus o constantă c. Asociem fiecărei intersecţii (adică
la fiecare 1-celulă valoarea minimă a celor două extremităţi (conform Figurii 3.5). Rezultatul acestui
proces aplicat exemplului din Figura 3.3 este ilustrat ı̂n Figura 3.6.
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Figura 3.5. Bucla adăugată
la pasul 2 la o faţă generatoare
a arborelui T (fără celule critice)

Figura 3.6. Funcţia Morse discretă
definită pe arborele generator T
din Figura 3.3 (cu o faţă critică)

În construcţia noastră, valoarea iniţială a lui c trebuie să fie cel puţin numărul vârfurilor lui K+1.
Pasul 4. (Definirea funcţiei pe complementul lui T ) Considerăm G, complementul lui T . G este un
graf fără bucle ale cărui noduri sunt vârfurile din K, şi ale cărui intersecţii sunt muchiile lui K care
nu sunt reprezentate ı̂n T . Construim un alt arbore U pe G. Asociem fiecărui nod din G distanţa pe
muchii la drumul lui U şi la fiecare intersecţie a lui U valoarea maximă pe cele două extremităţi. În
final atribuim valoarea (c− 1) la fiecare intersecţie a lui G \ U (conform muchiei critice cu valoarea
12 din Figura 3.7). Rezultatul acestui proces pe exemplul din Figura 3.3 este ilustrat ı̂n Figura 3.8.

Figura 3.7. Graficul complement G
al modelului cilindru şi funcţia
Morse discretă definită pe el
(un vârf critic şi o muchie critică)

Figura 3.8. Funcţie Morse discretă
definită pe graful complement G
din Figura 3.3 (un vârf critic
şi 2 muchii critice)

3.3 Funcţii Morse discrete Z-perfecte definite pe 2-complexe

Vom ı̂ncepe studiul existenţei funcţiilor Morse discrete şi perfecte definite pe un 2-complex con-
siderând cazul omologiei cu coeficienţi ı̂ntregi. Următorul rezultat demonstrează că orice complex
1-dimensional admite o funcţie Morse discretă Z-perfectă.
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Propoziţia 3.3.1 Orice graf conex admite o funcţie Morse discretă Z-perfectă.

Deoarece arborele generat este construit ı̂ntr-un timp liniar şi ı̂n demonstraţia Propoziţiei 3.3.1
orice simplex este parcurs cel puţin odată, atunci este posibil să definim un algoritm ce construieşte
funcţii Morse discrete Z-perfecte pe G ı̂ntr-un timp de complexitate liniară.

Propoziţia 3.3.1 poate fi extinsă pentru orice 2-complex care colapsează la un graf ı̂n modul
următor:

Corolarul 3.3.2 Fie K un 2-complex care colapsează ı̂ntr-un graf G conţinut ı̂n K. Atunci K admite
o funcţie Morse discretă Z-perfectă.

Este interesant faptul că orice suprafaţă cu frontieră care colapsează ı̂ntr-un graf, admite o funcţie
Morse discretă Z-perfectă.

Următorul rezultat ne arătă cum colapsibilitatea unui complex general poate fi exprimată cu
ajutorul caracteristicii Morse-Smale.

Lema 3.3.3 Fie K un complex. Atunci K este colapsibil dacă şi numai dacă γ(K) = 1.

Următoarele rezultate realizează legături ı̂ntre existenţa funcţiilor Morse discrete Z-perfecte de-
finite pe un 2-complex cu unele omologii de grup triviale şi tipul de omotopie simplă.

Propoziţia 3.3.4 Fie K un 2-complex compact şi conex care admite funcţii Morse discrete Z-
perfecte. Atunci au loc următoarele rezultate:

1. Dacă, complexul K este aciclic, atunci K este colapsibil.
2. Dacă H0(K) = 0 şi H1(K) = 0, atunci K are acelaşi tip de omotopie simplă ca o muchie a

sferei S2.
3. Dacă H0(K) = 0 şi H2(K) = 0, atunci K are acelaşi tip de omotopie simplă ca un graf.

Corolarul 3.3.5 Fie K un 2-complex compact şi conex. Dacă, K este aciclic şi nu este colapsibil,
atunci K nu admite funcţii Morse discrete Z-perfecte.

Fie co(K) numărul minimal de 2-simplexe f1, . . . , fco(K), care trebuie ı̂ndepartate din K astfel
ı̂ncât K − {f1, . . . , fco(K)} să fie colapsibil la un graf. Următoarea teoremă stabileşte relaţia dintre
numărul co(K) şi existenţa funcţiilor Morse discrete Z-perfecte pe complexul K.

Teorema 3.3.6 Fie K un 2-complex compact şi conex. Atunci K admite funcţii Morse discrete
Z-perfecte dacă şi numai dacă co(K) = β2(K; Z).

Corolarul 3.3.7 Fie K o suprafaţă compactă şi conexă fără frontieră. Atunci K admite funcţii
Morse discrete Z-perfecte dacă şi numai dacă K este orientabilă.

Observaţia 3.3.8 Corolarul 3.3.7 poate fi extins ı̂n mod direct la 2-pseudovarietăţi diferenţiabile,
ı̂n modul următor. O 2-pseudovarietate diferenţiabilă K admite o funcţie Morse discretă Z-perfectă
dacă şi numai dacă K este orientabilă.
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3.4 Funcţii Morse discrete F-perfecte definite

pe 2-complexe

În această secţiune vom discuta problema generală de existenţă a funcţiilor Morse discrete F-
perfecte definite pe un 2-complex, unde F este câmp. Această problemă se pune ı̂n mod natural
atunci când studiem de ce un 2-complex nu admite funcţii Morse discrete Z-perfecte. Aceasta este
influenţată de următoarele două aspecte: natura grupului fundamental al complexului şi existenţa
elementelor de torsiune ı̂n grupul de omologie al complexului.

În primul avem exemple cum ar fi planul proiectiv real, casa lui Bing sau mai general orice 2-
complex necolapsibil şi aciclic. Toate aceste complexe au ı̂n comun faptul că sunt omologic triviale
dar nu sunt topologic triviale. În cele ce urmează vom demonstra faptul că aceste complexe nu admit
funcţii Morse discrete F-perfecte, pentru orice câmp F .

Teorema 3.4.1 Un 2-complex K este aciclic, necolapsibil şi conex, nu admite funcţii Morse discrete
F-perfecte, pentru orice câmp F .

Notăm faptul că ı̂n cazul al doilea, deşi aceste tipuri de complexe nu admit funcţii Morse discrete
Z-perfecte, ele pot admite funcţii Morse discrete F-perfecte, pentru un câmp F convenabil. În par-
ticular, Corolarul 3.3.7 caracterizează aceste suprafeţe ce admit funcţii Morse discrete Z-perfecte ca
fiind suprafeţele orientabile.

Totuşi următorul rezultat ne arată cum influenţează schimbarea coeficienţilor existenţa funcţiilor
Morse discrete perfecte.

Propoziţia 3.4.2 Orice suprafaţă compactă, conexă, neorientabilă şi fără frontieră admite funcţii
Morse discrete Z2-perfecte.

Corolarul 3.4.3 Orice suprafaţă compactă şi conexă admite o funcţie Morse discretă Z2-perfectă.

Observaţia 3.4.4 Mai mult, orice spaţiu pseudoproiectiv, aceasta ı̂nsemnând un spaţiu obţinut prin
alipirea unei 2-bile la S1 printr-o aplicaţie de grad p, admite funcţii Morse discrete Zp-perfecte. Acest
lucru poate fi demonstrat repetând argumentul din demonstraţia Propoziţiei 3.4.2.

În literatura de specialitate rezultatele referitoare la existenţa funcţiilor Morse discrete opti-
male (exacte) sunt restricţionate la suprafeţe triangulabile. Acest capitol extinde studiul la cazul
2-complexelor simpliciale. Noţiunea de funcţie Morse discretă optimală (exactă) nu este echivalentă
cu cea de funcţie Morse discretă perfectă. Apare astfel o nouă problemă: cum determinăm o funcţie
Morse discretă optimală pentru un 2-complex aciclic, necontractibil. Pe de altă parte rezultatele
din Capitolul 3 pot fi privite ca un prim pas ı̂n studiul funcţiilor Morse discrete perfecte definite
pe varietăţi diferenţiabile 3-dimensionale triangulabile. Aceasta poate fi efectuată prin colapsarea
varietăţii diferenţiabile 3-dimensionale la un 2-complex, aşa numitul spin al varietăţii diferenţiabile
3-dimensionale, şi problema se reduce la găsirea unei funcţii perfecte pe un 2-complex.
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Capitolul 4

Optimalitate omologică ı̂n teoria Morse
discretă

4.1 Omologia complexelor de lanţuri

Fie Λ un câmp comutativ şi {x1, x2, . . . , xn} o mulţime finită de simboluri. Fie l un număr ı̂ntreg
pozitiv. Considerăm Bl = {x ∈ El | |x| ≤ 1} bila ı̂nchisă de rază 1 ı̂n spaţiul Euclidian l-dimensional
El.

Notăm cu Λ[x1, x2, . . . , xn] combinaţiile liniare formale λ1x1 + λ2x2 + . . .+ λnxn, unde λi ∈ Λ.

Definiţia 4.1.1 Un operator diferenţial pentru un complex celular K cu coeficienţi ı̂n Λ, este o
aplicaţie liniară d : Λ[K] → Λ[K], definită astfel ı̂ncât imaginea unei p-celule σ este o combinaţie
liniară a unor (p− 1)-celule ale frontierei ∂(σ) şi satisface condiţia d ◦ d = 0.

Considerând complexul celular K scufundat ı̂n El, realizarea geometrică |K| a lui K este un
complex celular regular şi triangulabil şi de aceea operatorul diferenţial ∂ cu coeficienţi din câmpul
Λ poate fi definit ı̂ntotdeauna. Acest operator, numit operator de frontieră, determină complet
omologia singulară a lui |K| ([50]).

Complexul de lanţuri canonic asociat complexului celular K este spaţiul vectorial graduat
(C∗(K), ∂), unde Cp(K) = Λ[Kp], p = 0, 1, . . . , r, şi ∂ : C∗(K) → C∗−1(K) este operatorul de
frontieră definit anterior pentru complexul celular K.

De exemplu, a găsi un operator de frontieră ∂ pentru un complex simplicial este simplu, dar nu
este ı̂n general uşor de a găsi pentru complexe celulare. Următorul rezultat este fundamental pentru
teoria complexelor celulare ([50]).

Teorema 4.1.2 Fie K un complex celular finit. Atunci există aplicaţia frontieră algebrică ∂p :
Cp(K,Λ) → Cp−1(K,Λ), pentru fiecare p, astfel ı̂ncât ∂p−1 ◦ ∂p = 0 şi există complexul diferenţial
{Cp(K,Λ), ∂p}r

p=0 care determină omologia lui |K|. Dacă definim Hp(C, ∂) = Ker (∂p)/∂p+1(C) avem
Hp(C, ∂) ∼= Hp(|K|,Λ).

4.2 Algebrizarea teoriei Morse discrete

Scopul teoriei Morse discrete este să găsim colapsuri simpliciale care transformă un complex K
ı̂n unul mai simplu. Acest lucru poate fi realizat folosind ı̂n esenţă noţiuni algebrice ı̂n care funcţiile
Morse discrete sunt folosite deoarece ţin evidenţa colapsurilor şi ordinea ı̂n care sunt făcute acestea.
Acum, reactualizăm mecanismul algebric subliniat ı̂n teoria Morse discretă, stabilim o nouă metodă
pentru a lucra cu complexele de lanţuri asociate complexelor celulare finite şi arătăm că arborii sunt
contextul combinatorial potrivit pentru a rezolva problema omologică computaţională.
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Definiţia 4.2.1 Un Z-complex de lanţuri (C, d, φ) este un modul graduat C = {Cp}n
p=0 ı̂nzestrat

cu două aplicaţii liniare: un operator diferenţial d : C∗ → C∗−1, şi un operator integral φ : C∗ → C∗+1,
satisfăcând relaţiile d ◦ d = 0, φ ◦ φ = 0.

Acest operator integral poate fi numit şi operatorul de omotopie de lanţuri ([29]).

Vom reprezenta un operator integral printr-o săgeată dusă de la o celulă cu dimensiune mai mică
spre o celulă cu dimensiune mai mare (vezi Figura 4.1).

Figura 4.1. Un Z-complex de lanţuri şi un operator integral
(reprezentat printr-o săgeată)

Definiţia 4.2.2 Un Z-complex de lanţuri (C, d, φ) este d-pur dacă satisface relaţia d = d ◦ φ ◦ d
(numită condiţia de omologie).

Un Z-complex de lanţuri (C, d, φ) este φ-pur dacă satisface relaţia φ = φ ◦ d ◦φ (numită condiţia
de retract tare de deformare).

Un Z-complex de lanţuri care este d-pur şi φ-pur se numeşte Z-complex omologic de lanţuri.

În acest caz d, respectiv φ sunt operatorul diferenţial omologic şi operatorul integral omologic.
De exemplu, Z-complexul de lanţuri din Figura 4.2 este un Z-complex de lanţuri omologic deoarece

relaţiile d = d ◦ φ ◦ d şi φ = φ ◦ d ◦ φ sunt ı̂ndeplinite pentru orice celulă din complex.

Figura 4.2. Un Z-complex de lanţuri omologic.
Operatorul integral omologic este reprezentat prin săgeţi

Fie două Z-complexe de lanţuri (C, d, φ) şi (C ′, d′, φ′). O aplicaţie de Z-complexe de lanţuri
(f, g) : (C, d, φ) → (C ′, d′, φ′) este o pereche de aplicaţii liniare f : C → C ′, g : C ′ → C ce ı̂ndeplinesc
relaţiile:

f ◦ d = d′ ◦ f, g ◦ d′ = d ◦ g, f ◦ φ = φ′ ◦ f, g ◦ φ′ = φ ◦ g.
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Definiţia 4.2.3 Fie două Z-complexe de lanţuri (C, d, φ) şi (C ′, d′, φ′).
Spunem că cele două sunt echivalente dacă există o aplicaţie de Z-complexe de lanţuri (f, g) care

satisface relaţiile:

f ◦ g = idC′ − d′ ◦ φ′ − φ′ ◦ d′ şi g ◦ f = idC − d ◦ φ− φ ◦ d.

Două Z-complexe de lanţuri echivalente sunt reprezentate ı̂n Figura 4.3.

Figura 4.3. (a) Două Z-complexe de lanţuri echivalente (C, d, φ) şi (C ′, d′, φ′).
(b) Valorile operatorilor d şi φ pentru complexul (C, d, φ)

Omologia H∗(C, d, φ) a Z-complexului de lanţuri (C, d, φ) este grupul abelian graduat H∗(C),
astfel ı̂ncât (H∗(C), 0, 0) este echivalent cu (C, d, φ). Omologia diferenţială respectiv integrală a unui
Z-complex de lanţuri (C, d, φ) este omologia complexului (C, d, 0), respectiv a lui (C, 0, φ).

Dacă (C, d, φ) este un Z-complex de lanţuri omologic atunci avem

H∗(C, d, φ) ' H∗(C, d, 0) ' H∗(C, 0, φ).

Noţiunea de Z-complex de lanţuri pur este ı̂ntâlnită ı̂n lucrările lui Sergeraert ([85]), Forman
([31], [30]) şi ı̂n teoria discretă a formelor diferenţiale ([24]).

Relaţia de echivalenţă a Z-lanţurilor poate fi văzută ca fiind extinderea naturală a echivalenţei
omotopice pentru complexe la cazul integral (vezi, spre exemplu [29]).

Calculul omologiei unui complex de lanţuri (C, d) poate fi obţinut direct din operatorul integral
φ : C∗ → C∗+1, care satisface relaţia de retract tare de deformare şi din condiţiile omologice referitoare
la operatorul diferenţial d ([46], [47]).

Propoziţia 4.2.4 Fie (C, d, φ) un Z-complex de lanţuri, π : C∗ → C∗ o aplicaţie liniară (numită
fluxul lui (C, d, φ)) definită prin

π = idC − d ◦ φ− φ ◦ d

şi ∆ : C∗ → C∗ o aplicaţie liniară (numită Laplacianul lui (C, d, φ)) definită prin

∆ = d ◦ φ+ φ ◦ d.

Atunci au loc următoarele relaţii:
(a) d ◦ π = d− d ◦ φ ◦ d = π ◦ d şi φ ◦ π = φ− φ ◦ d ◦ φ = π ◦ φ.
În cazul Z-complexului de lanţuri omologic avem:

d ◦ π = 0 = π ◦ d şi φ ◦ π = 0 = π ◦ φ.
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(b) d ◦∆ = d ◦ φ ◦ d = ∆ ◦ d şi φ ◦∆ = φ ◦ d ◦ φ = ∆ ◦ φ.
În cazul Z-complexului de lanţuri omologic avem:

d ◦∆ = d = ∆ ◦ d şi φ ◦∆ = φ = ∆ ◦ φ.

(c) Dacă avem un p-lanţ a, atunci avem relaţia:

a = π(a) + ∆(a).

(d) π2 = π − φ ◦ (d− d ◦ φ ◦ d)− (d− d ◦ φ ◦ d) ◦ φ = π − d ◦ (φ− φ ◦ d ◦ φ)− (φ− φ ◦ d ◦ φ) ◦ d.
(e) ∆2 = (d+ φ)∆(d+ φ).
(f) π ◦∆ = (d− d ◦ φ ◦ d) ◦ φ+ φ ◦ (d− d ◦ φ ◦ d) = d ◦ (φ− φ ◦ d ◦ φ) + (φ− φ ◦ d ◦ φ) ◦ d = ∆ ◦ π.

Definiţia 4.2.5 Un Z-complex de lanţuri π(C, d, φ) = (π(C), d|π(C), φ|π(C)) este complexul armo-
nic asociat lui (C, d, φ). Dacă (C, d, φ) este un Z-complex de lanţuri d-pur sau φ-pur atunci avem
relaţiile:

π2 = π ◦ π = π şi π(C) = {x ∈ C | x = π(x)}.

Cu alte cuvinte, complexul armonic (π(C), d|π(C), ◦) asociat Z-complexului de lanţuri pur (C, d, φ)
este format din lanţurile π-echivalente ale lui C.

Dacă (C, d, φ) este un Z-complex de lanţuri omologic, atunci complexul lui armonic este de forma
(π(C), 0, 0) şi pentru un p-lanţ, aplicaţia de lanţuri π descrie un ciclu reprezentativ al clasei de
omologie asociat acestui p-lanţ.

În Figura 4.3 avem două Z-complexe de lanţuri echivalente (C, d, φ) şi (C ′, d′, φ′). Complexul
(C, d, φ) din stânga este Z-complex de lanţuri φ-pur. Complexul din dreapta (C ′, d′, φ′) este complexul
armonic al complexului (C, d, φ). (C ′, d′, φ′) este un Z-complex de lanţuri omologic (d′(σ) = 0, φ′(σ) =
0, ∀ σ ∈ C ′).

Definiţia 4.2.6 Z-complexul de lanţuri ∆(C, d, φ) = (∆(C), d|∆(C), φ|∆(C)) este complexul lapla-
cian asociat lui (C, d, φ). Dacă (C, d, φ) este un Z-complex de lanţuri d-pur sau φ-pur atunci avem
relaţiile:

∆2 = ∆ ◦∆ = ∆ şi ∆(C) = {x ∈ C | x = ∆(x)}.

Cu alte cuvinte, complexul laplacian ∆(C, d, φ) asociat unui Z-complex de lanţuri pur (C, d, φ)
este format din toate lanţurile ∆-echivalente.

Propoziţia 4.2.7 Dacă (C, d, φ) este un Z-complex de lanţuri pur (diferenţial sau integral), atunci
au loc următoarele proprietăţi:

(1) π ◦∆ = 0 = ∆ ◦ π.
(2) (C, d, φ) = π(C, d, φ)⊕∆(C, d, φ) ca Z-complexe de lanţuri.

În particular, Ker ∆ = π(C) şi ∆(C) = Ker π.
(3) ∆(C) = φ(C)⊕ (d ◦ φ)(C) ca module graduate.

Dependenţa lui π şi ∆ relativ la d şi φ o vom nota cu π(d,φ) şi ∆(d,φ).
Următoarea propoziţie este un rezultat fundamental ı̂n utilizarea Z-complexelor de lanţuri ı̂n

teoria Morse discretă. De fapt, ilustrează faptul că a folosi operatorii integrali puri şi omotopii de
complexe de lanţuri pentru a descompune complexele de lanţuri finit generate este un lucru important.

Propoziţia 4.2.8 Dacă (C, d, φ) este un Z-complex de lanţuri pur (diferenţial sau integral), atunci
are loc proprietatea:

Kerφ ∼= π(C)⊕ φ(C) ∼= Ker ∆(C)⊕ φ(C)
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ca module graduate.
În particular, o aplicaţie de Z-complexe de lanţuri (f, g) satisface relaţiile:

f ◦ π(d,φ) = π(d′,φ′) ◦ f, g ◦ π(d′,φ′) = π(d,φ) ◦ g,

f ◦∆(d,φ) = ∆(d′,φ′) ◦ f, g ◦∆(d′,φ′) = ∆(d,φ) ◦ g.

Aceasta ı̂nseamnă că f şi g sunt compatibile relativ la fluxurile şi laplacienii respectivi.

Următorul rezultat este esenţial pentru a pune ı̂n evidenţă omologia Z-complexelor de lanţuri.

Lema 4.2.9 (Lema complexului de lanţuri) Un Z-complex de lanţuri (C, d, φ) este echivalent cu
complexul său armonic π(C, d, φ). Complexul armonic π(C, d, φ) este de forma (π(C), dπ, φπ), unde

dπ(π(x)) = d− (d ◦ φ ◦ d)(x) şi φπ(π(x)) = φ− (φ ◦ d ◦ φ)(x).

Corolarul 4.2.10 Complexul armonic π(C, d, φ) asociat unui Z-complex de lanţuri (C, d, φ) d-pur
(respectiv φ-pur) este de forma (π(C), 0, φπ) (respectiv (π(C), dπ, 0)) şi avem φπ(π(x)) = φ− (φ ◦ d ◦
φ)(x) (respectiv dπ(π(x)) = d− (d ◦ φ ◦ d)(x)).

Un exemplu pentru Lema 4.2.9 poate fi văzut ı̂n Figura 4.3, unde (C, d, φ) este un Z-complex de
lanţuri φ-pur şi (C ′, d′, φ′) este complexul său armonic.

În cele ce urmează vom da câteva definiţii legate de perturbarea Z-complexelor de lanţuri.

Definiţia 4.2.11 Un Z-complex de lanţuri (C, d, φ) este d-punctual nilpotent (respectiv φ-
punctual nilpotent) dacă pentru orice a ∈ C există u(a) ∈ N ce verifică relaţia:

d ◦ (idC − d ◦ φ− φ ◦ d)n(a) = 0 (respectiv φ ◦ (idC − d ◦ φ− φ ◦ d)n(a) = 0).

Cea mai mică valoare pentru n(a) este numit gradul diferenţial (respectiv integral) al
nilpotenţei lui a.

Propoziţia 4.2.12 Dacă avem un Z-lanţ complex (C, d, φ) φ-punctual nilpotent (respectiv d-

punctual nilpotent), el este echivalent cu Z-complexul de lanţuri (C, d, φ̃) φ-pur (respectiv echivalent

cu Z-complexul de lanţuri (C, d̃, φ) d-pur).

În continuare, toate Z-complexele de lanţuri vor fi considerate φ-punctual nilpotente. Rezultate
asemănătoare pot fi determinate pentru Z-complexe de lanţuri d-punctual nilpotente.

4.3 Teorie Morse discretă şi optimalitate

În această secţiune, vom vedea că toate rezultatele de până acum pot fi folosite ca un instrument
puternic pentru a ajunge la rezultate combinatoriale interesante ı̂n teoria Morse discretă.

Definiţia 4.3.1 Fie (K, ∂) un complex celulat finit. Un operator h : C∗(K) → C∗±r(K) este numit
combinatorial dacă pentru orice p-celulă σ(p), h(σ(p)) = λβ(p±r), unde λ ∈ Z şi β este o (p±r)-celulă.

În continuare vom da câteva noţiuni de bază din teoria Morse discretă cu câteva mici modificări
şi fără să folosim, ı̂n principal, funcţii Morse discrete.

Definiţia 4.3.2 Un câmp de vectori de tip combinatorial V definit pe un complex celular conex
K este o colecţie de perechi disjuncte de celule {α(p) < β(p+1)}.
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Definiţia 4.3.3 Un V-drum sau un drum de tip gradient γ este un şir alternant de celule
a

(p)
0 , b

(p±1)
0 , a

(p)
1 , b

(p±1)
1 , a

(p)
2 , . . . astfel ı̂ncât pentru orice pereche de celule consecutive, una dintre celule

este o faţă pentru cealaltă şi următoarea condiţie este satisfăcută: fie {a(p)
i < b

(p±1)
i } sau {b(p±1)

i <

a
(p)
i+1} aparţin lui V , ∀ i ≥ 0.

Dacă ultima celulă din drumul de tip gradient γ este α
(p)
r atunci spunem că γ are lungimea r

([38]).
Dacă celulele bi din drumul de tip gradient γ sunt de dimensiune p + 1 şi drumul are lungimea

r · 1

2
atunci drumul de tip gradient γ se numeşte V-drum superior sau drum de tip gradient

superior.
Pentru celulele a şi b, fie Γ(a, b) mulţimea drumurilor de tip gradient de la a la b (de orice lungime),

astfel ı̂ncât prima celulă să fie a iar ultima celulă să fie b, din şirul de celule.
Un V-drum este netrivial şi ı̂nchis dacă r ≥ 1 şi prima şi ultima celulă din şir sunt aceleaşi.

Definiţia 4.3.4 Un câmp discret de tip gradient este un câmp vectorial combinatorial ce conţine
V-drumuri ı̂nchise şi netriviale.

În acest mod poate fi considerat o ı̂mperechere de celule aciclice.
O celulă α este celulă critică a lui V dacă ea nu este ı̂mperecheată cu nici o celulă din V .

Definiţia 4.3.5 Un operator combinatorial integral definit pe un complex celular K este o
colecţie de perechi disjuncte de celule {α(p), β(p+1)} (nu neapărat incidente) de aceleaşi componente
conexe.

De aceea, un câmp discret de vectori de tip gradient este un operator special de tipul operatorului
combinatorial şi integral.

Forman ı̂n lucrările ([30], [31]) a demonstrat că topologia unei varietăţi diferenţiabile este legată
de celulele critice ale unei funcţii discrete definite pe varietate, mimând rezultatele lui Morse ı̂n cazul
neted.

Numărul de celule critice depinde de câmpul vectorial discret de tip gradient considerat (vezi
Figura 4.4).

Figura 4.4. O ı̂mperechere de celule ı̂n stânga (〈1〉, 〈5〉, 〈3, 4〉 şi 〈2, 5〉 sunt critice)
şi o ı̂mperechere de celule optimală ı̂n dreapta (〈1〉 şi 〈2, 4〉 sunt critice). Împerecherea este

reprezentată cu o săgeată de la celula cu dimensiune mai mică spre una cu dimensiune mai mare
pereche cu ea

În lucrarea ([63]), problema optimalităţii (minimizarea numărului de celule critice pentru câmpul
vectorial combinatorial) pentru o varietate 2-dimensională este analizată utilizând diagramele Hasse
şi hipergrafurile. Această problemă nu este ı̂ncă rezolvată pentru cazul general.
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Nu este ı̂ntotdeauna posibil să obţinem un număr de celule critice care să coincidă cu numerele
Betti ale complexului. Acesta este cazul pentru complexele: casa lui Bing, pălăria lui Dunce, care
sunt contractibile dar nu sunt colapsibile (vezi [11]).

Următoarele rezultate ne arată că folosind operatorii integrali pentru complexe de lanţuri, putem
rezolva această problemă şi putem reduce complexul iniţial la numărul minim de celule critice, care
corespund cu numerele Betti. Aceasta ı̂nseamnă că putem să garantăm optimalitatea omologică (care
este numită ”perfecţiune” ı̂n teoria Morse discretă, vezi [11]).

Definiţia 4.3.6 Dacă avem un drum de tip gradient superior γ ∈ Γ(a, b) format din şirul alternant

γ : a
(p)
0 , b

(p+1)
0 , a

(p)
1 , b

(p+1)
1 , . . . , a

(p)
t , b

(p+1)
t , drumul omotopic corespondent este definit prin şirul:

b
(p+1)
0 , b

(p+1)
1 , . . . , b

(p+1)
t .

În primul rând operatorii integrali combinatoriali derivaţi din câmpurile vectoriale combinatoriale
sunt φ-punctual nilpotente.

Propoziţia 4.3.7 Un câmp vectorial discret de tip gradient V generează un Z-complex de lanţuri
(C(K), d, V ) φ-punctual nilpotent.

Combinând Propoziţiile 4.2.4, 4.2.7, 4.2.8, 4.2.12, 4.3.7, obţinem următorul rezultat care este
cheia interpretării teoriei Morse discretă ı̂n termenii Z-complexelor de lanţuri.

Propoziţia 4.3.8 Considerăm V un câmp vectorial de tip gradient.
Dacă (C, d, V ) este un Z-complex de lanţuri φ-punctual nilpotent, atunci există un Z-complex de

lanţuri φ-pur (C, d, Ṽ ) echivalent cu (C, d, V ), astfel ı̂ncât complexul lui armonic este

π(C, d, Ṽ ) = (Ker Ṽ \ Ṽ (C), dπ, 0).

Acest ultim Z-complex de lanţuri este constituit din combinaţii liniare finite de celule critice
diferite din V şi dπ poate fi privit ca fiind operatorul de frontieră corespunzător complexului celu-
lar determinat de celulele critice, numit şi complexul celular Morse armonic M(C, d, V ) asociat lui
(C, d, V ).

Analog, complexul laplacian ∆(C, d, Ṽ ) poate fi privit ca un complex de lanţuri aciclic ale comple-
xului celular M(C, d, V ), numit şi complexul Morse de tip laplacian asociat lui (C, d, V ). Mai mult,
operatorul de frontieră ∂M este determinat de relaţia:

∂M(∆(σ(p))) = d ◦ Ṽ ◦ d(σ(p)), ∀ σ(p) ∈ C.

Are loc relaţia H∗(M(C, d, V )) ∼= H∗(K,Λ), unde Λ este câmpul comutativ considerat. Mai mult
operatorul de frontieră dπ al complexului Morse celular M(C, d, V ) are o interpretare clară ı̂n termeni

de drumuri de tip gradient ale lui Ṽ .

Propoziţia 4.3.9 În condiţiile Propoziţiei 4.3.8 pentru o p-celulă α, Ṽ (α) este un drum omotopic
de lanţuri.

În lucrarea ([74]), un operator integral φ care dă Z-complexul până la omologie este determinat
printr-un complex celular filtrat folosind o tehnică de tip incremental.

Având o p-celulă σ, φ(σ) este o sumă de celule (p + 1)-dimensionale ı̂n care cel puţin o celulă τ
satisface σ ∈ ∂(τ).

Operatorul φ generează ı̂n mod natural un operator integral şi combinatorial pe K.
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Datorită faptului că Ṽ (C) admite o bază combinatorială şi complexul de lanţuri (Ṽ (C) ⊕ (d ◦
Ṽ (C)), d) este aciclic, putem presupune că suma ω de elemente din baza combinatorială a lui Ṽ (C)
satisface relaţia d(ω) = 0.

Aceasta ı̂nseamnă că ω poate fi reprezentat, ı̂n termeni de grafe, folosind arbori. În aceşti arbori,
nodurile sunt p-celulele şi (p+ 1)-celulele, ale complexului, ∀ p ≥ 0.

Vecinii unei p-celule sunt (p+ 1)-celulele şi viceversa (vezi Figura 4.5).

Figura 4.5. Un câmp vectorial de tip combinatorial (̂ın stânga).
În dreapta o mulţime de arbori de tip gradient unde celulele 〈1〉 şi 〈1, 3〉 nu aparţin pădurii, 〈2, 5〉 şi
〈2, 4, 5〉 aparţin arborelui cu dimensiunile 1 şi 2 şi restul celulelor aparţin arborelui cu dimensiunile

0 şi 1

Această pădure este o reprezentare ı̂n termeni omologici a complexului celular K şi se numeşte
pădure generată omologic (vezi [73], [74]).

Având o pădure generată omologic, este posibil să distingem două tipuri de arbori: arbori omologic
esenţiali şi omologic neesenţiali.

Într-un arbore omologic neesenţial numărul de p-celule este acelaşi cu numărul de p+ 1-celule.
Într-un arbore omologic c-esenţial, diferenţa dintre numărul de p-celule şi numărul de p+1-celule

este numărul ı̂ntreg pozitiv c.
În acest ultim caz există c p-celule ı̂n interiorul acestui arbore ce reprezintă o celulă critică, aceasta

ı̂nsemnând un generator omologic.
De aceea, având o pădure generată omologic, un operator integral de tip combinatorial poate fi

direct dedus prin considerarea perechii maximale definită de o p-celulă şi o p + 1-celulă, folosind o
strategie specifică (de exemplu, ı̂mperechind două celule neincidente) pentru orice arbore omologic
esenţial sau neesenţial.

În acest proces, doar c p-celule (celulele critice) ale unui arbore omologic c-esenţial vor rămâne
nêımperecheate.

Să subliniem faptul că noţiunea de optimalitate este garantată de găsirea operatorului integral
de tip combinatorial. De aceea, numărul minim de celule critice va fi ı̂ntotdeauna egal cu numerele
Betti. În procesul de ı̂mperechere, putem găsi unele perechi de celule neincidente {α, β}.

Pentru ca să obţinem optimalitate ı̂n sens Forman (̂ımperechere de celule incidente), se pot aplica
rezultatele anulării ı̂n sens clasic relativ la drumurile izolate care leagă α şi β (vezi [31]).

Exemplul 4.3.10 În Figura 4.6a) putem observa complexul K al celulelor pentru torul T 2.
Figura 4.6b) şi c) reprezintă structura de arbore a unui operator de omotopie φ a complexului de

lanţuri descris de perechile {0− celule, 1-celule} şi {1− celule, 2− celule} ale complexului iniţial.
Împerecherea combinatorială optimală corespunzătoare este ilustrată ı̂n Figura 4.6d) şi e). Culorile

diferite ı̂n Figura 4.6e) reprezintă arbori diferiţi ai pădurii generate omologic de 1-celulele şi 2-celulele.
Tripletul (C(K), ∂, φ) este un Z-complex de lanţuri omologic.
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Figura 4.6. Un complex celular pentru torul T 2, reprezentarea omologică a pădurii generate şi
ı̂mperecherea combinatorială optimală

Exemplul 4.3.11 În Figura 4.7 se prezintă rezultate similare obţinute pentru complexul casa lui
Bing cu 2 camere. Datorită faptului că acesta este un complex contractibil care nu este colapsibil,
nu este posibil să obţinem un câmp vectorial discret de tip gradient optimal. Cu toate acestea, se
obţine un operator integral combinatorial care implică toate celulele asociate structurilor de pădure
generată omologic şi care garantează optimalitatea omologică.

Figura 4.7. (a) Complexul celular pentru casa lui Bing.
(b), (c), (d) Reprezentarea omologică a pădurii generate de 0-1 celule,

1-2 celule şi 2-3 celule
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4.4 Invarianţa topologică a numerelor Morse-Smale pentru

3-complexe

Numerele Morse discrete sunt legate de omotopia simplă. Pentru a demonstra invarianţa lor, am
putea demonstra că din punct de vedere topologic complexele celulare echivalente sunt omotopic
simple şi spaţiile omotopice simple au acelaşi număr Morse discret. Din păcate prima afirmaţie nu
este adevărată ı̂n caz general. Vom folosi ı̂n continuare următoarele teoreme ale căror demonstraţii
pot fi găsite ı̂n [77] şi [21, 25.1].

Teorema 4.4.1 Orice două triangulări ale unei varietăţi topologice 3-dimensionale au o subdiviziune
comună.

Teorema 4.4.2 Dacă K∗ este o subdiviziune a lui K, atunci K şi K∗ sunt echivalente ı̂n sensul
omotopiei simple.

Teorema 4.4.3 Fie K şi L două varietăţi topologice 3-dimensional omeomorfe. Atunci pentru orice
p avem γp(K) = γp(L).
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[6] D. Andrica, I.C. Lazăr, Cubical 2-complexes with the 8-property admits a strong convex metric,
Acta Universitatis Apulensis, No. 21/2010, 47-54.
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