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Introducere

Teoria Morse discreta a fost formulata de Robin Forman intr-o serie de lucrari din perioada
1995-2003, articolul de referinta fiind [31]. O prezentare detaliata a acestui subiect se poate gasi, de
asemenea, 1n lucrarile [30], [35]. Lucrarile [33], [36] contin extinderi ale acestei teorii, in timp ce in
lucrarile [37], [39], [61] apar unele aplicatii.

Teoria Morse discreta se formuleaza foarte clar in limbajul CW-complexelor. In aceasti lucrare
vom prezenta, pe scurt, notiuni si rezultate fundamentale referitoare la CW-complexe. Acestea repre-
zinta un tip de spatii topologice introduse de J.H.C. Whitehead in [92], [93], cu scopul de a satisface
unele cerinte ce apar in mod natural in teoria omotopiei.

Lucrarea este structurata in 4 capitole care asigura unitatea continutului si relevanta tematicii
cercetate. Lucrarea are la baza o bibliografie cu 93 referinte.

Capitolul 1 este structurat in patru sectiuni si are in principal un caracter monografic. Obiectivul
principal al acestui capitol este de a prezenta, intr-o forma succinta, notiunile si rezultatele de baza
ce vor fi utilizate in capitolele urmatoare.

Acest capitol se bazeaza pe publicatiile lui R. Forman [31], [32], G. Cicortag [20], D. Andrica [2].

Capitolul 2 este structurat in patru sectiuni si contine rezultatele originale ale autorului obtinute
in studiul caracteristicii Morse-Smale pentru functii Morse discrete definite pe: cercul unitate S*,
sfera 2-dimensionald S?, planul proiectiv real P?(R), sticla lui Klein K = P?(R)# P?*(R), banda lui
Mobius M, torul T? = S x S1, torul cu 2 gauri T, = T?#T?, palaria lui Dunce DH, rezultate
mentionate in lucrarile lui I.C. Lazar si V. Revnic [57], V. Revnic [81]. Capitolul se bazeaza pe
lucrarile lui D. Andrica [2], R. Forman [31], T. Lewiner [59], [60], .C. Lazar si V. Revnic [57], V.
Revnic [81].

Capitolul 3 este structurat in 4 sectiuni si are un caracter monografic. Sunt prezentate notiuni
de teorie Morse discreta, definitii si proprietati ale functiilor Morse discrete perfecte pe complexe
2-dimensionale. Capitolul se bazeaza pe lucrarile lui M. Armstrong [10], J. Hopcroft si R.E. Tarjan
[53], H. Lopes, J. Rossignac, A. Safonova, A. Szymczak si G. Tavares [65], T. Lewiner [59], [60], [61],
J.R. Munkeres [79], R. Ayala, D. Fernandez-Ternero si J.A. Vilches [11].

Capitolul 4 este structurat in patru sectiuni si contine aspecte cu caracter monografic referitoare
la optimalitate obtinuta prin folosirea complexelor de lanturi in teoria Morse discreta. Acest capitol
se bazeaza pe publicatiile lui H. Molina-Abril si P. Real [73], [74], [75], A. Hatcker [50], R. Ayala,
D. Fernandez-Ternero si J.A. Vilches [11], M.M. Cohen [21], M. Desbrun, E. Konso si Y. Tong [24],
S. Eilengerg si S. Mac Lane [29], R. Forman [30], [31], [38], E.E. Moise [77], F. Sergeraert [85], T.
Lewiner, H. Lopes, G. Tavares gi L. Matmidia [63].

Nu ag vrea sa inchei aceasta introducere fara a multumi domnului prof. univ. dr. Dorin Andrica,
conducatorul meu stiintific, pentru observatiile, sugestiile, sprijinul substantial si amabilitatea cu
care a raspuns intotdeauna solicitarilor mele pe parcursul stagiului de elaborare a prezentei lucrari.
Domnului conf. univ. dr. Cornel Pintea, domnului conf. univ. dr. Paul Blaga, doamnei lect. univ.
dr. Liana Topan, le adresez multumiri pentru observatiile pertinente, sugestiile deosebit de utile si
ajutorul acordat in realizarea acestei lucrari, in calitate de membri ai comisiei de indrumare. Doresc
de asemenea sa adresez sincere multumiri membrilor Catedrei de Geometrie de la Universitatea
Babeg-Bolyai din Cluj-Napoca, pentru increderea si sprijinul acordat in realizarea acestei teze.



Capitolul 1

Teorie Morse pentru CW-complexe
regulare

1.1 CW-complexe, CW-complexe regulare

Vom considera doar CW-complexe finite. CW-complexele sunt formate din celule. Pentru a le
defini riguros, consideram urmatoarele multimi:
B™ = {xz € E™: |z| < 1}, bila unitate inchisa din spatiul Euclidian n-dimensional
Sl = {z € E™ : |x| = 1}, frontiera bilei B" (sfera unitate (n — 1)-dimensionala).

Definitia 1.1.1 O n-celula este un spatiu topologic care este omeomorf cu int B™.
O n-celula inchisa este un spatiu topologic care este omeomorf cu B".

Daca o este o n-celula inchisa, atunci cu ¢ notam submultimea lui o corespunzatoare sferei
S(=1) ¢ B" printr-un omeomorfism intre B" si .

Definitia 1.1.2 O celula este un spatiu topologic care este o n-celula pentru un n oarecare.
Operatia fundamentala pentru CW-complexe este aceea de atasare de celule.

Definitia 1.1.3 Fie X un spatiu topologic, o o n-celula si f : ¢ — X o functie continua.

Fie X' |J ;0 suma disjuncta dintre X si o, factorizata in raport cu relatia de echivalenta prin care
un punct s € ¢ se identifica cu f(s) € X.

Spunem ca spatiul X (J ;0 a fost obtinut din X prin atasarea celulei o iar functia f este numita
aplicatie de atasare.

De fapt, prin acest proces o este lipita lui X prin intermediul frontierei sale. Trebuie remarcat
faptul ca aplicatia de atasare trebuie definita pe intreg ¢, asta inseamna ca toata frontiera lui o
trebuie lipita de X.

Tipul de omotopie al spatiului X J 0 depinde doar de tipul de omotopie a lui X si de clasa de
omotopie a lui f.

Exemplul 1.1.4 Daca X este un cerc, atunci Figura 1.1(i) ne arata cum poate fi atagata o 1-celula
la cerc. Atagarea unei 1-celule la cerc nu ne poate conduce la spatiul ilustrat in Figura 1.1(ii) deoarece
nu intreaga frontiera este lipita de cerc.



() (ii)
Figura 1.1. (i) 1-celula atagata la cerc; (ii) 1-celula neatagata la cerc

Definitia 1.1.5 Un spatiu X este un CW-complex daca se construieste prin atagari succesive de
celule, in felul urmator:

1. Pornim cu o multime discreta Xy, ale carei puncte vor fi privite ca O-celule si se vor numi
varfuri.

2. Inductiv, formam scheletul de ordin n, notat X,,, atasand spatiului X,,_;, n-celulele e} cu
aplicatiile de atasare ¢, : S" ' — X,,_;. Notam X,, = X,,_; U, en.

3. Putem sa oprim acest algoritm luand X = X,, pentru un anumit n < oo sau putem continua,
luand X = J,, X,,. O multime A C X este deschisa (inchisa) daca si numai daca AN X, este deschisa
(inchisa) in X, pentru orice n.

Daca X = X,, se spune ca X este un CW-complex finit dimensional, iar n este dimensiunea
lui. Altfel, X este infinit dimensional.

Sirul Xy, X1, Xo, ..., X1, X, ... formeaza o CW-descompunere a spatiului X.

Exemplul 1.1.6 1) Un complex celular 1-dimensional X = X; se numeste graf. El consta dintr-un
anumit numar de varfuri, care sunt 0-celule, carora li se atageaza muchiile, acestea fiind 1-celulele
complexului X.

Definitia 1.1.7 Un complex simplicial finit este format dintr-o multime de varfuri V si o familie
K de submultimi ale lui V', cu urmatoarele proprietati:

) VCK

(i) daca a € K si 8 C «, atunci § € K.

Notam complexul simplicial cu K. Elementele lui K le numim simplexe. Daca a € K contine
d + 1 varfuri liniar independente spunem ca dimensiunea lui « este d sau ca « este un d-simplex si
notam a(¥. Daca B C «, spunem ca [ este o fatd a lui a si notdim 3 < a sau a > (3. Observam ci
un d-simplex este o d-celula.

2) Un complex simplicial finit va fi un CW-complex, in care CW-descompunerea este formata din
simplexe inchise.

Intr-un CW-complex X orice celula va avea o aplicatie caracteristica @, : e? — X, care extinde
aplicatia de atasare ¢, iar ®,|.» este un omeomorfism.

Un subcomplex al unui CW-complex X este o submultime inchisd A a lui X care este o reuniune
de celule ale lui X. Orice subcomplex A este, la randul sau, un CW-complex.

De exemplu, orice schelet X, este un subcomplex al CW-complexului X.

Daca A este un subcomplex al lui X spunem ca (X, A) este o CW-pereche.

Un CW-complex este finit daca are un numar finit de celule. Orice astfel de CW-complex este
compact, deoarece prin atagarea unei celule compactitatea se pastreaza. Reciproc, orice subspatiu
compact al unui CW-complex este continut intr-un subcomplex finit.

Mentionam cateva proprietati ale CW-complexelor:
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Teorema 1.1.8 Orice spatiu CW-complex este un spatiu topologic normal si in particular Hausdorff.

Teorema 1.1.9 Orice punct intr-un C’W:complex admite vecinatati deschise contractibile, deci C'W-
complexele sunt spatii local contractibile. In particular, CW-complexele sunt spatii local liniar conezxe.

Teorema 1.1.10 Orice CW-complex finit X este retract euclidian de vecindtate, adica pentru un
anumit n existd o scufundare i : X — R" astfel incat i(X) este retract al unei vecinatati in R™.

Teorema 1.1.11 O varietate neteda compacta este omotopic echivalenta cu un CW-complex finit.

Fie M un CW-complex finit, K multimea celulelor din M si K, multimea celulelor de dimensiune
.

Vom utiliza urmatoarele notatii.

(i) o este o o celula de dimensiune p.

(ii) 0 < 7, 0 este o fata a lui 7 daca 0 # 7 §i ¢ C 7, unde T este Inchiderea lui 7.

(i) c K7 daca o < T sau o =T.

Presupunem ci o® este o fata a lui 7+D.

Fie B bila inchisa de dimensiune p+1 si h : B — M functia caracteristica pentru 7, adica h este
functia continua care duce interiorul lui B omeomorf in 7.

Definitia 1.1.12 Spunem ci o) este o fata regulara a lui 7"V daca:
(i) restrictia h: h=!(c) — o, x — h(z) este un omeomorfism;
(ii) h=!(o) este o p-bild inchisa.

In caz contrar spunem ci o® este o fata iregulari a lui 7+,

Definitia 1.1.13 M este un CW-complex regular daca toate fetele sale sunt regulare.
In particular, orice complex simplicial este CW-complex regular.

Presupunem o® este o fatd regulara a lui 7®+Y. Alegem cate o orientare pentru fiecare celula
din M si consideram o, 7 elemente din grupurile C,(M,Z) si Cpi1(M,Z). Avem

(0t,0) = £1,
unde (07, o) este numarul de incidenta a lui 7 si o.

Teorema 1.1.14 Presupunem cd 7®tY = o? = v~V atunci una dintre wrmdtoarele afirmatii este
adevarata:

(i) o este o fata irequlara a lui T;

(ii) v este o fata irequlard a lui o;

(i11) exista o p-celula o # o care verifica T > 0 > v.

Teorema 1.1.15 Fie M un CW-complex reqular. Presupunem ca pentru doud numere p,r > 1 avem
7)o =1 Atunci existd celulele p +r — 1 dimensionale o® si ¢ care verificd uwrmdtoarele
relatii:

CF0, T=0>=V, T»=0»U.

Definitia 1.1.16 Doua CW-complexe M, N sunt izomorfe daca exista un omeomorfism A : N —
M care aplica fiecare celula a lui N omeomorf pe o unica celuld a lui M. -

Spunem ca M este o subdiviziune a lui M daca existda un omeomorfism h : M — M care aplica
fiecare celula a lui M intr-o unica celuld a lui M. Spunem ca M si N sunt echivalente daca exista
o subdiviziune finita M a lui M si o subdiviziune finita NV a lui NV astfel incat M si N sunt izomorfe.
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Urmatoarea notiune va juca un rol central in consideratiile urmatoare.

Definitia 1.1.17 Fie M un CW-complex si o? < 7®*D doud celule ale lui M cu proprietitile
urmatoare:

(i) o este fata regulara a lui 7;

(ii) o nu este fata pentru nici o alta celula.

Fie N = M \ (0 UT). Vom spune ca M colapseaza in N.

Mai general, spunem ca M colapseaza in N si scriem M \, N, daca N se obtine din M printr-un
numar finit de operatii ca mai sus.

1.2 Functii Morse discrete pe CW-complexe

Consideram M un CW-complex finit. Fie K multimea celulelor din M si K, multimea celulelor
de dimensiune p. In lucrarea [31] R. Forman defineste notiunea de functie Morse discreta si cea de
punct critic al unei astfel de functii.

Definitia 1.2.1 O functie Morse discretd pe M este o functie f : K — R care pentru orice o € K,
verifica:
(i) Daca o®) este o fata iregulara a lui 7+ atunci f(7) > f(o). Mai mult, avem:

#{r = o | f(7) < flo)} <1,
(ii) Daca vP~Y este o fata iregulara a lui ¢® atunci f(v) < f(o). Mai mult, avem:

#{P < oW | fv) > flo)} < 1.

Cu alte cuvinte, exista cel mult o (p + 1)-celula si cel mult o (p — 1)-celula astfel ca f(o) sa fie
"echilibrata” de valorile functiei f pe celulele respective.
Notam faptul ca o functie Morse discreta nu este o functie continua pe K.

Definitia 1.2.2 Fie f o functie Morse discreta pe M. Spunem ca o € K, este un punct critic de
index p daca avem

(1) #{rHD = 0@ | f(1) < f(0)} =0

(it) #{v") < oW | f(v) = f(o)} = 0.

Numarul real f(o) se numeste valoare critica a lui f.

Exemplul 1.2.3 Daca M este regular atunci din Definitiile 1.2.1 gi 1.2.2 rezulta ca minimul lui f
trebuie sa fie un varf, care trebuie sa fie punct critic de index 0. Acest lucru se obtine din faptul ca
daca p > 1, atunci fiecare p-celula are cel putin 2 fete (p — 1)-dimensionale.

Exemplul 1.2.4 Daca M este o varietate n-dimensionala triangulata fara frontiera atunci maximul
lui f este o n-fata, care trebuie sa fie un punct critic de index n.

Aceasta proprietate rezulta din faptul ca daca p < n — 1, atunci fiecare p-celula este o fata a cel
putin 2 celule (p + 1)-dimensionale.

Din Definitia 1.2.2 avem ca ¢ nu este o p-celula critica daca si numai daca una dintre urmatoarele
conditii este adevarata:

(i) exista 7P+ = o®) astfel incat f(7) < f(0);

(ii) exista v~V < ¢® astfel incat f(v) > f(o).

Lema 1.2.5 Conditiile (i) si (i1) nu pot avea loc simultan.
8



Orice CW-complex M admite o functie Morse discreta, considerand, de exemplu
f: K —R, f(o)=dim(o).

In acest caz, orice celula va fi un punct critic al lui f.

O functie Morse discreta pe un CW-complex poate induce o functie Morse discreta pe un sub-
complex al acestuia. Reciproc, o functie Morse discreta definita pe un subcomplex se poate extinde
la intreg complexul celular.

Propozitia 1.2.6 Fie M un CW-complex si N un subcomplex al sau. Restrictia oricarei functii
Morse discrete pe M la N este o functie Morse discreta. Daca o € N este un punct critic al lui f,
atunci o este un punct critic al lui f|y.

Demonstratia rezulta direct din Definitiile 1.2.1 si 1.2.2.

Propozitia 1.2.7 Fie M un CW-complex si N un subcomplez al sau. Orice functie Morse discreta
pe N poate fi prelungita la o functie Morse discreta pe M.

Altfel spus, daca f este o functie Morse discreta pe N, ewista o functie Morse discreta g pe M
astfel incat g(o) = f(o), pentru orice 0 C N.

Functia Morse g definita mai sus prezinta dezavantajul ca orice fata a lui M \ N este punct critic.
In aplicatii, este important sa gasim functii care au mai putine puncte critice.

Propozitia 1.2.8 Fie M un CW-complex si N un subcomplex astfel incat M \, N. Fie f o functie
Morse discreta pe N si ¢ = max f(o).
Functia f se poate prelungi la o functie Morse discretd pe M astfel incit N = M, si f nu are

puncte critice in M \ N.

Propozitia 1.2.8 arata ca n-simplexul standard A, admite o functie Morse cu un singur punct
critic, deoarece A,, colapseaza intr-un varf.

1.3 Teoremele lui Morse pentru CW-complexe regulare

~

Teoria Morse discreta pentru CW-complexe regulare a fost introdusa de R. Forman in [31]. In
aceeasi lucrare, el a extins rezultatele obtinute la clasa CW-complexelor generale.

Fie M un CW-complex regular si f o functie Morse discreta pe M. Pentru ¢ € R definim complexul
de subnivel ¢ astfel:

Definitia 1.3.1 Pentru ¢ € R definim:

M(fy=M.= |J |Jr oK
f

(0)ScT=0

M., este multimea tuturor celulelor unde f ia valori < ¢, impreuna cu fetele lor.
In particular, M, este un subcomplex a lui M.

Pentru a demonstra ca o celula o € K cu proprietatea f(o) < ¢ este continuta in M., trebuie sa
aratam ca exista 7 € K astfel incat o < 751 f(7) <c.
Observam ca este suficient sa consideram doar 7 cu proprietatea:

dim(7) = dim(o) + 1.

Acest lucru reiese din lema urmatoare.



Lema 1.3.2 [31] Fie 0 o p-celuld a lui M si presupunem 7 > o. Atunci existda o (p+ 1)-celula T cu
proprietatile o <7 <7, f(T) < f(7).

Teorema 1.3.3 [31] Dacd a,b € R astfel incat [a,b] sa nu contindg valori critice ale lui f, atunci M,
colapseaza la M,, notat My \, M,.

Teorema 1.3.4 Dacid o® este o celuld criticd de dimensiune p cu f(o) € [a,b] si [a,b] nu mai
contine si alte valori critice, atunci M, este omotopic echivalent cu M, la care se lipeste o celula de
dimensiune p de-a lungul frontierei (adica M, este omotopic echivalent cu M, U ev).
ep
Fie M,(f) numarul de puncte critice de index p ale lui f.
Numerele M, se numesc numerele Morse ale lui f.
Din Teoremele 1.3.3 si 1.3.4 rezulta urmatoarea proprietate.

Corolarul 1.3.5 M este omotopic echivalent cu un CW-complex care are exact My(f) celule de
dimensiune p.

Exemplul 1.3.6

Figura 1.2

In Figura 1.2, f ~1(0) este un simplex critic de index 0, f~*(8) este un simplex critic de index 1.
Alte simplexe critice nu mai sunt, deci rezulta ca M este omotopic echivalent cu un cerc, fapt evident
ce se observa gi din figura.

Exemplul 1.3.7

Figura 1.3

In Figura 1.3 avem un complex simplicial M pe care am definit o functie Morse discreta. Avem
2 simplexe critice f~1(0) si f71(9), si alte simplexe critice nu exista. Complexul simplicial M poate
fi construit succesiv in urmatorii pasi:
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o M(0)

L . ]
M(1) = M(2)

ad
/1(3) =M@

: M(5) = M(6)
M(7) = M(3)

M(3)

*

' ‘: M(10) =DM(11)

M(12) = M(13) =M

Figura 1.4
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1.4 Inegalitatile lui Morse in varianta discreta

1.4.1 Algebra omologica a inegalitatilor lui Morse.
Ordonarea polinoamelor

Fie p € R[T], un polinom in variabila T, p = pg + p1T + pT? + ... + p, T™.

Definitia 1.4.1 Fie ¢ € R[T], un alt polinom in T, ¢ = qo + ¢ T + @t*> + ... + ¢ T™.
Spunem ca p domina g, si scriem p > ¢ daca seria formala

p(T) —q(T)
T+1

este un polinom cu toti coeficientii pozitivi.

Relatia > are urmatoarele proprietati:
1) 7" este o relatie de ordine partiala pe R[T7;

2) p = q implica p(—1) = q(—1);
3) "> este o relatie de ordine aditiva, adica avem

P1 = qi, P2 = @ implica p1 +p2 = q1 + @2

4) Presupunem ca p = ¢ si fie r € R[T] un polinom cu coeficienti pozitivi. Atunci pr = qr.
Relatia p >~ 0 implica faptul ca functia rationala

(po+ T +poT? + ...+ p, T (1 +T)*
= (po+piT+pT*+ .. +p, TV =T +T?>=T3+..)

=po+ (pr —po)T + (p2 — p1 +po)T? + . ..

este un polinom cu coeficienti pozitivi, adica au loc inegalitatile

po >0

p1—po =0

pP2—p1+po=>0 (1.4.1)
Pn— Pt + Pn2— ...+ (=1)"py > 0.

Observatia 1.4.2 De fapt, ultima inegalitate are loc cu egalitate deoarece p este divizibil cu 7'+ 1,
adica avem in mod necesar p(—1) = 0.

Evident, avem p > 0 daca si numai daca au loc relatiile (1.4.1).
Observatia 1.4.3 Daca p = 0, atunci p; >0, j =0,1,...,n.

In general, aceste inegalitati sunt mai slabe decat conditia p > 0, dupa cum arata urmatorul
exemplu.

Exemplul 1.4.4 Polinomul p =1+ T? are coeficienti pozitivi, dar p % 0.
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Relatia p > ¢ este echivalenta cu p — ¢ > 0, deci cu relatiile:

Do = Qo

P1—Po = q1— Qo

P2—P1+P2 > G2 —q1+ Qo (1.4.2)
Pn—1 — Pn—2 +pn73 — ...+ (_1)n71p0 2 gn—1 — gn—2 + gn—-3 — ... + (_1)n71q0
Prn—DPn-1+DPn—2— .+ (=1)"Do = Gn — -1+ @u—2— ...+ (—1)"qo

Evident din p = ¢ rezulta inegalitatile p; > ¢;, j = 0,1, ...
Lema 1.4.5 Daca p = q st pentru un indice j avem p; > q;, atunci pj_i > ¢j—1 SGU Pjy1 = @j+1-

Lema 1.4.6 (Principiul lacunar al lui Morse) Fie p,q € R[T]. Presupunem ca polinomul p contine
numai puteri pare $i coeficientii lui q sunt pozitivi. Atunci:

PZqg=>p=4q.

1.4.2 Polinomul Poincaré
Fie K corp, C; spatiu vectorial peste K, dimg C; < 0o si dimg C; = 0 pentru ¢ suficient de mare.
Notam:
c. =P,
q=0

Definitia 1.4.7 Polinomul Poincaré asociat lui C, este:

Po, = (dimg C,)T".

q>0

Lema 1.4.8 (Euler-Poincaré-Morse) Fie C. un complex de lanturi graduat finit dimensional peste
K i H, = H.(C) omologia lui C,. Atunci

Po, = Py,.

1.4.3 Inegalitatile lui Morse

Fie K un corp, f; = dim H;(M, K) numerele Betti cu coeficienti iIn K gi x caracteristica
Euler-Poincaré ale CW-complexului regular M.

Teorema 1.4.9 (Inegalitatile tari ale lui Morse) Pentru orice j > 0 au loc inegalitatile
mj—mj_1+...:i:m0 Zﬁj_ﬁj—l‘{’---iﬁo-
Din Teorema 1.4.9 rezulta imediat

Teorema 1.4.10 (Inegalitatile slabe ale lui Morse)
(i) Pentru orice j > 0 avem:

m; Zﬁ]
(1i) x(M) = Bo =1+ P2 — ... £ B =mg —my +mg — ... £ My,
unde m este dimensiunea lui M.

13



1.4.4 Campuri vectoriale de tip gradient

Cum putem atribui numere fiecarui simplex dintr-un complex simplicial astfel incat sa definim o
functie Morse discreta? In practic nu este necesar s definim functia Morse discreta. Este suficient
sa gasim campul vectorial de tip gradient al respectivei functii Morse.

Consideram exemplul din Figura 1.5.

0 0
(@) ()

Figura 1.5

Simplexele necritice apar in perechi. De exemplu, muchia f~1(1) nu este critica pentru ci are un
vecin de dimensiune mai micd caruia i s-a atribuit o dimensiune mai mare si anume, varful f=1(2).
Analog, varful f~'(2) nu este critic pentru c& are un vecin de dimensiune mai mare ciruia i s-a
atribuit o valoare mai micd, adicd muchia f~1(1). Aceasta imperechere este marcata printr-o sdgeata
dinspre varful f~!(2) inspre muchia f~'(1). In mod analog, considersm o sigeatii dinspre vérful
f7(4) inspre muchia f~!(3) (Figura 1.6).

0

Figura 1.6. Campul vectorial de tip gradient al functiei Morse
prezentat in Figura 1.5

Acest proces poate fi aplicat oricarui complex simplicial cu o functie Morse discreta. Sagetile sunt
desenate dupi cum urmeaza. Presupunem ca a® este un simplex necritic cu f®+Y) = « care satisface
relatia f(3) < f(a). In acest caz, se deseneazd o sigeatd de la o la 3. In Figura 1.7 avem un exemplu
mai complicat. A se observa c& functia Morse discretd din aceastd figurd are un varf critic, f~1(0) si
o muchie critica, f~'(11). Acest complex simplicial este omotopic echivalent cu un CW-complex cu
exact o 0O-celula gi o 1-celula, adica cu un cerc.

14



(ii)

Figura 1.7. Un alt exemplu de camp vectorial de tip gradient

Fiecare simplex « satisface exact una din urmatoarele proprietati:

1. a este coada a exact unei sageti;

2. « este varful a exact unei sageti;

3. a nu este nici varful nici coada vreunei sageti.

A se observa ca un simplex este critic daca nu este nici coada nici varful vreunei sageti.

Cu aceste sageti se lucreaza mult mai ugor decat cu functia Morse discreta originala. Acest camp
vectorial de tip gradient contine, de fapt, intreaga informatie despre functie de care avem nevoie in
majoritatea aplicatiilor. Agadar, daca ni se da un complex simplicial, nu e nevoie sa gasim o functie
Morse discreta, ci doar campul vectorial de tip gradient.

Presupunem ca am atasat sageti simplexelor astfel incat fiecare simplex sa satisfaca exact una din
proprietatile de mai sus. Cum ne dam seama daca respectiva multime de sageti este campul vectorial
de tip gradient al unei functii Morse discrete?

Fie K un complex simplicial cu o functie Morse discreta f. Nu caracterizam campul vectorial
discret de tip gradient V" al lui f ca fiind o colectie de sageti, ci o colectie de perechi de simplexe din
K, a? < 8P Avem ci of < (P! este in V dacd si numai daca f(3) < f(«). Altfel spus, a? < P!
se afla in V' daca gi numai daca am desenat o sageata pentru care o reprezinta coada, iar [ reprezinta
varful sagetii. Din proprietatile functiei Morse discrete rezulta ca fiecare simplex se afla in cel mult
o pereche din V. Aceste observatii intuitive pot fi formalizate in urmatoarea definitie.

Definitia 1.4.11 Un camp vectorial discret pentru K este o colectie de perechi de simplexe din
K, of < Pt astfel incat fiecare simplex sa se afle in cel mult o pereche din V.

Daca se considera un camp vectorial neted pe o varietate neteda, este normal sa studiem sistemul
dinamic indus prin fluxul de-a lungul campului vectorial. Acelasi studiu poate fi facut si pentru un
camp vectorial discret.

Se considera un camp vectorial discret al unui complex simplicial K. O V-cale este un sir de
simplexe

o ™0, B, o AP, 0l

astfel incat pentru fiecare 1 = 0,...,7r, a < 8 € V si 5; = a;41 # ;. O asemenea cale este o cale
netriviala inchisa daca avem r > 0 si g = ;1. O V-cale pentru un camp vectorial de tip gradient
V' al unei functii Morse discrete, vom numi o cale de tip gradient a lui f.

Urmatoarea teorema rezulta din aceasta definitie.

Teorema 1.4.12 Fie V un camp vectorial de tip gradient al unei functic Morse discrete f. Un sir

de simpleze

a[()p)7 ép+1)’ agm) §p+1)’ agm) o ’ﬁ£p+1)’ 0&21
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este o V-cale daca st numai daca avem
a; < B = airq pentru oricare i =0,1,...,7 $
flao) = f(Bo) > flan) = f(B1) > ... = f(Br) > [lars).

Cu alte cuvinte, caile gradient ale lui f sunt exact acele giruri ”continue” de simplexe de-a lungul
carora f este descrescatoare. In particular, aceasta teorema spune ca daca V' este un camp vectorial
de tip gradient atunci nu exista V-cai netriviale inchise. Principalul rezultat al acestei sectiuni spune
ca inversa acestei afirmatii este adevarata.

Teorema 1.4.13 Un camp vectorial discret V' este un camp vectorial de tip gradient al unei functii
Morse discrete daca 1 numai daca nu exista V-cai netriviale inchise.

Se poate observa asemanarea acestei teoreme cu o alta teorema din domeniul grafurilor orientate.

Teorema 1.4.14 Fie G un graf orientat. Atunci ezista o functie strict descrescatoare cu valori reale
definita pe multimea varfurilor daca st numat daca nu exista cicluri orientate.

Importanta Teoremei 1.4.13 este subliniata in exemplul urmator. Vom construi campul vectorial
discret pentru o triangulare a planului proiectiv real si vom folosi aceasta teorema pentru a verifica
ca acest camp vectorial este un camp vectorial de tip gradient.

Exemplul 1.4.15 Figura 1.8 (i) reprezintd o triangulare a planului proiectiv real P2.

A se observa ca varfurile de-a lungul frontierei cu aceleasi etichete sunt considerate precum
muchiile a caror puncte de extrem au aceleasi etichete. In Figura 1.8 (ii) este prezentat campul
vectorial discret V' al acestui complex simplicial. Se poate observa ca nu exista V-cai inchise (pentru
ca toate V-caile se indreapta inspre frontiera figurii si nu exista V-cai inchise pe frontiera). Astfel,
campul vectorial discret este un camp vectorial de tip gradient. Singurele simplexe care nu sunt nici
coada nici capul vreunei sageti sunt varful etichetat 1, muchia e gi triunghiul ¢. Planul proiectiv este
omotopic echivalent cu un CW-complex cu exact o 0-celula, o 1-celula gi o 2-celula.

3 3

1 3
(i)

Figura 1.8.
(i) O triangulare pentru planul proiectiv real
(ii) Un camp vectorial discret de tip gradient pentru P2
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1.4.5 Descrierea combinatoriala a campurilor de tip gradient

Notiunea de camp vectorial gradient are o descriere pur combinatoriala cu ajutorul careia putem
reformula teoria Morse.

Prin diagrama Hasse a lui K intelegem multimea partial ordonata de simplexe din K. Ordo-
narea se face dupa relatia fata. Diagrama Hasse este un graf orientat. Varfurile grafului se afla in
corespondenta 1-1 cu simplexele din K. Exista o muchie directa de la § la o daca si numai daca «
este o fatd de codimensiune 1 a lui g (Figura 1.9).

Vi Y, Yy

(1)
Figura 1.9. De la un camp vectorial discret la o diagrama Hasse orientata

Fie V un camp vectorial combinatorial. Modificam graful orientat dupa cum urmeaza. Daca
{a < B} € V| inversam orientarea muchiei dintre « gi 3, astfel incat sa mearga de la o la 3 (Figura
1.10). O V-cale poate fi considerata o cale orientata in acest graf modificat. Exista in aceasta diagrama
Hasse modificata si unele cai orientate care nu sunt V-cai dupa cum le-am definit.

t

Figura 1.10. De la un camp vectorial discret la o diagrama Hasse orientata

Teorema 1.4.16 Nu exista V-cai netriviale inchise daca si numar daca nu exista cai orientate
netriviale inchise in diagrama Hasse orientata corespunzatoare.

Astfel, un camp vectorial discret reprezinta, in limbaj combinatorial, o imperechere partiala a
diagramei Hasse. Un camp vectorial discret este un camp vectorial de tip gradient daca aceasta
imperechere partiala este aciclica in sensul de mai sus.

Vom reformula in continuare in acest limbaj cateva dintre teoremele precedente. Complicatii pot
sa apara pentru ca mai sus nu s-a considerat gi multimea vida. De obicei, multimea vida este inclusa
in diagrama Hasse, fiind considerata un simplex de dimensiunea —1.

Teorema 1.4.17 Fie V o imperechere partiala aciclica pentru diagrama Hasse a lui K (presu-
punem cd multimea vidd nu este imperecheatd cu un alt simplex). Fie w, numdrul de p-simplexe
neimperecheate. Atunci K este omotopic echivalent cu un CW-complex care are exact u, celule de
dimensiunea p, pentru fiecare p > 0.
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Un caz particular important este obtinut daca V' este o imperechere completa. Adica, dacd fiecare
simplex (de aceasta data se considera gi simplexul vid) este imperecheat cu un alt simplex. In acest
caz, se obtine urmatorul rezultat.

Teorema 1.4.18 Fie V o imperechere completa si aciclica a diagramei Hasse a lui K. Atunci K
colapseaza la un varf, astfel incat K este, in particular, contractibil.
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Capitolul 2

Caracteristica Morse-Smale discreta

2.1 Functii Morse pe complexe simpliciale
Fie K un complex simplicial finit.

Definitia 2.1.1 O functie f : K — R este o functie Morse discrets daca pentru orice o?) € K
au loc relatiile:

(1) #{B" = a®) | f(B) < f()} < 1si
(2) #{YP D <a® | f(7) = fla)} < 1.

Exemplul 2.1.2 Consideram doua complexe simpliciale. Indicam functiile scriind langa fiecare sim-
plex ce valoare are functia pe acel simplex.

0 0
() (ii)

Figura 2.1

Functia de la (i) din Figura 2.1 nu este o functie Morse discreta deoarece latura f~1(0) incalca
regula (2) din definitie, deoarece are 2 vecini cu dimensiune mai mica pe care functia ia valori mai
mari. Mai mult varful f~'(5) incalca regula (1), deoarece are 2 vecini de dimensiune mai mare pe
care functia ia valori mai mici.

Functia de la (ii) din Figura 2.1 este o functie Morse discreta.

Trebuie remarcat faptul ca o functie Morse discreta nu este o functie continua pe K deoarece nu
am considerat nici o topologie pe K. Functia atribuie fiecarui simplex o singura valoare.

Reamintim faptul c& un p-simplex o) este critic de index p daci urmitoarele relatii au loc:
(1) #{BPD = a® | f(B) < f(a)} =0
(2) #{PD <aP | f(7) > f(@)} =0.
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Exemplul 2.1.3 In Figura 2.1 (ii): varful f~1(0) si latura f~(5) sunt simplexe critice i altele nu
mai sunt.

Daca K este un complex simplicial m-dimensional cu o functie Morse discreta, atunci notam cu
p; numarul de simplexe critice de index j.

Pentru orice corp F, notam cu §; = dim H;(K, F) numerele Betti in raport cu F, j =0,1,...,m.
Atunci au loc inegalitatile slabe ale lui Morse:

(i) pentru orice j =0,1,...,m (unde m este dimensiunea lui K'), avem: p; > f3;.

(i) po—p1+ 2 — oo+ (=)t =Bo — P1 + B2 — ... + (=1)™B,, = x(K) (relatia lui Euler).
Dar au loc si inegalitatile tari ale lui Morse:

Pentru orice j =0,1,...,m,

Hi — Hi—1 +...+ <—1)J/1/0 < ﬂj — 6]'_1 + ...+ (—1)]ﬁ0

Fie K un complex simplicial cu exact ¢; simplexe de dimensiune j, pentru orice j = 0,1,...,m,
unde m = dim K. Fie C;(K,Z) spatiul Z%.

Mai precis C}(K, Z) este grupul abelian liber generat de j-simplexele din K, fiecare simplex fiind
inzestrat cu o orientare.

Atunci pentru orice j exista aplicatiile frontiera 0; : Cj(K,Z) — C;_1(K,Z), care satisfac relatia
8j_1 9] (9j =0.

Atunci complexul de lanturi

0 — Co(K,Z) 22 Cp (K, Z) 25325 Oy(K,Z) — 0

determina omologia lui K. Pentru orice j = 0,1,...,m, definim: H;(C,0) = Ker (9;)/Im (9;+1).
Atunci pentru orice j are loc izomorfismul: H;(C,0) = H;(K,Z), unde H;(K,Z) este omologia
singulara a lui K.

2.2 Operatii cu functii Morse discrete

Fie f si g doua functii Morse discrete definite pe doua complexe celulare K si L, iar V gi W
campurile discrete de tip gradient pentru cele doua functii.

Daca L este un subcomplex al lui K atunci restrictia g = f|, este o functie Morse discreta pe L.

Daca L este o subdiviziune pentru K, atunci putem construi ¢ din f cu acelagi numar de celule
critice. Acest lucru poate fi realizat prin rafinarea locala a campului discret de vectori de tip gradient
pentru fiecare celula subdivizata, ca in Figura 2.2.

Figura 2.2. Rafinarea unui camp discret de vectori de tip gradient

O demonstratie completa a acestui lucru se poate gasi in [31, sectiunea 12].
Produsul cartezian K x L a doua complexe celulare este un complex celular care este definit prin
urmatoarele relatii:

(ak,ar) < (Bk,BL)
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daca ax = O 51 ap < fOr, sau ag < Bk si ap = Or.
Un camp discret de vectori de tip gradient V' x W poate fi definit pe produsul cartezian K x L
astfel incat sa admitd > my(f) - my-q(g) celule critice de index p, prin

dacad ak nu este critic, V(ag) =0, (V xW){ag,ar})=0
dacad ai nu este critic, V(ag) =Bk, (V x W)({ax,ar}) ={0k,ar}
daca ag este critic, V(ay) =0, (Vx W)({ag,ar}) =0
daca Qg este critic, V(OéL) = ﬁL, (V X W)({OéK,OéL}) = {OéK,ﬁL}

Aceasta corespunde functiei Morse discrete f x g : K x L — R, unde

(f xg)(z,y) = f(x)g(y).

Figurile 2.3 si 2.4 reprezinta un exemplu de produs cartezian dintre un segment i un triunghi.

&

© O, O

@ ©
@ © ©

Figura 2.3. Diagrama Hasse pentru campurile discrete de vectori de tip gradient definite pe un
segment gi pe un triunghi

<
QOOOHOOOE
. JO

Figura 2.4. Diagrama Hasse pentru produsul cartezian a campurilor discrete de vectori de tip
gradient din Figura 2.3
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2.3 Caracteristica Morse-Smale discreta pentru complexe
simpliciale

Consideram K™ un complex simplicial finit m-dimensional.

Fie Q(K') multimea formata din toate functiile Morse discrete definite pe K.

Este evident ca Q(K) # 0, deoarece avem exemplul trivial de functie Morse discreta f(o) = dim o,
oceK.

Pentru f € Q(K), fie p1;(f) numarul de simplexe critice de index j din K alelui f, j =0,1,...,m.

Fie p(f) numarul definit prin

adica p(f) este numarul total de simplexe critice din K ale lui f.

Definitia 2.3.1 Numarul:
V(K) =min{u(f) : fe€QK)},

se numeste caracteristica Morse-Smale discreta a complexului simplicial K.

Deci caracteristica Morse-Smale discreta reprezinta numarul minim de simplexe critice pentru
toate functiile Morse discrete definite pe K.
Intr-un mod analog se definesc numerele v;(K), pentru j =0,1,...,m, astfel:

vi(K) = min{u;(f) : f € QK)},

care reprezinta numarul minim de simplexe critice de dimensiune j, pentru toate functiile Morse
discrete definite pe K.

O problema complicata in topologia combinatoriala este sa calculam efectiv aceste numere asociate
unui complex finit dimensional.

Un algoritm finit de calcul pentru aceste numere, pentru orice complex simplicial finit inca nu
este cunoscut.

Fie L™ un complex simplicial si fie ¢ : L — K un izomorfism simplicial.

Fie f: K — R i g: L — R, doua functii Morse discrete definite pe complexele simpliciale K
respectiv L astfel incat urmatoarea diagrama este comutativa:

Y
L » K

g=foly

R

Figura 2.5
Consideram multimile critice ale functiilor f si g
C(f) = {a | « este simplex critic a lui f}

C(g) = {B | B este simplex critic a lui g}
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Cum v este un izomorfism simplicial rezulta ca are loc urmatoarea relatie

Rezulta astfel inegalitatea #C(f) > (L), pentru orice functie Morse pe complexul simplicial
K. Prin urmare, avem y(K) > y(L). In mod analog demonstram inegalitatea v(K) < (L) si deci
obtinem y(K) = y(L).

In concluzie, pentru complexele simpliciale izomorfe K si L avem

Y(K) = (L) si v;(K) =(L), j=0,1,...,m.

Deci numerele v(K) si v;(K), 7 =0,1,...,m, sunt invarianti ai complexului simplicial K.

2.4 Functii Morse discrete exacte.
Functii Morse discrete F-perfecte

Consideram K™ un complex simplicial finit m-dimensional.

Este evident ca Q(K) # (), deoarece avem exemplul trivial de functie Morse discreta f(o) = dim o,
pentru orice simplex o € K.

Fie H;(K,F), j=0,1,...,m, grupurile de omologie singulara cu coeficientii in corpul F si

B;(K,F) =rankH;(K,F) =dimp H;(K,F), j=0,1,...,m,

numerele Betti ale lui K in raport cu F.
Pentru orice f € Q(K), j =0,1,...,m, au loc inegalitatile slabe ale lui Morse:

1 (f) > Bi(K, F).
Definitia 2.4.1 Functia Morse discreta f € Q(K) este exacta (sau optimala) daca:
w;i(f) =;(K), pentru j =0,1,...,m.

Deci o functie Morse discreta exacta are un numar minim de simplexe critice pentru orice dimen-
siune.

Definitia 2.4.2 Functia Morse discreta f € Q(K) este F-perfecta daca:
i (f) = B;(K, F), pentru j =0,1,...,m.

Folosind inegalitatile slabe ale lui Morse si definitia caracteristicii Morse-Smale obtinem inega-
litatile:
pi(f) =2 min{p; (f) « f € QK)} =(K) = 5;(K, F).

Teorema 2.4.3 Complexul simplicial K are functic Morse discrete F-perfecte daca si numai daca

V(K) = B(K, F),

unde (K, F) = Zﬁj(K, F) este numarul Betti total al lui K in raport cu F.

j=0
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Fie K™ un complex simplicial finit m-dimensional. Se stie ca C;(K,Z), j = 0,1,...,m, sunt
grupuri abeliene libere finit generate cu atatia generatori cate j-simplexe sunt in K.

Deoarece subgrupurile si grupurile factor ale unui grup finit generat sunt finit generate atunci
grupul de omologie singulara H;(K,Z) este finit generat.

Din teorema fundamentala a grupurilor libere finit generate avem

Hj(K, Z) ~ Aj D Bj,

unde A; este un grup liber si B; este subgrupul de torsiune a lui H;(K,Z).
Deci grupurile de omologie singulara H;(K,Z), j = 0,1,...,m, sunt finit generate si avem

Hi(K,2)~(Z&...®L)® (L & ... Ln,,)

unde Z este luat de (§; ori in grupul liber si 8; = §;(K,Z), j = 0,1, ..., m, reprezinta numerele Betti
ale lui K in raport cu grupul (Z, +), adica

B;(K,Z) = rankH;(K,Z).
Exemplul 2.4.4 Consideram cercul unitate S'. Omologia singulara a lui S* este:

Z, j=0
Q1 _ ’
HJ(SaZ>_{ Z’ jzl

Rezulta ca avem:
ﬁO(Sl>Z) = 17 51(517Z) =1
Atunci numarul Betti total este:

B(SY,Z) = Bo(SY,Z) + (S, Z) =1+ 1 =2.

Folosind Teorema 2.4.3 rezulta

Y(SY) = B(8",Z) = 2.

Aceasta Inseamna ca putem construi o functie Morse discreta pe complexul simplicial dat de
triangularea cercului S' din Figura 2.6, care are exact 2 simplexe critice.

O astfel de functie este Z-exacta si este definita in Figura 2.6. Simplexele critice din figura sunt
incercuite.

1 0

@ 2
4

Figura 2.6. Functie Morse discreta cu 2 simplexe critice pentru cercul unitate S!

Exemplul 2.4.5 Consideram sfera 2-dimensionala S? cu triangularea data in Figura 2.7.
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Figura 2.7. Functie Morse discreta cu 2 simplexe critice pentru sfera 2-dimensionals S?

Omologia singulara a lui S? este:

Z, j=0
H;(S*Z)=14 0, j=1
4, j=2

Rezulta ca avem:

60(527Z) = 17 61(527Z) - Oa /62(527Z) =1
Atunci numarul Betti total este

2
BS?Z)=> (S Z)=1+0+1=2.

=0

Folosind Teorema 2.4.3 rezulta
Y(S?) = B(S*,Z) = 2.

Aceasta Inseamna ca putem construi o functie Morse discreta pentru complexul simplicial definit
de triangularea sferei S? din Figura 2.7, care are exact 2 simplexe critice. O astfel de functie este
Z-exacta si este definita in Figura 2.7, simplexele critice sunt incercuite.

Exemplul 2.4.6 Consideram planul proiectiv real P?(R) cu triangularea datd in Figura 2.8.
Omologia singulara a lui P?(R) peste Z, este data de

H;(P*(R),Zs) = Zs, j =0,1,2.
Rezulta ca avem
Bo(PA(R), Z2) = 1, Bi(P*(R), Zs) = 1, Bo(P*(R), Zy) = 1.
Atunci numarul Betti total este
B(P*(R), Zs) = Bo(P*(R), Zs) + Bi(P*(R), Zs) + Bo(P*(R), Z3) = 1+ 1+1=3.
Folosind Teorema 2.4.3 rezulta

Y(P*(R)) = B(P*(R), Zy) = 3.

25



10

? 14 10 9 .

Figura 2.8. Functie Morse discreti cu 3 simplexe critice pentru planul proiectiv real P%(R)

Aceasta arata faptul ca exista functii Morse discrete definite pe complexul simplicial dat de
triangularea planului proiectiv real P?(R) din Figura 2.8, care au exact 3 simplexe critice.

O astfel de functie este Zy-exacta si este definita in Figura 2.8. Simplexele critice din figura sunt
incercuite.

Exemplul 2.4.7 Consideram banda lui M6bius M cu triangularea din Figura 2.9. Omologia singu-
lara a lui M peste Z este

H;(M,Z) =7, pentru j = 0,1 si Hy(M,Z) = 0.
Din formula coeficientilor universali in omologie (vezi [2, pag. 118]) avem ca:
Hy(M;Z) ~ (Hu(M:Z) © Zs) @ Tor(Zs; Hy_1(M; Z)), k € Z,

unde Tor(Zsy; Hy_1(M;7Z)) este produsul de torsiune al grupurilor (Zs, +) si Hy_1(M;Z).
Atunci avem
Ho(M,ZQ) ZZQ, Hl(M,ZQ) EZQ, HQ(M,ZQ) 20,

si rezulta ca

ﬁo(M;Zz) =1, ﬁl(M;ZQ) =1, 52(M§Zz) = 0.
Atunci numarul Betti toatal este
B(M,Zy) =1+1+0=2.
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Pe de alta parte, din Teorema 2.4.3, avem relatia
V(M) = (M, Z,) = 2.

Aceasta inseamna ca exista functii Morse discrete pentru complexul simplicial definit de triangu-
larea din Figura 2.9 pentru banda lui Mobius M, care au exact 2 simplexe critice. O astfel de functie
este Zs-exacta si este definita in Figura 2.9, unde simplexele critice sunt incercuite.

48 40 28
1(§ 26
47
41
42
46
10 44 = 50
45 43 35
22
24
i 43 20 28 16
36
42 32
18
20 12 10
41
26
44 :

Figura 2.9. Functie Morse discreta cu 2 simplexe critice
pentru banda lui Moébius M

Exemplul 2.4.8 Consideram sticla lui Klein K = P?(R)#P?*(R) cu triangularea datd in Figura

2.10, unde # reprezinta suma conexa.
Omologia singulara a lui K peste Z este

Hy(K,Z) =7, H{(K,Z) =Zs ®Z, Hy(K,Z) = 0.
Aplicand din nou formula coeficientilor universali in omologie, avem
Ho(K,Z3) ~ 7, H(K,Zy) ~Zo® Lo, Ho(K,Zs) =~ Zs.
Rezulta ca Bo(K,Zs) =1, (1(K,Zy) =2, [Ba(M,Zs) = 1, deci numarul Betti total este
B(K,Zy) =14+2+1=4.
Folosind Teorema 2.4.3, avem relatia
VK) = B(K, Zs) = 4.
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Aceasta inseamna ca exista functii Morse discrete definite pe complexul simplicial definit de
triangularea din Figura 2.10 a sticlei lui Klein K, cu exact 4 simplexe critice. O astfel de functie este

Figura 2.10. Functie Morse discreta cu 4 simplexe critice

definita pe sticla lui Klein K

12

14

16

18

22

39

Zo-exacta gi este construita in Figura 2.10. Simplexele critice din figura sunt incercuite.
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Exemplul 2.4.9 Consideram triangularea torului 72 = S x S!, data in Figura 2.11.

40 50 90 50 24
1(¢3 1

30

&3

74

40 80 a0 50 24

Figura 2.11. Functie Morse discreta cu 4 simplexe critice
definitd pe torul St x S1

Omologia singulard a torului 7% = S* x S! peste Z este
Hy(T?) =7, H(T*) =Z O Z, Hy(T?) = Z.
Atunci, prin aplicarea din nou a formulei coeficientilor universali, avem
Ho(T? Zy) ~ Ly, H\(T? L) ~ Ty © Ly, Ho(T?, Zy) ~ Zo.

Rezulta ca
60(T2722) - ]-7 61(T27Z2) - 27 62(T2vz2> - ]-7
deci numarul Betti total este

2

BT? Zy) =Y B(T%Za) =1+2+1=4.
7=0
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Pe de alta parte, folosind Teorema 2.4.3, avem relatia

fapt ce arata ca exista functii Morse discrete pe complexul simplicial definit de triangularea din
Figura 2.11 a torului 72, care au exact 4 simplexe critice. O astfel de functie este Zy-exacta si este

$(8' x 1) = B(ST x S, Zy) = 4,

definita in Figura 2.11. Simplexele critice din figura sunt incercuite.

Exemplul 2.4.10 Consideram triangularea torului cu 2 gauri obtinut dintr-o suma conexa de 2

toruri 72, data in Figura 2.12.

2 45 36
21 23
1 44 40
‘H" 41
@ a0 34
54 43
20 35 43
53 44
52 g 7 2
50 o 1
51 5 53
32
53 - 5 10 54
30 18 43
30 51 50
35 =34 51 53
52
36 = 2d 120
20 17 32
40 2
28 i 30 l
40 23 1
43 28
u Y @ 27
49
47 24 2
45 48
50 26 46
32 21 L 47
og 20 25
5o 36
50 38 30
53 39
24 45 36

Figura 2.12. Functie Morse discreta cu 6 simplexe critice
definita pe suma conexa de 2 toruri
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Omologia singulara a torului cu 2 gauri Ty = T?#7T? peste Z este
Ho(Th) =7, H\(To)=Z®ZSZBZ, HT5)=727Z.
Atunci, prin aplicarea din nou a formulei coeficientilor universali, avem
Ho(T5, 7)) ~ Zo, Hy(T5,7Z9) >~ 7o ® Lo ® Lo @ Lo, Ho(1T2,Zs) ~ Zs.

Rezulta ca
ﬁO(T%ZQ) = 1a Bl(T%ZQ) = 47 ﬂ?(T%ZQ) = 17

deci numarul Betti total este

[\

B(1, Zs) = Zﬁj(T2>Z2) =1+4+1=6.

J=0

Pe de alta parte, folosind Teorema 2.4.3, avem relatia v(7Ts) = B(T3, Zs) = 6, fapt ce arata ca exista
functii Morse discrete pe complexul simplicial definit de triangularea din Figura 2.12 a torului cu 2
gauri Ty, care au exact 6 simplexe critice. O astfel de functie este Zs-exacta si este definita in Figura
2.12. Simplexele critice din figura sunt incercuite.

Exemplul 2.4.11 Consideram triangularea palariei lui Dunce data in Figura 2.13.

1

39 20 12 10 5

Figura 2.13. Functie Morse discreta cu 3 simplexe critice
definita pe palaria lui Dunce
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Omologia singulara a palariei lui Dunce DH peste Z este
Ho(DH) =7, H(DH)=1%Z, Hy(DH)=2Z.
Atunci prin aplicarea din nou a formulei coeficientilor universali avem
Ho(DH,Zs) ~ 7o, H(DH,Zsy) ~Zs, Hs(DH,Zs)~ Zs.

Rezulta ca
ﬁo(DH, ZQ) == 1, ﬁl(DH, ZQ) == 1, ﬁQ(DH, ZQ) == 1,

deci numarul Betti total este:

[\

B(DH,Z3) = > Bj(DH, Zy) =1+1+1=3.

J=0

Pe de alta parte, folosind Teorema 2.4.3, avem relatia v(DH) = S(DH,Zy) = 3, fapt ce arata ca
exista functii Morse discrete pe complexul simplicial definit de triangularea din Figura 2.13 a palariei
lui Dunce, care au exact 3 simplexe critice. O astfel de functie este Z,-exacta si este definita in Figura
2.13. Simplexele critice din figura sunt incercuite.
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Capitolul 3

Functii Morse discrete perfecte

In acest capitol studiem functiile Morse discrete perfecte definite pe complexe simpliciale 2-
dimensionale. Aceste functii Morse discrete au proprietatea urmatoare: numarul de simplexe critice
de dimensiune ¢ coincide cu numerele Betti de ordin ¢ ale complexului simplicial. Se stabilesc conditii
pentru ca un 2-complex sa admita functii Morse discrete perfecte, si reciproc, obtinem proprietatile
topologice ale unui 2-complex in ipoteza ca, complexul admite astfel de functii. Aceste rezultate pot fi
considerate ca fiind un punct de plecare in studiul functiilor Morse discrete perfecte pentru complexe
simpliciale 3-dimensionale.

3.1 Teorema de clasificare a suprafetelor

Teorema 3.1.1 (Clasificarea suprafetelor fara frontiera) Orice suprafata conexa compacta farda fron-
tierd este omeomorfd cu exact una dintre urmdtoarele suprafete: sfera S, o sumd conexd T, de toruri,
g >0, sau o suma conexa M, de plane proiective, g > 0.

O demonstratie pentru aceasta teorema se gaseste in [10].

Sfera (Figura 3.1(a)) si sumele conexe de toruri (Figura 3.1(b)) sunt suprafete orientabile in timp
ce banda lui Mobius nu este orientabila.

Numarul g se numegte genul suprafetei. Numerele Betti (calculate cu coeficientii din Zs) si orien-
tabilitatea caracterizeaza complet topologia unei suprafete, deoarece putem calcula explicit grupurile
de omologie ale suprafetelor fundamentale [10].

O~

Figura 3.1. Exemple de suprafete fara frontiera:
(a) Sfera 2-dimensionala; (b) Suma conexa de doua toruri;
(c) Sticla lui Klein: suma conexa de doua plane proiective
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Propozitia 3.1.2 (Grupurile de omologie ale suprafetelor fundamentale)

Hy(S?) =7Z,, Hy(S%) =0, Hy(S?) = Zo,
H[)(Tg) = Zg, Hl(Tg) = 29 . ZQ, HQ(TQ) = ZQ,
H[)(Mg) = Zg, Hl(Mg) = g . ZQ, Hg(Mg) = ZQ.

Propozitia 3.1.3 (Clasificarea suprafetelor cu frontiera) Orice suprafata conexda compactda cu fron-
tiera nevida este omeomorfa cu exact una din urmatoarele suprafete: o sfera, o suma finita conexa
de toruri sau o suma finita de plane proiective, in fiecare caz fiind indepartate un numar finit de
discuri deschise.

O demonstratie pentru aceasta extindere a teoremei pentru suprafete inchise poate fi gasita in
[10].

Grupul de omologie Hy ramane la fel si Hy se anuleaza pentru suprafete cu frontiera.

De exemplu, identificand frontierele a doua discuri cu frontiera unui cilindru (Figura 3.2(a))
obtinem un spatiu omeomorf cu sfera. Identificand frontiera unui disc cu frontiera bandei lui Mobius
(Figura 3.2(b)) obtinem un spatiu omeomorf cu planul proiectiv.

Figura 3.2. Exemple de suprafete cu frontiera nevida:
(a) Cilindrul; (b) Banda lui Mébius

3.2 Conditii suficiente ca o functie Morse discreta
sa fie exacta

In acest paragraf vom enunta conditii suficiente care asigura faptul ca o functie Morse discreta
este exacta sau optimala.

Propozitia 3.2.1 (Suprafete fara frontiera) Fie f o functie Morse discreta definita pe o suprafata
compacta conexa fara frontiera. Daca f are exact un varf critic, o fata critica si posibil mai multe
muchii critice, atunci f este optimala.

Propozitia 3.2.2 (Suprafete cu frontiera) Fie f o functie Morse discreta definita pe o suprafatd
compacta conexd cu frontiera nevida. Daca f are un varf critic, nu are fete critice si posibil mai
multe muchii critice, atunci f este optimala.

Algoritmul de constructie a unei functii Morse discrete exacte este descris in cele ce urmeaza.
Daca avem un complex celular finit conex K care are topologia unei varietati diferentiabile 2-
dimensionale conexe, algoritmul de constructie se face in patru pasi:
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1. Construim arborele generat pe pseudograful dual al lui K.

2. Daca K are frontiera, atunci adaugam o bucla la T'.

3. Definim o functie Morse discreta pe T'.

4. Definim o functie Morse discreta pe complementara lui 7.
Primul pas. (Constructia unui arbore generat de o fata) Arborele T poate fi construit pe pseu-
dograful dual conform unor algoritmi standard [53]. In particular, putem folosi unele strategii de
reducere. De exemplu, algoritmul de reducere utilizat in lucrarea [65] (Figura 3.3), care in cazul
torului triangulat conduce la arborii din Figura 3.4.

Figura 3.3. Codurile de reducere pe torul triangulat

Figura 3.4. Arborele T generat de o fata si graful sau complementar G

Pasul doi. (Adaugarea unei bucle) Testam daca suprafata are frontiera. Daca gasim o bucla, o
adaugam la T, deci T devine un pseudograf. De exemplu in Figura 3.5, bucla de valoare 21 a fost
adaugata la T'.

Pasul 3. (Definirea functiei pe T') Selectam o cale pe T si atribuim fiecarui nod din 7' (adica la
fiecare 2-celula din K) inaltimea lui in arbore plus o constanta c. Asociem fiecarei intersectii (adica
la fiecare 1-celuld valoarea minima a celor doua extremitati (conform Figurii 3.5). Rezultatul acestui
proces aplicat exemplului din Figura 3.3 este ilustrat in Figura 3.6.
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Figura 3.5. Bucla adaugata
la pasul 2 la o fata generatoare
a arborelui 7" (fara celule critice)

13
134 17 15
1& V7 16 15 14
16 o

Figura 3.6. Functia Morse discreta
definita pe arborele generator T
din Figura 3.3 (cu o fata critica)

In constructia noastré, valoarea initiald a lui ¢ trebuie s& fie cel putin numérul varfurilor lui K +1.
Pasul 4. (Definirea functiei pe complementul lui T') Consideram G, complementul lui 7. G este un
graf fara bucle ale carui noduri sunt varfurile din K, si ale carui intersectii sunt muchiile lui K care
nu sunt reprezentate in 7. Construim un alt arbore U pe G. Asociem fiecarui nod din G distanta pe
muchii la drumul lui U si la fiecare intersectie a lui U valoarea maxima pe cele doud extremititi. In
final atribuim valoarea (¢ — 1) la fiecare intersectie a lui G \ U (conform muchiei critice cu valoarea
12 din Figura 3.7). Rezultatul acestui proces pe exemplul din Figura 3.3 este ilustrat in Figura 3.8.

Figura 3.7. Graficul complement G
al modelului cilindru si functia
Morse discreta definita pe el

(un varf critic si o muchie critica)

9

Figura 3.8. Functie Morse discreta
definita pe graful complement G
din Figura 3.3 (un varf critic

si 2 muchii critice)

3.3 Functii Morse discrete Z-perfecte definite pe 2-complexe

Vom incepe studiul existentei functiilor Morse discrete si perfecte definite pe un 2-complex con-
siderand cazul omologiei cu coeficienti intregi. Urmatorul rezultat demonstreaza ca orice complex
1-dimensional admite o functie Morse discreta Z-perfecta.

36



Propozitia 3.3.1 Orice graf conex admite o functie Morse discreta Z-perfecta.

Deoarece arborele generat este construit intr-un timp liniar si in demonstratia Propozitiei 3.3.1
orice simplex este parcurs cel putin odata, atunci este posibil sa definim un algoritm ce construieste
functii Morse discrete Z-perfecte pe G intr-un timp de complexitate liniara.

Propozitia 3.3.1 poate fi extinsa pentru orice 2-complex care colapseaza la un graf in modul
urmator:

Corolarul 3.3.2 Fie K un 2-complex care colapseaza intr-un graf G continut in K. Atunci K admite
o functie Morse discreta Z-perfecta.

Este interesant faptul ca orice suprafata cu frontiera care colapseaza intr-un graf, admite o functie
Morse discreta Z-perfecta.

Urmatorul rezultat ne arata cum colapsibilitatea unui complex general poate fi exprimata cu
ajutorul caracteristicii Morse-Smale.

Lema 3.3.3 Fie K un complezx. Atunci K este colapsibil daca si numai daca v(K) = 1.

Urmatoarele rezultate realizeaza legaturi intre existenta functiilor Morse discrete Z-perfecte de-
finite pe un 2-complex cu unele omologii de grup triviale si tipul de omotopie simpla.

Propozitia 3.3.4 Fie K un 2-complex compact si conex care admite functii Morse discrete Z-
perfecte. Atunci au loc urmadatoarele rezultate:

1. Daca, complexul K este aciclic, atunci K este colapsibil.

2. Daca Hyo(K) =0 ¢i Hi(K) = 0, atunci K are acelagi tip de omotopie simpla ca o muchie a
sferei S2.

3. Daca Ho(K) =0 ¢i Hy(K) =0, atunci K are acelasi tip de omotopie simpld ca un graf.

Corolarul 3.3.5 Fie K un 2-complex compact si conex. Daca, K este aciclic st nu este colapsibil,
atunci K nu admite functic Morse discrete Z-perfecte.

Fie co(K) numarul minimal de 2-simplexe fi,..., foo(k), care trebuie indepartate din K astfel
incat K — {fi1,..., feo(r)} sa fie colapsibil la un graf. Urmatoarea teorema stabileste relatia dintre
numarul co(K) gi existenta functiilor Morse discrete Z-perfecte pe complexul K.

Teorema 3.3.6 Fie K un 2-complexr compact si conex. Atunci K admite functic Morse discrete
Z-perfecte daca gt numai dacd co(K) = B2(K;7Z).

Corolarul 3.3.7 Fie K o suprafata compacta si conexa fara frontiera. Atunci K admite functii
Morse discrete Z-perfecte daca si numai daca K este orientabild.

Observatia 3.3.8 Corolarul 3.3.7 poate fi extins in mod direct la 2-pseudovarietati diferentiabile,

in modul urmator. O 2-pseudovarietate diferentiabila K admite o functie Morse discreta Z-perfecta
daca si numai daca K este orientabila.
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3.4 Functii Morse discrete F-perfecte definite
pe 2-complexe

In aceasté sectiune vom discuta problema generala de existenta a functiilor Morse discrete F-
perfecte definite pe un 2-complex, unde F este camp. Aceasta problema se pune in mod natural
atunci cand studiem de ce un 2-complex nu admite functii Morse discrete Z-perfecte. Aceasta este
influentata de urmatoarele doua aspecte: natura grupului fundamental al complexului si existenta
elementelor de torsiune in grupul de omologie al complexului.

In primul avem exemple cum ar fi planul proiectiv real, casa lui Bing sau mai general orice 2-
complex necolapsibil si aciclic. Toate aceste complexe au in comun faptul ca sunt omologic triviale
dar nu sunt topologic triviale. In cele ce urmeazd vom demonstra faptul ca aceste complexe nu admit
functii Morse discrete F-perfecte, pentru orice camp F'.

Teorema 3.4.1 Un 2-complexr K este aciclic, necolapsibil si conex, nu admite functii Morse discrete
F-perfecte, pentru orice camp F.

Notam faptul ca in cazul al doilea, desi aceste tipuri de complexe nu admit functii Morse discrete
Z-perfecte, ele pot admite functii Morse discrete F-perfecte, pentru un camp F convenabil. In par-
ticular, Corolarul 3.3.7 caracterizeaza aceste suprafete ce admit functii Morse discrete Z-perfecte ca
fiind suprafetele orientabile.

Totusi urmatorul rezultat ne arata cum influenteaza schimbarea coeficientilor existenta functiilor
Morse discrete perfecte.

Propozitia 3.4.2 Orice suprafata compacta, conexa, neorientabila si fara frontiera admite functii
Morse discrete Zs-perfecte.

Corolarul 3.4.3 Orice suprafata compacta si conexa admite o functie Morse discreta Zo-perfecta.

Observatia 3.4.4 Mai mult, orice spatiu pseudoproiectiv, aceasta insemnand un spatiu obtinut prin
alipirea unei 2-bile la S* printr-o aplicatie de grad p, admite functii Morse discrete Z,-perfecte. Acest
lucru poate fi demonstrat repetand argumentul din demonstratia Propozitiei 3.4.2.

In literatura de specialitate rezultatele referitoare la existenta functiilor Morse discrete opti-
male (exacte) sunt restrictionate la suprafete triangulabile. Acest capitol extinde studiul la cazul
2-complexelor simpliciale. Notiunea de functie Morse discreta optimala (exacta) nu este echivalenta
cu cea de functie Morse discreta perfecta. Apare astfel o noua problema: cum determinam o functie
Morse discreta optimala pentru un 2-complex aciclic, necontractibil. Pe de alta parte rezultatele
din Capitolul 3 pot fi privite ca un prim pas in studiul functiilor Morse discrete perfecte definite
pe varietati diferentiabile 3-dimensionale triangulabile. Aceasta poate fi efectuata prin colapsarea
varietatii diferentiabile 3-dimensionale la un 2-complex, aga numitul spin al varietatii diferentiabile
3-dimensionale, si problema se reduce la gasirea unei functii perfecte pe un 2-complex.
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Capitolul 4

Optimalitate omologica in teoria Morse
discreta

4.1 Omologia complexelor de lanturi

Fie A un camp comutativ si {z1, zs,...,2,} o multime finita de simboluri. Fie [ un numar intreg
pozitiv. Consideram B' = {x € E'| |z| < 1} bila inchisa de raza 1 in spatiul Euclidian I-dimensional
E'.

Notam cu Afzy, zo, . .., x,] combinatiile liniare formale Ajzq + Aaxs + ... + A2y, unde \; € A.

Definitia 4.1.1 Un operator diferential pentru un complex celular K cu coeficienti in A, este o
aplicatie liniara d : A[K] — A[K], definita astfel incat imaginea unei p-celule o este o combinatie
liniara a unor (p — 1)-celule ale frontierei J(o) si satisface conditia d o d = 0.

Considerand complexul celular K scufundat in E', realizarea geometricd |K| a lui K este un
complex celular regular si triangulabil si de aceea operatorul diferential 0 cu coeficienti din campul
A poate fi definit intotdeauna. Acest operator, numit operator de frontiera, determina complet
omologia singulara a lui |K| ([50]).

Complexul de lanturi canonic asociat complexului celular K este spatiul vectorial graduat
(Ci(K),0), unde Cp(K) = AK,], p = 0,1,...,7r, 51 0 : Cu(K) — C,_1(K) este operatorul de
frontiera definit anterior pentru complexul celular K.

De exemplu, a gasi un operator de frontiera 0 pentru un complex simplicial este simplu, dar nu
este n general ugor de a gasi pentru complexe celulare. Urmatorul rezultat este fundamental pentru
teoria complexelor celulare ([50]).

Teorema 4.1.2 Fie K un complex celular finit. Atunci exista aplicalia frontiera algebrica 0, :
Co(K,A) — Cp_1(K,N), pentru fiecare p, astfel incdt 0p—y 0 0, = 0 gi exista complezul diferential
{Co(K, A),0p}—¢ care determind omologia lui |K|. Daca definim H,(C,0) = Ker (9,)/0,:1(C) avem
H,(C,0) = Hy(| K, A).

4.2 Algebrizarea teoriei Morse discrete

Scopul teoriei Morse discrete este sa gasim colapsuri simpliciale care transforma un complex K
in unul mai simplu. Acest lucru poate fi realizat folosind in esenta notiuni algebrice in care functiile
Morse discrete sunt folosite deoarece tin evidenta colapsurilor si ordinea in care sunt facute acestea.
Acum, reactualizam mecanismul algebric subliniat in teoria Morse discreta, stabilim o noua metoda
pentru a lucra cu complexele de lanturi asociate complexelor celulare finite si aratam ca arborii sunt
contextul combinatorial potrivit pentru a rezolva problema omologica computationala.
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Definitia 4.2.1 Un Z-complex de lanturi (C, d, ¢) este un modul graduat C' = {C, }}_, inzestrat
cu doua aplicatii liniare: un operator diferential d : C', — C,_1, si un operator integral ¢ : C, — C, 1,
satisfacand relatiile dod =0, p o ¢ = 0.

Acest operator integral poate fi numit si operatorul de omotopie de lanturi ([29]).

Vom reprezenta un operator integral printr-o sageata dusa de la o celula cu dimensiune mai mica
spre o celuld cu dimensiune mai mare (vezi Figura 4.1).

a d o
1) 0 (1,2)
1 y 2 (2) 0 0
(3) 0 0
(4) 0 0
(L2 | (D+@2 ]| o
34 a4 (1,3) | (1) + (3) 0
24 |2+4)| 0
(3,4) | (3) + (4) 0

Figura 4.1. Un Z-complex de lanturi si un operator integral
(reprezentat printr-o sageata)

Definitia 4.2.2 Un Z-complex de lanturi (C,d, ¢) este d-pur daca satisface relatia d = do ¢ o d
(numita conditia de omologie).

Un Z-complex de lanturi (C, d, ¢) este ¢-pur daca satisface relatia ¢ = ¢ o do ¢ (numita conditia
de retract tare de deformare).

Un Z-complex de lanturi care este d-pur si ¢-pur se numeste Z-complex omologic de lanturi.

In acest caz d, respectiv ¢ sunt operatorul diferential omologic si operatorul integral omologic.
De exemplu, Z-complexul de lanturi din Figura 4.2 este un Z-complex de lanturi omologic deoarece
relatiile d =do ¢ od si ¢ = ¢ odo ¢ sunt indeplinite pentru orice celula din complex.

a d o]
(n 0 0
02 (2) 0 (1,2) + {1,3)

(3 0 {1,2)

\ (1,2) (1) + (2) (1,2,3)
(1,3) (1) + (3) 0
O 3 (2,3 (2) + (3) 0
(1,2,3) | (1,2) + (1,3) + (2,3) 0

Figura 4.2. Un Z-complex de lanturi omologic.
Operatorul integral omologic este reprezentat prin sageti

Fie doua Z-complexe de lanturi (C, d, ¢) si (C’,d’, ¢'). O aplicatie de Z-complexe de lanturi
(f,9): (C,d,¢) — (C",d',¢') este o pereche de aplicatii liniare f : C'— C’, g : ¢ — C ce indeplinesc
relatiile:

fod=dof, god =dog, foo=¢of, god =gog.
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Definitia 4.2.3 Fie doua Z-complexe de lanturi (C,d, ¢) si (C',d’, ¢').
Spunem ca cele doua sunt echivalente daca exista o aplicatie de Z-complexe de lanturi (f, g) care
satisface relatiile:

fog=ide —d od —¢ od sigof=idc—dod— ¢od.

Doua Z-complexe de lanturi echivalente sunt reprezentate in Figura 4.3.

a (b) o d(o) ¢(o)
(@) (2) {1,2)
(3) {1,3)
@) {1,4)
5) 1{1,2) +{2,5)

r.r ai (2,3) (1,2,3)
9 - (2,4) (1,2,4)
{3, 4) (1,3,4)

(2,3,4) | (2,3) +(2,4) | (1,2,3,4)
+(3,4)

Figura 4.3. (a) Doua Z-complexe de lanturi echivalente (C,d, ¢) si (C',d', ¢').
(b) Valorile operatorilor d si ¢ pentru complexul (C, d, ¢)

Omologia H.(C,d, ¢) a Z-complexului de lanturi (C,d, ¢) este grupul abelian graduat H,(C),
astfel incat (H,(C),0,0) este echivalent cu (C,d, ¢). Omologia diferentiald respectiv integrala a unui
Z-complex de lanturi (C,d, ¢) este omologia complexului (C,d, 0), respectiv a lui (C,0, ¢).

Daca (C,d, ¢) este un Z-complex de lanturi omologic atunci avem

H.(C,d,¢) ~ H,(C,d,0) ~ H,(C,0, ).

Notiunea de Z-complex de lanturi pur este intalnita in lucrarile lui Sergeraert ([85]), Forman
([31], [30]) si in teoria discreta a formelor diferentiale ([24]).

Relatia de echivalenta a Z-lanturilor poate fi vazuta ca fiind extinderea naturala a echivalentei
omotopice pentru complexe la cazul integral (vezi, spre exemplu [29]).

Calculul omologiei unui complex de lanturi (C, d) poate fi obtinut direct din operatorul integral
¢ : Cy, — C,y1, care satisface relatia de retract tare de deformare si din conditiile omologice referitoare
la operatorul diferential d ([46], [47]).

Propozitia 4.2.4 Fie (C,d,$) un Z-complex de lanturi, w : C, — C, o aplicatie liniara (numitd
fluxul lui (C,d,¢)) definita prin
T=1ddc—do¢p—¢od

si A: C, — C, o aplicatie liniara (numitd Laplacianul lui (C,d, ¢)) definita prin
A=do¢+dod

Atunci au loc urmatoarele relatii:
Ca)dOW:d—dogbod:ﬂod sipom=¢p—¢podop=moqp.
In cazul Z-complexului de lanturi omologic avem:
dor=0=mod si¢gom=0=mo¢.
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(b)) doA=dopod=AodsipoA=¢dodop=~Aocg.
In cazul Z-complexului de lanturi omologic avem:

doA=d=AodsipoA=¢p=Ao¢.
(¢) Daca avem un p-lant a, atunci avem relatia:
a=m(a)+ Ala).

(d) 7> =7 —¢o(d—dogod)—(d—dopod)op=m—do(¢p—¢dodod)—(p—dodog)od.
(e) A = (d+ ¢)A(d + ¢).
(f) moA = (d—dogod)od+o(d—dogod) = do(¢—podod)+(¢—podog)od = Aom.

Definitia 4.2.5 Un Z-complex de lanturi 7(C, d, ¢) = (7(C), d|(c), #|=(c)) este complexul armo-
nic asociat lui (C,d, ¢). Daca (C,d, ¢) este un Z-complex de lanturi d-pur sau ¢-pur atunci avem
relatiile:

m=nor=ms5i7(C)={reC|z=n(x)}

Cu alte cuvinte, complexul armonic (7(C'), d|(cy, 0) asociat Z-complexului de lanturi pur (C, d, ¢)
este format din lanturile m-echivalente ale lui C'.

Daca (C,d, ¢) este un Z-complex de lanturi omologic, atunci complexul lui armonic este de forma
(7(C),0,0) si pentru un p-lant, aplicatia de lanturi 7 descrie un ciclu reprezentativ al clasei de
omologie asociat acestui p-lant.

In Figura 4.3 avem doud Z-complexe de lanturi echivalente (C,d,¢) si (C",d,¢"). Complexul
(C,d, ¢) din stanga este Z-complex de lanturi ¢-pur. Complexul din dreapta (C’, d’, ¢) este complexul
armonic al complexului (C, d, ¢). (C", d’, ¢’) este un Z-complex de lanturi omologic (d'(c) = 0, ¢'(0) =
0,Voed).

Definitia 4.2.6 Z-complexul de lanturi A(C,d, ¢) = (A(C),d|a(c), ¢|a(c)) este complexul lapla-
cian asociat lui (C,d, ¢). Daca (C,d, ¢) este un Z-complex de lanturi d-pur sau ¢-pur atunci avem
relatiile:

A’=AoA=As5iA(C)={zcC|z=A(z)}.

Cu alte cuvinte, complexul laplacian A(C,d, ¢) asociat unui Z-complex de lanturi pur (C,d, ¢)
este format din toate lanturile A-echivalente.

Propozitia 4.2.7 Daca (C,d, ¢) este un Z-complex de lanturi pur (diferential sau integral), atunci
au loc urmatoarele proprietati:

(1) ToA=0=Aom.

(2) (C,d,p) =7n(C,d,¢) & A(C,d, p) ca Z-complexe de lanturi.
In particular, Ker A = 7(C) si A(C) = Ker .

(3) A(C) = ¢(C) @ (do ¢)(C) ca module graduate.

Dependenta lui 7 si A relativ la d si ¢ o vom nota cu m(g,¢) $i A,e)-

Urmatoarea propozitie este un rezultat fundamental in utilizarea Z-complexelor de lanturi in
teoria Morse discreta. De fapt, ilustreaza faptul ca a folosi operatorii integrali puri si omotopii de
complexe de lanturi pentru a descompune complexele de lanturi finit generate este un lucru important.

Propozitia 4.2.8 Daca (C,d, ¢) este un Z-complex de lanturi pur (diferential sau integral), atunci
are loc proprietatea:

Ker¢p =2 7(C) @ ¢(C) = Ker A(C) @ ¢(C)
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ca module graduate.
In particular, o aplicatie de Z-compleze de lanturi (f, g) satisface relatiile:

fomag =)o fs g0 Tae) = Tag © 9,
folwe =Aweyof g0 Awe) = Awe) ©9-
Aceasta inseamnda ca f si g sunt compatibile relativ la fluzurile si laplacienii respectivi.

Urmatorul rezultat este esential pentru a pune in evidenta omologia Z-complexelor de lanturi.

Lema 4.2.9 (Lema complexului de lanturi) Un Z-complex de lanturi (C,d,®) este echivalent cu
complezul sau armonic w(C,d, ¢). Complezul armonic ©(C,d, ¢) este de forma (w(C),dx, ¢r), unde

dr(m(z)) = d = (do¢od)(x) i ¢pn(m(2)) = ¢ — (P odog)(z).

Corolarul 4.2.10 Complexul armonic w(C,d, ¢) asociat unui Z-complex de lanturi (C,d, @) d-pur
(respectiv p-pur) este de forma (mw(C),0, ¢r) (respectiv (w(C),dr,0)) si avem ¢p(m(x)) = ¢ — (podo
¢)(x) (respectiv dr(m(z)) = d = (do ¢ od)(x)).

Un exemplu pentru Lema 4.2.9 poate fi vazut in Figura 4.3, unde (C,d, ¢) este un Z-complex de
lanturi ¢-pur si (C', d’, ¢') este complexul sau armonic.
In cele ce urmeaza vom da cateva definitii legate de perturbarea Z-complexelor de lanturi.

Definitia 4.2.11 Un Z-complex de lanturi (C,d, ¢) este d-punctual nilpotent (respectiv ¢-
punctual nilpotent) daca pentru orice a € C' exista u(a) € N ce verifica relatia:

do(ide —do ¢ —¢od)™ =0 (respectiv ¢ o (ide —dod — ¢o d)”(a) =0).

Cea mai mica valoare pentru n(a) este numit gradul diferential (respectiv integral) al
nilpotentei lui a.

Propozitia 4.2.12 Dacda avem un Z-lant complex (C,d,¢) ¢-punctual nilpotent (respectiv d-
punctual nilpotent), el este echivalent cu Z-complexul de lanturi (C,d, ¢) ¢-pur (respectiv echivalent
cu Z-complezul de lanturi (C,d, ¢) d-pur).

In continuare, toate Z-complexele de lanturi vor fi considerate ¢-punctual nilpotente. Rezultate
asemanatoare pot fi determinate pentru Z-complexe de lanturi d-punctual nilpotente.

4.3 Teorie Morse discreta si optimalitate

In aceasta sectiune, vom vedea ca toate rezultatele de pana acum pot fi folosite ca un instrument
puternic pentru a ajunge la rezultate combinatoriale interesante in teoria Morse discreta.

Definitia 4.3.1 Fie (K, 0) un complex celulat finit. Un operator h : Ci,(K) — Ciyr(K) este numit
combinatorial dac# pentru orice p-celuld ¢®, h(c®) = A\3P*") unde A € Zsi 3 este o (p£7)-celuli.

In continuare vom da cateva notiuni de baza din teoria Morse discreta cu cateva mici modificari
si fara sa folosim, in principal, functii Morse discrete.

Definitia 4.3.2 Un camp de vectori de tip combinatorial V definit pe un complex celular conex
K este o colectie de perechi disjuncte de celule {a® < gFP+11,
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Definitia 4.3.3 Un V-drum sau un drum de tip gradient v este un gir alternant de celule
al? B (P pPED P astfel incat pentru orice pereche de celule consecutive, una dintre celule

este o fata pentru cealalta si urmatoarea conditie este satisfacuta: fie {al(p ) < bz(p i1)} sau {b?’ ) o
ag’r)l} apartin lui V, V i > 0.

Daca ultima celula din drumul de tip gradient v este o) atunci spunem ca v are lungimea r

([38])-

Daca celulele b; din drumul de tip gradient v sunt de dimensiune p + 1 gi drumul are lungimea

1
r- 5 atunci drumul de tip gradient v se numeste V-drum superior sau drum de tip gradient

superior.

Pentru celulele a i b, fie I'(a, b) multimea drumurilor de tip gradient de la a la b (de orice lungime),
astfel incat prima celula sa fie a iar ultima celula sa fie b, din sirul de celule.

Un V-drum este netrivial gi inchis daca r > 1 si prima si ultima celula din gir sunt aceleasi.

Definitia 4.3.4 Un camp discret de tip gradient este un camp vectorial combinatorial ce contine
V-drumuri inchise si netriviale.

In acest mod poate fi considerat o imperechere de celule aciclice.
O celula « este celula critica a lui V daca ea nu este Imperecheata cu nici o celula din V.

Definitia 4.3.5 Un operator combinatorial integral definit pe un complex celular K este o
colectie de perechi disjuncte de celule {a®), 3P*D} (nu neaparat incidente) de aceleasi componente
conexe.

De aceea, un camp discret de vectori de tip gradient este un operator special de tipul operatorului
combinatorial gi integral.

Forman in lucrarile ([30], [31]) a demonstrat ca topologia unei varietati diferentiabile este legata
de celulele critice ale unei functii discrete definite pe varietate, miméand rezultatele lui Morse in cazul
neted.

Numarul de celule critice depinde de campul vectorial discret de tip gradient considerat (vezi
Figura 4.4).

3 5 3{3{5

Figura 4.4. O imperechere de celule in stanga ((1), (5), (3,4) si (2,5) sunt critice)
si o imperechere de celule optimala in dreapta ((1) si (2,4) sunt critice). Imperecherea este
reprezentata cu o sageata de la celula cu dimensiune mai mica spre una cu dimensiune mai mare

pereche cu ea

In lucrarea ([63]), problema optimalitatii (minimizarea numarului de celule critice pentru campul
vectorial combinatorial) pentru o varietate 2-dimensionala este analizata utilizand diagramele Hasse
si hipergrafurile. Aceasta problema nu este inca rezolvata pentru cazul general.
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Nu este intotdeauna posibil sa obtinem un numar de celule critice care sa coincida cu numerele
Betti ale complexului. Acesta este cazul pentru complexele: casa lui Bing, palaria lui Dunce, care
sunt contractibile dar nu sunt colapsibile (vezi [11]).

Urmatoarele rezultate ne arata ca folosind operatorii integrali pentru complexe de lanturi, putem
rezolva aceasta problema si putem reduce complexul initial la numarul minim de celule critice, care
corespund cu numerele Betti. Aceasta inseamna ca putem sa garantam optimalitatea omologica (care
este numita ”perfectiune” in teoria Morse discreta, vezi [11]).

Definitia 4.3.6 Daca avem un drum de tip gradient superior v € I'(a,b) format din girul alternant

v a((]p),bépﬂ),agp),bgpﬂ), ...a® "™ drumul omotopic corespondent este definit prin sirul:
b b b,

In primul rand operatorii integrali combinatoriali derivati din campurile vectoriale combinatoriale
sunt ¢-punctual nilpotente.

Propozitia 4.3.7 Un camp vectorial discret de tip gradient V genereaza un Z-complex de lanfuri
(C(K),d,V) ¢-punctual nilpotent.

Combinand Propozitiile 4.2.4, 4.2.7, 4.2.8, 4.2.12, 4.3.7, obtinem urmatorul rezultat care este
cheia interpretarii teoriei Morse discreta in termenii Z-complexelor de lanturi.

Propozitia 4.3.8 Consideram V un camp vectorial de tip gradient.
Daca (C,d, V) este un Z-complex de lanturi ¢-punctual nilpotent, atunci existd un Z-complex de
lanturi ¢p-pur (C,d, V') echivalent cu (C,d, V), astfel incat complexul lui armonic este

7(C,d, V) = (Ker V\ V(C), dx,0).

Acest ultim Z-complex de lanturi este constituit din combinatii liniare finite de celule critice
diferite din V' gi d, poate fi privit ca fiind operatorul de frontiera corespunzator complexului celu-
lar determinat de celulele critice, numit gi complexul celular Morse armonic M (C,d, V') asociat lui
(C,d, V).

Analog, complexul laplacian A(C, d, X7) poate fi privit ca un complex de lanturi aciclic ale comple-
xului celular M (C,d, V'), numit gi complexul Morse de tip laplacian asociat lui (C,d, V). Mai mult,
operatorul de frontiera 0y, este determinat de relatia:

8M(A(O'(p))) =do ‘7 ¢) d(o'(p))7 \v4 0-(17) c C.

Are loc relatia H, (M (C,d,V)) = H,(K,A), unde A este campul comutativ considerat. Mai mult
operatorul de frontiera d, al complexului Morse celular M (C,d, V') are o interpretare clara in termeni
de drumuri de tip gradient ale lui V.

Propozitia 4.3.9 In condititle Propozitiei 4.3.8 pentru o p-celula o, ‘7(04) este un drum omotopic
de lanturi.

In lucrarea ([74]), un operator integral ¢ care da Z-complexul pana la omologie este determinat
printr-un complex celular filtrat folosind o tehnica de tip incremental.

Avand o p-celula o, ¢(o) este o suma de celule (p + 1)-dimensionale in care cel putin o celula 7
satisface o € O(7).

Operatorul ¢ genereaza in mod natural un operator integral si combinatorial pe K.
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Datoritd faptului ¢& V(C) admite o bazi combinatoriald si complexul de lanturi (V(C) & (d o
V(C)),d) este aciclic, putem presupune ci suma w de elemente din baza combinatoriali a lui V (C)
satisface relatia d(w) = 0.

Aceasta Inseamna ca w poate fi reprezentat, in termeni de grafe, folosind arbori. In acesti arbori,
nodurile sunt p-celulele si (p + 1)-celulele, ale complexului, ¥V p > 0.

Vecinii unei p-celule sunt (p + 1)-celulele §i viceversa (vezi Figura 4.5).

3 v

R Figura 4.5. Un camp vectorial de tip combinatorial (in stanga).

In dreapta o multime de arbori de tip gradient unde celulele (1) si (1,3) nu apartin padurii, (2,5) si

(2,4,5) apartin arborelui cu dimensiunile 1 gi 2 si restul celulelor apartin arborelui cu dimensiunile
Ogil

Aceasta padure este o reprezentare in termeni omologici a complexului celular K si se numeste
padure generata omologic (vezi [73], [74]).

Avand o padure generata omologic, este posibil sa distingem doua tipuri de arbori: arbori omologic
esentiali i omologic neesentiali.

Intr-un arbore omologic neesential numarul de p-celule este acelasi cu numarul de p + 1-celule.

Intr-un arbore omologic c-esential, diferenta dintre numarul de p-celule si numarul de p+ 1-celule
este numarul intreg pozitiv c.

In acest ultim caz exist3 ¢ p-celule in interiorul acestui arbore ce reprezinta o celula critica, aceasta
insemnand un generator omologic.

De aceea, avand o padure generata omologic, un operator integral de tip combinatorial poate fi
direct dedus prin considerarea perechii maximale definita de o p-celula si o p 4+ 1-celula, folosind o
strategie specifica (de exemplu, imperechind doua celule neincidente) pentru orice arbore omologic
esential sau neesential.

In acest proces, doar ¢ p-celule (celulele critice) ale unui arbore omologic c-esential vor raméane
neimperecheate.

Sa subliniem faptul ca notiunea de optimalitate este garantata de gasirea operatorului integral
de tip combinatorial. De aceea, numarul minim de celule critice va fi intotdeauna egal cu numerele
Betti. In procesul de imperechere, putem gasi unele perechi de celule neincidente {«, 5}.

Pentru ca sa obtinem optimalitate in sens Forman (imperechere de celule incidente), se pot aplica
rezultatele anularii in sens clasic relativ la drumurile izolate care leaga a i 5 (vezi [31]).

Exemplul 4.3.10 In Figura 4.6a) putem observa complexul K al celulelor pentru torul 72.
Figura 4.6b) si ¢) reprezinta structura de arbore a unui operator de omotopie ¢ a complexului de
lanturi descris de perechile {0 — celule, 1-celule} i {1 — celule, 2 — celule} ale complexului initial.
imperecherea combinatoriala optimala corespunzatoare este ilustrata in Figura 4.6d) si e). Culorile
diferite in Figura 4.6e) reprezinta arbori diferiti ai padurii generate omologic de 1-celulele si 2-celulele.
Tripletul (C(K), 0, ¢) este un Z-complex de lanturi omologic.
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Figura 4.6. Un complex celular pentru torul 72, reprezentarea omologica a padurii generate si
imperecherea combinatoriala optimala

Exemplul 4.3.11 In Figura 4.7 se prezinta rezultate similare obtinute pentru complexul casa lui
Bing cu 2 camere. Datorita faptului ca acesta este un complex contractibil care nu este colapsibil,
nu este posibil sa obtinem un camp vectorial discret de tip gradient optimal. Cu toate acestea, se
obtine un operator integral combinatorial care implica toate celulele asociate structurilor de padure
generata omologic si care garanteaza optimalitatea omologica.

Figura 4.7. (a) Complexul celular pentru casa lui Bing.
(b), (c), (d) Reprezentarea omologica a padurii generate de 0-1 celule,
1-2 celule si 2-3 celule
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4.4 Invarianta topologica a numerelor Morse-Smale pentru
3-complexe

Numerele Morse discrete sunt legate de omotopia simpla. Pentru a demonstra invarianta lor, am
putea demonstra ca din punct de vedere topologic complexele celulare echivalente sunt omotopic
simple si spatiile omotopice simple au acelagi numar Morse discret. Din pacate prima afirmatie nu
este adevarata in caz general. Vom folosi in continuare urmatoarele teoreme ale caror demonstratii
pot fi gasite in [77] si [21, 25.1].

Teorema 4.4.1 Orice doua triangulari ale unei varietati topologice 3-dimensionale au o subdiviziune
comuna.

Teorema 4.4.2 Daca K, este o subdiviziune a lui K, atunci K si K, sunt echivalente in sensul
omotopiei simple.

Teorema 4.4.3 Fie K st L doud varietati topologice 3-dimensional omeomorfe. Atunci pentru orice
p avem 7(K) = (L),
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